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Resumo

Alonso, Carlos André dos Santos Costa; Svetlichny, George. Tépicos de
Matematica e Musica na Educacdo Bésica. Rio de Janeiro, 2016. 69p.
Dissertacdo de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Apresentamos, neste trabalho, algumas relacdes da matematica com a
masica, iniciando com a descoberta de Pitadgoras, que relacionou 0s sons
produzidos por uma corda, esticada, com o seu comprimento. Mostramos, ainda,
algumas escalas musicais e suas relagdes com a frequéncia sonora, principalmente
a escala mais utilizada hoje, chamada de escala de temperamento igual. Em
seguida, exibimos algumas aplicagdes da matematica na mdsica e algumas

relacOes existentes entre elas, que podem ser desenvolvidos na educagdo basica.

Palavras-chave

Matematica; MUsica; Pitagoras; Escalas Musicais; Educacao Basica.
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Abstract

Alonso, Carlos André dos Santos Costa; Svetlichny, George (Advisor).
Math and Music Topics in Basic Education. Rio de Janeiro, 2016. 69p.
MSc. Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

In this work we present some relations between mathematics and music,
starting wiht Pythagoras’s Discovery which related the sounds produced by a
stretched string to its lengh. We also show some musical scales and their
relationships whith sound frequencies, especially the scale used today, called the
equal tempered sacale. We then display some applications of mathematics to
music and some existing relations between them, which can and should be

developed in basic education.

Keywords

Mathematics; Music; Pythagoras; Musical Scales; Basic Education.
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1
Introducéao

Ao longo de nossa histéria, desde a chegada dos portugueses, a educacao
no Brasil vem sofrendo mudancas. Comecando com a educacdo Jesuitica,
passando pela ditadura militar, até os dias de hoje. Mas, infelizmente ou
felizmente, mudanga nem sempre implica em evolugéo, nesse sentido, ao longo do
tempo tivemos avancos e retrocessos na educacdo brasileira. O processo de
democratizacdo da escola publica ganha forca com a promulgacdo da lei de
diretrizes e bases da educacdo (LDB). Com a democratizacdo da escola publica, o
avanco tecnol6gico, um sistema familiar quase falido, um sistema politico
corrupto e uma crescente injustica social, a educacdo passa enfrentar grandes
desafios, sendo um dos maiores a falta de estimulo a aprendizagem.

Por outro lado, a lei 11769 de agosto de 2008 altera o 86° do artigo 26 da
LDB, tornando o ensino de musica obrigatorio, tal obrigatoriedade foi estendida
para o ensino de artes visuais, danca, masica e teatro com a lei 13278 de 2016,
alterando novamente o 86° do artigo 26 da LDB. Nesse sentido, um trabalho que
procure estimular os alunos, no que concerne ao processo ensino aprendizagem,
envolvendo a musica e outras disciplinas obrigatorias, tornando esse processo
mais prazeroso e satisfatdrio, sera um avanco na educacdo bésica.

Este trabalho tem como objetivo principal ser o cerne de um projeto que
relacione alguns contetudos da matematica do ensino basico com alguns conteidos
da teoria e pratica musical, apresentando pequenos topicos relevantes para as duas
disciplinas supracitadas.

Iniciamos o segundo capitulo tratando de som, ondas sonoras, suas
propriedades fisioldgicas percebidas pela audicdo humana. No terceiro capitulo
temos algumas ideias das possiveis definicbes para musica, definimos os sons
mais agradaveis e 0s menos agradaveis, as frequéncias correspondentes a mesma
nota musical e a percepg¢ao do som pela audicdo humana.

No quarto capitulo discorremos sobre intervalos e escalas musicais,
sobretudo aquelas que mais influenciaram as composic¢des ao longo da historia e a

escala utilizada na musica ocidental. Em seguida, mostramos algumas aplicacdes
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da matematica utilizando equagfes exponenciais, equacdes logaritmicas, angulos
e arcos a teoria musical.

Iniciamos o quinto capitulo com algumas noc¢des de teoria musical e
prosseguimos mostrando algumas aplicacdes da matematica utilizando o minimo
maltiplo comum e fragdes na teoria musical, que podem ser desenvolvidas com 0s
alunos da educacdo basica. Finalizando este capitulo apresentamos um sistema de
acordes e transportes de tons musicais baseado em sobreposicao de discos.

No sexto capitulo apresentamos a aritmética modular, que justifica o
sistema de discos apresentado no capitulo cinco e algumas atividades de
aplicacdo. O ultimo capitulo se destina a apresentar atividades que devem ser
desenvolvidas com os alunos da educagdo basica, relacionando 0s conceitos

musicais abordados nesta dissertacdo e alguns conceitos matematicos citados.
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2
Ondas Sonoras

Este capitulo se destina as ondas sonoras e suas propriedades, para tanto,
se inicia discorrendo sobre funcgdes periddicas, uma vez que as ondas sonoras

podem ser modeladas matematicamente segundo funcdes periddicas ou senoides.

2.1.
FuncoOes

Sejam X e Y dois conjuntos néo vazios, com x € Xey € Y. Uma fungdo f
de X em Y € uma correspondéncia que associa a cada elemento x € X um Unico
elemento y € Y. O conjunto X é chamado de dominio da funcdo, enquanto que o
conjunto Y é chamado de contradominio da funcéo. O elemento y é dito imagem
do elemento x pela funcéo f, donde o conjunto imagem é formado por todos 0s

elementos de Y que sdo imagens de algum elemento de X.

2.2.
Funcdes Periddicas

Uma fungdo f:R — R, onde R é o conjunto dos nimeros reais, é dita
periddica de periodo p, se existe um nimero real p, ndo nulo, tal que f(x + p) = f(x)
para todo x real, esse nimero p é dito periodo da fungdo, notemos que se p é um
periodo da funcéo f(x), entdo k.p também é um periodo da funcdo, com k inteiro. De
modo geral, se f(x) = f(x + p), para todo x real, entdo f(x) = f(x + k.p), para
todo x real. O menor numero positivo p, quando existe, para 0 qual se tem
f(x) = f(x + p) é chamado de periodo fundamental da fungdo periddica.

Um exemplo classico de funcdo periodica € a funcdo seno, ou seja,
f(x) = sen(x), podemos perceber facilmente que ¢ uma fungdo periodica de
periodo fundamental p = 2w, uma vez que sen(x) = sen(x + 2m), para ser mais
genérico, sen(x) = sen(x + k2m), para todo k inteiro, desse modo, 2kz também
é periodo da fungdo seno, mas o periodo fundamental ocorre quando k = 1. Na

figura abaixo temos o grafico da funcéo f(x) = sen(x).
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sen(x) |

-
—
R

i

C= crista
V=vale
a= amplitude

Figura 1: Senoide simples

A crista é o ponto mais alto da senoide, o vale € o ponto mais baixo, a
distancia entre a crista e o eixo horizontal é chamada de amplitude e por fim a
distancia entre duas cristas consecutivas € chamada de comprimento de onda.

Sejam f e g duas funcBes perioddicas, ambas de periodo fundamental p,

dai podemos enumerar as seguintes propriedades:

i) f(x) = c é periodica para todo p real e ¢ constante.
i) a.f(x)+b.g(x) é periddica de periodo fundamental p, para todo a e b
reais.
iii)  f(x).g(x) é periddica de periodo p.

iv) f(x+ w) é periodica de periodo fundamental p, para todo w real.

Para exemplificar as propriedades acima, consideremos as fungdes

f(x) = sen(x), g(x) = sen(2x), h(x) = sen(4x), 0s seus periodos sdo
- T e

respectivamente 2z, = e > conforme podemos observar em seus graficos nas

figuras abaixo.
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flx)

| fix)=zen(x)
Figura 2: f(x)=sen(x)
g(x) |
:i: 1:":
Figura 3: g(x)=sen(2x)
h(x)

Figura 4: h(x)=seno(4x)

Podemos observar que o comprimento de onda da funcéo f(x) = sen(x)

¢ 0 dobro do comprimento de onda da funcdo g(x) = sen(2x), enquanto que o da
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funcdo f(x) = sen(x) € metade do periodo da fungdo g(x) = sen(2x) e € a
quarta parte do periodo da funcdo h(x) = sen(4x). Isso ocorre porque a
quantidade de ciclos e o comprimento da onda sdo grandezas inversamente
proporcionais. De modo mais simples, podemos dizer que em um intervalo de 2z
a funcdo f(x) = sen(x) completard um ciclo. Por outro lado, a funcdo g(x) =

sen(2x) completara um ciclo a cada =, logo completara dois ciclos em 27. Além

disso, a funcdo h(x) completard um ciclo a cada % ou seja, completara 4 ciclos

em 2m. No estudo de ondas, a quantidade de ciclos por unidade de tempo é
chamada de frequéncia, geralmente medida em Hertz (Hz), como por exemplo,
uma onda com frequéncia de 80 Hz significa que essa onda realiza 80 ciclos por
segundo.

Faremos agora uma soma de fungdes, isto €, vamos considerar a funcéao
s(x) = f(x) + g(x) + h(x), citadas acima, como s(x) é uma soma de funcdes
periodicas de periodos 2w, e /2, segue que s(x) também é periddica e seu

periodo € 2m, 0 que podemos observar no seu grafico abaixo.

s(x) 1

s(x)Ex)+e(x)+hix)

™ ™ ™

Figura 5: Soma de senoides

2.3.
Som

O som, segundo a fisica, consiste em oscilagdes (ondas) de pressédo que
se propagam através de um meio material sélido, liquido ou gasoso, ou seja, 0

som ndo se propaga no vacuo. Na fisiologia, 0 som ¢ a recepgdo de tais ondas e
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sua percepcdo pelo cérebro, ou seja, as ondas que se propagam atravées de algum
meio material, ao entrar em contato com os ouvidos, sdo convertidos em estimulos
nervosos que, ao alcancar o cérebro nos fornece a sensacao auditiva do que
chamamos de som.

Quando vibramos uma corda de violdo, por exemplo, esta oscila
provocando vibragfes nas moléculas de ar e gerando ondas, estas ondas podem
ser aproximadas por uma soma de senoides. Ondas senoidais com frequéncias
inferiores a 20Hz sdo chamadas de infrassons e superiores a 20.000Hz s&o
chamadas de ultrassons.  Os infrassons e o0s ultrassons ndo séo perceptiveis a
audicdo humana. De modo mais simples e intuitivo, podemos dizer que som é
tudo aquilo que “podemos ouvir”.

Uma representacdo de uma onda senoidal se encontra na figura abaixo,
destacando os elementos: comprimento de onda, crista, vale e amplitude. Quanto
maior for o comprimento da onda, mais grave serd o som, por outro lado, quanto
maior for a amplitude mais intenso sera o som. Se trocarmos o eixo horizontal,
que na figura abaixo representa distancia, por um eixo que represente o tempo,
teremos o deslocamento medido em unidade de tempo. Ou seja, teremos o
comprimento de onda por medida de tempo, que caracteriza uma frequéncia
sonora. No caso de uma onda com frequéncia de 110 Hz, por exemplo, temos 110

ciclos ou comprimentos de onda por segundo.

-+ d - C= crista
c = Y 1
- =, =vale
E f.f’ \ / \ / ¥ \ | d=comprimento
E‘ / \ / | ‘\ / v |\| deonda
/
/ ' y= amplitude
\__,/ \\,/ | d
v
distancia

Figura 6: Onda senoidal
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2.4.
Propriedades Fisiologicas do Som

Quando falamos em propriedades fisioldgicas do som, estamos nos
referindo a percepcdo do som pela audicdo humana, tais como intensidade,
duracéo, altura e timbre. Essas propriedades estdo diretamente relacionas com a
energia de vibracdo nas moléculas, a frequéncia e o tipo de onda, estas séo
grandezas fisicas.

A intensidade do som é uma caracteristica que se refere a energia de
vibracdo nas moléculas, provocada pela fonte emissora das ondas, ou seja, €
caracterizada pela amplitude da onda. Essa caracteristica do som é percebida pela
pressdo que as ondas exercem sobre o ouvido ou algum instrumento utilizado para
medir a intensidade do som. Quanto maior a pressdo que as exercem, maior € a
amplitude e maior serd a intensidade do som, tal intensidade geralmente é medida
em decibel, que é a décima parte de um bel, nome utilizado em homenagem ao
cientista escocés, naturalizado norte americano, Alexander Graham Bell'. Mas, é
importante ressaltar que o decibel ndo é uma unidade de medida e sim uma escala
que relaciona duas grandezas.

De acordo com a lei de Weber-Fechner?, a resposta perceptiva a
qualquer estimulo, em relacdo a uma intensidade de referéncia, é proporcional ao
logaritmo da intensidade do estimulo. Decorre dai, que as medidas de percep¢do
da intensidade sonora pelo ouvido humano séo feitas por grandezas logaritmicas.

E o caso do decibel (dB), definido como dez vezes o logaritmo decimal da razio

de intensidade sonora. Ou seja, I = 10.logy, (ql), onde | é a intensidade sonora

qz
. . 1, ~ . . ;.
relativa percebida e % é a razdo entre as duas intensidades fisicas sonoras, que
estamos comparando. Suponhamos que num determinado ambiente a intensidade

fisica do som produzido por um aparelho seja quatro vezes maior do que o ruido

desse ambiente, dizemos entdo, que a intensidade sonora percebida em relacéo ao

ambiente é dada por I = 10.log;, (q—l) = 10.logqo (f) = 10.log,, 4 decibeis.
q2 1
Neste caso, estamos comparando o ruido do ambiente com o som produzido pelo

aparelho citado, tendo o ruido do ambiente como intensidade de referéncia. Por

! Alexander Graham Bell foi um cientista, inventor e fundador da companhia telefonica
Bell.

% Ernst Heinrich Weber foi um médico alemio e Gustav Theodor Fechner foi um
filésofo alemao.
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outro lado, A duracdo do som diz respeito ao tempo de emisséo das vibragfes que
se propagam pelo meio material.

A altura € a propriedade que nos permite perceber e diferenciar um som
grave de um agudo. Essa percepcdo audivel estd diretamente ligada as
frequéncias, sobretudo as mais intensas, que compdem o som. A frequéncia por
sua vez é a quantidade de oscilagdes num determinado intervalo de tempo, ou
seja, € a quantidade de ciclos (sentido usual) por unidade de medida de tempo.
Sons com baixas frequéncias sdo chamados de grave e sons com altas frequéncias
sdo chamados de agudo. Em suma, quanto maior a frequéncia, mais agudo sera o
som e quanto menor, mais grave ele sera.

Geralmente o som é constituido por varias frequéncias e no caso de sons
cujas fontes sdo instrumentos musicais melddicos, principalmente os de corda, sao
constituidos pela frequéncia fundamental, ou seja, pela frequéncia mais baixa e
pelos sobretons (frequéncias mais altas) de frequéncias multiplas da frequéncia
fundamental, neste caso os sobretons sdo chamados de harménicos. Quando as
frequéncias ndo sdo mdaltiplas da frequéncia fundamental, os sobretons sdo ditos
inarmonicos, é o caso, por exemplo, do som produzido por um tambor, cujos
sobretons ndo sdo harmonicos, ou ainda um martelo batendo num prego.

O timbre é determinado pelo conjunto das frequéncias que compdem o
som, em especial as mais intensas, juntamente com as intensidades de cada uma
das frequéncias. Sejam T, e T, dois timbres constituidos pelas frequéncias
mais intensas F; = {fi,fo - fu} € F»={91,92 --9x}, respectivamente.
Sejam ainda, I; = {iy,i,,,...in} as intensidades das frequéncias fi, f2, .- fn,
nesta ordem e I, = {ji,J., .. ji} @s intensidades da frequéncias g4, 92, --- 9k
respectivamente. Dizemos que os timbres T, e T, s&o iguais Sse e somente se
as frequéncias de T, com suas respectivas intensidades forem iguais as frequéncias
de T, com suas respectivas intensidades. De modo geral, podemos escrever :

T,=T, © FF=F,el, =1,

No caso de notas musicais provenientes de instrumentos, como Viol&o,
violino, piano, flauta, entre outros, as frequéncias que determinam o timbre séo
frequéncias multiplas da fundamental, ou seja, séo frequéncias que chamamos de

harmonicos.
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De modo geral, dada uma frequéncia f de uma nota musical qualquer,
todos os seus harmoénicos sdo da forma n. f, com n inteiro maior que ume n.f é
a (n-1)-ésima frequéncia harmonica da nota de frequéncia f. A nota de frequéncia
f é chamada de nota fundamental. E importante ressaltar que a nota produzida
por fontes diferentes possuem conjuntos de frequéncias diferentes ou intensidades
relativas diferentes, € justamente essa caracteristica que faz com que percebamos
as diferencas dos timbres de fontes diferentes. De modo mais simples, podemos
dizer que o timbre € uma caracteristica sonora, percebida pela audicdo, que nos
permite distinguir as diferentes fontes sonoras, como por exemplo, distinguir o
som produzido por um piano de um som produzido por um violdo. A figura 2,
gue mostra as ondas de um diapasdo, de uma flauta, da voz humana soando a
vogal a e de um violino, embora com as mesmas frequéncias naturais, as ondas
possuem formatos diferentes e estes formatos é que determinam o timbre do som.

Com uma andlise um pouco mais rigorosa, podemos perceber que cada
um dos graficos que representa o timbre de cada instrumento é na verdade uma
soma de funcgdes periddicas, ou seja, a soma da funcdo que representa a frequéncia

fundamental com as fungdes que representam seus sobretons.

diapasao 7 SN\ NITE A\ I S, I R0 ST

flauta

voz (a) G e 1 S 5 S & S e smm o

vViolino B D T R o e s P R

Figura 7: Ondas de alguns instrumentos
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Musica

Este capitulo trata basicamente das ideias intuitivas de mdsica, seus
elementos fundamentais e sobre notas musicais.

Segundo Maria Luisa de Mattos Priolli, a mdsica é a arte dos sons,
combinados de acordo com as variagdes da altura, proporcionados segundo a sua
duracéo e ordenados sob as leis da estética.

Segundo Aurélio Buarque de Holanda Ferreira, a musica € arte e ciéncia
de combinar os sons de modo agradavel ao ouvido.

Segundo Estevao Cruz, em sua obra “Compéndio de Filosofia” em 1954,
a musica é a arte de exprimir o belo pela harmonia dos sons. Ressalta ainda que a
musica ndo tem por fim suscitar em nds as imagens das coisas, mas exprimir a
emog&0 que essas coisas provocam na nossa alma.

No entanto, o que é agradavel ao ouvido, assim como o belo®, sdo
conceitos relativos, ou seja, variam de acordo com as pessoas, a cultura e o tempo,
0 que nos leva a concluir que tais conceitos sdo extremamente relativos.

A musica é composta por pelo menos um dos quatro elementos
fundamentais: melodia, contraponto, ritmo e harmonia.

A melodia consiste na sucessdo das notas musicais, formando sentido
musical, é a concepcao horizontal da musica.

O contraponto é o conjunto de melodias dispostas em ordem simultanea,
é uma concepcao simultaneamente horizontal e vertical da musica.

O ritmo é o movimento dos sons regulados pela sua maior ou menor
duracéo.

A harmonia consiste na execucdo de varios sons ouvidos ao mesmo
tempo, observadas as leis que regem o0s agrupamentos dos sons simultaneos
constituindo acordes. Possui uma concepg¢ao musical vertical.

Para exprimir profundamente qualquer sentimento, ou descrever por
meio da mdsica qualquer quadro da natureza, torna-se imprescindivel a

participacao de pelo menos um dos quatro elementos fundamentais.

% N&o é possivel dar uma definicdo absoluta de belo, embora seja possivel estudar suas
varias acepgdes no curso da histéria.
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Um tom, de modo geral, pode ser definido como a distancia entre duas
notas consecutivas de nomes distintos, exceto entre mi e fa e entre si e do, estas
possuem distancia de meio tom. Na mdsica ocidental, geralmente, se usa a escala
bem temperada, de sete notas com cinco acidentes, sustenido ou bemol, que serdo
definidos a seguir, perfazendo um total de 12 notas, num intervalo correspondente
a uma frequéncia e o seu dobro. Tal intervalo é chamado de oitava e utilizaremos
as letras latinas C, D, E, F, G, A e B, para representar as sete notas musicais do,
ré, mi, fa, sol, la e si respectivamente, numa oitava. Além disso, para aumentar a
nota em meio tom, utilizamos o simbolo # (sustenido) e para baixarmos meio tom,
utilizamos o simbolo b (bemol). Desse modo, utilizaremos os seguintes simbolos
para representar as notas musicais: C, C#, Db, D, D#, Eb, E, F, F#, Gb, G, G#,
Ab, A, A#, Bb e B. Na escala bem temperada vale as seguintes igualdades, que
serdo melhor explicadas no capitulo referente a escalas: C#=Db, D#=Eb, F#=Gb,
G#=Ab e A#=Bb, 0 que ndo ocorre em outras escalas.

3.1
Consonancias e Dissonancias

Segundo Paul Hendemith?, esses dois conceitos nunca foram
completamente explicadas, e por séculos as definicdes tém sofrido variacGes. A
melhor definicdo é dada pela mutua excluséo, isto é, consonante é aquilo que nao
é dissonante e dissonante é aquilo que ndo é consonante, formando assim uma
dicotomia estrutural.

De fato, a palavra consonancia vem do latim consonare, que significa
soar junto, ou seja, € uma harmonia. De forma mais especifica, podemos definir
consonancia como sendo aqueles sons de varias frequéncias, que sdo agradaveis,
logo tal definicdo € relativa, isto é, varia de pessoa para pessoa, de cultura para
cultura e de época para época. Observou-se, de modo empirico, que duas notas
musicais, em escalas naturais, isto €, anterior ao temperamento, que possuem
intervalos menores entre harmoénicos em comum tém tendéncia a serem mais
consonantes do que aquelas que possuem intervalos maiores entre harmonicos em

comum. De modo anélogo, a dissonancia é qualidade que um som tem de parecer

*Paul Hendemith foi um compositor, violinista, violista, maestro e professor alemao.
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https://pt.wikipedia.org/wiki/Maestro
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instavel, ou seja, sd0 sons que soam ndo muito agradaveis, em “desarmonia”.
Logo, tal defini¢cdo também é relativa.

Para ilustrar, tome a nota C de 132Hz e uma nota E de 165Hz, note
que a quantidade de harménicos se d& pela equacdo 132n = 165m, com n e m
inteiros, desse modo, queremos um n e um m natural maiores que zero, tais
que 132n = 165m — 4n = 5m - n = 5k e m = 4k, com k natural maior que
zero. Isso significa que a cada cinco harménicos da nota C, haverd um
harmdnico em comum com a nota E e a cada quatro harmoénicos da nota E,
haverd um harmoénico em comum com a nota C. Ou seja, colocando 0s
harmdnicos em ordem crescente de frequéncia, temos os harmonicos de C que
ocupam a posicdo 5k com a mesma frequéncia dos harménicos de mi que
ocupam a posicéo 4k.

Consideremos agora a nota C de 132Hz e a nota G com 198Hz, de modo
analogo ao exposto acima temos 132n = 198m —» n =3k em = 2k, com Kk
natural maior que zero. Pelo mesmo motivo, a cada trés harménicos de dé havera
um harménico de mesma frequéncia em G e a cada dois harménicos em G, havera
um harmonico de C com a mesma frequéncia.

Desse modo, fica evidente que existe um espacamento menor de
harmonicos comuns entre as notas C e G do que entre as notas C e E, dizemos
entdo que C e G sdo mais consonantes do que C e E. Por outro lado, a percep¢éo
auditiva comprova que realmente C e G sdo notas que soam em harmonia, de
modo mais agradavel a maioria dos ouvidos humanos.

Tomemos agora duas notas de frequéncias maultiplas, digamos 132Hz e
264Hz, podemos constatar rapidamente que o conjunto de todos os harmonicos da
nota de 132Hz contém o conjunto de todos os harmonicos da nota de 264Hz,
dizemos entdo que essas notas se encontram em consonancia maxima, soando
como se fosse a mesma nota e portanto recebem o mesmo nome, neste caso de

nota do.

3.2.
Notas Musicais de Mesmo Nome

Sejam H,,, o conjunto de todos os harménicos de uma nota musical M e
fm a frequéncia, em Hertz (Hz), da nota M, dai definimos H,, = {n. f,,,n € N*},

onde N* é o conjunto dos inteiros positivos. Seja ainda H,, 0 conjunto de todos os
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harmonicos da nota musical W e f,, a frequéncia, em Hz, da nota W, dai
definimos H,, ={k.f,,,k € N*}. Diremos que M e W sdo perfeitamente
harmonicos quando H,, esta contido em H,, ou quando H,, contém H,,, neste
caso as notas M e W recebem o mesmo nome, € o caso, por exemplo, das notas de
frequéncias 132Hz e 264Hz, que recebem o nome de nota do.

Para ilustrar a definicdo acima, consideremos C=132Hz, C=264Hz e
C=528Hz. Vamos chamar de C, a nota d6 de 132Hz, de C; a nota d6 de 264Hz,
de C, a nota do de 528Hz, de H, o conjunto de todos os harmdnicos da nota Cj,
de H¢, o conjunto de todos os harmdnicos da nota C, e de Hg, 0 conjunto de
todos os harmonicos da nota C,, desse modo fica facil notar que H,esta contido
em H¢, e que Hc, esta contido em H,. Vamos a prova,

[] De fato, Sejam H¢, = {528.n, n € N*} e H;, = {264k, k € N*} e
seja ainda f € Hc,, dai f =528n = 264.2n = 264k, onde k = 2n, logo
f € Hc,, donde H, esta contido em H,.

De modo analogo, sendo H. = {132.r,7 € N*} temos que H., esta
contido em H, .

Neste caso, se C, é o dé fundamental, entdo C; € o d6 uma oitava acima
e C, é 0 do duas oitavas acima. De modo geral, dada uma nota musical M de
frequéncia fundamental f,,, e uma nota W de frequéncia fundamental f,,=2". f,,,

com n natural maior que zero, dizemos que a nota W é igual a nota M, n oitavas

acima.
De fato, temos:
fi=2f
f2=2f
fz =2f,
fo=2fn

Multiplicando ambos os lados da igualdade, temos:

Fifofas o fo = 280 2012 2fy o 2fny =f0 =2"fy :szn:;—z = n=log, %
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Segundo a lei de Weber-Fechner, a percepcdo do som, pelo ouvido
humano, é proporcional ao logaritmo do estimulo, decorre dai que ao
multiplicarmos uma frequéncia por uma poténcia de base 2, digamos 2*, nossa
percepcéo se dara pelo logaritmo de 2%, ou seja, por log 2, quando a base desse
logaritmo for 2, nossa percepc¢do auditiva sofrerd um acréscimo de k unidades,

neste caso de k oitavas.
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4
Escalas Musicais

Iniciamos este capitulo definindo intervalos musicais e escalas musicais,
sobretudo algumas escalas relevantes para o desenvolvimento e aplicacdo deste
trabalho.  Prosseguimos mostrando algumas aplicacbes relacionando alguns
contetdos da matematica escolar béasica com alguns contetdos da teoria musical.

O espectro sonoro, conjunto de todas as frequéncias que compdem o
som, audivel pode ser visto como uma funcdo continua, conforme ilustracéo
abaixo. Nesse sentido, alguns musicos acreditavam que para fazer musica seria
necessario transformar essa funcéo continua em discreta, no entanto, esse mito vai
por terra quando vemos composi¢des em sintetizadores ou até mesmo em violino,
onde o musico passa de uma nota musical para a outra percorrendo todas as
frequéncias do intervalo entre essas notas. Desse modo, a discretizacdo da funcéo
€ necessaria somente para construir escalas musicais, mas ndo necessariamente

para compor musicas.

r 4

f 4

1
ol |
'J'JI Il'«'”' ll,-"ll Mﬂ 'f‘..f"f]i_fj

Figura 8: Espectro sonoro

As escalas musicais sdo, a rigor, a divisdo da sequéncia de notas contidas
dentro de uma oitava. Essa divisdo pode ser feita de diversas formas, obedecendo
principalmente a critérios estéticos. De modo mais simples, podemos dizer que
uma escala € uma sucessao de notas musicais diferentes consecutivas, quando essa
sucessdo é feita da nota mais grave para a menos grave (mais aguda) a escala é
chamada de ascendente. De modo analogo, quando a sucessdo é feita da mais

aguda para a menos aguda (mais grave), dizemos que a escala é descendente.
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Um fator historico muito importante para selecionarmos esse conjunto de
sons que determinard a escala € a quantidade de consonancias possiveis entre 0s
sons que compBem a escala. Muitos intelectuais tentaram definir uma escala que
fosse perfeita, isto €, cujas notas estivessem em harmonia maxima. O grande
desafio era determinar critérios para a escolha dessa escala, que seria a escala
perfeita no que tange & melodia, sem gerar distor¢des ao mudar a tonalidade da
melodia, ou seja, a0 mudar uma mdusica de tom, os intervalos entre as notas
musicais, com suas respectivas duracdes, deveriam ser preservados. Dentre 0s
intelectuais que muito contribuiram para o desenvolvimento musical, no que
concerne a teoria e consequentemente a execugdo pratica, podemos citar
Pitagoras, Aristoteles, Erastostenes, Arquitas de Tarento, Gioseffe Zarlino e

Marin Mersene.

4.1.
Intervalos Musicais

O ouvido humano é capaz de perceber 30 alturas diferentes num intervalo
de um semitom e como uma escala € uma sequéncia de alturas selecionadas dentro
dessas possibilidades, fica facil imaginar que existem muitas e muitas escalas
musicais espalhadas e desenvolvidas nos continentes, desse modo, torna-se
invidvel falarmos sobre todas elas, logo falaremos apenas de algumas delas. Vale
ressaltar ainda, que a razdo entre as frequéncias de duas notas é chamada de

intervalo e alguns intervalos recebem nomes especificos como o unissono, cuja

~ s . - ~ oz - - . ~ 3 .
razdo é 1; uma oitava, cuja razéo é 2; quinta justa, cuja razdo é - e quarta justa,

cuja razdo é g Os intervalos C-D, D-E, F-G, A-B séo intervalos de um tom,

enguanto que os intervalos E-F e B-C sdo intervalos de meio tom. No entanto,
dependendo do sistema de escala utilizado, a soma de dois meios tons ndo é
exatamente um tom, conforme veremos adiante.

Dizemos que dois intervalos i e j sdo inversdes, se e somente se quando
somados resultar em uma oitava, lembrando que para somarmos intervalos
devemos multiplicar suas razdes, como por exemplo, se i é igual a um intervalo de

IV (correspondente a dois tons e meio) e j € igual a um intervalo de V

3

A - ~ 4
(correspondente a trés tons e meio), entdo sua soma IV+V= 3X5 7 2. De modo

N
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anélogo, para subtrairmos dois intervalos, basta dividirmos suas razdes, pois
multiplicaco e divisdo sdo operagdes inversas.

Por outro lado, considerando que em um intervalo de oitava temos doze
semitons, ou seja, seis tons, podemos observar a inversdo de intervalos de outra
forma, somando os tons e semitons de cada um deles. Desse modo, dizemos que
dois intervalos i e j séo inversoes, se e somente se, a soma de seus intervalos for
de seis tons, isto &, de 12 semitons. No exemplo citado acima, i € um intervalo de
5 semitons e j € um intervalo de 7 semitons, somando esses dois intervalos temos
12 semitons ou 6 tons, que é exatamente o intervalo de uma oitava, o que justifica
o fato de intervalos de IV e de V serem ditos inversoes.

De modo geral, para determinarmos a inversdo de uma nota de intervalo i
qualquer, com s semitons, basta fazermos a subtracdo 12 — s, que nos fornecera a
quantidade de semitons que terd a inversdo da nota de intervalo i. Como exemplo,
para determinarmos a inversdo de um intervalo de 4 semitons, basta fazermos
12 — 4 = 8, isto é, a inversdo de um intervalos de 4 semitons € um intervalo de 8

semitons.

4.2.
Escalas de Temperamento Natural ou Justo

Quando falamos em temperamento natural, estamos nos referindo a uma
familia de sistemas de afinacdo, nos quais o0s intervalos resultantes sao
harmonicamente puros, ou seja, 0s seus intervalos podem ser representados por
razBes entre dois nimeros naturais. Tais intervalos podem ser representados por
ndmeros racionais com numerador e denominador primos entre si. Nesse sistema
de afinacdo sao utilizadas raz6es de frequéncias racionais, ao invés de irracionais,
como acontece no temperamento igual, que veremos adiante, onde a oitava é

dividida em doze partes exatamente iguais entre si.

4.3.
Escala Pitagorica

E uma escala de afinagio natural, pois seus intervalos s&o representados
por numeros racionais, satisfazendo a definicdo de escala de temperamento
natural. Segundo alguns autores, deve-se a Pitagoras o fato de a musica se tornar o

quarto ramo da matematica em sua epoca. Pitagoras (séc. V e VI AC) foi o
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primeiro, que se tem registro, a relacionar a masica com a matematica de forma
cientifica. Para tanto, ele utilizou 0 monocérdio, instrumento que provavelmente
foi inventado por ele. Seus experimentos tinham como objetivo principal
relacionar o comprimento de uma corda vibrante com o tom musical produzido
por ela. A partir dos seus experimentos com o monocordio, Pitdgoras constatou
que ao dividir uma corda ao meio, esta produzia 0 mesmo som, porém mais

agudo. Observou ainda que o som de quinta justa se dava na corda com
. 2 f - 3
comprimento de 5 € som da quarta justa com o comprimento " Com o advento do

frequencimetro, instrumento utilizado para medir a frequéncia sonora, pdde ser
verificado que a frequéncia emitida pelas vibracfes de uma corda € inversamente
proporcional ao seu comprimento, ou Seja, se uma corda esticada emite uma
frequéncia f, entdo, ao vibrarmos a mesma corda, pressionando-a ao meio, esta

emitird uma frequéncia 2f. De modo anadlogo, quando pressionamos essa mesma
~ 2 A s s , (3
corda na razéo 5@ frequéncia emitida sera (5) f.

A escala criada por Pitagoras foi a mais usada na Europa nos séculos XIlII

e XIV, tal escala foi construida a partir de quintas perfeitas, cuja razdo de
N . 3 / . . . . .
frequéncia era > além disso, quintas perfeitas geram quartas perfeitas, pois a soma
de suas frequéncias gera uma oitava, donde a frequéncia de uma quarta perfeita é
%- De fato, (%) . (g) = 2, que € um intervalo correspondente a uma oitava. Tal

escala ficou conhecida como Escala Pitagorica, tornando-se a base da nossa
escala, conhecida como diatonica e influenciando a maioria dos sistemas de
escalas que surgiram depois.

A escala diatbnica € uma escala de sete notas com cinco intervalos de
tons e dois intervalos de meio tom. Uma explicacdo para a formacéo dessa escala
é o ciclo de quintas justas, partindo da nota F percorrendo a primeira quinta,
temos a nota C, repetindo esse processo com a nota C, obtemos a nota G, fazendo
€SSe processo por sete vezes, encontramos a nota que se aproxima da nota F. Com
0 objetivo de reduzir essa discrepancia entre as duas notas F encontrada, o
segundo F foi chamado de sustenido e o processo repetido mais cinco vezes,
chegando assim a uma frequéncia que mais se aproximava da nota F. Desse
modo, a escala diatbnica possui sete notas e cinco variagfes (sustenidos ou

bemois), totalizando 12 notas.
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No entanto, a ideia de Pitagoras ndo era perfeita, vejamos onde esta o
grande problema dessa escala. Comecando da nota d6 e escolhendo uma

frequéncia para ela, digamos 132 Hz, multiplicando a frequéncia por % obtemos a

quinta justa, que é a nota G, repetindo o processo com a nota G, encontramos a
nota D, repetindo esse procedimento 12 vezes, deveremos encontrar uma nota C
sete oitavas acima da nota inicial, uma vez que o intervalo de quinta possuiu sete

12
semitons e o de oitava 12 semitons. Isso implica que deveriamos ter 132. (3) =

. . 3 12 . 3 12 N 7 .
132.27, ou seja, (5) =27, mas (5) = 129,75e 2’ = 128, essa diferencga

entre doze quintas justas e sete oitavas € o que se chama de coma pitagorico. Esta
diferenca torna o do inicial dissonante do d6 sete oitavas acima, encontrado a
partir das quintas perfeitas. Essa dissonancia recebeu o apelido de quinta do lobo,
pois tal dissonancia soava como o uivo de um lobo em relacdo a sua respectiva
nota consonante.

Como a sucessdo de doze quintas ndo formam sete oitavas, ao tentar
dispor essas notas numa circunferéncia, mantendo-as sempre numa mesma oitava,
forma-se um espiral e ndo uma circunferéncia. A distancia entre a nota
fundamental e a sua respectiva doze quintas acima aumenta a cada oitava de modo
exponencial, gerando um espiral que se abre cada vez mais rapido, conforme
podemos visualizar na figura 9.

Na escala pitagorica, os intervalos entre duas notas sucessivas de nomes

256

P chamados respectivamente de tom pitagérico e

. 9
diferentes podem ser 5 ou

semitom pitagdrico. E importante notar que o semitom pitagérico ndo é metade

2
do tom pitagorico, pois se assim o fosse teriamos (g) = Z 0 que ndo é verdade,
logo, na escala pitagorica, temos C# diferente do Db.
De fato, tendo como tom pitagérico o intervalo g a metade desse tom

deveria ser um intervalo X, tal que:

—>x=\/§—>x=i—>x=ii = 1,0606
8 2V2 4

Seja f. a frequéncia da nota C, aumentando esta nota em meio tom

>
>
Il
© 1o
l
>
Il
[o< i \e]

pitagdrico, encontramos a nota C#, ou seja, (%) . f¢ sera a frequéncia da nota C#.

Por outro lado, sendo f;, a frequéncia da nota D, diminuindo esta nota em meio
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tom pitagdrico, encontramos a nota Db, ou seja fD sera a frequéncia da nota

243 243 2187 256 2187

Db (fon)- fon = (256) fo = (256) ( ) fe = (2048) fe. Como = # o
segue que a nota C# é diferente da nato Db na escala pitagorica.

Uma forma simples de observar os intervalos pitagdricos € multiplicar a

A - . 3 .
frequéncia da nota escolhida como fundamental por > encontrando a sua quinta,

repetindo esse procedimento até percorrer 12 intervalos, tomando o cuidado de
manter a nota sempre dentro da mesma oitava, chegamos uma nota que deveria
ser uma oitava acima da nota fundamental. Para mantermos a nota sempre dentro
da mesma oitava, sempre que o produto de % pelo intervalo anterior for maior que
2, temos que dividir a fracdo resultante por 2.

Sejam f¢, feu fo, fou > f5 » @S frequéncias das notas C, C#, D, D#,..., B,

. ... . . ~ 3 -
respectivamente, iniciando pela nota F (fa), aplicando a razao 5 Sucessivamente e

mantendo as frequéncias dentro de uma mesma oitava, temos:
3
fc= EfF
2 9\ , . - .
fc == fC - fec= (—) . fr,como (Z) é maior do que 2, dividimos por 2, a fim

de trazer a frequéncia da nota G para a oitava de origem f; = (Z) Sfr

27

3 3\3 27 .
fo = E'fG = (E) = (?) . f. , trazendo para a oitava temos f, = (1—6) fF
Repetindo este procedimento por doze vezes temos
3 12

fF=(5) .fe, trazendo para uma oitava temos fF=(G)7) (%)12_ fr =

12
(3—) .fr = 1,0136. 5, logo as notas ndo podem ser iguais, gerando uma pequena

219
distorcdo que se amplia segundo uma exponencial de base 2, a medida que
avangcamos nas oitavas. Temos uma representacdo geométrica de tais distorgdes

no espiral abaixo.
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Figura 9: Espiral

4.4,
Escala Justa de Gioseffo Zarlino

Gioseffo Zarlino, italiano, nasceu em 1517 e faleceu em 1590, foi um
grande tedrico musical italiano e compositor da Renascenca, trazendo grandes
contribuicbes para a teoria da afinacdo de instrumentos musicais e a teoria do
contraponto.

Como ja foi citada anteriormente a escala pitagérica priorizava as quintas
e quartas, uma vez que quintas perfeitas geravam quartas também perfeitas, isso
fez com que as tercas pitagoricas ndo possuissem uma consonancia desejada.
Com o objetivo de corrigir essa sonoridade das tercas pitagoricas, Gioseffo
Zarlino, prop0s a ampliacdo das proporcdes, fazendo com que os intervalos de
terca e sexta passassem a ser considerados como consonantes. Tal sistema de
afinacdo se baseia nas notas de uma escala diatbnica, ou seja, na escala de sete
notas com intervalos de cinco tons e dois semitons entre as notas, esse padréo se
repete a cada oitava nota numa sequencia tonal especifica.

Os intervalos desta escala possuem as seguintes razdes: primeiro

. 9 . 5 . . 4 . 3 .
intervalo e segundo intervalo L terceiro intervalo 7 quarto intervalo 2 quinto

. 5 . 15 L,y .
intervalo p sexto intervalo Y e sétimo intervalo 2, todos tendo a mesma nota
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como referéncia. A ideia utilizada na construcdo dessa escala foi,
primordialmente, a de manter os intervalos sendo representados por razfes de

nUmeros naturais positivos, sendo estes 0s menores possiveis.

4.5.
Escala de Temperamento Igual
A escala de temperamento igual, ou bem temperada, foi proposta
inicialmente por Andreas Werkmeister, em 1691 e difundido principalmente por
Johan Sebastian Bach, no entanto, ha registros de que o principe chinés Chu
Tsai-yu ja havia utilizado essa ideia em 1596, quando escreveu um trabalho no
qual calculara os comprimentos de cordas para um instrumento, usando uma
escala na qual a oitava era dividida em intervalos iguais de mesma proporgao.
Ao longo da historia varias escalas foram apresentadas, porém a que
resolveu os problemas das escalas anteriores de modo mais satisfatério até o
momento, foi a escala de temperamento igual, que consiste em dividir uma oitava
em 12 intervalos iguais. Por outro lado, sabemos que um intervalo é a razdo entre

duas notas, quando essas notas sdo consecutivas, dizemos que o intervalo
1 . . ETIIAT]
corresponde a 5 de oitava, uma vez que nessa escala a oitava € dividida em 12

intervalos iguais.

A escala bem temperada trouxe um grande avanco para a musica, ao
utilizar doze intervalos iguais em cada oitava. As notas musicais ficaram
distribuidas de tal forma que se tornou possivel e facil fazer uma alteracdo de
tonalidade sem alteracdo qualquer nos intervalos das notas que compdem a
melodia, ou seja, tornou-se possivel transportar uma musica de um tom para
qualquer outro sem perda de qualidade. Outro fato importante é a existéncia de
um ciclo, onde a partir da décima terceira nota o ciclo repete-se, isto nos remete a
ideia de uma congruéncia modulo doze conforme veremos adiante.

Consideremos as notas de frequéncias ny, nq, n,, ..., Ny, NO sistema de

- - - nq ny
temperamento igual, correspondentes a uma oitava, daf temos que = = =2 = ... =
0 1
%z i, logo ny =ng.i, Ny =ny.i,.., Nyp =Ny4q.i, QUE € UMA Progressio
11

geométrica de razdo i, desse modo a nota n,, = nyi'2. Como a frequéncia da nota


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412620/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412620/CA

35

n, € 0 dobro da frequéncia da nota n,, temos que i'? = 2, donde i = 217 & um
intervalo de semitom na escala de temperamento igual.

Por volta de 1880 o matematico inglés Alexander J. Ellis introduziu o
sistema de cents, com o intuito de medir pequenas diferengas existentes entre
intervalos de vérias escalas, inclusive aquelas possuem intervalo muito pequeno
entre uma nota e sua consecutiva, chamadas de escalas microtonais. Por ser muito
eficiente, no que concerne a comparacgdo entre pequenas diferencas de afinacao, o
sistema de cents é muito utilizado por acUsticos e etnomusicélogos®. O sistema de
cents consiste em dividir o intervalo de uma oitava em 1200 partes, ou seja, cada
intervalo de semitom € dividido em cem partes iguais, dai 0 nome cents, cada uma

dessas partes € chamada de um cent. A coma pitagorica, ja citada, equivale a
aproximadamente i de tom, ou seja, 23,46 cents.

Dividindo o intervalo de uma oitava em 1200 intervalos iguais, temos
1200 cents, ou seja, c1299 = 2, onde c € o intervalo de um cent e 2 é a razéo entre
a primeira nota de uma oitava e a primeira da oitava seguinte. Outra forma de
escrever isso é i = ¢1%° ou seja, cada intervalo de semitom na escala bem

temperada € dividido em 100 partes iguais, ou seja, em cem cents (100 c), logo

1 1
podemos escrever i = ¢19 — 21z = ¢199 - ¢ = 21200, Desse modo, é possivel
determinar a quantidade de cents existente num determinado intervalo de notas.
De modo geral, dado um intervalo musical R com n cents é possivel

determinar 0 nUmero n, que representa a quantidade de cents do intervalo R, com

1 n . ~ .
a expressdo: ¢ = 21200 — ¢™ = 21200, Seja R uma razdo intervalar qualquer,

com n cents, usando a expressdo anterior, temos:

R = c" = 21300 — R = 27200 — R1200 — pn - log R1?%0 = Jog 2™ >

_ __ 1200.logR
1200.logR =n.log2 - n = gz
1200.logR

A equacao n = gz

nos permite calcular a quantidade de cents de

qualquer intervalo de nota, se conhecemos o seu intervalo R, em relagdo a uma

nota referencial. Como exemplo vamos calcular a quantidade de cents que possui

. . o f , 27
o intervalo de A na escala pitagorica. Sabemos que o intervalo dessa nota e o

1200.log R

dai, basta resolvermos a equagdo n = o9 2

27 .
, para R:E’ ou seja, n=

*Etnomusicologia é a ciéncia que objetiva o estudo da mdsica em seu contexto cultural.
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1200.109(%) o L .
gz TN= 905,9. Isto significa que a nota A na escala pitagérica possui
905,9 cents aproximadamente, enquanto que na escala bem temperada a nota A
possui exatamente 900 cents. Isso nos mostra que a nota A na escala pitagorica é

ligeiramente mais alta do que a nota A na escala bem temperada.

4.6.
Escala Mesotbnica ou Meantone

O problema da dissonancia das tercas, em favor das quintas e quartas, se
agrava gradativamente, a medida que as composi¢fes ocidentais utilizam com
maior frequéncia os intervalos de terca. Como objetivo de resolver os problemas
causados pelos intervalos de terca, foram propostos varios sistemas de afinagdes
de escalas diferentes, dentre eles o sistema mesotdnico ou meantone, que é um
temperamento irregular, ou seja, ndo € um sistema de afinacdo justo, uma vez que
a maioria de seus intervalos sdo nimeros irracionais.

A escala mesotdnica pode ser gerada a partir das quintas pitagoricas,
baixando 5,38 cents. Para chegar na terca a partir das quintas, devemos efetuar o
procedimento de encontrar a quinta por quatro vezes, desse modo a terca ficara
baixada 5,38.4=21,52 cents. A terca pitagorica que tem 407,82 cents , na escala
mesotbnica a terca tem 386,31cents. Por outro lado, a razdo intervalar R é tal que

R1200 =27 onde n é a quantidade de cents desse intervalo R. Logo R'290 =

386,31 5

238631 , B = 27200 —» R = 1,249997 = 1,25 = - Desse modo, a razdo do

intervalo de quinta se torna 1,4953 ao passo que a razdo da quinta pitagorica é 1,5.
Os intervalos C-D e D-E sdo tais que a nota D fica exatamente no centro entre C e
E, 0 que justifica 0 nome utilizado.

Para observarmos as diferencas e semelhancgas entre algumas escalas,
segue abaixo uma tabela com as razdes, frequéncias e cents das escalas:
pitagorica, justa de Gioseffo Zarlino, meantone ( mesotdnica) e a bem temperada

(temperamento igual).
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Comparacio entre alguma escalas musicais

Nota Escala Pitagorica Escala Justa ou Natural Escala Meantone Escala Bem Temperada
Razdo Frequéncia | Cents Razdo Frequénci | Cents Razdo Frequéncia | Cents Razdo Frequéncia | Cents
intervalar intervalar a intervalar intervalar
C 1 132 0 1 132 0 1 132 0 2°=1 132 0
Z
D E 148,5 203,91 2 148,5 203,91 1,118 147,576 153,10 2727 1,122 143,104 200
8 8
81 d
E ol 167,0625 407,82 E 165 386,31 1,250 163 380,31 227 1,260 166,32 400
64 4
F 4 176 453,04 4 176 458,04 1,337 176,484 502,80 i 176,22 500
z = 2127 1,335
3 3
3 3 7
G 2 198 701,96 3 1938 701,96 1,496 157,472 697,33 2177 1498 197,736 700
2 2
3
A 27 222,75 905,36 5 220 334,36 1,672 220,704 RN P 14682 222,024 300
16 3
B 243 250,5937 | 1109,77 15 247,5 1088,27 | 1,869 246,708 | 1082,72 2%7 1888 249,216 | 1100
128 5 S
C 2 264 1200 2 264 1200 2 2 1200 2% —2 264 1200

Tabela 1: Escalas

4.7.
Aplicacdes com Exponenciais e Logaritmos

Os pré-requisitos para essas aplicacBes sdo as definicbes da escala

temperada, de exponenciais e logaritmos, além das propriedades dos dois ultimos.

4.7.1.
Aplicacéo 1
logR

Usando a expressdao n = 1200. ,
log2

onde n é a quantidade de cents no

intervalo R, calcule a quantidade de cents do intervalo de quinta da escala
Pitagdrica, sabendo-se que o intervalo de quinta na escala Pitagoérica possui razao

. 3
intervalar e

Solugédo

log%
log 2
0,176091
"0,301030

n = 701,95 cents

n = 1200.

n=12
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Logo a quantidade de cents no intervalo R é aproximadamente 701,95.

4.7.2.
Aplicacéo 2

Considerando a escala de temperamento igual, considerando ainda que a
capacidade auditiva do ser humano compreende o intervalo de 20Hz a 20000Hz.
Calcule o numero de oitavas que se inicia com a nota dé de 33Hz e que o ser
humano é capaz de ouvir.

Solugéo
Queremos encontrar o maior n natural possivel, tal que:
Cn, = Cy.2™ < 20000
33.2™ < 20000
20000

n _

- 33
2™ < 606,06
n<9

Logo,nessas condigdes teremos 9 oitavas audiveis pelo ser humano

4.7.3.
Aplicagéo 3

Sabe-se que um instrumento musical temperado foi construido com um
nimero X de oitavas. Sabe-se ainda que a primeira nota € um dé com 66Hz de
frequéncia e que a ultima nota tem frequéncia 528Hz. Nessas condicdes calcule o

ndmero x de oitavas que possuiu esse instrumento musical.

Solucéo
Queremos encontrar 0 maior natural n que satisfaca:
C, = Cp.2™ < 528
66.2" < 528
66
2" <8
n<3

Logo, tal instrumento musical possui 3 oitavas.
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4.8.
Aplicac6es com Angulos

Os pré-requisitos sdo a definicdo de angulos, suas operagdes, definicédo e
calculo do comprimento de arcos, conhecimento béasico da escala temperada e
seus intervalos.

Ao dispormos as 12 notas musicais numa circunferéncia de modo
equidistantes, teremos 12 arcos iguais e adjacentes, 0 que nos permitira trabalhar
com os alunos do ensino fundamental a definicdo e construgéo de circunferéncias
e arcos, bem como as operacGes com graus e deslocamentos no sentido horario e

anti-horario, conforme ilustracdo abaixo.

Gh F#

Figura 10: Disco 1 para atividade

Utilizando essa disposicdo das notas sobre uma circunferéncia, de modo
semelhante a um reldgio de ponteiros, podemos propor algumas atividades.

4.8.1.
Aplicacéo 4

Considerando as notas musicais dentro de uma mesma oitava, qual é a
medida, em graus (considerando sempre o menor angulo), do intervalo
compreendido entre as notas E e G?

Uma solugédo se da utilizando regra de trés simples. Tomando x como

sendo o angulo correspondente ao intervalo E-G, podemos escrever:
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Intervalo Angulo
/I\ 12 /]\ 360°
| X
12x = 3.360°

_3.360°
YT
x = 90°

Outra solucdo se da utilizando apenas as operacdes basicas. Tomando
360° e dividindo em doze partes iguais, encontraremos o angulo corresponde a um
intervalo de semitom, que € 30°. Como de E para G temos 3 intervalos de

semitom, basta multiplicarmos 30° por 3, obtendo 90° como solucéo.

4.8.2.
Aplicagéo 5

Considerando as notas distribuidas sobre uma circunferéncia, qual é o
comprimento de arco equivalente a um intervalo E-G?

Como o intervalo E-G possui trés semitons, do exemplo anterior, temos
que o angulo desse intervalo é 90° logo podemos utilizar a regra de trés do

seguinte modo:

Angulo Comprimento
360° 2nr
90° X

360°x = 90°. 2nr

180°nr
¥ = 7360
r
X = 7
3n
X =—cm

2
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4.8.3.
Aplicacéo 6

Quantos cents possui um intervalo correspondente a um angulo de 120°?

Sabemos que cada intervalo de meio tom, possui 100 cents, alem disso,
cada intervalo de meio tom corresponde a um angulo de 30° no disco, logo basta
multiplicar 100 cents pela quantidade de intervalos de meio tom correspondente a

120°, ou seja, basta multiplicarmos 100 por 4, obtendo 400 cents como solugéo.
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5
Algumas Nocoes de Teoria Musical

A teoria musical, citada neste trabalho, tem como finalidade fornecer o
conhecimento minimo para a compreensdao desse trabalho e para o
desenvolvimento de um projeto de musica juntamente com os alunos da educagéo
bésica, logo toda a teoria musical definida daqui por diante tera como base a
escala de temperamento igual. Nao ha intencdo de formar mdsicos, mas de dar
uma formagdo musico-matematica basica, de modo que o aluno perceba e
relacione algumas partes da matematica com algumas partes da mausica,

despertando o desejo de aprender e 0 prazer em saber 0 que se aprendeu.

5.1.
Elementos Fundamentais da Musica

Como ja definido neste trabalho, os elementos fundamentais da mdsica
sdo quatro: melodia, contrapondo, ritmo e harmonia. No entanto, para efeito de
trabalharmos com as criancas, adolescentes e jovens, de modo ndo aprofundado,

daremos énfase a melodia, a harmonia e ao ritmo.

5.2.
Notacdo Musical

Os sons musicais sdo representados graficamente por sinais chamados
notas, que sao sete, e sua escrita recebe o nome de notacdo musical.

A escrita musical € efetuada numa pauta, que corresponde a reunido de cinco
linhas horizontais, paralelas e equidistantes, formando entre si quatro espagos. As notas
sdo escritas sobre as linhas ou nos espagos da pauta, tal pauta é chamada de pentagrama.

As linhas, assim como 0s espagos da pauta, sdo contadas de baixo para

cima, conforme figura abaixo.

F*linha
£ espaco - ko _—
Fespaga .
2 sspatd - J“Iﬂt‘r:la
1° espaga et 1= ‘;

Figura 11: Pauta introdutoria 1
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No entanto, para que cada simbolo colocado sobre o pentagrama
represente uma nota musical é necessario e suficiente a utilizacdo da clave. E a
clave que determina qual € a nota musical correspondente a cada linha ou espaco
do pentagrama. A clave é um simbolo colocado no inicio do pentagrama, as mais

utilizadas sdo as claves de sol e a de fa, conforme vemos nas figuras abaixo.

clave de sol

Figura 12: Pauta introdutéria 2

Na clave de Sol, figura acima, as linhas s&o referentes as notas mi, sol, si,
ré e f4, contadas de baixo para cima. Enquanto que 0s espacos, contados também
de baixo para cima, sdo referentes as notas fa, 14, dé6 mi. Logo, as notas de baixo
para cima, comecando com a primeira linha e terminando com a quinta linha séo:
mi, fa, sol, 14, si, do, ré, mi e fa.

Por outro lado, na clave de F4, figura abaixo, as linhas sdo referentes as
notas sol, si, ré, fa e 14, contadas de baixo para cima. Do mesmo modo, 0s
intervalos sdo referentes as notas 14, dd, mi e sol. Donde, as notas de baixo para
cima, comegando com a primeira linha e terminando na quinta linha séo: sol, 4,

si, do, ré, mi, fa, sol, la.
clave de fa

G -{ B c
F G o -
—
" . ;
mw
- - > L,

o~ - - sol

Figura 13: Pauta introdutéria 3
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Reforgcando a utilizagdo da notacdo latina, citada anteriormente, temos
que A# é a nota A acrescida de meio tom e a nota Bb é a nota Si reduzida de meio
tom, como estaremos trabalhando com a escala bem temperada, segue que o0 som
da nota A# € 0 mesmo som da nota Bb. O mesmo ocorre para as demais notas,
conforme pode ser ilustrado no teclado da figura abaixo. As notas de mesmo som
com nomes diferentes sdo chamadas de enarmonicas e podemos observar melhor

essa definicdo nas teclas pretas da figura abaixo.

Figura 14: Teclado

5.2.1.
Figuras de Som

Cada nota tem um tempo de duracdo, para representar as varias duracoes
dos sons representados por notas musicais, sdo utilizados os simbolos chamados
de figuras ou valores de som. A pausa é uma figura que indica a duracdo do
siléncio, que varia de acordo com a composicdo a ser executada e sdo tdo
importantes quanto as figuras de som. Segue abaixo uma tabela com as figuras de
som com seus respectivos nomes, as figuras de pausa correspondentes e o tempo
de duragcdo de acordo com a unidade de referéncia. Por exemplo, quando
tomamos a colcheia representando a unidade de medida de tempo de duracdo do
som, temos a seminima representando duas unidades de tempo, a minima
representando quatro unidades de tempo, a semibreve representando oito unidades
de tempo, a semicolcheia representando meia unidade de medida de tempo, a fusa
representando um quarto e a semifusa representando um oitavo de medida de

tempo de duragdo da som da nota.
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Som Nome Pausa Tempo Tempo Tempo
o semibreve - 4 2 8
o .

minima - 2 1 4
- .. 1

seminima g 1 3 2
. . 1 1
) colcheia i 5 I 1
y icolcheia| o - = :
/ semicolcheia i =
] 1 1 1
9 fusa — _ -

8 16 -+

- fu 1 1
v semifusa _ — =
7 .?‘r 16 32 8

Tabela 2: Figuras de som

Além dos simbolos citados nesta tabela existem muitos outros, porém

para ndo fugir do nosso objetivo principal iremos falar somente dos necessarios ao

desenvolvimento do nosso trabalho.

Nesse sentido, cabe ressaltar ainda, a

ligadura, o ponto de aumento a unidade de tempo e a unidade de compasso, este

pode ser simples ou composto, conforme veremos adiante.

O ponto de aumento (.) é um simbolo que ao ser colocado ao lado de uma

figura de som ou de pausa, prolonga a sua duracdo em cinguenta por cento. A

ligadura (—) é um simbolo que indica que as notas ligadas ndo sdo repetidas,

apenas a primeira é emitida e as demais sdo prolongacoes da primeira.
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5.2.2.
Compassos

Uma composicdo musical pode ser dividida em grupos baseados em
duracdo do som e da pausa, cada um desses grupos é chamado de compasso. Os
compassos sao divididos na partitura a partir de linhas verticais desenhadas sobre
a pauta. A soma dos valores temporais das figuras de som e de pausa, dentro de
um compasso, deve ser igual a duracdo definida. O simbolo utilizado para definir
o valor temporal de cada compasso em uma composicdo é composto por dois
nameros inteiros, colocados ao lado da clave no inicio da pauta, sendo chamado
de formula de compasso. Logo, a formula de compasso fica bem definida pela
unidade de tempo e a unidade de compasso.

Na pauta abaixo, temos a representacdo de um trecho musical formado
por seis compassos, com unidade de tempo e de compasso quatro e quatro,
respectivamente. Tomando a seminima como unidade de medida de referéncia,
vemos que o primeiro compasso é constituido por quatro seminimas, o segundo
por duas minimas, o terceiro por uma semibreve, 0 quarto por oito colcheias, o
quinto por dezesseis semicolcheias e 0 sexto por trés colcheias, e duas seminimas,
sendo uma delas com aumento de dura¢do em cinquenta por cento do tempo.
Consequentemente, cada compasso possui quatro unidades de tempo, tomando a
seminima como unidade de referéncia.

Por outro lado, é importante observar que o compasso dessa musica ndo
seria alterado se trocassemos uma figura de som pela sua corresponde figura de

pausa, no entanto, a melodia seria outra.

quantidade de tempo em e

~ cada compasso
A

4] ; I |
é§ e e ST
3 I._-._-I 1

Ly -* o

figura que equivale a uma
uridade de tempo

P A . o o

Figura 15: Pauta de compassos

Segue abaixo a partitura, ou pauta, da musica noite feliz. Seu compasso é
trés quartos, isso significa que cada compasso devera conter exatamente trés

seminimas ou figuras com duracao equivalente a trés seminimas.
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Figura 16: Partitura da musica Noite Feliz

Um compasso ainda pode ser simples, composto ou complexo, mas para
ndo fugirmos do nosso objetivo, veremos apenas uma noc¢do basica desses
compassos, nos ocupando mais com 0s compassos simples. Como vimos, no
inicio da pauta, ao lado da clave, geralmente hd um simbolo “fracionario”
indicando a unidade de tempo e de compasso da composicao, ou seja, a formula
do compasso. No compasso simples os numeradores podem ser 2, 3 ou 4 e no
composto 6, 9 ou 12, enquanto que para denominador de ambos 0S compassos
podemos ter 1, 2, 4, 8, 16 ou 32. O compasso composto foi introduzido na musica
para facilitar a escrita de partituras com notas agrupadas de trés em trés.

Por outro lado, temos 0 compasso complexo, muito pouco utilizado pelos
compositores, tal compasso consiste numa justaposi¢cdo de outros compassos, ou

seja, de uma soma de outros COMmMpassos. Vejamos COMO ocorre, ado somarmos a
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~ 2 3 ~ 5 - 5
fracédo S com =, temos a fracédo -+ OU seja, temos 0 compasso complexo " formado
. .~ 2 3
pela justaposicdo dos compassos 287
O denominador da formula de compasso determina qual é a figura de
som utilizada para a unidade de tempo, ou seja, qual a figura de som que

determina os pulsos. Segue abaixo uma tabela para facilitar a compreenséo dessas

unidades de tempo.

Denominador Figura de Som

[
TR

4 Y
8 Y
16 ﬁ

L
k2
=N

64

e

Tabela 3: Unidades de tempo

Os compassos sdo organizados em unidade de tempo e unidade de
compasso. A unidade de tempo pode ser entendida como o valor musical que
sozinho preenche um tempo do compasso. Qualquer figura de som pode
representar a unidade de tempo, porém as mais comuns sao minima, seminima e
colcheia. Por outro lado, a unidade de compasso pode ser entendida como o valor
musical que sozinho ou junto com outro valor preenche o compasso inteiro.

Vejamos como a formula de compasso deve ser compreendida numa pauta.
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| I 1 1 1 T T Il |

|, HE
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Figura 17: Pauta de formula de compasso 2/4

Na pauta acima temos cada compasso formado por duas seminimas, ou

uma minima, ou quatro colcheias, ou oito semicolcheias. Neste caso, como a
P ;2 . .
formula de compasso é L {emos que cada compasso € composto por dois pulsos

de seminima. Enquanto que para preencher cada compasso por inteiro basta
utilizar uma minima, logo a minima é a unidade de compasso dessa composicao.

Vejamos outro exemplo na pauta abaixo.

B[]
O
8]

Figura 18: Pauta de compasso 4/4

Neste exemplo cada compasso é formado por quatro seminimas, ou duas

minimas, ou uma semibreve, ou 16 semicolcheias. Neste caso, cada compasso é
;. . , . 4
composto por quatro pulsos de seminima, pois a formula de compasso é " Por

outro lado, para preencher cada compasso por inteiro basta utilizar uma
semibreve, que é a unidade de compasso. Vejamos outro exemplo de compasso na

pauta abaixo.

_Z;;_
| IEN
[ 1HN
4115‘
L 180
===

Figura 19: Pauta de compasso 6/8

Neste exemplo a unidade de tempo é a colcheia, isso significa que para
preencher um compasso, neste caso, sao utilizadas seis colcheias, cada colcheia
representando um pulso. Como o numerador é 6, trata-se de um compasso
composto, para sabermos a unidade de tempo basta dividirmos um compasso em
duas partes, como cada uma dessas partes tera 3 colcheias, que é equivalente a

uma seminima com ponto de aumento, temos que a unidade de medida de tempo é
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a seminima com ponto de aumento ou uma minima ligada a uma seminima.
Finalizaremos os exemplos de compassos com o0 compasso complexo, também

chamado de irregular ou alternado. Vejamos abaixo, como exemplo, uma pauta

com compasso % Esse compasso pode ser obtido pela justaposicdo dos

3 2 2 2 2
compassos — € - ou - com - com -,
4 4 4 4 8

(314)H2/4)
. e ‘ : .

J' T bk - r *

(214 H(2/4)+ (2/8)

N
L 108

dll

&c;"::s
iy
L 18

Figura 20: Pauta de compasso 5/4

5.3.
Aplicacdo com o Menor Multiplo Comum (MMC)

Os pré-requisitos para essa aplicacdo sdo o conceito de menor multiplo

comum, nog¢des de compasso musical e pulsos.

5.3.1.
Aplicacéo 7

Dividindo a turma em dois grupos, ambos 0s grupos fazem a marcacgéo
dos pulsos de um compasso representado na figura abaixo. A letra f representa os
pulsos fracos, enquanto que a letra F representa os pulsos fortes. O primeiro
grupo faz a marcacdo do primeiro compasso e o segundo grupo do segundo
compasso. Ao iniciarem a marcagdo dos pulsos juntos, 0s grupos deverdo
perceber que os pulsos fortes coincidem no 6° e no 12°, como queremos 0 menor

deles, segue que o MMC entre 2 e 3 € 6.

Figura 21: Pauta de MMC entre 2 e 3
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5.4.
Aplicacdes com Fracdes

Os pré-requisitos para essas aplicacdes sdo o conceito de fragdes, as
operacgdes com fracdes, figuras de som, figuras de siléncio e compassos.

5.4.1.
Aplicacéo 8

Preencha os compassos da pauta de forma que satisfaca a férmula de

compasso estabelecida no inicio da pauta.

N -
bld = e igy f f |
v/

Uma possivel solucdo é a pauta abaixo, observe que para preencher cada

-
L

compasso dessa pauta foi necessario efetuar adicdes com fracoes.

Ol'l\ T \\.’1 I T T } ll} | II ﬂ ﬁl- | il |
e |
—

5.4.2.

Aplicacéo 9

5 ~
Escreva o compasso complexo 5 COmo soma de outros compassos nao
complexos.

Neste caso, teremos mais de uma solucdo, pois % pode ser escrito da
forma (3) + () + () ou (3) + ) + ) v () + )

5.5.
Acordes

Alguns instrumentos musicais, como piano, violdo, guitarra, entre outros,
sdo chamados de instrumentos harménicos. Qutros, como a flauta e o violino,
entre outros, sdo chamados de instrumentos melddicos. Nos instrumentos
harménicos podemos tocar duas, trés ou mais notas musicais simultaneamente,

formando assim o que chamamaos de acorde.
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Podemos definir acorde como um conjunto de dois ou mais sons
simultaneos, preferencialmente harmonicos entre si. Os acordes mais comuns s&o
formados por trés notas, chamadas triades. Os acordes maiores sdo constituidos
pela unissona, pela terca maior e pela quinta, a nota unissona é a nota que nomeia
0 acorde, ou seja, o acorde recebe 0 mesmo nome da nota unissona. O acorde de
d6 maior, por exemplo, é formado pelas notas d6-mi-sol (C, E, G). Neste acorde,
0 primeiro intervalo C-E é um intervalo de quatro semitons, enquanto que o
segundo intervalo, E-G é um intervalo de trés semitons.

Por outro lado, para formarmos os acordes menores, devemos baixar a
terca em meio tom, fazendo com que o primeiro intervalo do acorde fiqgue com
trés semitons e o segundo com quatro semitons. No caso do acorde de dé menor,
teriamos as seguintes notas compondo esse acorde: C, Eb, G. Segue abaixo uma
tabela com as notas e seus respectivos intervalos, em destaque, que formam 0s

acordes maiores e menores.
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Notas | 1°1 1 31 471 51 6°1 71 8° 1 L | 10°T 11T 1271
Un *m 2M Fm | 427 Sdim 5T 6*m 6™ ™m ™™ g
C Db D Eb E F Gb G Ab A Bb B C
C# D Dz E F Fz G G A Az B C ]
D Eb E F F2 G Ab A Eb B C c# D
D# E F Gb G GF A A# B C Db D D#
E F Fz G G A Bb B C Cz D Dz E
F Gb G Ab A Az C Db D Eb E F
F# G Gz A AF B Ccz D Dz E F Fz
G Ab A Bb B C Db D Eb E F F# G
G# A A# B C C# D D# E F Gb G G2
A Bb B C c# D Eb E F F# G G# A
A# B C Db D D= E F Gh G Ab A A#
B C C#z D D& E F Fz G G A A# B
C Db D Eb E F Gb G Ab A Bb B C

Tabela 4: Intervalos
Legenda:
J=justa
m=menor
M=maior
dim=diminuta
Un=unissona
Acordes Maiores Acordes Menores
Acorde | Unissona | Terca | Quinta Acorde | Unissona | Terca | Quinta
C C E G C C Eb G
C# C# F G# C# C# G#
D D F# A D D A
D# D# G At D# D# Gb A#
E E G# B G B
A F Ab C
F# F# At C# F# F# A Ct#
G G B D G G Bb D
G# G# D# G# G# B D#
A A C# E A A
At At D A# At Db
B B D# F# B B D F#
E G C Eb G

Tabela 5: Acordes
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Ao perceber que, no temperamento igual, as notas musicais Ss&o
equidistantes e ciclicas, construi dois circulos de mesmo centro e tamanhos
diferentes, com o objetivo de fazer transportes de tonalidade de musicas, 0 que se
tornou possivel com o advento dessa escala. No entanto, percebi que se eu
colocasse mais um disco, nesse sistema de discos, poderia formar qualquer acorde
de trés notas em qualquer tonalidade, intitularei esse sistema de discos de SATMA
(Sistemas de formacdo de Acordes e Transporte de tonalidade Musical Alonso).
Acredito que esse sistema de discos® tem muito a acrescentar no ensino de teoria
musical e no estreitamento da relacdo matematica e musica. O sistema de discos
funciona assim: ao alinharmos as notas C, E e G, estamos formando o acorde de do
maior, consequentemente todas as outras notas alinhadas também formarao acordes
maiores, C#, F e G#, formando o acorde de do sustenido maior (C#) e assim por

diante, conforme a figura abaixo.

FATMA

Figura 22: SATMA de 3 discos

® O sistema de discos foi desenvolvido por Carlos André dos Santos Costa Alonso em
sua dissertacdo de mestrado, com a finalidade de facilitar a formagdo de acordes, o transporte de
tonalidade e relaciona-los com algumas aplica¢fes da matematica.
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Se quisermos formar os acordes menores, basta baixarmos a terga meio
tom, ou seja, basta alinharmos as notas C, Eb e G, que formaremos todos os
acordes menores compostos por trés notas. Podemos ainda, acrescentar mais
discos para formamos acordes com mais notas. Uma grande vantagem é que 0
aluno ndo precisa ficar decorando a composi¢do de todas as notas de cada acorde,
basta conhecer a composicdo de um acorde e saber quando se utiliza o sustenido

(#) e quando se utiliza o bemol (b).
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6
Aritmética Modular

Nesse capitulo apresentamos brevemente relacbes de equivaléncia e
congruéncia modular, relacionando suas aplicagdes com parte da teoria musical

através de atividades de aplicacéo.

6.1.
Relagdes de Equivaléncia

Dizemos que uma relacdo R é de equivaléncia, se satisfaz as seguintes

propriedades:

1) aRa(lé-se: aserelaciona com ele mesmo).

i) SeaRb,entdob R a (Ié-se: se a se relaciona com b, entdo b se relaciona
com a)

iii) SeaRbebRc,entdoaR c (Ié-se: se a se relaciona com b e b se relaciona
com ¢, entdo a se relaciona com c).

Um exemplo simples de relagdo de equivaléncia é a igualdade, podemos

ver claramente que satisfaz as trés propriedades acima.
i) X=X, paratodo Xx.
i) sex=y, entdo y=x, quaisquer que sejam x e y.
iii) se x=y e y=z, entdo z=z, quaisquer que sejam x, y € Z.
Outro exemplo de equivaléncia, desta vez no conjunto dos reais é o
seguinte: sejam x e y nimeros reais quaisquer, dizemos que x relaciona com y, e
denotaremos por x~y, se e somente se x-y for um nimero inteiro. E claro que é
uma relacdo de equivaléncia, pois:
i) x-x=0, para todo x real.
ii) Se x-y é inteiro, entdo y-x é inteiro, quaisquer que sejam X e y reais.
iii) Se x-y é inteiro e y-z também é inteiro, entdo x-z também ¢é inteiro.

Este exemplo é uma relacdo de equivaléncia em [0,1[, pois dado um
numero real w, qualquer, existe um nimero t no intervalo semiaberto [0,1] tal que
w-t é inteiro.

Tomando x =log, f; e y = log; fj, temos que

x~y © log, f;~log, fij « (log, f;y — (log, f;y = n € um nGmero inteiro.
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Dai log, (;—]f):n - %:2“—> fi=f;-2". Considerando f como sendo uma

frequéncia qualquer, temos que x e y se relacionam se e somente se a frequéncia
de uma é igual a frequéncia da outra multiplicada por uma poténcia de base 2, que
¢ exatamente o que nds vimos quando falamos de notas musicais de mesmo nome.
Por outro lado, como log; f; e log, f; sdo nimeros reais, temos que existe um f no
intervalo [0,1[, tal que log, f — log, f; € log, f — log, f; sdo numeros inteiros, o
que mostra que qualquer frequéncia possui uma classe de equivaléncia no
intervalo [0,1[, logo o conjunto de todas as frequéncias podem ser reduzidas ao

intervalo [0,1[, pela relacdo de equivaléncia ~. Tal intervalo é representado
. A . . 1 . . N .
comumente por uma circunferéncia de raio - OU seja, por uma circunferéncia de

comprimento igual a 1. Isso explica o fato de qualquer frequéncia dada se
corresponder com uma nota no intervalo de uma oitava, isto €é, a circularidade das

notas, bem como sua distribuicéo sobre discos.

6.2.
Congruéncia Modular

Dizemos que dois numeros inteiros a e b sdo congruentes médulo m,
se e somente se, eles deixam 0 mesmo resto na divisdo por m e essa
congruéncia serd denotada da seguinte forma a = b mod(m). Em outras
palavras a = b mod(m) & a — b = k.n, para algum k inteiro. Desse modo,
fica claro que a congruéncia modular é uma relacdo de equivaléncia, pois:

i) a = amod(m),quaisquer que sejam a e m inteiros.

i) Sea = bmod(m),entdo, b =amd(m), quaisquer que sejam a, b e m
inteiros.

iiil) a=bmod(m)eb =cmod(m), entdo a = c mod(m), quaisquer que
sejam a, b, ¢ e m inteiros.

Chamamos de sistema completo de residuos médulo m a todo conjunto
de numeros inteiros cujos restos pela divisdo por m sdo os nimeros 0, 1, 2,..., m-1,
sem repeticdes e numa ordem qualquer. Iremos denotar por Z,, 0 sistema
completo de residuos modulo m, ou seja, Z,, = {0,1, 2, ....m—1, }.

Por outro lado, o intervalo de oitava, na escala de temperamento igual,
estd dividido em intervalos de doze semitons iguais. Como, a cada oitava esse

ciclo se repete, podemos pensar numa congruéncia modulo 12, ou ainda num
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sistema completo de residuos modulo 12, basta tomarmos uma bijecdo do
conjunto M={C, C#, D, D#, E, F, F#, G, G#, A, A#, B} no conjunto Z;, ={0,
f(E)=4, f(F)=5, f(F#)=6, f(G)=7, f(G#)=8, f(A)=9, f(A#)=10, f(B)= 11, 0 que é
ilustrado na imagem abaixo. Desse modo, podemos dizer que a nota D, por

exemplo, é equivalente ao conjunto {2}, ou seja, D = 2 mod (12).

M =conjunto das notas musicais
Z,,= conjuntos das classes de equivaléncia modulo 12

Figura 23: Bijecéo

6.3.
Aplicacdes com Artimética Modular

Os pré-requisitos para essas aplicacfes sdo o conceito de aritmética
modular, o conceito de notas musicais como uma classe que equivaléncia médulo
12, conceito de intervalos musicais na escala bem temperada e o conhecimento do
SATMA.
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6.3.1.
Aplicacédo 12

19 = 5mod(7), pois 19 — 5 = 2.(7), ou ainda, 19 dividido por 7 deixa

resto 5 e 5 dividido por 7 também deixa resto 5.

6.3.2.
Aplicagéo 13

Qual é o menor nimero natural x, tal que x = 8 mod(12)?

Neste caso, devemos encontrar um menor natural x, tal que x — 8 =
12. k, para algum k inteiro. Notemos que isso acontece quando k = 0, ou seja,
x = 8 € 0 menor nimero natural que satisfaz ao enunciado. De fato, qualquer que
seja X inteiro, tem-se x = x mod(m), pois qualquer nimero é equivalente a si

préprio. Tornando o enunciado um pouco menos 6bvio, vamos ao exemplo 3.

6.3.3.
Aplicacédo 14

Qual é o menor numero natural, diferente de oito, tal que x =
8 mod(12)?

Neste caso, devemos encontrar um menor natural x, tal que x — 8 = 12.k,
para algum k inteiro e diferente de zero. Logo isso ocorrera quanto k = 1, dai
x =12+ 8, ou seja, x = 20 é o menor natural que satisfaz ao enunciado. De modo

geral, tem-se que x = 12k + 8 é solugdo da equacdo x = 8 mod(12).

6.3.4.
Aplicacédo 15

Qual ¢é a nota musical equivalente ao nimero 27 e em qual oitava ela se

encontra?

Neste caso, devemos encontrar uma nota N, tal que N = 27 mod(12), ou
seja, 27 — N = 12k, com k inteiro e N um natural menor que 12. Dai 27 — 12k =
N= k=2eN =3, ou seja, a nota Né o D# e se encontra trés oitavas

acima da nota fundamental.
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6.3.5.
Aplicacédo 16

Uma determinada mausica se inicia com um acorde formado pelas notas
C, Fe G (do, fa e sol). Ao transportar essa musica trés tons e meio para cima ela
devera se iniciar com qual acorde?

A solucdo consta em aumentar as trés notas que compdem esse acorde
em trés tons e meio. Para tanto, € importante observar que trés tons e meio é
equivalente a sete semitons, logo a nota C passa para a nota G e a nota F passa
para a nota C e a nota G para a nota D. O novo acorde que devera iniciar a masica
transportada trés tons e meio é formado pelos acordes G, C e D (sol, do e ré).

Outro modo de efetuar esse transporte é notar as alturas entre as notas
que compdem o acorde, pois elas deverdo se manter. No acorde inicial as alturas
sdo C-F de cinco semitons e F-G de dois semitons, logo podemos contar sete
semitons de C até G, depois a partir de G contamos cinco semitons encontrando a
nota C e a partir de C contando dois semitons chegamos & nota D.

Por outro lado, se utilizarmos os discos do SATMA (Sistema de Acordes
e Transportes Musicais Alonso), basta alinharmos a nota C com a nota G,
utilizando apenas dois discos, que as outras notas do acorde ficam alinhadas

simultaneamente.
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7
Atividades de Aplicacbes na Educacao Basica

Este capitulo destina-se a apresentar algumas aplicacfes da matematica
na masica, que podem ser desenvolvidas num projeto escolar que tenha por
objetivo desenvolver nos discentes algumas habilidades de forma descontraida e

prazerosa.

7.1.
Atividade 1
Construir uma circunferéncia, dividir em doze partes iguais e colocar as

12 notas dispostas como num reldgio, em seguida responder as questdes abaixo.

7.1.1.
Exercicio 1

Considerando as notas musicais dentro de uma mesma oitava e sempre o

menor angulo, qual € a medida em graus, de cada intervalo musical abaixo:

a) EeA?
b) FeE?
c) CeG?
7.1.2.
Exercicio 2

Considerando uma circunferéncia de raio 4cm, qual € o comprimento de

arco correspondente a um intervalo de um tom?

7.1.3.
Exercicio 3

Considerando uma circunferéncia de raio 2m, qual € o comprimento de

arco correspondente ao intervalo C-F?
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7.1.4.
Exercicio 4

Considerando que cada intervalo de semitom possuiu 100 cents. Qual ¢ a

quantidade de cents que possui um intervalo correspondente a um angulo reto?

7.2.
Atividade 2

Dividir a turma em dois grupos, o primeiro grupo faz a marcagdo de um
3 ~ 4 ~
compasso - e 0 segundo a marcacdo de um compasso " ambas as marcagdes

destacando o pulso mais forte. Ao iniciarem a marcagdo, ambos os grupos, no
mesmo instante de tempo e com mesmo intervalo de tempo entre os pulsos,
determinar em quais pulsos os dois grupos destacardo juntos o pulso mais forte,
percebendo que o intervalo entre os pulsos mais fortes em comum serd 0 MMC
entre 3 e 4.

Figura 24: Pauta de MMC entre 3 e 4

Outras atividades com mesmo objetivo podem ser criadas, bastando

alterar a marcacao dos pulsos efetuada pelos grupos.
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7.3.
Atividade 3

7.3.1.
Exrcicio 5
Essa atividade consta de exibir uma pauta com férmula de compasso

predefinida e compassos ndo totalmente preenchidos. Os alunos deverdo
preencher os compassos da pauta de forma a satisfazer as propriedades da formula
de compasso estabelecida no inicio da pauta, alterando apenas as figuras de
siléncio. Findo a atividade os alunos podem ouvir o que produziram, para tanto,
basta escrever a partitura criada num programa de partituras como o0 encore ou 0

finale, por exemplo. Vejamos um exemplo de pauta para desenvolver essa

atividade.

f |

= e . - : - : - 1
T e . = : : : 1
U T

Figura 25: Pauta para atividade 3

7.3.2.
Exercicio 6

7 ~
Escrever o compasso complexo " como soma de outros compassos nao

complexos.

7.4.
Atividade 4

Construir um monocérdio’ (figura abaixo) juntamente com os alunos

~ . ;o 8 64 3 2 16 128 1 .. .

fazendo as marcagOes pitagoricas -,—,-,-,—,——e-. [Essa atividade é uma
97817473727 243 2

atividade mais extensa e requer uma boa infraestrutura da escola e disposicéo de

materiais mais especificos. Porém além de trabalhar as fragdes na marcacdo dos

intervalos no monocérdio, o professor podera trabalhar também o conceito de area

de retangulos e volume de paralelepipedo. Refazendo o caminho de Pitagoras e

" Monocérdio é um instrumento de uma Unica corda criado e utilizado por Pitagoras.
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com o auxilio de um frequencimetro®, esticamos uma corda de comprimento igual
a 1, pode ser 1m, até atingir a frequéncia de 132Hz, podemos chamar o som
produzido por essa corda de C, efetuando divisdes sucessivas, conforme a
ilustracdo abaixo, encontramos as notas D, E, F, G, A, B e C (264HZ) na afinacao
pitagdrica, conforme ilustracdo abaixo. Para facilitar a localizagdo de cada traste
do monocérdio é importante utilizar as operacdes com fracGes, e as unidades de
medida metro, centimetro e milimetro, pelo menos.

Suponha que a distancia do ponto M ao ponto N (figura abaixo) seja de

um metro, ou seja, cem centimetros. Dai, para determinarmos o lugar onde

N 8 100
colocaremos o traste® referente & nota D, devemos efetuar o produto (g) . (T) =

%s 88,9 cm = 889 mm. Podemos notar que trabalhamos com o aluno o

produto de fragdes, sua representacdo decimal, converséo de unidades de medida
de comprimento e ainda critérios de aproximacdo de um numero decimal. O
mesmo devera ser feito para cada um dos trastes referentes as notas E, F, G, A, B
e C, respeitando o intervalo pitagorico de cada uma dessas notas em relacdo a nota

unissona.

9

e
o

Figura 26: Monocordio

8 Frequencimetro é um instrumento eletronico utilizado para medicéo da frequéncia de
um sinal periodico.

% Trastes sdo pecas, geralmente metalicas, utilizadas para criar divisdes da corda de
alguns instrumentos musicais em intervalos de meio tom.
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7.5.
Atividade 5

75.1.
Exercicio 7

Um ndmero x maior que 200 e menor que 300 é tal que x =

80 mod(15). Que numero é esse?

7.5.2.
Exercicio 8

Considerando as notas musicais como classe de equivaléncia modulo 12,
a saber qual é nota musical equivalente ao nimero 45 e em qual oitava ela se

encontra?
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8
Conclusao

Um projeto que relacione o estudo de musica com alguns tépicos da
matematica € muito Util, tanto para o ensino de masica, quanto para o ensino de
matematica. Para o estudo de musica, no que diz respeito a compreensdo da
teoria e pratica musical e para o ensino de matematica no que diz respeito as suas
aplicacdes diretas e satisfatorias.

Desse modo, este trabalho pode ser o ponto de partida de um projeto que
mude o jeito de ensinar, pois sabendo que nossos alunos e 0 mundo ndo séo os
mesmo de décadas atrés, ndo podemos ensinar como ensinavam ha décadas. N&o

podemos esperar consequéncias inovadoras sobre a¢Bes arcaicas e estaticas.
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