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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma sequéncia deaagddara que o professor do Ensino
Fundamental e Médio possa ensinar a seus alunogndema;des em Mateméatica. Sabe-se
que as demonstrag@es infelizmente sdo pouco tedednas aulas do Ensino Basico e que,
muitas vezes, 0s alunos conhecem teoremas e f@nmuks ndo sabem demonstra-los. As
atividades propostas neste trabalho foram deseidasha partir de experiéncias praticas na
sala de aula e desse olhar para a dificuldade ldo®saem realizar demonstragbes e dos
professores em como trabalha-las. Cada atividat®elda é composta do Guia do Professor,
Folha do Aluno e Solugdes e Sugestbes para o porfesonstituindo um material de apoio

para o profissional que pretende lecionar demag@tsaem Matematica. Todas as atividades
elaboradas foram aplicadas em sala de aula do d&hétio e os resultados obtidos sdo

discutidos e problematizados.

Palavras-chave:demonstracfes em Matematica, atividades paraaadsahula, material de

apoio.



Abstract

The purpose of this thesis is to present a sequefaetivities that can be used by Elementary
and High School teachers in order to teach thattesits on how to demonstrate the results of
mathematics’ exercises. It's known that demonstratiare, unfortunately, not regularly used
during Elementary School classes, and althougHaittethat students are aware of theorems
and formulas, they often are not able to demorestitaém. The activities proposed in this
thesis were developed based on practical expeseoceurred in classrooms, e.g. the
difficulties that students have in order to demmatst formulas and how teachers can work
those issues during mathematics classes. Eachitygbroposed here is composed by a
Teacher's Guide, a Student's Paper Sheet, SoluaodsSuggestions for the Teacher, that
together constitute a Support Material that canp htdachers on their mathematics
demonstrations during classrooms. All the actigitoposed here were applied in High

School classes, and this thesis also include tbsirts’ discussions and problematizations.

Keywords: proofs in Mathematics; activities for the classmp@upport material.
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Capitulo 1

Introducéo

O objetivo deste trabalho é apresentar um matdeapoio para o professor de
Matematica do Ensino Basico e auxilid-lo na relad@@nsino e aprendizagem com os alunos
durante o entendimento e a realizacdo de demodsram Matematica. E muito comum,
para os discentes que se deparam com essa digagplinseu percurso escolar, resolverem
questbes que envolvam formulas e teoremas semdentenmo foram obtidos ou como
podem ser demonstrados.

O ponto de partida para a realizacdo deste tralfailminha propria dificuldade
em entender e realizar demonstragcbes ao ingressagraduacdo de Licenciatura em
Matematica na Unicamp. No Ensino Basico apenasapqlo formulas e usando os teoremas
(como o Teorema de Pitagoras) para resolver digegsercicios, ndo construia processos
matematicos significativos.

Ao terminar a graduacao e comecar a lecionarasutificuldades surgiram, tais
como auxiliar os alunos a entenderem e realizaremdemonstracbes necessarias ao
desenvolvimento do ensino e aprendizagem da MaieandD estigma da disciplina estar
constantemente relacionada a nimeros e a um ineenmgivel processo légico-matematico,
contribui para o distanciamento dos discentes abzegdo de exercicios mais tedricos. A
resisténcia pode ser quebrada com a aplicacdoivi@ades envolvendo demonstracées em
Matematica que insiram o aluno na vivéncia e neraditnento da disciplina.

De acordo com os Parametros Curriculares Naci¢gBhas finalidades do ensino
da Matematica no nivel médio indicam, como um dgetivos, levar o aluno a “expressar-se
oral, escrita e graficamente em situacfes mateasaicalorizar a precisao da linguagem e as
demonstracdes em Matemética.”

Ainda, segundo as Orienta¢fes Curriculares [2}inab do Ensino Médio, espera-
se que os alunos “compreendam que a Matematicaé&i@mcia com caracteristicas proprias,
que se organiza via teoremas e demonstracles; bpercea Matematica como um
conhecimento social e historicamente construido.”

O professor pode discutir com os alunos a diferemg¢e a experiéncia, as provas

matematicas e os diferentes tipos de provas quenpakr realizadadPara iniciar essa
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discusséo pode, por exemplo, perguntar aos senssallDados n e p nUmeros naturais,
satisfazend@ =n? — n + 41, é verdade que é sempre um niimero primo?”. [6]

Algumas experimentacdes com= 1, 2,3, 7,10 fardo que eles se convengcam que
é sempre verdade. Mas para 41 teremop =412 — 41 + 41 =412 que ndo é um ndmero
primo, além de outros valores. Neste caso dizemes ¢ 41 é um contraexemplo.

Uma demonstracdo matematica é um argumento matemaiorreto e
convincente. Um argumento correto € garantido Ipgiaa.

Pensando nisso, no Capitulo 2, apresentamos sSeigadés que podem ser
aplicadas nas aulas de Matematica do Ensino Fumdalriee Ensino Médio, podendo ser
utilizadas também no Ensino Superior, para queotegsor possa trabalhar com seus alunos
diferentes tipos de demonstracoes.

As atividades propostas nesse trabalho séo adagtagdmaterial desenvolvido
por Katz e Michalowicz [6]. Elas sdo independentés precisam ser aplicadas na ordem em
que estdo apresentadas e podem ser modificadasrmoenfa realidade escolar de cada
professor. Cada atividade € composta do Guia dtesdar, Folha do Aluno e Solucdes e
Sugestdes para o professor.

Na “Atividade I: O desafio do tabuleiro de damas”, encontramos gorieino
para provar que o problema ndo tem solucdo. Talnagto pode levar o aluno e seu
professor a pensarem que nado € uma prova matemdtieaseria sempre necessario a
generalizagdo ou uma prova algébrica mais mecaiiste € um bom exemplo de uma
demonstracao usando algoritmo.

A “Atividade 1l: O quadrado perdido!” procura apresentars aalunos a
necessidade de uma prova matematicaostrar uma aplicacdo do concedte coeficiente
angular de uma reta. Nesta atividade, a partirderchimento e analise de tabelas, os alunos
deverdo concluir o porqué um quadrado nao foi ¢olsy reorganizarmos as partes de uma
figura.

Na Geometria Euclidiana as demonstracdes precisamitas vezes, de um
“insight” geométrico. Um exemplo disso esta preserat prova d Proposicao 6 do Livro | de
Euclides presente trtividade 1ll: Provas Diretas e Indiretas”. Embora o mesmo problem
possa ser demonstrado mais facilmente usando fentasnda geometria analitica, a intuicao
geomeétricadesapareceria. Nesta atividade, também vemos gberaralgumas provas sejam
calculos algébricos, em outras é necessario tes meEias, como podemos observar na
demonstracdo de Euclides sobre a infinidade de rospeimos.
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A “Atividade IV: A Irracionalidade dey2” trabalha com provas diretas e
indiretas, e com a relacdo entre grandezas incamréress e numeros irracionais. Nesta
atividade propomos inicialmente que os alunos zeali as provas de algumas proposicoes

que serdo usadas para demonstrar que o lado @a@ndiade um quadrado sdo grandezas

incomensuraveis, ou seja, U2 é um namero irracional.

O gque é convincente muda de pessoa para pesso&rans®rma ao longo do
tempo.Na “Atividade V: O Projeto de Pitagoras” encontramos uma listrugtivdo Chou-

Pei Suan-King (ou Ching), escrito na China provangite no século Xl a.C. A ilustracéo
corresponde a uma demonstracdo para a época. Taparanesta atividade propomos uma
demonstracdo “sem palavras”. Essas demonstracé@escapam na antiguidade na Grécia, na
China e na India. Alguns matematicos consideram agi@rgumentos visuais sdo provas
inaceitaveis, mas concordamos que o desenho podar & entender o porqué uma afirmacao
€ verdadeira e fornecer uma ideia para uma denagastr

O reconhecimento de padrdes e a capacidade decgnigacturas sdo importantes
ferramentas do conhecimento matematico e a “Atdéddl: Niumeros Figurados” procura
ajudar os alunos a desenvolverem ou aperfeicoargsasecapacidades. Esa#ividade
apresentauma relacdo entre a aritmética e a geometria tendwista a obtencdo de uma
formula para a soma dasprimeiros nimeros inteiros positivos.

Na “Atividade VII: Equacdes Quadraticas” apresemsmm modo diferente e
interessante de abordar essas equagdeartir de um contexto historico, utilizando as
proposicdes 5 e 6 do Livro Il d&lementosde Euclides. Essas duas proposi¢coes séo
traduzidas algebricamente para obter férmulas pesalver equacdes quadraticas dos tipos
x*+c=bx ex?+ bx=c, comb ec nimeros reais positivos. A partir da observacéo do
modo como foram traduzidas algebricamente essgmogigdes, apresentamos um metodo
que possibilita resolver quaisquer equacdes gueasat

No Capitulo 3, relatamos como foram aplicadas &fatles com os alunos do
Ensino Médio do colégio Anglo Cezanne, localizado A&mericana/SP, e quais foram o0s
resultados obtidos.

Algumas considerac¢des finais sobre esse trabathap@sentadas no Capitulo 4.
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Capitulo 2

Propostas de Atividades para as aulas de Matematica

Neste capitulo sdo apresentadas sete propostasivitlaces que podem ser
aplicadas pelo professor de Matematica nas aul&ndmo Fundamental Il e Ensino Médio
com o objetivo de trabalhar demonstracfes em Mdiemn&stas atividades também podem
ser utilizadas no Ensino Superior.

As atividades séo independentes e nao precisa@pieadas na ordem em que
estao propostas.

O Guia do Professor contém os objetivos da atiddadnivel em que pode ser
aplicada, o material que sera utilizado para aizagio da atividade, o tempo previsto,
quando usar, 0s pré-requisitos e a descricéo ddade.

A Folha do Aluno contém o material que sera utilzgelos alunos no momento
da realizacéo da atividade.

Em Solucdes e Sugestbes para o professor apressntenrespostas esperadas

para as questdes e tabelas propostas na Folhaido Alalgumas sugestbes ao professor.
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2.1 - Atividade |I: O desafio do tabuleiro de damas

2.1.1 - Guia do Professor

Objetivo: Convencer os alunos sobre a necessidade de una pro

Nivel: Ensino Fundamental Il e Ensino Médio.

Material: Papel e lapis.

Tempo previsto: 20 a 30 minutos.

Quando usar: Pode ser aplicado nas primeiras semanas de aaaadietivo, para despertar
o0 interesse dos alunos a respeito das provas niitasm@u em qualquer outro momento que

o professor considerar conveniente.

Pré-requisitos: Os alunos precisam ter conhecimento sobre comm &abuleiro do jogo de

damas mesmo sem té-lo em maos.

Descricdo: Em um tabuleiro de damas, devem ser removidosgl@drados, um do canto

superior esquerdo e um do canto inferior direitmferme a figura a seguir:

Figura 2.1: O desafio do tabuleiro de damas.
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Os alunos devem responder se é possivel cobritadstieiro com 31 pegas de

domind (o domind deve cobrir dois quadrados latkala do tabuleiro).

Como usar: Distribua uma “Folha do Aluno” para cada alunosdivida em grupos (0
namero de alunos em cada grupo fica a critériordtepsor).

Para os alunos d@ @ 72 anos do Ensino Fundamental, entregue um tabudeiro
jogo de damas por grupo, ou construa-o com 0s aluno

Para os alunos entr& 8no do Ensino Fundamental e%aBo do Ensino Médio é
mais aconselhavel ndo fornecer o tabuleiro, de ntpaoos alunos descubram por si s6 a
importancia de fazer um esboc¢o do desenho patddnei resolucéo do desafio.

Espere 0s alunos interpretarem a atividade e amigteas primeiras hipéteses para
a resolucéo desse problema. Oriente os alunoscess#io.
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2.1.2 — Folha do Aluno

Um quebra-cabeca? Um jogo? Uma prova?

“A historia do jogo de damas pode ser rastread® &tér¢co da civilizagdo, onde
vestigios da mais antiga forma do jogo foram demtob em uma escavacao arqueoldgica na
antiga cidade de Ur, no sul da Mesopotamia, atagjue. Usando uma placa ligeiramente
diferente, ninguém tem certeza das regras exatgpgdaue foi datado em 3000 aC.” [7]

O jogo de damas atual parece ter suas origensangddurante o século XI.

O desafio do tabuleiro de damas

Em um tabuleiro de damas com oito quadrados em lealin totalizando 64,
remova dois quadrados, um do canto superior esguerdm do canto inferior direito,
restando 62 quadrados. O retangulo que cobre esatandois quadrados lado a lado do
tabuleiro é chamado de domino.

E possivel dispor os 31 dominds de modo que eleswutodos os 62 quadrados
do tabuleiro?

Se a sua resposta for sim, descreva o padrdo queia. Se for ndo, prove que

nenhum padrao vai funcionar.

Agora é com vocé! Boa Sorte!
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2.1.3 — Solucao e Sugestdes para o professor

A resposta éndd Para provar que € impossivel cobrir o tabuleioonc31
dominds, observe primeiro que os dois quadradosgoagemovidos dos cantos do tabuleiro
sdo ambos da mesma cor. No caso da Figura 2.1exsonplo, restariam 30 quadrados
brancos e 32 quadrados pretos. Cada dominé colsegdadrados adjacentes, que sao de
cores opostas. Os primeiros 30 dominds cobrirday®@drados brancos e 30 quadrados
pretos. Os dois quadrados que restardo sdo da mmEmm&or isso, eles ndo podem ser
cobertos com o domino restante.

Muitos alunos podem, inicialmente, convencer-seqde o tabuleiro pode ser
coberto por 31 dominds, uma vez que 2 x 31 = 62al@s geralmente abordam o problema
fazendo um desenho, 0 que € uma oOtima maneirardegen. Depois de algumas tentativas,
os alunos mudam de ideia e acreditam que ndo existeadrdo capaz de cobrir o tabuleiro
da forma descrita na atividade. Neste momentorofegsor pode perguntar aos alunos:
"Como vocé sabe que o padrao realmente ndo exisjaevocé apenas nao esta conseguindo
encontra-lo?".

Sugira que os alunos participem de uma outra agerdaUma dica atil que o
professor pode dar aos alunos € que considereoresdo tabuleiro.

Este exercicio € projetado para apresentar aoentésc que acreditar que o
problema ndo tem solugdo porque tentaram uma @ertenvezes e nao obtiveram uma
solucéo, é diferente de provar que de fato nacstdutao.

O professor pode aproveitar este momento parattigam os alunos sobre as
diferentes formas de adquirir conhecimento: ha® &jas sabem ja que alguém disse a eles,
ou porque leram sobre o assunto, ou até mesmo o/icara com 0s préprios olhos. As
verdades matematicas eles sabem pois foram provadas

Experiéncia e observacao sao formas importantesdescobrirem o que pode ser
verdade, mas o conhecimento das verdades mateswicade provas.

Alguns alunos podem ficar perplexos diante da emdd dessa prova, que algo é
impossivel, ou seja, que mesmo usando um computadéentando varias e varias vezes,
eles ndo conseguiriam cobrir o tabuleiro com asasegropostas.

Os jovens que estao aprendendo na sala de aulenpamthear dificil aceitar que é
realmente impossivel. Por este motivo esta atiédadstra-se instigante e necessaria.
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2.2 - Atividade Il: O quadrado perdido!

2.2.1 - Guia do Professor

Objetivo: Convencer os alunos sobre a necessidade de una pro
Nivel: Ensino Médio.

Material: Papel e lapis.
Tempo previsto: 20 a 30 minutos.

Quando usar: Esta atividade pode ser aplicada depois que o gwofetiver ensinado o

conceito de coeficiente angular de uma reta.

Pré-requisitos: Saber calcular a area de figuras planas e encanttaeficiente angular de

uma reta.

Descricao: Os alunos deverdo analisar as Figuras 1 e 2, gbaipor meio do célculo de
areas e do coeficiente angular da reta suportse@gmentos concluir o porqué de faltar um

quadrado na Figura 2 quando reorganizamos as plrteigura 1.

Figura |
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Como usar: Distribua uma “Folha do Aluno” para cada aluno edosda em grupos (o
namero de alunos em cada grupo fica a critériordéepsor). O professor pode orientar os

alunos caso necessario.
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2.2.2 — Folha do Aluno
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Figura 2.3: O quadrado perdido!
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Examine cuidadosamente as figuras acima. A Figueatd dividida em quatro
partes. Essas partes reorganizadas formam a Fgura entanto, ha um quadrado que nao

estd sombreado na Figura 2. Como isso aconteceu?

Vamos agora explorar a resposta a esta perguntaid3a, preencha as tabelas a

sequir:
Tabela 1:
Area da Figura Area Sombreada
Figura
Figura 1
Figura 2

Tabela 2.1 : Areas das figuras.
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Tabela 2:

Parte Area da parte

|
| L1 1 1 1

Tabela 2.2: Areas das partes.

A é&rea da Figura 1 deve ser igual a soma das deesisas quatro partes. Qual é a
soma das areas das quatro partes da Tabela 29dimsé igual a area da Figura 1 obtida na

primeira tabela?

De modo analogo, a area da Figura 2 deve ser gsaima das areas de suas
quatro partes. A soma das areas das quatro parfesbela 2 € igual a area da Figura 2 obtida

na primeira tabela?
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Vamos tentar conciliar essas medicOes. Para calcuaeficiente angular de uma
reta que passa pelos pontes, ;) e (,, y), cOm x; # x,, basta calcular o quociente :

2 —y1)
(x; —x1)

Agora, observe a Figura 1 e preencha a tabelauérseg

Tabela 3:

Figura Coordenadas Coeficiente
das angular da reta

extremidades suporte do

do segmento segmento

A=(0,0) e
B=(13,5)

C=(0,0)e
D=(13,5)

E=(0,0) e
F=(8,3)

G=(0,0) e

llIIIII!II‘ H=5,2
= (5.2)

Tabela 2.3 : Coeficientes angulares.

Todos os coeficientes angulares encontrados nalar&&m o mesmo valor?

Descreva 0 que vocé descobriu e responda: poraguelquadrado perdido”?



26

2.2.3 — Solucgdes e Sugestdes para o professor

Acredita-se que ao completar a Tabela 1 (Folha dmd os alunos véo
considerar as Figuras 1 e 2 como triangulos, eeste motivo na solucdo desta tabela
utilizamos a férmula para o célculo da area dagndo ao calcular as areas das Figuras 1 e 2.
Consideranda. como uma unidade de medida de comprimento do ladpddrado, obtemos

0s seguintes resultados:

Tabela 1:
Area da Figura Area
Figura Sombreada
Figura 1 65 , 65 ,
2 v 2
' 5
Figura 2 §u2 (6_ _ 1) U2,
2 2
pois um
guadrado néo
esta sombreado,

Tabela 2.4 : Resolucdes da Tabela 2.1.

Apo6s completar a Tabela 1, o aluno devera obsemamente as Figuras 1 e 2 e

completar a Tabela 2, como a seguir:

Tabela 2:
Parte Area da parte
. 5.2
— =5u?
ﬁ 2
5 e o e e e s s o .
St e )t e Area do triangulo com
base5u e altura2z u
T ) o ] ol o 72
: ot ot o o R R o e B Basta contar os
guadrados
il i
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8 u?
Basta contar os
guadrados

8.3
—=12u?

Area do triangulo com
base8 u e altura3 u

Tabela 2.5 : Resolucgdes da Tabela 2.2.

Sabemos que as quatro partes contidas na Tabedmarh a Figura 1, logo:
. _ 65 .
Area da Figura 1 =5u? + 7u? + 8u? + 12u? =32u? # Y u? (obtido na

Tabela 1). Portanto, a Figura 1 ndo é um triangulo.

Temos também que as quatro partes contidas naarabmlais o quadrado nao

sombreado, que é o “quadrado perdido” , formarkigura 2, logo:
. _ 65 .
Area da Figura 2 =5u? + 7u® + 8u? + 12u? + 1u?= 33u?# > u? (obtido na

Tabela 1). Ou seja, a Figura 2 também né&o é unguléa.

Tabela 3:
Figura Coordenadas das| Coeficiente angular
extremidades do | da reta suporte do
segmento segmento
Figura 1
A= (0,0) e

B=(13,5) 13
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Figura 2
C=(0,0)e
1 b=(13,5) 13
¢ F E=(0,0) e 3
Q\Q F=(8,3) 8
» H G=(0,0) e 2
H=(5,2) 5
G!.l’f'!'i'i'l'!'i'!'

Tabela 2.6 : Resoluc¢des da Tabela 2.3.

Para explicar o porqué de isso acontecer, usarencogficiente angular da reta
suporte dos segmentos.
Para que trés ou mais pontos estejam alinhadoscessario que os coeficientes

angulares das retas suportes dos segmentos sejais. i§ssim, concluimos que os pontos
(0,0), (5,2), (8,3) e(13,5) néo estdo alinhados, poi% * % * %
Portanto esperamos que 0s alunos percebam qustpanetivo as Figuras 1 e 2

nao sao triangulos como parecem, e concluam qusgmtemos um “quadrado perdido” ao

reorganizar as partes da Figura 1 para a Figura 2.
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2.3 - Atividade Ill: Provas Diretas e Indiretas

2.3.1 - Guia do Professor

Objetivo: Introduzir os conceitos de provas diretas e inake

Nivel: Ensino Médio.

Material: Papel e lapis.

Tempo previsto: 1h40 min.

Quando usar: Esta atividade pode ser aplicada em qualquer manakenano letivo.

Pré-requisitos: Os alunos precisam saber que o0s angulos da basm dgéngulo isésceles
sao congruentes e conhecer os casos de congraénttiangulos LAL (lado, angulo, lado), e
LLL (lado, lado, lado). Também numeros primos, fato de que todo numero inteiro maior

do que 1 é divisivel por um namero primo.

Como usar: Distribua uma “Folha do Aluno” para cada alunosedivida em grupos (o
namero de alunos em cada grupo fica a critériordéepsor). O professor pode orientar os
alunos caso necessario. Cada grupo deve formwdpostas para as perguntas, e depois 0
professor pode discutir as respostas com todaratur

Descricdo: O professor pode comecar a atividade lendo comlusos até a prova do
Exemplo 1 da Folha do Aluno. Se esse for o primearttato dos alunos com 0s conceitos de
hipotese, tese, axiomas, premissas, proposi¢copspfessor deve explicar cada um desses

conceitos e dar mais exemplos caso sinta necessidad

Apobs explicar o Exemplo 1, o professor pode salicifue os alunos resolvam as
Atividade 1 e Atividade 2. O professor pode tirar dlvidas e orientar os alunos que

precisarem.
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Assim que os alunos terminem essa primeira etapeofessor pode pedir que
compartilhem suas respostas. Desse modo o dooetdea se os alunos entenderam 0s
conceitos de hipbtese e tese, e se conseguiranarpesy proposicfesSe necessario, 0
professor pode retomar esses conceitos, e sugdraisoatividades com proposi¢cdes que
podem ser provadas pelo método direto.

Se o professor notar que os alunos nao tiveramamdificuldades para responder
as questdes, pode pedir que leiam os Exemplos 2 eedlizem as Atividades 3 a 7. Caso
contrario, é aconselhavel que o professor leia osmalunos a proposicdo e a prova do
Exemplo 2 e dé um tempo para que eles realizemtizgdl#@des 3 e 4 referentes a este
exemplo e oriente no que for necesséario. Depoia tagnesmo para o Exemplo 3 e as
Atividades 5,6 e 7.

A prova do Exemplo 2: Livro I, Proposicdo 6 Btementosde Euclides; e do
Exemplo 3: Livro IX, Proposicdo 20 d&lementosde Euclides também podem ser
encontradas no livro “Os elementos”. [4] (p.103343)
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2.3.2 — Folha do Aluno

Em linguagem da ciéncia, costuma-se chamarptepbsicad toda afirmacéo,
verdadeira ou falsa. Por exemplo, “a Terra € im@évehcontra-se no centro do Universo”,
uma proposicdo falsa da Astronomia. Ja a afirméagéotriangulo ndo € um cubo” é uma
proposicao verdadeira da Geometria.

As premissas (pontos ou ideias de que se partedesenvolver um raciocinio)
contidas em uma proposi¢cao também sdo chamadapdteses Aquilo que se deseja provar
costuma ser denominatiEse

Por exemplo, na proposicdo: “seé um namero inteiro par, entad é um
nimero par”, a hipétese é qu& um nimero inteiro par e a tese?é¢ um namero par.

Nem tudo na Mateméatica pode ser demonstrado: akyafirsnacdes precisam ser
aceitas sem provas, para que o0 processo demorsipassa ter inicio. Essas afirmacdes que
precisamos admitir sem provas sdo denominpdsiiladosou axiomas

Nas provas das proposices matematicas, como veresém empregados
basicamente dois métodos:

Método Direto: Nesse método, partindo-se das premissas e dosnasio
evidencia-se a veracidade da proposicao por meiontke sequéncia direta de inferéncias
(relacdo que permite passar das premissas parecsao).

Método Indireto: O método indireto mais utilizado nas provas mata@asité o
método da reducdo ao absurdo.Nesse método, também chamado Eeva por
Contradicéo, supde-se que a proposicdo que se deseja demmegadalsa. A partir dessa
suposicdo, usando o método direto, infere-se algproposicdo impossivel ou absurda.
Assim, a falsidade da proposicéo original, admiaganas para fins de argumentacéo, néo é
sustentavel. Se a proposi¢cdo ndo pode ser falssidena-se provado que ela € verdadeira. [5]

Exemplo 1: Provar que “ser € um numero inteiro par, ent@d é um nimero
par”.

Definicdo: Um numero inteiron é par se existir um ndmero inteikotal que
n = 2k (ou sejan € um numero divisivel p@) en € um numero inteiro impar, se existir um

namero inteircc tal quen = 2c + 1.
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Prova: Comon € um numero inteiro par, entagpode ser escrito como= 2k ,
em quek € um numero inteiro. Portantd = (2k)? = 4k? = 2(2k?). Logo, o quadrado de

n é divisivel por2, e portanto, também €é par, como queriamos denaonstr

Atividade 1: Observe a proposicdo: “Se € um ndmero inteiro impar, ent@d é um
namero impar”.

a) Qual é a hipotese desta proposi¢cao?

b) Qual é a tese?

c) Prove a proposicao.

Atividade 2: Observe a proposicao: “Num triangulo isésceles Aghase AB, 0 segmento
que une o vértice C com o ponto médio M de AB @@madicular a base”. [1]

a) Qual é a hipdtese desta proposicao?

b) Qual é a tese?

c) Prove a proposicao. Dica: Use congruéncia éadtilos.

Euclides nasceu no ano 330 a.C e acreditava na lpgda verdade matematica
pura. Ele dedicou boa parte de sua vida ao tralthescrever oBlementosque consistem
em treze livros, alguns dedicados aos trabalhgsrdjorio Euclides, e os demais sendo uma
compilacdo do conhecimento matematico de sua épodajndo dois volumes dedicados
inteiramente aos trabalhos da Irmandade Pitagorica.

Os proximos dois exemplos, segundo Katz [6], forarvas realizadas por
Euclides.

Exemplo 2: Livro |, Proposi¢ao 6 d&lementosde Euclides : Se num triangulo

dois angulos séo iguais, os lados opostos aos@niguiais também serdo iguais.

Atividade 3: Observe a proposi¢cédo do exemplo 2 e responda:
a) Qual é a hipotese desta proposi¢cao?

b) Qual é a tese?

Prova (Elementos de Euclides):Seja ABC um triangulo com angulo ABC igual
ao angulo ACB. Queremos provar que o lado AB éligadado AC.
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B C

Figura 2.4: llustracao para Proposicdo 6 do Livro |

Vamos supor que AB nao seja igual a AC, logo, ulasdé maior. Assumindo AB
como sendo o0 maior, podemos encontrar um ponto B\Bnde modo que a medida de DB
seja igual a medida de AC. Trace o segmento DC.

Desse modo, DB ¢é igual a AC, BC é lado comum, egulé DBC é igual ao
angulo ACB. Logo, pelo caso de congruéncia LAL gladingulo, lado), o triangulo DBC é
congruente ao triangulo ACB. Mas o triangulo DBCnéenor que” o triangulo ACB,
portanto ndo podem ser iguais. Logo, AB ndo € maimr AC. Da mesma forma, AB nao

pode ser menor que AC. Concluimos entdo que ABa egAC.

Atividade 4:

a) Qual foi o método utilizado na prova?

b) O que Euclides comeca supondo para provar apigin?
¢) Qual é a contradi¢éo que Euclides chega?

d) Como essa contradicdo prova o teorema?

Exemplo 3: Livro IX, Proposicdo 20 ddelementosde Euclides: Os numeros

primos sao mais numerosos do que qualquer quastimdumeros primos proposta.

Atividade 5:
a) Qual é a hipotese desta proposi¢cao?
b) Qual é a tese?
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Prova (Elementos de Euclides):Vamos supor que existem apenas trés nimeros
primos:p ,q er.

Tome N=p.q.r+1. N é primo ou ndo é primo. Vamos considerar
primeiramenteN como um numero primo. Entdo, nés encontramos umenu primo
diferente dep ,q er.

Em segundo lugar , suponhamos ¢ueado é primo. Portanto, ele é divisivel por
algum numero prima. Mass ndo pode ser igualg g ou r, porque, se fosse, entdo um
desses numeros dividiia N. Comp, q ou r dividem p.q.r, entdo dividiriam
N — p.q.r = 1. Mas nenhum numero primo pode divitlirEntaos é diferente d@ ,q ,r e
encontramos um nuamero primo diferente daguelesR@s$anto, em qualquer caso, existe um
namero primo diferente dos trés niumeros primosaisip , g e r contradizendo a suposicao
inicial de que existiam apenas trés. Logo a quadadde numeros primos € maior do que a

guantidade proposta.

Atividade 6:

a) Qual foi o método utilizado na prova?

b) Compare esta prova com a do exemplo 2. Qual éeedifa entre elas?

c) Note que Euclides prova que se ha trés nimerosogrindeve haver um quarto. Como
vocé adaptaria a prova para mostrar que, se haugesdro numeros primos , deveria haver
um quinto ?

d) Como vocé adaptaria a prova para mostrar que iseeen numeros primos , deveria
haver um 4 + 1)2 numero primo?

e) Em linguagem moderna, o teorema afirma: " Ha umato infinito de nimeros primos ".

Por que vocé acha que Euclides declarou a prdamdiquela maneira?

Atividade 7: Prove que “Ser € um nUmero inteiro @2 é um nUmero par, entdo é um

ndamero par”.
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2.3.3 — Solucgdes e Sugestdes para o professor

Atividade 1: a) A hipdtese €n € um namero inteiro impar.

b) A tese én? é um nimero impar.

c) Comon € um numero inteiro impar, entdgode ser escrito como= 2c¢ + 1, para algum

¢ € um nUmero inteiro. Portant = (2c¢ + 1)? = 4c?> + 4c + 1 = 2(2¢? + 2¢) + 1. Tome
d= 2c? + 2c. Comoc é um numero inteiro, entde® também é inteiro, portantd € um
namero inteiro. Assim, o quadrado deé2d + 1 e logo um ndamero inteiro impar, como

gueriamos demonstrar.

Atividade 2: a) A hipotese é: ABC é um triangulo isésceles de Bdse

b) A tese é: O segmento que une o vértice C com topuadio M de AB é perpendicular a
base.

c) Os alunos podem usar um dos casos de congruéntig@mgulos (L.L.L ou L.A.L) para
provar essa proposicao. Considere o triangulo &ésBC de base AB. Sendo M o ponto

médio de AB queremos provar que CM é perpendicuksiB.

C

Al Ay

M

Figura 2.5: Triangulo is6sceles ABC.

e Usando o caso L.L.L: Sabemos que CA = CB (poisiangulo ABC é
isésceles), AM = MB (pois M é ponto médio) e CM ¥ lado comum). Logo, pelo caso
L.L.L os triangulos CAM e CBM séao congruentes. Rotd o angulo AMB é igual ao angulo
CMB. Como a soma desses dois angulos € 180°, doiargyulos adjacentes, cada um deles
deve medir 90°. Provamos assim que o segmento @&p&ndicular a base AB.

e Usando o caso L.A.L: Sabemos que CA = CB (poisiangulo ABC e

isésceles), o angulo CAM é igual ao angulo CBMspms angulos da base de um tridngulo
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isésceles sdo congruentes, e AM = MB (pois M é @onédio). Logo, pelo caso L.A.L os

triangulos CAM e CBM sao congruentes. E o restdatprova segue como no caso anterior.

Atividade 3: a) A hipotese é: O triangulo tem dois angulos iguais.

b) A tese é: Os lados opostos aos angulos iguaisahgtilo dado, também serdo iguais.

Atividade 4: a) O método utilizado foi o indireto (Prova por coulic@o).

b) Euclides comeca supondo que AB néao seja igual ddg0,um deles é maior.
c) A contradicdo que ele chega é que AB ndo é maienemenor que AC.

d) Como AB néo é maior e nem menor que AC, entdo A=

Atividade 5: a) A hipdtese é: Existe uma quantidade de numerasogrproposta.
b) A tese é:A quantidade de numeros primos € sempre maior éoggalquer quantidade

proposta.

Atividade 6: a) O método utilizado foi o indireto.

b) Nos exemplos 2 e 3 0o método utilizado é o indirétoestrutura basica da prova do
exemplo 2 é o que chamamos de “prova por contradi¢gsse tipo de argumento também
ocorre na prova do exemplo 3, porém a estrutura @auco diferente, pois de qualquer uma
das alternativas apresentadas para o nUMé&sar ou ndo um numero primo) chegamos a um
namero primo adicional. Certifique-se de que os@ucompreendam a distincdo entre essas
duas provas.

c) Sejamp, q, r € s 0S numeros primos. Toné = p.q.r.s + 1. De modo analogo a prova
do exemplo 3 teremos qU&ou € primo ou existe um nuamero primo diferentgde, r € s

que divideN, chegando assim a um quinto numero primo, comejalds.

d) Vamos supor que existemnimeros primog, , pz, ..., Pn,. TOMeN =p;p, ... .p, + 1. N

é primo, ou existe um namero primo diferentepgdep, ..., p, que divideN. Logo, existem

(n + 1) numeros primos.

e) Uma possivel razdo € que ele ndo tinha uma notagthe permitia expressar um ndmero

arbitrario de primos, como a notacéo que utilizanws letras e subscritos.

Atividade 7: Suponhamoguen € um namero inteiro impar. Provamos na Atividadgiéd se

n é impar, entda? é um nGmero impar, o que é uma contradicéo, togar.
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2.4 - Atividade IV: A Irracionalidade de v2

2.4.1 - Guia do Professor

Objetivo: Trabalhar com provas diretas e indiretas; relasiagrandezas incomensuraveis

com 0s numeros irracionais.
Nivel: Ensino Médio.
Material: Papel e lapis.
Tempo previsto: 3h20 min.

Quando usar. Essa atividade pode ser aplicada antes ou depdislublhar com os nimeros

irracionais, ou apoés aplicar a Atividade Il (prediretas e indiretas).

Pré-requisitos: Conceito de provas diretas e indiretas. NUmerossparimpares; e numeros

racionais.

Como usar: Distribua uma “Folha do Aluno” para cada aluno edosda em grupos. O
professor pode orientar 0s alunos caso neces&aita grupo deve formular respostas para as

S propostas, e depois o professor pode discutesp®stas com toda a turma.

Descri¢ao: Antes de entregar a “Folha do Aluno”, o professadepdar alguns exemplos de
grandezas comensuraveis, como no exemplo contideatiaa do Aluno” dos segmentos R e
S.

Apoésperceber que os alunos entenderam o conceito ddegras comensuraveis,
pergunte se eles acreditam que quaisquer dois ségengdo comensuraveis. Deixe que 0s
alunos levantem suas hipoteses, e entédo entredokbas da atividade.

A atividade comecacom um texto explicando o conceito de grandezas
comensuraveis e incomensuraveis. O professor modesse texto com os alunos e dar mais

exemplos caso necessario.
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O professor pode ler com os alunos as definicdegideero par e nimero impar e
realizar com eles a Atividade 1, para que entendamo deve ser realizada a prova da
proposicao. Peca entdo que os alunos leiam a Rgapdse realizem sua prova.

Se perceber que os alunos néo tiveram dificuldpeea para que realizem as
Atividades 2 a 9.

Caso os alunos tenham feito a Atividade Ill (provhsetas e indiretas) a
resolucdo desta atividade sera mais facil.

Depois que os alunos concluirem as Atividades dex @, solicite que
compartilhem as respostas. Assim 0s alunos tetf@sa necessaria para acompanhar a prova
de que a diagonal e o lado de um quadrado sdoagasnéhcomensuraveis.

Aconselha-se que o professor faca a leitura desteagom os alunos, explicando
cada um dos passos.

Apés a prova de que o lado e a diagonal de um gdadsdo grandezas

incomensuraveis é proposto aos alunos que provggbridamente que¢2 é irracional.

Material de apoio: Se perceber que os alunos tiveram dificuldade atizae a Atividade 10,
ou se desejar estendemssunto sobre a irracionalidadevi® o professor pode reproduzir o
video “A razao dos irracionais”, que pode ser encontrado no portal do M3 Matematic
Multimidia, que contém recursos educacionais midtimmem formatos digitais desenvolvidos

pela Unicamp, pelo linkattp://m3.ime.unicamp.br/recursos/11@&esso em: 20/02/2016).
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2.4.2 — Folha do Aluno

Duas grandezas sdo comensuraveis se a razao lastpode ser expressa por um
namero racional, ou seja, se existe uma terceasadgza que cabe nas duas primeiras um
ndmero inteiro de vezes.

Por exemplo, observe 0s segmentos R e S abaixo:

Figura 2.6: Segmentos R e S.

Eles sdo comensuraveis, pois dividindo R em 4 pagteais temoR = 4. G R) e

1 . ~ 4_ . . .
S=5. (Z R) . Vemos também que a raz&o entre R egS gue € um numero racional.

Embora intuitivamente possamos acreditar que é reempgssivel dividir um
segmento em um nuamero finito de vezes de modo age garte caiba um namero inteiro de
vezes em outro segmento, a descoberta das granthezasensuraveis mostra que nem
sempre isso € possivel.

Dizemos que duas grandezas séo incomensuravaisag@o entre elas ndo pode
ser expressa por um numero racional.

Segundo Tatiana Roque [10] (p.126) “um dos priasegxemplos a apresentar a
possibilidade de duas grandezas incomensuravéisstdo o problema de se usar o lado para
medir a diagonal de um quadrado, o que exige camieetos simples de geometria.”.

Essa atividade foi projetada para provar que o &adodiagonal de um quadrado
sdo incomensuraveis. Inicialmente vamos trabalar algumas definicdes e proposi¢cdes que

serdo utilizadas nessa prova.

Definicdo 1: Um numero inteiro positiva € par se existir um numero inteiro positivaal

quen = 2k.

Definicdo 2: Um numero inteiro positiva € impar se existir um nimero inteiro positovial

quen = 2c¢ + 1.
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Proposicao 1:A soma de dois numeros pares € um namero par.

Atividade 1: Provea Proposicdo 1, usando a definicdo de numero par.

Proposicao 2:A soma de dois numeros impares é um numero patr.

Atividade 2: Provea Proposicao 2, usando as definicbes de nUmera enpamero par.

Proposicao 3:0 produto de dois nUmerpgares é um numero par.

Atividade 3: Provea Proposicao 3.

Proposicao 4:0 produto de dois nUmeros impares € um numerorimpa

Atividade 4: Prove a Proposicéao 4.

Definicdo 3: A &rea de um quadrado € obtida quando multiplicaanmoedida do lado por ela

mesma.

Proposicao 5:Se a medida do lado de um quadrado égrado sua area € par. (Ou sejag se

é um namero inteiro positivo par, ent&oé um ndmero par).

Atividade 5: Provea Proposicéo 5.

Proposicao 6:Se a medida do lado de um quadrado é impar, emédérsa € impar. (Ou seja,

se n € um nimero inteiro positivo impar, ent&é um nimero impar).

Atividade 6: Provea Proposicéo 6.

Proposicdo 7:Se a medida do lado de um quadrado € um numesioirdositivo e a area
deste quadrado é par, entdo a medida do seu lpdno €Ou seja, se € um numero inteiro

positivo en? € um nimero par, ent&oé um ndmero par).

Atividade 7: Prove por contradicdo a Proposicao 7, usandogosrentos da Proposicéo 6.
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Proposicao 8:Se a medida do lado de um quadrado € um numesioindositivo e a area
deste quadrado é impar, entdo a medida do selelaapar. (Ou seja, & € um numero

inteiro positivo e1? € um nimero impar, ent&cé um nimero impar).

Atividade 8: Prove por contradi¢cdo a Proposicao 8, usandogosrentos da Proposicao 5.

Proposicao 9:Se a medida do lado de um quadrado é um numelicoi@sitivo e a area
deste quadrado é par, entdo ela é divisivel p@d seja, s& € um numero inteiro positivo e

n? é um nimero par, ent&d é divisivel por 4).

Atividade 9: Prove a Proposicéo 9.

Estamos prontos para compreender a prova da nossgal proposicao, de que
o lado e a diagonal de um quadrado sao grandezamémsuraveis, ou seja, que a razao entre
essas duas grandezas nao pode ser expressa poudnuemonracional. Para provar esse
resultado, vamos supor que eles sdo comensuravesgja, que razao entre essas grandezas é
um numero racional. Devemos obter entdo uma cagi@adjue vai mostrar que esta hipotese
deve ser falsa.

- Suposigcdo basica: o lado e a diagonal de um quadio sdo grandezas

comensuraveis.

Considere o diagrama a seguir:

Figura 2.7: Quadrado DBHI.
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No quadrado DBHI, DB é um lado e DH é uma diagoAakim, uma vez que
nosso objetivo é mostrar que DB e DH s&o incomé@ngis, vamos supor que eles sejam
comensuraveis. Isto significa que existe um cextprentodigamos DX, tal que DH p.DX
e DB =q.DX, em quep e g sdonumeros inteiros positivoRizemosque DH é representado
pelo porp e que DBé representado pqr.

Temos que a razdo DH : DBp=: q € uma razdo entre numeros inteiros positivos.
Podemos supor que DX é o maior segmento possivglid@ambos DH e DB sdo mudltiplos.
Isto significa quep e g s&o 0s menores numeros inteiros positivos possateves do qual
podemos expressar a razao da diagonal para oHadgparticular, isto significa quee g nao

podem ser ambos pares.

- Primeiro Resultado: p e g ndo sdo ambos pares.

Considere o quadrado AGFE no diagrama abaixo:

A B G

Figura 2.8: Quadrado AGFE.

Por construgéo, AG =DH, entdo AGp=
Observamos pelo diagrama, que a area do quadraéi& AR dobro da area do
quadrado DBHI. Portanto a area do quadrado AGFE éiimero inteiro positivo par. Pela

Proposicao 7, AG p € par.

- Segundo Resultadop é par.
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Como a area do quadrado AGFE é um numero inteisitipym par entdo esse
quadrado pode ser dividido em quatro partes igpais Proposicédo 9). Uma dessas partes € a

area do quadrado ABCD, que representa um numesioaiositivo.

A B G

E I F
Figura 2.9: Quadrado ABCD.
Pelo diagrama vemos que a area do quadrado DBHIdéboo da area do

quadrado ABCD. Desse modo a area do quadrado DBhih é@Umero inteiro positivo par.

Pela Proposicao 7 o lado DBg=¢ par.

- Terceiro Resultado:q é par.

Comparando o segundo e terceiro resultados conmeipo resultado, vemos que
eles sdo contraditorios. Portanto a nossa supob@sioa, de que o lado e a diagonal de um

quadrado sdo comensuraveis é falsa. Concluimos go&

- O lado e a diagonal de um quadrado séo grandezagomensuraveis.

Agora é com vocé!

Sabemos, pelo teorema de Pitagoras, que a diagenamn quadrado de lado 1

medeV?2.

Provamos que a diagonal e o lado de um quadrado gaadezas

incomensuraveis, ou seja, a razao entre a medidagdanal e lado do quadrado ndo pode ser
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expressa por um numero racional. Portanto, no dasguadrado de lado 1, concluimos que

" =+/2 ndo é um ndmero racional, log@ é um namero irracional.

Atividade 10: Prove de modo algébrico, por contradi¢do, ¢j2e¢ um nimero irracional.

~ , , . . Y%
Sugestao:Comece supondo qué2 é um namero racional, ou seja, QU2 = g &m

. — p ~ .
gue p eq s&o numeros inteirog,# 0, e 5 € uma fracéo irredutivel.

Em seguida, eleve os dois lados da igualdade adrapa e use a definicdo 1 e a

Proposicao 7 para obter uma contradicao.
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2.4.3 — Solugdes e Sugestdes para o professor

Para as solugdes das atividades lembre-se; B8do numeros inteiros positivos,

entdoa + b € um numero inteiro positivoeeb € um namero inteiro positivo. (*)

Atividade 1: Sejamm e n dois numeros inteiros positivos pares. Queremostnaroque
m + n € um ndmero inteiro positivo pd?odemos escrever = 2k en = 2¢, em quek ec
s80 numeros inteiros positivos. Assim:

m + n = (2k) + (2¢) = 2(k +¢). Tomed = k + c. Por (*),d € um numero
inteiro positivo. Portantem + n = 2d € um ndamero inteiro positivo par. Logo, a somalois

nameros pares € um namero par.

Atividade 2: Sejamm e n dois numeros inteiros positivos impares. Queremostrar que
m + n éum numero inteiro positivo paPodemos escrever = 2k +1 en = 2c+ 1, em
quek ec sdo numeros inteiros positivos. Assim:

m + n = (2k+1) + (2c+1) = 2k+ 2c+2 = 2(k +c+1). Tome
d=k+ c+ 1. Por (*),d € um nimero inteiro positivo. Portanto+ n = 2d é um ndmero

inteiro positivo par. Logo, a soma de dois numéngsares € um namero par.

Atividade 3: Sejamm en dois nimeros inteiros positivos par€aieremos mostrar que.n
€ um numero inteiro positivo paPodemos escreven = 2k en = 2¢, em quek e ¢ sao
nameros inteiros positivos. Assim:

m.n = (2k).(2c) = 4kc = 2(2kc). Tomed = 2kc. Por (*),d € um numero
inteiro positivo. Portantom.n = 2d € umnumero inteiro positivo par. Logo, o produto de

dois numeros pares € um namero par.

Atividade 4: Sejamm e n dois numeros inteiros positivos impares. Queremostrar que
m.n éum numero inteiro positivo impar. Podemos escrever 2k +1 en = 2c+ 1, em
quek e c sado numeros inteiros positivos. Assim:

mmn = 2k+1).(2c+1) = 4kc+2k+2c+1=2.(2kc + k + ¢)+ 1. Tome
d = 2kc + k + c. Por (*),d € um numero inteiro positivo. Portanton = 2d +1 é um

namero inteiro positivo impar. Logo, o produto @éschiumeros impares é um namero impar.
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Atividade 5: Sejan a medida do lado de um quadrado, em gu& um numero inteiro
positivo par. Queremos mostrar que a area dessiagltaé par. Podemos escrenet 2k,
em guek € um numero inteiro positivo. A area do quadraata:s

n? = (2k)? = 4k? = 2(2k?). Tomed = 2k?. Por (*),d € um ndmero inteiro
positivo. Portantm? = 2d é um ndmero inteiro positivo par. Logo, se a madid lado de
um quadrado é par, entdo sua area € par, ou seg@gsum nimero par, entde é um

ndamero par.

Atividade 6: Sejan a medida do lado de um quadrado, em gu& um numero inteiro

positivo impar. Queremos mostrar que a area desadrafo € impar. Podemos escrever

n = 2c¢ + 1, em quec € um namero inteiro positivo. A area do quadraaé:se
n?=2c+1)>=4c*+ 4c+1=22c*+2c)+1. Tomed = 2c¢% + 2c. Por

(*), d € um namero inteiro positivo. Portantd = 2d + 1 € um nUmero inteiro positivo

impar. Logo, se a medida do lado de um quadranpar, entdo sua area é impar, ou seja, se

n € um nimero impar, entad é um ndmero impar.

Atividade 7: Sejan a medida do lado de um quadrado, em gué um numero inteiro
positivo. Queremos mostrar que B& que é a area desse quadrado, € um ndmero inteiro
positivo par, entda € um numero par.

Suponhamosque n seja um ndamero inteiro positivo impar. Provamos na
Atividade 6 que sa € um namero inteiro positivo impar, ent&oé um niimero impar, o que

€ uma contradicdo. Logoé um numero par.

Atividade 8: Sejan a medida do lado de um quadrado, em gu& um namero inteiro
positivo. Queremos mostrar que B& que é a area desse quadrado, € um ndmero inteiro
positivo impar, entda € um namero impar.

Suponhamosguen seja um numero inteiro positivo par. Provamos taidade 5
que sen é um nimero inteiro positivo par, entad € um ndmero par, 0 que é uma

contradicdo. Logm € um namero impar.

Atividade 9: Sejan a medida do lado de um quadrado, em gué um numero inteiro
positivo. Queremos mostrar que B& que é a area desse quadrado, € um ndmero inteiro

positivo parentdon? é um nimero divisivel pa.
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Provamos na Atividade 7 que 8& € um nUmero inteiro positivo par, entdeé
um numero par. Podemos escrener 2k, em quek € um numero inteiro positivo. A area do
quadrado sera:

n? = (2k)? = 4k?, portanton? é divisivel por 4. Logo, se a medida do lado de
um quadrado é um numero inteiro positivo e a aestedquadrado é par, entéo ela é divisivel

por 4.

Atividade 10: Para provar algebricamente g2 é irracional, suponha qué&2 é racional,

entdoV2 = S ,g#0,em que p e g s&o numeros inteiro% e irredutivel.

Eleve os dois lados da igualdadi2 = = ao quadrado, assim:

Desse modop? é um namero par, portanto, pela Proposicdp & um nimero
par.
Sep é um numero par, ent@aopode ser escrito na fornpa= 2k, em quek € um

namero inteiroSubstituindo na equagéao temos:

pZ — 2q2
(2k)? = 2¢°
4k? = 2q°

q? = 2k>.

Logo, g2 € um nimero par, portanto, pela Proposicég & um nimero par. O

, .~ P, . , . , , . .
que é uma contradicao, paise irredutivel. Assim/2 é um nimero irracional.
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2.5 - Atividade V: O Projeto de Pitagoras

2.5.1 - Guia do Professor

Objetivo: Trabalhar com algumas demonstracdes do TeorerRaaimras.
Nivel: Ensino Fundamental 1l e Ensino Médio.

Material: Papel, lapis, tesoura, compasso, esquadro (cgferaior).

Tempo previsto: 3h20 min.
O projeto de Pithgoras € composto por 4 atividadss. atividades séo
independentes e podem ser aplicadas na ordem ppadessor julgar mais adequada para sua

turma.

Quando usar: Esta atividade pode ser aplicada apds o ensinbedeema de Pitagoras no

Ensino Fundamental Il ou como retomada de conceddsnsino Médio.

Pré-requisitos: Conhecer o Teorema de Pitdgorasber calcular areas de quadrados,
triangulos e semicirculos. Para a Atividade 4, atksrconhecer o Teorema de Pitagoras, 0s
pré-requisitos sao: Saber construir segmento pdipdar a um segmento dado e transportar

segmentos.

Como usar: Divida os alunos em grupoe fumero de alunos em cada grupo fica a critério
do professor) e distribua uma “Folha do Aluno” paada grupo. O professor pode orientar 0s

alunos caso necessario.

Descricao: A atividade comeca com um texto sobre Pitdgorase®i@ma que recebe o seu
nome.

Na Atividade 1 os alunos conhecerdo pouco sobre grova chinesa” e vao
realizar uma demonstracdo do Teorema de Pitdgeassla os conceitos de area de triangulos

e area do quadrado.



49

Depois os alunos realizardo uma “demonstracédo sgavrps” (recorte e cole).
Este tipo de demonstracdo também sera realizad#vidade 2.

Apoés a realizacdo da Atividade 2 ha a explicacdoadao pela qual o recorte
realizado na atividade foi satisfatorio. Essa falbae ser entregue aos alunos depois de terem
realizado a colagem. Aconselha-se que o professoligee cada um dos passos desta
demonstragao.

Na Atividade 3 os alunos deverdo concluir, utildaro Teorema de Pitagoras,
gue area do semicirculo maidy € igual a soma das areas dos outros dois senisr@y e
A3z). Se necesséario o professor poderd retomar o cltallédrea de um semicirculo
conhecendo o seu diametro.

Na Atividade 4os alunosconstruirdo um segmento perpendicular a um segmento
dado e utilizardo o Teorema de Pitdgoras paralealo.comprimento da hipotenusa em cada
triangulo obtido. Depois vé&o utilizar o teoremagpabter segmentos de comprimento25e
(tensa e b), e apos perceberem o padrdo, no itedeverdo responder quantos triangulos
serdo necessarios para construir um segmentoaldeetomprimentg’101. No itemd desta
atividade os alunos deverdo marcar sobre a retaoseaimeros solicitados, utilizando o

transporte de segmento.
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2.5.2 — Folha do Aluno

Pitagoras nasceu possivelmente no ano de 570 alkarde Samos, na regidao da
Asia Menor e provavelmente morreu em 497 ou 496 Bl€foi uma figura influente, porém
misteriosa da Matematica, pois ndo existem relaiginais sobre a sua vida e seus trabalhos.

Segundo Tatiana Roque [10] (p.98) “é frequente minaomos referéncias a
Pitagoras como um dos primeiros matematicos gregosém, segundo a autora “essa
afirmacado € hoje questionada pelos historiadoqgs’s evidéncias mostram que havia uma
matematica grega antes dos pitagoricos.

A Irmandade Pitagérica, uma sociedade fundada pagdras, era formada por
seguidores que entediam seus ensinamentos e tarobétmbuiam com novas ideias.
Membros desta irmandade se envolveram em matematicem ndo sabemos exatamente de
que forma e o quanto. No século V a.C o0 pensamgatonétrico e técnico ja estava
desenvolvido, porém nado temos como saber se @gpitas contribuiram para isso.

Tatiana reitera [10] (p.100): “Se existiu uma “nmaética pitagoérica”, tratava-se
de uma pratica bastante concreta”, pois segundd'oslapitagdricos ndo separavam 0S
nameros do mundo fisico”.

Eles descreviam fendmenos naturais por meio de¢cégaamatematicas, e uma
das ligacbes que perceberam foi a relacdo fundamentre a harmonia da musica e a
harmonia dos numeros.

Vocé com certeza j4 estudou o Teorema de Pitdgguas]iz que “ num triangulo
retangulo o quadrado da hipotenusa € igual a smsagdadrados dos catetos”. Mas vocé
sabia que existem evidéncias de que este famosantiaga era conhecido e utilizado muito
antes da época do proprio Pitagoras?

Ha muitas maneiras de demonswafeorema de Pitagoras, e existem até livros
totalmente dedicados ao assunto. Nesta atividadewdrabalhar algumagemonstracdes

desse teoremaresultados obtidos a partir dele.
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Atividade 1:

A primeira demonstracdo do Teorema de Pitdgoras \@mos trabalhar é
conhecida comogrova chinesa”, pois a figura abaixo é encontrada no livro ChouSR&in-
King (ou Ching), escrito na China provavelmente século Xl a.C, e sugere uma
demonstracdo do Teorema de Pitdgoras para umulthagpecifico (de lados 3, 4 e 5). Vale
ressaltar que a prova que vamos realizar corregpandfirmacdoa area do quadrado

construido sobre a hipotenusa é igual a soma daseas dos quadrados construidos sobre

Os catetos.
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Figura 2.10: llustracao do livro Chou Pei Suan Ghin
(Fonte:https://pt.wikipedia.org/wiki/Teorema_de_Pit%C3%Aiay

Observe a figura a segquir:

G b M & F
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o]

Figura 2.11: Quadrado DEFG. [5] (p.153)
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Considere o quadrado DEFG com lados medif@e- ¢). SGo marcados nos
lados desse quadrado os pontos K, L, M e N tais que

KE=LF=MG=ND=b,e DK=EL=FM =GN =.

Os quatro triangulos NDK, KEL, LFM e MGN sao congmntes pelo caso LAL.
Desse modo, obtemos que NK = KL = LM = MNa=Portanto o quadrilatero NKLM & um
quadrado, pois seus quatro lados sdo congruentetaeum de seus angulos é reto.

Assim a area do quadrado DEFG € a soma das arsasjuddro triangulos

congruentes com a area do quadrado KLMN.

Agora é com vocé!

1. Expresse a &rea do quadrado DEFG em funcab dec. (Lembre-se que o lado do
quadrado &b + c).).

2. Expressea area do quadrado DEFG como a soma das areasuat® driangulos

congruentes com a area do quadrado KLMN. (Obsxpeesséao ficara em funcdo deb e

c).

3. Iguale as expressdes obtidas nos itens 1 eigypdifsjue o que for possivel. O que vocé

obteve?

4. Essa demonstracao também pode ser realizada dwagned:hamamos “demonstracdo sem
palavras” (Recorte e cole).
a) Recorte 0s quatro triangulos da figura que estxdwdma folha.



Figura 2.12: Demonstracao sem palavras 1.
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b) Reorganize e cole no quadrado abaixo os triang@osrtados de modo a obter dois

retangulos com dimensfk< ¢, e dois quadrados: um com lakle outro com lado.

Figura 2.13: Demonstragao sem palavras 2.

c) Observando as figuras dos itens a e b, o quecmudui?
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Atividade 2:

A figura apresentada abaixo € o triangulo retangd8€. Em cada um dos lados
desse triangulo retangulo foi construido um quaairad
Mostraremos que a area do quadrado construido edhd®c é igual a soma das

areas dos quadrados construidos sobre o0s da€lds

Agora é com vocé!

1. Recorte da figura abaixo o quadrado de ladoos quatro quadrilateros que constituem o

guadrado de ladb.

Figura 2.14: Demonstragao sem palavras 3.
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2. Organize essas 5 pecgas sobre o quadrado de &adole na figura abaixo:

Figura 2.15: Demonstracao sem palavras 4.

3. Observando as figuras dos itens 1 e 2, o0 que caudui?
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Entenda o porqué deu certo!

Os critérios de recorte da figura serdo nossastdspé na demonstracdo e as
diagonais pontilhadas nos ajudaréo na visualizacao.

Figura 2.16: Demonstragao sem palavras 5.

Considere o quadrado de lado AC e encontre o cbhttesse quadrado.
Trace retas paralelas aos lados do quadrado de ABdpassando por M, dividindo o
qguadrado de lado AC em quatro quadrilateros.
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Demonstracéo:

Para montar o quadrado de lado AB reorganizamasadrgdo de lado BC e os
quatro quadrilateros que compde o quadrado deA&jccolocando o quadrado de lado BC
no centro.

Esses quatro quadrilateros que compde o quadrathmldeAC sdo congruentes,
pois os lados DF e EG resultaram da rotacdo dgsmkés, mantendo a area das figuras.

Observe também que AB = FD e AF = BD pois sao ladpsstos de um
paralelogramo.

Além disso, DM = MF = EM = MG com comprimento iguametade do lado do
quadrado de lado AB.

Como os quatro quadrilateros possuem um angulg eds se encaixam no
guadrado de lado AB, como podemos ver na figura.

Desse modo, o quadrado restante no interior dorgdadle lado AB tem de fato
lado BC, pois BD — CD=BC e BD = AF.
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Atividade 3:

Use o teorema de Pitagoras para provar que nafahaixo a area do semicirculo

maior € igual & soma das areas dos outros doi€enlos, ou seja:
A1 = AZ + A3

Figura 2.17: Semicirculos sobre os lados do trikmgeiangulo ABC.
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Atividade 4:

Ha muitos problemas que podem ser resolvidos usanfeorema de Pitagoras.

Lembre-se que para qualquer triangulo retangulo:

(Cateto)? + (Cateto)? = (Hipotenusa)?

&
Cateto Hipotenusa
g
A Cateto B

Figura 2.18: Triangulo retangulo ABC.

1. Observe e complete a tabela abaixo:

Considere que o segmento de reta ao lado tem

comprimento 1. 1

Construa, usando o esquadro, um segmento de
reta com comprimento igual a 1 perpendicular

ao primeiro.
Depois ligue as extremidades desses dois
segmentos obtendo um triangulo retangulo e
usando o teorema de Pitdgoras, obtenha o

comprimentam da hipotenusa desse triangulo. ® °
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Construa ao lado um segmento de reta de
comprimento 1 perpendicular ao de

comprimentam.

Ligando as extremidades obtemos um npvo
triangulo retdngulo com hipotenusaUsando
o teorema de Pitdgoras, obtenha | o
comprimentan da hipotenusa desse triangulo.

n=

Tabela 2.7: Construcédo de segmentos perpendiculares

2. Siga este padrao e explique:

a) Como podemos construir um segmento de reta de amenioy4 = 2 ? Faca o desenho.

b) E um segmento de reta de comprimeyis@ Faca o desenho.

c) Quantos triangulos precisam ser desenhados dessairangpara construirmos um

segmento de reta de comprimegttd1 ? Explique seu raciocinio.

d) Com régua e compasso transporte para a reta realgosentos de comprimentds:v2 ,

V3, 2 e/5, obtidos nos itens anteriores.

v

Figura 2.19: Reta real.
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2.5.3 — Solucgbes e Sugestdes para o professor

Atividade 1:

1. A= (b +¢)? =b? + 2bc + ¢?
Alguns alunos podem escrever a area do quadradmspema(b + c)?. Neste

caso, peca que eles desenvolvam a expressao poisesessario na resolucdo do item 3.
— 1 2 — 2
2. A—4.(Eb.c) +a = A= 2bc+a

3. b% + 2bc + ¢? =2bc + a® = b? + ¢? =a?. Os alunos devem concluir que @@orema de

Pitagoras: O quadrado da hipotenusa € igual a dosiguadrados dos catetos.

4. Ao recortar e colar os triangulos conforme s@it na atividadeys alunos podem obter

uma dessas 4 possibilidades:

Figura 2.20: Quatro possibilidades de resolucéo.
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Os alunos deverdo concluir que a area em branecergé ao quadrado de laalo
da figura que foi recortadaigual a area em branco da figura obtida, coma@eahquer uma

das possibilidades acima, obtendo assifn= b? + ¢? (Teorema de Pitagoras).
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Atividade 2:

Apos realizar os recortes e colar de modo correfmagtes sobre o quadrado de

ladoc, a figura obtida pelos alunos sera:

ol b G\
C A

Figura 2.21: Demonstracdo do Teorema de Pitagoras.

E esperado que os alunos concluam que o quadratipa@nusa do triangulo
ABC é igual a soma dos quadrados dos catetos, emgue a area do quadrado de ladoi

totalmente coberta pelas areas dos quadradosale lde ladd.



65

Atividade 3:

Os alunos deverao inicialmente calcular as areasemicirculos4;,4, e Az).

Assim:

=
Jury
1
N R
S
|
N—
N
U
=
Jury
Il
N
=
N
U
=
Jury
1
|
a

1 b\? 1 T,
Agzz.ﬂ.(g) = A3= E.TE.T = A3 =_b

Apoés obterem as areas acima, os alunos devemautdiZleorema de Pitagoras

(c? = a? + b?) para concluir que :

Ou seja:
A1= AZ + A3 .
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Atividade 4:

m=v2

IU%I

n

Tabela 2.8: Resolucéo tabela 2.7.

2. O professor pode explicar aos alunos que pararsegpadréo e resolver 0os proximos
exercicios, os alunos devem utilizar as medidasegsentos da tabela e devera intervir caso

perceba que os alunos néo estao utilizando esshdase

a) Para obter um segmento de reta de comprimé#to2, seguindo o padrdo da tabela, o
aluno devera construir um segmento de comprimeperdendicular ao de compriments.

A hipotenusa desse novo triangulo formado tera deadi= 2, conforme as opgdes abaixo:

Figura 2.22: Construcdo de um segmento de comptireh
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b) Para obter um segmento de reta de compriméhiseguindo o padrio da tabela, o aluno
devera construir um segmento de comprimento 1 pdipglar ao segmento de comprimento
V4= 2. A hipotenusa desse novo triangulo formado tera daedb, conforme as opcdes

abaixo:

Figura 2.23: Construgcdo de um segmento de comptinmén

c) Os alunos devem perceber que serdo necessaridagd@fulos, pois o primeiro segmento
desenhado tem comprimeni®; o segundo segmento desenhado tem comprimésitm
terceiro segmento desenhado tem comprimefo o quarto segmento desenhado tem
comprimentov5. Seguindo esse padrdo,neésimo segmento terd comprimerbo+ 1,

portanto, o 109segmento terd comprimenyd 01.

d) Usando a unidade de medida da tabela, os alunasé&dewransportar as medidas dos

segmentos, como na figura abaixo:

] ] | .

| ]
I I I »

0 1 2 V3 245

Figura 2.24: Transporte da medida dos segmentos.

Alerte os alunos que o transporte dos segmentassBsempre a partir do O.
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2.6 - Atividade VI: Numeros Figurados

2.6.1- Guia do Professor

Objetivo: Apresentatuma relacéo entre a aritmética e a geometria.r@ta formula para a

soma dos primeiros numeros inteiros positivos.

Nivel: Ensino Fundamental Il (a partir d® &o) e Ensino Médio.
Material: Papel e lapis.

Tempo previsto: 3h20 min.

Quando usar: Esta atividade pode ser aplicada em qualquer mimnden ano letivo que o

professor achar conveniente.
Pré-requisitos: Conhecimento de expressdes algébricas.

Como usar: Distribua a “Folha do Aluno”. Os alunos podem izl esta atividade

individualmente ou em grupos.

Descrigcéo:A atividade é iniciada conuma breve introdug¢é&sobre os numeros figurados.

Os exerciciogle 1 a 3 referem-se aos numeros triangulares4ealé aos nameros
quadrados. Noexercicios de 7 a 11 os alunos vao relacionar oseras triangulares e
nameros quadrados. As questfes 12 a 15 referamsseimeros retangulares e nas questdes
16 e 17 os alunos deverao relacionar os nUmerasg@iares com os numeros triangulares.

Depois apresentamos uma férmula para o numero mtegpde um numero triangular
a partir da relacéo desses com os numeros retaegulatida nas questdes 15 e 17.

Neste momento o professor do Ensino Médio podevejies para falar sobre a soma

dosn primeiros nimeros inteiros de uma progressao aiitené

Material de apoio: Se desejar aprofundar assunto sobre conjecturas, o professor pode

reproduzir o audio“3x+ 1", que pode ser encontrado no portal do M3 Matematic
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Multimidia, que contém recursos educacionais midiiamem formatos digitais desenvolvidos
pela Unicamp ou pelo link: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/132@Acesso em:

20/05/2016).
Esse audio apresenta a conjectura do probleBaat 17, e discute algumas

curiosidades em torno dela para mostrar que, mgsrecendo verdade, os matematicos sé

consideram verdadeiro aquilo que é provado l6gitatmaticamente.
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2.6.2- Folha do Aluno

Os numeros figurados sao formados por um conjuafpothitos equidistantes que
compde uma figura geométrica, como: triangulosdrpdos e retangulos.

Esses numeros ja foram estudados pelos pitagéeicesgundo Tatiana Roque
[10] (p.104) “Os numeros figurados dos pitagoriecam constituidos de uma multiplicidade
de pontos que ndo eram matematicos e que remetiaenzentos discretos: pedrinhas

organizadas segundo uma determinada configuragéo.”.

1. Examine o0s quatro primeirogsumeros triangulares na tabela abaixo. Em seguida,

preencha a tabela para o quinto e sexto nimeaogtiiares.

Numero triangular Numero de pontos
n=1 1
®
@
n=2 ® & 1+2=3
®
n=3 ® 0 1+2+4+3=6
00
n=4% ®
LA 1+2+3+4=10
00
000
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Tabela 2.9: Numeros triangulares.

2.Qual é o numero de pontos ti62 niumero triangular?

3. Observe a tabela e respon8an é um nimero naturalre> 1, qual € o nimero de pontos

don -ésimo namero triangular?

4. Examine os quatro primeiregimeros quadradosna tabela abaixo. Em seguida, preencha

a tabela para o quinto e sexto numeros quadrados.

NUmero quadrado Numero de pontos
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00

n=3 LA 32=9
00
0 00

n=4 O 00 0
000 42 =16
o000

n=>5

n==~6

Tabela 2.10: NUmeros quadrados.

5. Qual é o numero de pontos ti®2 nimero quadrado?

6. Observe a tabela e respon8an € um numero naturalre> 1, qual é o nimero de pontos

don -ésimo numero quadrado?
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Veja o que acontece quando somama8 e22 numeros triangulares:

e S e
® +@ & =& & 1+ 3 =4= 22 que é ®° nimero quadrado.

Figura 2.25: Soma db® e 22 nimeros triangulares.

Adicionando 022 e 32 numeros triangulares, obtemos:

@ 00
o @ ® S0
00 300 D O & 3+6=9= 32 queé B2nimero quadrado.

Figura 2.26: Soma d2*° e 32 niUmeros triangulares.

7. Seguindo os exemplos anteriores, represente adoB?ae 42 numeros triangulares. O

gue vocé obtém?

8. Em matemaética, uma conjectura € um palpite. Eaanewva conjectura sobre a soma de

dois numeros triangulares consecutivos quaisquer.

9. Use imagens para exemplificar a sua conjectura paais dois pares de numeros

triangulares consecutivos.

10. Qual é o numero de pontos da somd @ve do112 niumeros triangulares?

11.Qual é o nimero de pontos da somd @@ e do1012 nameros triangulares?

Os numeros retangularestem exatamente uma coluna a mais do que o numero

de linhas. O primeiro numero retangular tem umhdie duas colunas. O proximo ndamero

retangular tem exatamente duas linhas e trés luna
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12. Examine o0s quatro primeiros numeros retangulaestabela abaixo. Em seguida,

preencha a tabela para o quinto e sexto nUmewosguares.

Numero retangular Numero de pontos
n=1 o0 1.2=2
00
n=2 00 2.3=6
o0 00
n=3 000 3.4=12
o000
0 000
A 0000
n=
0000 45 = 20
0000
n=>5
n==6

Tabela 2.11: Nameros retangulares.
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13.Qual € o numero de pontos 162 numero retangular?
14.Qual € o numero de pontos t@02 numero retangular?

15. Observe a tabela e respon@&en € um numero natural > 1, qual € o nimero de

pontos dan-€simo numero retangular?

Veja o que acontece quando somama8 numero triangular a ele mesmo:

[ ) 02
00 + & -0 0 & 3+3=6,queé @2ndmero retangular.

Figura 2.27: Soma d2° numero triangular a ele mesmo.

Adicionando 03¢ numero triangular a ele mesmo, obtemos:

o ® SO (R
o0 + O ® -0 @SS 6+6=12, que é B2 nimero retangular.

00 e o0 0o

Figura 2.28: Soma d&° namero triangular a ele mesmo

16. Seguindo os exemplos anteriores, represente ado#fanimero triangular a ele mesmo.

O que vocé obtém?

17. Encontre uma relacéo entre cada numero retanguwarimero triangular associado a ele.
Em seguida, escreva uma conjectura sobre est@oetatre m-€simo numero retangular e o

n-€simo namero triangular.

De 15 e 17 concluimos que o numero de pontosndésimo numero triangular

(n+1)
2

igual a n. _ n.(n+1)

ouseja,quel +2+3+--+n , em quen € um namero natural e

n=>1.
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2.6.3 — Solucgdes e Sugestdes para o professor

1.

Numero triangular NUumero de pontos
o
o0

n=>5 000 1+4243444+5=15
o000
0000
o
(N

6 oo 1+2+3+4+5+6=21

n = =
o000
00000
000000

Tabela 2.12: Quinto e sexto numeros triangulares.

2.1+2+4+3+4+5+6+7+8+9+ 10 = 55 pontos.
314243+ --+n.

4.

NuUmero quadrado Numero de pontos
0000
: o0 000 2 :
= =2
" o000 00
0000
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Tabela 2.13: Quinto e sexto numeros quadrados.

5.10% = 100.

32 namero triangular

_|_

@
® &
@@
2RSSR

42 namero triangular

LS
o LeY
o029
002

16 = 42 (4° nimero quadrado).

Figura 2.29: Soma d8° e 42 numeros triangulares.

8. A soma de dois numeros triangulares consecutivms aumero quadrado.

9.
@
® @&
o0 +e@e &
00 @SSP
o000 PRI L

42 namero triangular

59 namero triangular

DS
L T )
03D
00 2L
000

25 = 52 (52 nimero quadrado).

Figura 2.30: Soma d¢° e 52 niUmeros triangulares.
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52 namero triangular

&®

& @

@ee
LS e
@SIESLe
PRI

62 numero triangular

000 0cC

78

DRSS
DO
oD
0
002D
0002

36 = 6%(62 nimero quadrado).

Figura 2.31: Soma d&° e 62 nuUmeros triangulares.

10.10° nGmero triangular 412 namero triangular $12 = 121.

11 1002 nimero triangular 4012 nimero triangular 2012 = 10201.

Obs.: Se estiver aplicando a atividade com alumoErkino Médio, o professor

pode pedir para os alunos escreverem uma exprgggaoa soma dm-€simo com o

(n + 1)-ésimo numeros triangulares, ou seja:

1+2+3++n)+ (1+2+43++n+m+1))=n+1)>=%

12.

Numero retangular

Numero de pontos

5.6 =30
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000000
0000 0O

n=6 00606000 6.7 = 42
00 0000
000 00O
0000 00

Tabela 2.14 : Quinto e sexto niumeros retangulares.

13.10.11 = 110 pontos.
14. 100.101 = 10100 pontos.
15. n.(n+ 1) pontos.

16.
10 + 10 = 20, que é a2 numero retangular.

® 29O KKK
(X L %98 _ 003383
eo0o0 22 00032
XX X ® o000 3

Figura 2.32: Soma d¢® numero triangular a ele mesmo.

17. Conjectura: O n-ésimo numero retangular € o dobrordésimo nimero triangular.

Ou: On-ésimo numero triangular € a metadenéésimo numero retangular.




80

2.7 - Atividade VII: Equacdes Quadraticas

2.7.1- Guia do Professor

Objetivo: Trabalhar com equacgfes quadréaticas a partir deantexto historico utilizando
duas proposicbes de Euclides. Obter uma férmula pesolver equacgbes quadraticas

quaisquer.

Nivel: Ensino Fundamental 1l e Ensino Médio.

Material: Papel e lapis.

Tempo previsto: 3h20 min.

Quando usar: Esta atividade pode ser aplicada para introduziag@es quadraticas.
Pré-requisitos: Conhecimento de expressdes algébricas.

Como usar: Distribua a “Folha do Aluno”. Os alunos podem izl esta atividade

individualmente ou em grupos.

Descricao: A atividade é iniciada com um texto sobre equagfiexiraticas e logo apos é
apresentada a Proposicao 5 do Livro IEf#ementos de Euclid€d-5).

Os alunos podem apresentar dificuldade em entendernunceado desta
proposicdo, uma vez que a linguagem utilizada pocliles difere da linguagem que
utilizamos atualmente. Por exemplo, quando elesgect'Se uma linha reta”, reescrevemos
como “Se um segmento de reta”. Desta forma, adosss que o professor leia com os
alunos esta primeira parte da atividade. E apradenta atividade uma “traducéo” desta
proposicao. O professor pode reproduzir o desenlsegmento AB na lousa, e explicar cada
um dos elementos da proposicéo.

Depois da “traducédo” é apresentada a prova desf@ogicdo. Acompanhe o0s
alunos em cada passo desta prova, certificandaselgs entenderam como foi provada a

proposicao. Se necessario reproduza o desentmadtlnesta demonstracdo na lousa
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Apos ser provada a Proposicao II-5 , ela é tradualgebricamente. Desse modo
€ obtida uma formula, primeiramente, para a resolude equagdes quadraticas na forma:
x% + ¢ = bx, comb e c nimeros reais positivos.

Proponha aos alunos que resolvam os Exerciciote RaSe necessario resolva
um ou dois itens para que os alunos entendam cereskr aplicada a formula. O professor
também pode propor que os exercicios sejam resshddmo tarefa para casa, caso nao
disponha das 4 aulas para aplicar esta atividade.

Se perceber que os alunos compreenderam essarpripagte da atividade, o
professor pode pedir que eles, em grupos, real&Zsesgunda parte referente a Proposicao 6
do Livro Il ( 1I-6). Nesta parte da atividade sedtida uma férmula para a resolugéo de
equacdes quadraticas na formeéa:+ bx = ¢ , comb e c nlimeros reais positivos.

Na terceira parte da atividade, sera apresentadpraoedimento que permitira
que os alunos resolvam equac¢des quadraticas paisggar numeros reabse c.

Apoés obter a férmula no item c, comente com alugas esta formula é

conhecida como Formula de Bhaskara aparentemest@spo Brasil. [8]

Material de apoio: Se desejar estenderassunto sobre Equacdes Quadréticas, o professor
pode reproduzir o videtesse tal de Bhaskara’, que pode ser encontrado no YouTube, no
link: https://www.youtube.com/watch?v=dw6wD5bP5{Acesso em: 23/05/2016) ou no link
do M3: http://m3.ime.unicamp.br/recursos/10@¢cesso em: 23/05/2016).
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2.7.2- Folha do Aluno

Problemas envolvendo equacdes quadréficapareciam em textos escritos pelos
babilénios ha quase quatro mil anos atras. “Net®sdss 0 que se tinha era uma receita
(escrita em prosa, sem uso de simbolos) que emsic@awio proceder para determinar as
raizes em exemplos concretos com coeficientes ncwsér[8]

Nesta atividade vamos trabalhar a resolugdo degcégqaaguadréaticas a partir de

duas proposicdes do Livro Il delementosle Euclides.

Livro Il, Proposigéo 5 (II-5) d&lementosie Euclides:
“Se uma linha reta for dividida em duas partesigggaem outras duas desiguais,
o retangulo compreendido pelas partes desiguaisamente com o quadrado da parte entre

as duas secoes, sera igual ao quadrado da methdeadproposta.” [9]

Vamos explicar esta proposicdo de modo mais compies. Considere o
segmento de reta AB. Sejam C o ponto médio de ABaggum ponto entre C e B, como na

figura abaixo:

Figura 2.33: Segmento de reta AB.

Ou seja, AB foi dividido em dois segmentos iguad & CB e em dois segmentos
desiguais AD e DB. Assim temos “o retangulo compdédo pelas partes desiguais”, isto €, o
retangulo de lados AD e DB, “o quadrado da parteeaas duas secdes”, isto €, o quadrado de
lado CD e “o quadrado da metade da linha propostaseja, o quadrado de lado BC.

A proposicdo afirma que a soma das areas do rdtAdgulados AD e DB e o
quadrado de lado CD ¢é igual a area do quadradadieBC. Para provar isso, precisamos

adicionar quadrados e retangulos ao segmento ABo ¢ figura a seguir:
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E G F

Figura 2.34: Figura da Proposicéo II-5.

Para construir o retangulo de lados AD e DB, tomamdéado AK de modo que
AK = DB, obtendo o retangulo ADHK. Para desenh@uadrado de lado CD, prolongamos
DH e marcamos sobre ele o ponto G, de tal moddH§ue CD. Como LH = CD, obtemos o
quadrado LHGE.
Finalmente, uma vez que BC = CD + DB, temos:
CE=CL+LE=AK+HG=DB + CD =BC.
Portanto, BCEF é um quadrado de lado BC.

Para provar a Proposicdo II-5 de Euclides, € magl fenumerar os cinco

retangulos como na figura abaixo:

Figura 2.35: Figura enumerada da Proposic¢éao II-5.
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O retangulo de lados AD e DB consiste nas regiiameradas 1 e 2; o quadrado
de lado CD é a regido 4, e o quadrado de lado &&nfposto por quatro regides: 2, 3, 4 e 5.

Devemos mostrar que a soma das areas das regi@es 4,€ igual a soma das
areas das regioes 2, 3, 4 e 5. Observando a figum®s que basta mostrar que a area da
regido 1 é igual a soma das areas das regides 3e 5

A regido 1 é um retangulo de lados AC e AK. Asdegi3 e 5 juntas, formam um
retangulo de lados DB e BF. Sabemos que AK = DB cpastrucao. Além disso, BF = BC,
portanto AC = BF. Dai as areas dos dois retangfosde fato iguais e a Proposicao II-5 de
Euclides foi provada.

Este resultado € importante no processo algébrieo resolver equacdes
quadraticas.

Agora, vamos desenvolver a partir da Proposic&odlprocesso de resolucéo de
equacdes quadraticas da formA+ ¢ = bx, com b e ¢ nimeros reais positivos. Essa

proposicao pode ser traduzida algebricamente dargedorma:

b . ~
Suponha que AB #. Logo CA = CB = Seja DB =x. Entdo temos: AK =,

b , A .
AD=b—-x,e CD = X A area do retangulo ADHK & — x).x, a area do quadrado

b 2 . (D)2 . .
LHGE é (5 — x) , € a area do quadrado BCEF é |gu{IE$ . A Proposicéo II-5 afirma

algebricamente, que:
2 2
vone G2 =) o

Vamos usan*) para resolver a equacdo quadraticad+ 24 = 10x. Podemos
reescrever a equacdo comd)x —x% =24 ou(10 —x).x = 24. Tomandobh =10 e o
valor24 para(10 — x).x em(*), temos:

24+ (5—x)2=25
(5—x)2 =25-24
G-x)?=1

Assim,(5 —x) = 1, portantax = 4 é a solucdo desta equacao.

Observe que se essa equacdo nao estiver relacianamacontexto geomeétrico,
como no exemplo acima, entdo podemos tofBar x) = —1 e portantox = 6 também é

uma solugéo desta equagao.
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Podemos aplicar esse método para o caso gérad:c = bx, comb e c nimeros
reais positivos. Como no exemplo, primeiro reesamens a equacio conba — x? = ¢, ou,
(b —x).x = ¢ . Substituindo ent):

e+ (G-x) = ()"

Podemos reescrever como:

Temos:
Ou, finalmente:

Exercicios- Parte 1:
Use a férmula obtida para resolver no conjuntordoseros reais as equacoes:
a) x?+15=8x
b) x? + 3 = 4x
c) x? +24 = 11x
d) x> +5=10x
e)x?+7=9x
f) x2—6x+8=0

g) x2 + 6 = 2x (O que acontece neste caso? Generalize.)

E se a equacdo fot? + bx = ¢, com b e ¢ ndmeros reais positivos, como

podemos resolvé-la?

Observe a Proposicao 11-6 @ementosie Euclides:

“Se uma linha reta for dividida em duas partes iggua uma linha reta é
adicionada a ela, o retangulo compreendido pelalmeta com a linha reta adicionada e a
linha reta adicionada, juntamente com o quadradaondtade, sera igual ao quadrado da

metade da linha proposta com a linha reta adiceiad
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Vamos explicar esta proposicdo de modo mais compies. Considere o
segmento de reta AB. Sejam C o ponto médio de BB @& segmento de reta adicionado a

AB, como na figura abaixo:

Figura 2.36: Segmento de reta AB.

Ou seja, AB foi dividido em dois segmentos igu&i€ e BC. Em seguida, um
novo segmento BD é adicionado a AB. Observandguadi responda:
1. Temos “o retangulo compreendido pela linha reta admha reta adicionada e a linha reta
adicionada”. Quais séo os lados desse retangulo?
2. Em seguida, temos “o quadrado da metade”. Quahdoodesse quadrado?
3. Finalmente, temos o0 “quadrado da metade da linbposta com a linha reta adicionada”.

Qual é o lado desse quadrado?

A proposicdo afirma que a soma das areas das dunasinas destas regides €
igual a area da ultima regido. Para provar isssgigamos adicionar quadrados e retangulos
ao segmento AD, e para facilitar a prova vamos emarnas regides, como na figura abaixo:

A C B D
1 2 3

K H F M
4 5

L E G

Figura 2.37: Figura enumerada da Proposicéao 11-6.
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Observando a figura, responda:
4. A soma das éareas das duas primeiras regides igdicedproposicao € a soma das areas de
quais regides numeradas?
5. O ultimo quadrado consiste em quais regiées nurasfad

6. Prove a Proposicao II-6.

Agora vamos desenvolver a partir da Proposicaodlgocesso de resolucéo de
equacbes quadraticas da form&+ bx = ¢, com b e ¢ nimeros reais positivos. Esta

proposicao pode ser traduzida algebricamente dargedorma:
b . . ,
Suponha que AB 3. Logo AC =BC = Seja DB =x. A Proposic¢ao Il-6 afirma

algebricamente, que:
b\2 _ (b 2
(b+x).x+ (E) = (E + x) (**)
7. Utilize (**) para resolver a equacdo quadratidat 10x = 24.
Dica: Reescreva a equacdo cofm0 + x).x = 24. Tomeb = 10 e o valor24 para(10 +
x).x em(*).
Podemos aplicar esse método para o caso géralbx = ¢, comb e c nimeros

reais positivos. Como no exemplo, podemos reescravequacdo com@b + x).x = c.
Substituindo eng**) :

Temos:

Ou, finalmente
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Exercicios- Parte 2:
Use a férmula obtida para resolver no conjuntordoseros reais as equacoes:
a) x% + 4x = 45
b) x?+8x =9
C) x? + 5x = 24
d) x? + 6x = 18
e)x?>+4x =3

E para resolvermos a equacéé+ 10x + 24 =0 ?

Repare que se reescrevermos esta equacdao comemgplexda Proposicao 1I-5
obtemosx? + 24 = —10x. Neste casb = —10, e como a férmulél) é valida apenas para
b e c numeros reais positivos, ndo podemos determinamiass desta equacdo por essa
formula.

O mesmo acontece se reescrevermos a equacao cerjooposto na questdo 7
da Proposicédo 1I-6, pois teriamas? + 10x = —24 e neste case = —24, portanto ndo
podemos usar a formu(a).

Devemos entdo encontrar uma férmula que possibdgelver equacdes patae
¢ numeros reais negativos.

Observe que as equacde$+ ¢ = bx e x* + bx = ¢ foram reduzidas numa
equacdo da form@ + e)? + f = 0, em quee e f sdo constantes a determinar.

Para resolvermos a equacad: + 10x + 24 = 0, vamos reduzi-la a seguinte

forma:(x + e)? + f = 0, em quee e f sdo constantes a determinar. Assim:

x> +10x+24=0
x> +10x+24=(x+e)*+f
x> +10x+24=x*+2ex+e*+f

Obtemos: 2e=10 e e?+f =24
e=5 e 25+ f =24
f=-1
Logo: x2+10x+24=(x+5)?%-1
E assim: (x+5?%-1=0

(x + 5)? = 1. Portantax = —6 oux = —4.
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Exercicios - Parte 3:

a) Resolva, no conjunto dos ndmeros reais, a equacie: 10x — 24 = 0, seguindo o
procedimento do exemplo anterior.

b) Obtenha uma férmula para resolver a equagde: bx + ¢ = 0, para quaisquer valores
reais deb ec, seguindo o procedimento do exemplo anterior.

c) Obtenha uma férmula para resolver a equagad:+ bx +c =0, com a # 0, para
quaisquer valores reais éee ¢, seguindo o procedimento do exemplo anterior. Digada

todos os coeficientes par
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2.7.3 — Solugdes e Sugestdes para o professor

Exercicios- Parte 1:

a) x? + 15 = 8x
Temosbh = 8 e ¢ = 15 . Substituindo na formula, obtemos:

x=4+16 15
=4+1

x =3 0Ux =5.

b) x? +3 = 4x
Temosb = 4 ec = 3. Substituindo na féormula, obtemos:

x=2+VE—3
x=2+1

x =1 oux = 3.

c) x% + 24 = 11x

Temosb = 11 ec = 24. Substituindo na férmula, obtemos:

/ 11 _24
,121 96
25
4
5
2
16

=3 0uUux =— =8.
2

I+

_1
2

1
2

I+

Nl"‘
[+

I=
-+

X =

NI

d) x2 +5 = 10x
Temosbh = 10 ec = 5. Substituindo na férmula, obtemos:

x=5++v25-5
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x=5++20
x=5— 20 oux = 5+ +20.

e)x?+7=9x

Temosbh =9 ec = 7. Substituindo na féormula, obtemos:

9 81-28
x==-=
2 4
9 53
x=—%1 [—
2 4
9 V53
x=—+—
2 2
9 V53 9 V53
X=———O0ux=—-+—.
2 2 2 2

fy x2—6x+8=0
x*>+8 = 6x

Temosb = 6 ec = 8. Substituindo na férmula, obtemos:

g) x> +6 =2x

Temosb = 2 ec = 6. Substituindo na férmula, obtemos:
x=1+vV1-6
x =1+ +/-5.

Como+v—5 ndo é um numero real, concluimos que esta equeRgAPOSSUI raizes reais.

2
b b . .
De um modo geral, para quex = Ei (5) — C seja um numero real,

devemos ter:

(S)Z — ¢ =0. Ou seja:(g)2 = C.
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Responda:

1. Os lados desse retangulo sao AD e BD.

2. O lado deste quadrado é CB.

3. O lado deste quadrado é CD.

4. E a soma das regides 1, 2, 3 e 4.

5. O ultimo quadrado consiste nas regides 2, 3,4 e 5.

6. Para provar a Proposicéo II-6 devemos mostrar quoena das areas das regides 1, 2, 3 e 4
€ igual a soma das éareas 2, 3, 4 e 5. Observafigora vemos que basta mostrar que a area
da regido 1 é igual a area da regiao 5.

A regido 1 € um retangulo de lados AC e AK. A redhd um retangulo de lados
FM e MG. Sabemos que AK = BD = FM, por construgdiem disso, MG = BC, portanto
AC = MG. Dai as areas dos dois retangulos sédotdedgaais e a Proposicao II-6 de Euclides

foi provada.

7. Substituindab = 10 e o valor24 para(10 + x).x em(**) , temos:
24 + 5% = (5 + x)*?
24 + 25 = (5 + x)?
(5+x)% =49
Assim, (5 + x) = 7, portantax = 2 € a solucao desta equacéao.
Observe que se essa equacdo nao estiver relacianamiacontexto geométrico,
entdo podemos tomés + x) = —7, e portantox = —12 também € uma solucdo desta

equacao.

Exercicios - Parte 2:

a) x%+4x =45
Temosb = 4 e ¢ = 45. Substituindo na formula, obtemos:

x=—2++V4+45
x==-2=1+7
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x =-9 oux =5.
b) x2+8x=9
Temosb = 8 e ¢ = 9. Substituindo na formula, obtemos:
x=—4%VI6+ 9
x=—4+5

x=-9 oux =1.

C) x?+5x=24

Temosbh = 5 e ¢ = 24. Substituindo na formula, obtemos:

5 25496
x=—=-=

2 4

5 121
x=—>4 |=

2 4

5 11
x=—>t=—

2 2

16 6
x=——=-80ux=—-=3

2 2

d) x246x=18
Temosbh = 6 ec = 18. Substituindo na férmula, obtemos:

x=-3++/9+18
x=-3++27

x=—3—+v27 oux =-3+V27.

e) x2+4x=3
Temosb = 4 ec = 3. Substituindo na formula, obtemos:
x=—-2+V4+3
x=-2%+7
x==2—+7 oux=-2++7.



Exercicios- Parte 3:

a) x2—10x—24=0
x%—10x — 24 = (x + e)?> + f, em quee e f sdo constantes a determinar.
x2—10x— 24 =x*+2ex+e*+f
Obtemos: 2e = —10 e e?+ f = -24
e=-5 25+ f = —24
f=-49
Logo:x? — 10x — 24 = (x — 5)? — 49
E assim(x —5)2 —49 =0
(x — 5)% = 49,
(x —5) =47

Portantax = —2 oux = 12.

b) x2+bx+c=0

x?2+bx+c=(x+e)?+f,emquee ef sdo constantes a determinar.
x2+bx+c=x*+2ex+e’+f

Obtemos2e =b e e*+f=c

b
— — 2
e= - =c—e
2 f

Fe- ()

Logo: x2+bx+c:(x+§)2+c_(g)2

2
2 2
E assim:(x + g) +c— (g) =0

2

- -

2
B b+ b2 — 4c
N
—b +Vb?% — 4
X =




c) ax?+ bx +c =0, coma # 0.

b N . :
x? + —x+ 2 = (x +e)? + f, em ques e f sdo constantes a determinar.
2 b ¢ 2 2
X +Ex+a=x +2ex+e+f

Obtemos:2e = e e+ f :2

g’|w Qs

2 2
Logo: x% + 2x + £ = (x+£) +£_(£)
a a a

2 2
E assim:(x + i) + - (i) =0
2a

a
2

(v5) =)

2

b b c
RO

B b b2 — 4ac
= 2a 4q2
—b +Vb?% — 4ac
x = :
2a

Essa férmula é conhecida como “Férmula de Bhaskara”



96

Capitulo 3

Sobre a aplicacéo das atividades e resultados ol

Todas as atividades propostas nesta dissertacam faplicadas para alunos do
Ensino Médio do colégio Anglo Cezanne localizadoAsmericana/SP no periodo de Agosto
de 2015 a Maio de 2016.

O desenvolvimento de cada uma das atividades edtados obtidos estao

descritos neste capitulo.

3.1 - Atividade |: O desafio do tabuleiro de damas

Esta atividade foi aplicada em 2015 em quatro s#daEnsino Médio: 2A (26
alunos), 2 B (30 alunos), 2A (34 alunos) e 8A (20 alunos).

Cada aluno recebeu uma folha da atividade e fooamados trios. O texto inicial
e a proposta do desafio foram lidos coletivamentdoie solicitado que os alunos
compartilhassem suas hipéteses iniciais. Nas gsates em que esta atividade foi aplicada,
os alunos inicialmente acreditavam que seria peksiobrir o tabuleiro apds serem
removidos os dois quadrados, pois, segundo elbsarsam 62 quadrados que poderiam ser
cobertos por 31 dominés.

Foi solicitado entdo que os alunos desenhassemdoi@ajue funcionaria,
segundo a hipotese inicial. Mesmo nas diferenttss sa estratégia utilizada para verificar
qual padrao funcionaria foi muito parecida. Os atudesenharam o tabuleiro de damas, e
riscaram ou apagaram os dois quadrados que deveeamemovidos conforme a proposta:
um do canto superior esquerdo e um do canto imfeireito. Depois fizeram “risquinhos”
gue cobrissem dois quadrados adjacentes.

Esta etapa do desenvolvimento foi fotografada, aromé as Figuras 3.1. a 3a3

seqguir:



Figura 3.2: Alunas investigando padréo.
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I —

Figura 3.3: Alunas investigando padrao.

Apos varias tentativas os alunos comecaram a diggcone ndo fosse possivel
obter um padré&o que funcionasse e comecaram arpargtProfessora, tem algum jeito que
d& certo? Esta sempre sobrando dois quadrados!”.

Foi solicitado que analisassem qual a cor dos glmsirados que sobravam e que
a partir disto elaborassem um argumento paraipestib porqué de ndo ser possivel cobrir o
tabuleiro apods a retirada dos dois quadrados cdanono.

Algumas respostas dadas pelos alunos séo apreseatadguir:

“N&o é possivel pois 0s 2 quadrados que restaramnda mesma cor e 1 peca do
domind cobre duas cores:"Aluna do 2 A.

“Cada peca de domino cobre 1 casa branca e 1 castapAs casas retiradas
possuem a mesma cor, impedindo assim que o domlima as 62 casas restantes.’Aluna
do 1¢ B.

“O tabuleiro é formado por um padréo de partes peee brancas intercaladas.
Quando cobrimos com o domind, este cobrira umaephranca e uma preta. Quando é
retirado 2 partes dos cantos (ambas pretas porreecantos opostos), ira sobrar 2 partes
brancas que, segundo o padréo, ndo serdo consasutivogo pode-se concluir que néo é
possivel, pois sobrara 2 quadrados em posicoedd@iaa.”- Aluna do 2 A.

“Uma peca de domind precisa, necessariamente, estarcima de um espaco

preto ao lado de um branco. Ao se retirar 2 pecas extremidades opostas, a 312 peca nao
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pode ser colocada devido ao fato de ndo sobrarespacos adjacentes de cores distintas.”-
Aluna do 3 A.

Os alunos concluiram que nao seria possivel ermrontim padrdao que
funcionasse, pois os dois quadrados que foranadetreram da mesma cor, e cada domino
cobre exatamente um quadrado branco e um quadratio. pesta forma, retirando dois
guadrados brancos, restariam sempre dois quadpaetos e retirando dois quadrados pretos,
sobrariam dois quadrados brancos.

Esta atividade foi importante para que 0s alunosgbessem queexperiéncia e
observacdo sédo formas importantes para descobrireque pode ser verdade, mas o

conhecimento das verdades matematicas vem de provas

3.2 - Atividade Il: O quadrado perdido!

Esta atividade foi aplicada em 2015 em trés satagmkino Médio: 2A (39
alunos), 2 B (32 alunos) e BA (19 alunos), ap6s o ensino do conceito de casfieiangular
de uma reta.

Cada aluno recebeu uma folha da atividade e faitalo que formassem grupos
com 4 alunos para que pudessem compartilhar idé€las.alunos deveriam preencher
atentamente as tabelas conforme solicitado nalatlei e depois concluir o porqué havia um
guadrado perdido.

Esta etapa do desenvolvimento foi fotografada eas dalas, conforme as Figuras
3.4 e 3.5 sequir:
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Figura 3.4: Alunas realizando a atividade.

Figura 3.5: Alunas realizando a atividade.



101

Vérios alunos comentaram que esta atividade lerabeavideo do “Chocolate
infinito” que foi compartilhado em redes sociaigj@e pode ser visualizado pelo link do
YouTube:https://www.youtube.com/watch?v=0espm7LK6&Acesso em 30/05/2016). Uma

das resolucbes deste problema pode ser encontrama link do YouTube:

https://www.youtube.com/watch?v=6K7zFvW3THo

Em geral os alunos nédo apresentaram dificuldadgsreaemcher as tabelas, porém
alguns ndo sabiam como relacionar os resultadedosbihas tabelas para concluir o porqué
h& um quadrado perdido. Alguns alunos inicialmeatacionaram apenas com a tabela 1 e
escreveram que havia um quadrado perdido poissadar&igura 2 era 1 unidade menor que a
area da Figura 1. ApoOs serem orientados que estgustamente o fato que queriamos
justificar, eles olharam mais atentamente parabalda3 e entdo concluiram, por meio dos
coeficientes angulares, que as Figuras 1 e 2 @éo giangulos pois os coeficientes angulares
eram diferentes.

Algumas respostas dadas pelos alunos séo apreaeatadguir:

“O coeficiente angular na reta suporte de cada fagye diferente um do outro, o
gue consequentemente faz ndo formar uma reta ® m@&hos um tridngulo. Na realidade a
figura formada é um quadrilatero. Assim, o fatord® haver um encaixe perfeito das retas,
surge o quadrado perdido.”Aluna do 2 A.

“Porque os coeficientes angulares séao diferentedd@ o que seria uma linha
reta inclina apds mudar o valor do coeficiente. faoto a figura € um quadrilatero.-
Aluna do 2 B.

“Os coeficientes angulares ndo tem o mesmo valsrc@eficientes angulares da
figura 3 e 4 deveriam ser iguais entre si e igusoscoeficiente angular da figura 1, mas nao
sdo, 0 que mostra que a diagonal do desenho deafijmao € uma reta e, por isso, 0 erro no
calculo da area.™ Aluno do 3 A.

Apoés finalizarem a atividade os alunos compartdharsuas conclusdes com o
restante da sala. Eles gostaram desta atividadguesaalunos disseram que a atividade
ajudou a entender melhor o conceito de coeficiantglar estudado nas aulas anteriores e

uma possivel aplicacao.
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3.3 - Atividade Ill: Provas Diretas e Indiretas

Esta atividade foi aplicada em 2015 em trés satag&msino Médio: 1 A (27
alunos), 2B (30 alunos) e BA (18 alunos). Também foi sugerida como tarefa amal para
as demais salas: 6 alunos @02 3 alunos do 3B e 2 alunas do Pré-Vestibular resolveram a
atividade.

Cada aluno recebeu uma folha da atividade e faitalo que formassem duplas.
O texto inicial e o Exemplo 1, juntamente com a gu@va, foram lidos coletivamente. Foi
solicitado que os alunos realizassem as Atividades 2. Apds finalizarem essas duas
atividades as respostas foram compartilhadas comestante da sala. Alguns alunos
apresentaram dificuldade em realizar principalmengdividade 2, pois estavam comecando
a prova ja supondo que o angulo era reto. Nas salague a atividade foi realizada durante a
aula, os alunos foram orientados e corrigiram as sespostas. Mas uma das alunas do Pré-
Vestibular que realizou a atividade sem orientagdpondeu:

“Ele é perpendicular pois forma um angulo de 90&em triangulo CMB e outro
angulo de 90° entre CMA”. Aluna do Pré -Vestibular.

Podemos destacar aqui a dificuldade que os aludms éem realizar
demonstracdes, mesmo envolvendo contetudos ja headmd como a congruéncia de
triangulos. Muitas vezes os alunos confundem atéged(o que conhecemos) com a tese (0
gue deve ser provado).

O texto sobre Euclides, o Exemplo 2 e a sua proranf lidos coletivamente. Os
alunos realizaram as Atividades 3 e 4. Depois idaliZadas, as respostas foram
compartilhadas. Para finalizar foi solicitado qeatunos lessem o Exemplo 3 e sua prova e
realizassem as Atividades 5, 6 e 7.

Na Atividade 7, alguns alunos novamente confundieatmipOtese com a tese,
como, por exemplo, na resposta dada por uma aluna:

“ n2 = 4k? que é par pois é divisivel p@. Entdo:n = V4k2? logo n = 2k.” -
Aluna do 2 A.

Vemos que ela ja usou o resultado obtido na proosio Exemplo 1.

Outros alunos responderam corretamente a Atividageovando por contradicédo

a proposicdo, como na resposta a seguir:
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“Se n € um numero inteiro impar, ent&’ é impar, poisn =2k +1 e
n? = 4k? + 4k + 1. Sen nao for impar, s6 podera ser par. Portantongeé um inteiro par,
entaon € par.”— Aluno do 3 A.

O desenvolvimento desta atividade nao foi fotogltafa

3.4 - Atividade IV: A Irracionalidade de v2

Esta atividade foaplicada em 2016 com os 28 alumus2 A do Ensino Médio.
Cada dupla recebeu uma folha da atividade.

O texto sobre grandezas comensuraveis e incomeesiféi lido coletivamente,
e varios exemplos foram colocados na lousa, in@usi do quadrado de lado 1 e sua
diagonal. Alguns alunos disseram que acreditavam spufosse tomada uma unidade de
medida bem pequena, seria possivel medir tantal@ daanto a diagonal. Mas entdo uma
aluna falou*N&o sdo comensuraveis, pois se o lado é 1, a diabjgai mediry2 que é um
namero irracional.”

As Atividades 1, 3, 5, 7 e 9 foram realizadas ela gaas Atividades 2, 4, 6 e 8
foram solicitadas como tarefa para casa.

Na Atividade 2 foi solicitado que os alunos proemssque a soma de dois
nameros impares é um namero par. Algumas respaatis pelos alunos sdo apresentadas a
sequir:

“Sejamm en dois numeros impares. Entédo= 2k + 1 en = 2y + 1. Logo
m+n=2k+2y+2=2(k+ y+1)entdom + n é um namero par.”

“Sejam m e n dois numeros impares. Entda = 1k e n = 1ly. Entéo
m+n =1k + 1y = d, onded € um numero, por issa + n € par.”

“Sejamm en dois numeros impares. Entdo= 2k +1en=2y+1 ,0ondek e
y s@0 numeros inteiros positivos.
m+n=0Q2k+1)+Q2y+1)=2(k+y)+1=2d+1, onded é um numero inteiro
positivo. Logan + n € um ndamero impar.”

Percebemos nestas respostas que o segundo alurenteideu a definicdo de
namero par e numero impar, pois considerou que s€ 2k € um nuamero par, ent@o = 1k
€ impar. A terceira aluna ndo colocou o numeroritrdedo paréntese obtendo assim que a

soma de dois numeros impares era um numero impgae mostra a falta de atencéao.
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A prova de que o lado e a diagonal de um quadradlo grandezas
incomensuraveis foi lida e explicada aos alunos@aspasso. Foi solicitado que os alunos
realizassem a Atividade 10, e eles tiveram muit@uddade. Algumas dicas foram dadas,
mas mesmo assim 0s alunos ndo conseguiram realipesva. Neste momento considerei
conveniente explicar a demonstragéo na lousa.

O desenvolvimento desta atividade nao foi fotogtafa

3.5 - Atividade V: O Projeto de Pitagoras

Esta atividade foi aplicada em 2016 em quatro sédaEnsino Médio: 4 A (26
alunos), 2 B (25 alunos), 2A (28 alunos) e 8B (34 alunos).

Foi solicitado que os alunos formassem duplasios fprara realizarem “O projeto
de Pitdgoras” que estd dividido em 4 atividades. de¢cal os alunos nao apresentaram
dificuldades em realizar as duas primeiras ativddague continham as demonstragdes sem
palavras (recorte e cole), porém varias duvidagirsum na realizacao das Atividades 3 e 4.

Na Atividade 1 apenas uma das duplas fez a colaigemodo errado, conforme a

Figura 3.6 a sequir:

Figura 3.6: Figura obtida por alunos na atividade.

Essa dupla néo se atentou as orientacfes da démvipliee solicitava que os

triangulos fossem colados de modo a obter doisgatés e dois quadrados.
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Os demais grupos obtiveram a figura correta, comédrigura 3.7 a seguir:

C—

\

i b ¢, doin quadmdos um ot lad b ¢ A

Figura 3.7: Figura obtida por alunos na atividade.

Todos os alunos realizaram corretamente a Ativi@adenforme Figura 3.8 a

seqguir:

Figura 3.8: Figura obtida por alunos na atividade.
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Na Atividade 3 alguns alunos tiveram dificuldade eadcular a &rea dos
semicirculos principalmente na manipulagdo com rgdés, mas as davidas foram

esclarecidas.

Figura 3.9: Alunos realizando atividade.

Na Atividade 4 varios alunos ndo se lembravam cpaae ser construido um
segmento perpendicular a um segmento dado e ptidesde segmentos. Essas construcdes
foram trabalhadas nas aulas de Desenho Geométdc&nsino Fundamental e foram
retomadas nesta atividade.

Para a realizacdo do item d da questdo 2 destidadi® 4, em que os alunos
deveriam realizar o transporte dos segmentos pata aeal, foi destacado que este transporte
deveria ser feito sempre a partir do O.

Podemos observar o desenvolvimento desta etagaquaas 3.10 e 3.11 a seguir:
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Figura 3.10: Alunos realizando atividade.

Figura 3.11: Alunos realizando atividade.



108

3.6 - Atividade VI: NUumeros Figurados

Esta atividade foi aplicada em 2016 em duas salaBn$ino Médio: 4 A (26
alunos) e 1B (25 alunos). Cada dupla recebeu uma folha dalatie.

Os alunos completaram a tabela da questdo 1 enceon a questdo 2
facilmente, mas as duvidas surgiram quando focisatio o nimero de pontos @deésimo
namero triangular (questdo 3). Varios alunos pdaayam: “Professora, o que significa-
ésimo?”.Foi explicado que-ésimo numero triangular € aquele que esta nagmsje dado
0s seguintes exemplos: quande- 4 o nimero de pontos dé nimero triangular é + 2 +
3 + 4, quandon = 5 0 numero de pontos & numero triangular ¢ + 2 + 3 + 4 + 5. Deste
modo os alunos concluiram que o niamero de pontos-é&imo numero triangular seria:
1+2+3+-+n.

Na questdo 8 alguns alunos perguntaram (apesaxptiaagdo no enunciado da
questao) O que é uma conjectura?Apods ser explicado que era uma opinidao do que é
obtido quando somamos dois nameros triangularespuass concluiram:

“Dois triangulos consecutivos formam um quadradélunas do 2 A.

“Qualquer namero triangular somado com seu consgoutambém triangular)
formara um quadrado do maior’Alunos do 2 B.

As demais questdes foram realizadas tranquilamé&fdgequestdo 17 parte dos
alunos escreveu que 0 numero retangular € o dabraichero triangular e os demais que o
namero triangular € a metade do numero retangular.

Os alunos demonstraram interesse na realizagcactildade e disseram ter
gostado. Essa atividade foi muito importante paalaihar com o reconhecimento de padrdes
e generalizacdo, obtendo férmulas que possibili|enobtencdo do numero de pontos
requeridos.

O desenvolvimento desta atividade foi fotografads duas salas, conforme as
Figuras 3.12 e 3.18 sequir:
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Figura 3.13: Alunos realizando atividade.
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3.7 - Atividade VII: Equacbes Quadraticas

Esta atividade foi aplicada em 2016 em duas salaBrino Médio: 2 B (27
alunos) e 3A (28 alunos).

Cada aluno recebeu uma folha da atividade e faitalo que formassem duplas.
O texto inicial e a Proposi¢édo 5 do Livro Il &ementosde Euclides (lI-5), como também
sua prova, foram lidos coletivamente. A figura refée & Proposicao II-5 foi reproduzida na
lousa e cada um dos passos da demonstracdo, ddaiarbtida a equaca@) e a formulgl)
foram explicados.

Foi solicitado que os alunos resolvessem os Exescidarte 1 e as davidas
foram esclarecidas conforme os alunos solicitavBepois de finalizarem essa etapa, as
respostas foram compartilhadas e a correcéo rdaliza lousa.

A Proposicdo 6, do Livro 1l doElementosde Euclides (lI-6), foi lida
coletivamente, a figura do segmento de reta ABuilaig.36) foi reproduzida na lousa e foi
solicitado que os alunos respondessem as questéeg. 10s alunos apresentaram grande
dificuldade em realizar a prova da Proposicdo lgblestdo 6). Foi aconselhado que
seguissem 0s passos da prova realizada na Prapdsiamas ainda assim muitos alunos
tiveram duavidas. Ao finalizarem essa etapa, asostap foram compartilhadas, sendo
necessérias 2 aulas para a realizacdo destastdpas.e

Os Exercicios-Parte 2 foram sugeridos como tarefaaga, e entregues na aula
posterior.

A terceira parte foi lida coletivamente e a resatuglo exemplo realizado na
lousa. Foi solicitado que os alunos resolvessemEwsrcicios-Parte 3, porém como
apresentaram muita dificuldade, principalmenteites b e c, a resolucdo destes exercicios

foram explicados na lousa.

O desenvolvimento desta atividade foi fotografads duas salas, conforme as
Figuras 3.14 a 3.18& sequir:
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Figura 3.15: Alunos realizando atividade.
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Figura 3.16: Alunos realizando atividade.
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Capitulo 4

Consideracdes Finais

Sabemos que muitas férmulas e teoremas aparecematesiais didaticos de
Matematica, mas € comum os professores omitirenankas as demonstracoes destas, seja
por falta de tempo, desinteresse dos alunos, omedéno por falta de material de apoio para
ajuda-los nesta tarefa.

Pensando nisso, apresentamos neste trabalho iseladds que podem servir de
material de apoio para o professor do Ensino Fued#ahll, Ensino Médio, ou até mesmo do
Ensino Superior, com as devidas adequacdes paaanoaal.

As atividades foram aplicadas com os alunos doneniédio da escola Anglo
Cezanne em Americana/SP, e essa experiéncia fdio nguatificante, pois os alunos
demonstraram interesse e bom envolvimento na agdliz das atividades, relatando que
ajudaram a ampliar seus conhecimentos e dar seamiido conteldos, mesmo aqueles
amplamente estudados, como por exemplo o TeoreméPitdgoras e as Equaches
Quadréticas.

Acreditamos que a Historia da Matematica, utilizadeno um instrumento em
algumas das atividades tenha contribuido nestatrogds do sentido, pois segundo as
Orientacdes Curriculares [2]:

“A recuperacdo do processo histérico de construifR@onhecimento matematico
pode se tornar um importante elemento de contéxaigdlo dos objetos de
conhecimento que vao entrar na relagdo didatichlistoria da Matematica pode
contribuir também para que o proprio professor gempda algumas dificuldades
dos alunos, que, de certa maneira, podem refltiéricas dificuldades presentes

também na constru¢do do conhecimento matematico.”.

De fato, nas Atividades Il e VIl nas quais apressms proposicOes dos
Elementosde Euclides com a prépria linguagem de Euclideseditamos que o contexto
histérico despertou o interesse dos alunos, pahtiente daqueles que ndo possuem tanta
afinidade com a Matematica, mas gostam, por exerdplélistoria. Os alunos demonstraram
curiosidade e levantaram hipoteses sobre a razdoadio diferenciado como enunciamos
essas mesmas proposi¢cdes atualmente. Sem duviks assdades ajudaram os alunos a

compreenderem “que a Matematica € uma ciéncia caracteristicas proprias, que se
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organiza via teoremas e demonstragfes; percebamatendtica como um conhecimento
social e historicamente construido.”, conforme sdgenas Orientacdes Curriculares [2].

Algumas dificuldades foram enfrentadas no decateenplicacéo das atividades
propostas neste trabalho como podemos destacar:

» A falta de tempo: Trabalhamos com um material alpost e € necessario
cumprir o conteudo proposto, e nao foi possivataptodas as atividades em cada sala.

» A resisténcia de alguns alunos em realizar demexgs e exercicios mais
tedricos.

 Dificuldades nas operacdes com fracdes, na resmllgdaizes quadradas, nas
manipulagbes algébricas, no transporte de segmeotosregra e compasso entre outros
conteudos aprendidos anteriormente. Foi necessanatomada de alguns conceitos no
decorrer da aplicacédo das atividades.

Apesar das dificuldades acreditamos que a expéiée trabalhar com essas
atividades na sala aula foi muito valida e contritpara que os alunos pudessem “expressar-
se oral, escrita e graficamente em situacdes métawm& valorizar a precisdo da linguagem e
as demonstracfes em Matematica.” conforme indinadd®arametros Curriculares Nacionais
[3].

Esperamos que as atividades propostas neste wadjatiem a compor o material
de apoio para os professores que desejarem esgngralunos a entenderem e realizarem

demonstracdes em Matematica assim como a compeedes@oremas e formulas.
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