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RESUMO

Este trabalho propde uma abordagem contextualizada dos determinantes
considerando o seu contexto historico e suas aplicacdes. O mesmo busca dar um
significado a definicdo de determinantes de modo a tornar esse conceito mais
acessivel aos docentes e alunos da educacao basica. Para tanto, dispds-se de uma
pesquisa bibliogréfica pautada na histéria dos determinantes e em sua estreita relacéo
com a resolucdo dos sistemas lineares. Nessa perspectiva, os determinantes de
matrizes quadradas de ordem até trés foram definidos a partir da resolucdo de um
sistema linear da mesma ordem da respectiva matriz. A partir dessa definicao, e
usando matrizes de ordem até trés, sdo demonstradas algumas propriedades dos
determinantes. O calculo de determinantes de matrizes de ordens superiores é
determinado recursivamente por meio da regra de Chié. Por sua vez, a definicdo de
determinantes para matrizes de uma ordem qualquer é apresentada por meio do uso
de permutacdes. As aplicacbes dos determinantes apresentadas séo a regra de
Cramer, como consequéncia imediata da relacdo entre determinantes e sistemas
lineares; o célculo da matriz inversa, sendo o determinante fundamental para sua
condicdo de existéncia; a condicdo de alinhamento de trés pontos no plano cartesiano,
uma aplicagdo a geometria analitica que pode convergir para o estudo da equacéo da
reta ou do célculo da area de um triangulo; e por fim, o produto vetorial, como uma
proposta de ampliacao das aplicacfes que podem ser utilizadas na educacgéo basica.
Acreditamos que os resultados apresentados neste trabalho poderdo contribuir
significativamente para a melhoria do ensino desse tema na educagéo béasica, uma
vez que esse tipo de abordagem ndo é comum nos materiais didaticos disponiveis
aos professores de mateméatica do Ensino Médio.

Palavras-chave: Determinantes. Matrizes. Sistemas lineares. Contextualizacao.
Aplicacdes.



ABSTRACT

The present work proposes to perform an approach of the determinant of a matrix considering its
historical context and applications, because it is believed that it provides a theoretical and
practical meaning more accessible to students and teachers of basic education. Therefore, at first
it was performed a bibliographic search seeking the history of determinants. By realizing that this
topic can not be explained isolated, the research includes linear systems and matrices, subjects
that complement and guide the main topic. Linear systems are studied since the old age, while
matrices appear only on the XIX century after the emergence of determinants. In this way, and in
the reverse order in which this subject is usually presented in high school, we defined the
determinant of a square matrix of order up to three from the resolution of a linear system using
the scaling method. Moreover, we presented the main properties of determinants, the Chio’s rule,
as a proposal to solve determinants of order higher than three; and the general definition of
determinant through the use of permutations. Examples of application of determinants are shown
in the Cramer’s rule, the calculation of inverse matrix, the alignment condition of three points in
the Cartesian plane, and finally, the vector product. It is concluded that the approach presented
in this work can contribute to the teaching of mathematics and especially to teachers of basic
education, considering the lack of bibliographic material presenting the historical and practical
aspects of determinants.

Keywords: Determinants. Matrix. Linear systems. Contextualization. Application.
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INTRODUCAO

A histéria geral mostra que o ser humano vive em constante progresso do seu
conhecimento, geralmente alimentado pelas suas necessidades ou pela curiosidade
de entender fendmenos que acontecem ao seu redor. Para muitas pessoas, utilizar
algo inventado pelo ser humano é simples: precisa-se simplesmente saber quais os
passos de utilizacdo. Nao interessa ao mesmo, qual foi o processo de

desenvolvimento dessa invengao.

O estudo da matematica para boa parte dos estudantes possui a mesma perspectiva
gue abordamos acima, é dificil de ser entendido, mas, pior do que isso, ndo apresenta
relevancia para o seu cotidiano. E comum os professores da disciplina ouvir piadas
sobre isso: “passou mais um dia e eu ndo usei a formula de Bhaskara”, “isso nao serve
pra nada em minha vida” e outras mais. Essa percep¢do da matemética por parte dos
alunos leva os docentes a um grande desafio, que é o de ensinar a matematica de
forma contextualizada, mostrando o desenvolvimento da mesma dentro da historia da

humanidade e na pratica do cotidiano.

Porém, como professores, conseguimos expor o conteddo, mas ndo conseguimos, na
maioria das vezes, fazer essa contextualizacdo com a histéria da humanidade ou
estabelecer relagdes com 0 nosso cotidiano. Estamos na direcdo contraria do que
afirma os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (PCN’s): “Ao final do
ensino meédio, espera-se que 0s alunos saibam [...] que se organiza via teoremas e
demonstracdes; percebam a Mateméatica como um conhecimento social e
historicamente construido” (BRASIL, 2002). Na experiéncia de sala de aula,
percebemos que muitas vezes estamos nessa situacdo, que 0s recursos disponiveis

sao escassos e, por fim, nossas aulas ndo tém um contexto.

Durante o estudo da disciplina Algebra Linear no Mestrado profissional em Matematica
em Rede Nacional — PROFMAT, nos deparamos com algumas defini¢des,
propriedades e demonstracdes que nos despertou o interesse em buscar algo mais
sobre os contetdos da introducdo a Algebra Linear: matrizes, determinantes e

sistemas lineares. Em patrticular, percebemos o quanto ndo entendiamos o conceito
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de determinantes, nem a relagcdo desse conceito com o0s sistemas lineares,

expandindo assim as possibilidades de metodologias para o ensino do conteudo.

Enquanto professores de matematica do Ensino Médio, viamos na grande maioria dos
livros didaticos utilizados, que o conteudo de determinantes aparece de forma
injustificada entre os conteidos de matrizes e sistemas lineares. Geralmente, o
mesmo € definido como sendo simplesmente um numero real originado de algumas
operacdes entre 0os elementos quando a matriz quadrada é de ordem maior ou igual
a 2. Essa abordagem dé a impressdo de que o conceito est4d sendo imposto pelo

professor, pois ndo existe nenhum contexto na definic&o.

A inquietacdo sobre tal situacdo nos remeteu a um questionamento sobre a nossa
postura enquanto docentes. Podemos ensinar determinantes abordando o conteudo
de uma forma contextualizada, quer seja na origem do seu conceito, ou nas suas

aplicacdes?

Nesse sentido procuramos investigar elementos sobre o tema que pudesse
proporcionar aos docentes e interessados, um material que apresente o conteudo de
determinantes de uma forma intuitiva, trazendo seu contexto histérico, seu

desenvolvimento ao longo do tempo e suas aplicacoes.

Para atingir o nosso objetivo, tracamos algumas metas que nos nortearam no
transcorrer da pesquisa. Foram elas: historiar a origem dos determinantes, mostrando
a sua necessidade; abordar definicbes e propriedades, trabalhando-as de uma forma
intuitiva, a partir de outros conteldos; e apresentar algumas aplicacbes dos

determinantes, principalmente no estudo da Geometria Analitica e Algebra Linear.

Afim de alcangarmos tais objetivos, buscamos nos apoiar nos historiadores da
matematica e em suas referéncias sobre o tema. Pois entendemos que a abordagem
do conteudo de determinantes ndo deve estar dissociada do que aconteceu nos
estudos sobre sistemas lineares e matrizes. Aléem disso, sentimos a necessidade de
buscar também a esséncia do contexto de tais estudos, os fundamentos, como foram
formados, quais suas propriedades e quais suas aplicacdes, visando nortear mais

solidamente o nosso trabalho.
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Para tanto, lancamos méao da pesquisa de cunho bibliografico, tracando o perfil do
conteudo, analisando a sua cronologia, as suas defini¢cdes e propriedades, bem como
suas possiveis aplicacdes, visando fornecer uma abordagem deste contetido de uma

forma que consideramos mais contextualizada.

Diferentemente do que estamos acostumados a observar sobre as definicbes de
determinantes em livros didaticos, como por exemplo, HAZZAN (2012), STEINBRUCH
(2008) e FILHO (2003), procuramos estruturar este trabalho numa ordem, néo usual,
as aulas de introduc&o a Algebra Linear. Para tal, apresentamos no primeiro capitulo
0S conceitos basicos de sistemas lineares e matrizes, com breves relatos histoéricos,
definicbes e propriedades. No segundo capitulo, como busca de solucédo para os
sistemas lineares, apresentamos o determinante como uma alternativa para tal
solucdo. Também relatamos o seu contexto histérico, algumas formas de demonstra-
lo e suas propriedades. O terceiro capitulo traz algumas das aplicacbes dos
determinantes e, a priori, trazemos a conhecida Regra de Cramer como resultado
fundamental dos estudos anteriores. Por fim, trazemos as conclusdes as quais

chegamos, durante todo o processo dessa pesquisa.

O que estamos propondo neste trabalho é, basicamente, uma ampliacdo dos
conceitos, propriedades e aplicacbes sobre determinantes, normalmente
apresentados nos livros didaticos, visando dar um maior suporte aos professores de
matematica do Ensino Médio e Superior, que poderdo contar com mais uma fonte de
informacé&o para planejarem suas aulas. Para este trabalho, consideraremos apenas,

matrizes com elementos reais.
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CAPITULO 1

SISTEMAS LINEARES

O estudo dos sistemas lineares € o caminho que, a priori, percorreremos para abordar
a definicdo dos determinantes, pois foi nesse contexto histérico que comegaram a
surgir os primeiros tratados sobre o assunto. Perceberemos na historia de ambos os
temas que sistemas lineares sdo estudados ha muito mais tempo, e que 0s

determinantes sdo consequéncia dos avancos em tais estudos.

Na matematica ocidental antiga sdo poucas as apari¢cdes de sistemas de
equacdes lineares. No Oriente, contudo, 0 assunto recebeu atengdo bem
maior. Com seu gosto especial por diagramas, os chineses representavam
0s sistemas lineares por meio de seus coeficientes escritos com barras de
bambu sobre os quadrados de um tabuleiro. Assim acabaram descobrindo o
método de resolucdo por eliminagcdo que consiste em anular coeficientes por
meio de operacBes elementares. Exemplos desse procedimento encontram-
se nos Nove capitulos sobre a arte da matematica, um texto que data
provavelmente do século 111 a.C. (GONCALVES, 2012. p.63)

1.1 DEFINICAO

Um sistema linear € um conjunto de equacdes lineares. Esse tipo de equacao se
caracteriza por envolver somente somas e produtos de constantes e incognitas do
primeiro grau. Formalmente, chamamos de equacdo linear, nas incognitas
X1, X, ..., X, toda equacao do tipo

a11X, + apxy + ...+ apx, = b,
onde os numeros reais a;4, a4, ..., A1, Sa0 chamados coeficientes, e b, € denominado

termo independente, pois ndo esta vinculado a nenhuma das incognitas x;.

Dizemos que uma equacao linear a;;x; + a;;x, +...+ a;,x, = b tem solugao, se
existem nameros reais s, s,, ..., S, tais que a identidade

aq1S1 + a8, + ...+ ayus, = b
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seja uma sentenca verdadeira.

Podemos definir, entdo, um sistema linear como sendo um conjunto de m equacoes

lineares, onde me N e m = 1, nas incognitas x,, x,, ..., x,,, do seguinte modo:

aj1xX1 + A12Xo + .. + A1nXn = bl
S_ alel + azzxz + ... + aann = b2

Am1X1 + QpaXo + oo + QnXn = by

Dizemos que um sistema linear S tem solugdo se existem numeros reais sy, Sy, ..., Sp,
que satisfacam todas as m equacdes do sistema S. Caso contrario, dizemos que S é

um sistema Impossivel.

Uma outra maneira de apresentarmos um sistema linear S é reescrevendo-o na forma
matricial. Devido a relevancia dessa representacédo no calculo da solucdo do sistema
linear, passaremos a apresentar o conceito de matriz e algumas operagcdes com essas

importantes estruturas matematicas.
1.2 CONCEITOS BASICOS DE MATRIZES

Segundo GONCALVES (2012), um dos pioneiros no estudo das matrizes foi Arthur
Cayley (1821-1895) que por volta de 1850, divulgou o termo matriz e passou a
demonstrar sua aplicacdo. Porém, inicialmente, as matrizes eram usadas, na grande
maioria das vezes para solucionar sistemas lineares. “No entanto, o primeiro uso
implicito da nocéo de matriz se deve a Joseph Louis Lagrange (1736-1813), em 1790".
(GONCALVES, 2012. p. 19)

Ainda, conforme GONCALVES (2012), primeiramente chamavam as matrizes,
simplesmente de “tabelas”, nomenclatura que aparece nos escritos de Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857). O nome “matriz” aparece atraves de James Joseph Sylvester
(1814-1897), em 1850. “Sylvester ainda via as matrizes como mero ingrediente dos
determinantes. Somente com Cayley elas passaram a ter vida propria e,
gradativamente, comecaram a suplantar os determinantes em importancia”.
(GONCALVES, 2012. p. 20)
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1.2.1 Definigéo

Podemos definir uma matriz M, de ordem mxn (escreve-se: M py,)), Como uma tabela
com m linhas e n colunas, formada por nimeros reais em cada entrada a;;, onde i

representa 0 numero da respectiva linha e j o nimero da respectiva coluna do

elemento. Por exemplo, a matriz M,y dada por

1 2
M=(3 4
5 6

€ uma matriz com trés linhas e duas colunas, onde o elemento a5, = 6.

Algumas matrizes possuem caracteristicas especificas e, portanto, possuem
nomenclatura especial. Veremos algumas matrizes importantes, as quais serao

utilizadas para escrever um sistema linear S na forma matricial:

)] Matriz coluna é uma matriz que possui uma Unica coluna;
a1
M= |2
An1
1)) Matriz quadrada possui 0 numero de linhas igual ao nUmero de colunas.

Nessas matrizes aparecem as diagonais principal e secundaria. Em uma
matriz quadrada de ordem n, a diagonal principal contém os elementos cujo
indice da linha é igual ao indice da coluna, (a;4, a3, ..., any), € a diagonal
secundaria possui os elementos cuja soma dos indices € igual a ordem da
matriz mais um, isto €, n+1. Por exemplo, se M é de ordem 3, entdo os
elementos a3, a2;, a3 formam a diagonal secundaria. A Figura 1.1 ilustra as

diagonais de uma matriz quadrada de ordem n.

a,

Diagonal Secundaria Diagonal Principal

Figura 1.1: Diagonal principal e diagonal secundaria
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1.2.2 Operacdes Matriciais

E possivel efetuarmos operacdes entre matrizes e nimeros reais, bem como entre
duas matrizes. Essas operac¢des podem ser também, manipuladas algebricamente,
porém devemos nos atentar as suas propriedades que nem sempre coincidem com
aguelas entre numeros reais, que estamos habituados a usar. Mas antes de falarmos
sobre operacbes envolvendo matrizes, precisamos comentar sobre a igualdade de
matrizes. Duas matrizes A e B sdo iguais se os elementos correspondentes de ambas
as matrizes sdo iguais, ou seja, ambas as matrizes devem ter a mesma estrutura
(numero de linhas de A deve ser igual ao numero de linhas de B, a mesma coisa deve
acontecer com o numero de colunas) e cada elemento aj; de A deve ser igual ao
namero bj de B. Das operacgfes entre matrizes, destacaremos a de uso imediato na

escrita dos sistemas lineares, o produto de matrizes.

O produto de matrizes aparece historicamente, quando Cayley apresenta um artigo
em 1858 sobre a teoria das transformacgdes lineares, no qual ele apresenta um
resultado ja mostrado antes por Gauss em 1801, nas Disquisitiones arithmeticae,
porém acrescentando a demonstracdo da né&o-comutatividade do produto das
matrizes (BOYER, 2012).

No produto de duas matrizes definido por Cayley, € necessario que o numero de
colunas da primeira matriz seja igual ao nimero de linhas da segunda matriz, caso
contrario, o produto entre tais matrizes nao é possivel. O resultado deste produto sera
uma nova matriz com o numero de linhas da primeira matriz e com o niumero de
colunas da segunda matriz. Por exemplo, no produto da matriz A@xe) com a matriz

B2x4) teremos uma nova matriz Cxs), conforme ilustrado na Figura 1.2.

A@Gx2) - Bxa) = Cxa)

Condicéo de existéncia do produto

Figura 1.2. Produto de Matrizes

Sejam as matrizes Amxn) € Bnxp), onde o niumero de colunas da matriz A é igual ao
namero de linhas da matriz B, e portanto, € possivel fazermos o produto A.B.

Chamemos de C a matriz resultante desse produto, isto €, C = A.B, entdo cada
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elemento cjj de C sera dado pela soma dos produtos dos elementos da linha i de A

com os elementos da coluna j de B. Isto é,
Cij = ailblj + aizsz + -+ ainbnj.

Observe que, se o numero de linhas de A é diferente do nimero de colunas de B, nédo
€ possivel realizarmos o produto B.A. Este fato nos remete a uma importante
afirmacao sobre o produto de matrizes: a comutatividade n&o € valida no produto de
matrizes. Isto é, em geral, A.B # B.A. Somente em alguns casos, como por exemplo:
no produto de uma matriz por sua inversa, ou no produto de uma matriz pela matriz

identidade, a comutatividade entre o produto de duas matrizes € valida.

Agora estamos em condicfes de reescrever o sistema linear S na forma matricial. Esta
representacdo, que usa o produto de matrizes, é dada pela seguinte equacao

matricial:

a{1 Q4 - Qin X1 bl
a1 ar, - Qop X.Z — bz
x| b,

Am1  Qmz -+ %mn

Esta representacdo nos permitira estabelecer a relacédo entre o determinante de um
sistema linear e sua matriz correspondente, principalmente nas aplicacdes que

apresentaremos no Capitulo 3.
1.3 SISTEMAS EQUIVALENTES

Existem algumas operacgdes que podem ser efetuadas com as equacgdes dos sistemas
lineares sem que altere a sua solugdo. Quando realizamos quaisquer uma dessas
operacdes, obtemos um novo sistema linear, o qual € um sistema equivalente ao
sistema original no sentido de que ambos possuem a mesma solugéo. Tais operagdes

sao conhecidas como operacdes elementares.

Nas equacdes de um sistema linear, podemos efetuar trés tipos de operacdes

elementares:
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)] Multiplicacdo de uma equacédo qualquer por um numero real ndo-nulo;
1)) Troca de posicao de equacoes;
iii) Substituir uma equacdo pela soma da mesma com outra equacao

previamente multiplicada por um nimero real ndo-nulo.

Com essas operacoes o sistema linear original pode ser transformado em um sistema
linear equivalente, através do qual podemos chegar a solucdo do sistema linear
original. Essas operagdes serdo utilizadas no processo chamado de escalonamento

de um sistema linear, o qual descreveremos na proxima secao.

1.4 ESCALONAMENTO DE UM SISTEMA LINEAR

O escalonamento de um sistema linear S consiste no uso das operacdes elementares
sobre suas equacfes para obtermos sistemas lineares S’ equivalentes ao sistema
linear S dado, mas de forma tal que possuam equac¢cdes com uma quantidade menor
de incégnitas, permitindo assim que a solucdo do sistema seja calculada de uma forma

mais simples.

Mostraremos a seguir, 0s trés passos necessarios para escalonar um sistema linear.

(1) Precisamos primeiramente, ter como primeiro coeficiente da primeira
equacao, um namero igual a 1 (Isto facilitard os proximos passos). Para isso
podemos trocar equacdes de posicdo ou dividir uma equacdo por um
namero real diferente de zero;

(i) Apds o primeiro passo, podemos eliminar das equacfes subsequentes a
primeira, a primeira incognita, zerando 0s seus coeficientes. Para tanto,
faremos a soma de cada equacao subsequente com a primeira equacao,
previamente multiplicada pelo oposto do coeficiente que queremos anular
(teremos assim, ao final desse passo, uma equacdo com todas as
incognitas e n-1 equagBes com n-1 incognitas);

(i)  Voltamos ao passo (i), desconsiderando a primeira equagao.

Prosseguindo com esse processo, podemos obter uma Ultima equagcdo com somente

uma incégnita, a qual nos dara valor imediato de uma das incognitas, facilitando assim
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a descoberta da solucdo do sistema linear, porém, havera casos em que podemos
encontrar essa Ultima equagdo com mais de uma incognita. Utilizaremos a seguir um

sistema linear de ordem 3 para mostrarmos na pratica o processo de escalonamento.

Exemplo 1.1. Determinar a solu¢ao do sistema linear:

3x+2y—z=4
S:{—2x+y+2z=6.
X—y+z=2

Solucéo:

Primeiramente, vamos considerar, em todos o0s sistemas lineares apresentados a
seguir, que as equacdes dos mesmos estdo numeradas de (1), (2) e (3), na mesma
ordem em que aparecem no sistema linear. Como o primeiro coeficiente da primeira
equacdo é diferente de 1,

1) Trocaremos as equacoes (1) e (3) de posi¢éo (passo (i)), e obtemos o novo

x—y+z=2
sistema Si que € um sistema equivalente a S, S1: {—2x +y + 2z = 6.
3x+2y—z=4

2) Agora, com 0 objetivo de eliminar a incognita x das duas equacdes
subsequentes, usaremos 0 passo (ii), isto é, substituiremos a segunda
equacao pela soma dela mesma com a primeira equagéo, previamente
multiplicada por 2 (que € o oposto do primeiro coeficiente da equacéo (2));
e substituiremos a terceira equacéao pela soma dela mesma com a primeira
equacdao, previamente multiplicada por “-3” (que é o oposto do primeiro

coeficiente da equacéo (3)).

Ao final dessas operacdes, obtemos o novo sistema linear S, equivalente ao sistema

linear S:

X —y+z=2
S,: —y+4z=10 .
S5y —4z =-2
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Observe que agora temos uma equacgao completa e duas equagdes com apenas duas
incégnitas. Agora desprezaremos, por enquanto, a primeira equagéo e voltamos a

aplicar os passos (i) e (ii) nas duas ultimas equag¢fes do sistema linear Sx.

Como o primeiro coeficiente ndo nulo da equacao (2) é diferente de 1, usaremos o

passo (i), novamente.

3) Multiplicando a segunda equacéo por “-1”, obteremos o que pretendemos,
X—y+z=2
isto &, obtemos o sistema Sz: {y —4z =—-10 .
Sy —4z=-2

4) Conservaremos agora as duas primeiras equacfes e substituiremos a
terceira equacdo pela soma da mesma com a segunda equacao,
previamente multiplicada por “-5” (que é o oposto da primeira incégnita da

equacao (3)).

x—y+z=2
Assim, 0 novo sistema equivalente obtido é: S4: {y — 4z = —10. Agora, podemos
16z = 48

saber qual o valor da incognita z, através de uma divisdo simples, neste caso, z=3.
Por fim, substituindo o valor de z na segunda equacéao, teremos y=2; e substituindo y
e z na primeira equagéo, obteremos x=1. Isso completa a solu¢do do sistema. Ou seja,
a solucdo do sistema linear S é a terna (1, 2, 3).

Observemos que, como o coeficiente de z na terceira equacdo do Ultimo sistema
equivalente, Sa, é diferente de zero, a solu¢do para o valor de z é Unica, 0 que sera
também para o nosso sistema. Porém, se tivéssemos tal coeficiente igual a zero,
poderia ocorrer que o valor de z fosse indefinido, ou poderia, ainda, neste caso, nao

existir solugao para z, se o termo independente fosse diferente de zero.

Podemos entéo, pelo escalonamento do sistema linear, verificar qual a condi¢cao da
solucéo do sistema, através da ultima equacao do sistema escalonado. Suponha que
ao final do processo de escalonamento de um sistema linear de n equagdes com n

incoégnitas, obtivéssemos na ultima equacao do sistema escalonado

AnXp = P,
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onde a, é o coeficiente da ultima incognita na dltima equacédo e £, é 0 termo
independente da ultima equacdo, apds o escalonamento do sistema. Pode ocorrer

uma das trés situagdes a seguir:

i) a, # 0. Neste caso, teremos

_ _ Pn
anxn_ﬁn::’xn_a_
n

Logo, x,, existe, ou seja, € um nuamero real definido e, portanto, o sistema
linear é possivel e determinado;

i) a, = 0 e B, = 0. Neste caso, teremos

ApXn = Pn=>0.x, =0,
e x, admite infinitos valores reais. Isto €, x,, existe, porém ndo pode ser
definido por um Unico valor. Logo o sistema linear é possivel e
indeterminado;

i) a, = 0e B, # 0. Neste caso, teremos

AnXy = B = 0.x, = By.
Como néo existe x,, real que multiplicado por zero resulte em S,, # 0, entdo

o0 sistema linear é impossivel.

Percebemos entdo que, o fator determinante para que um sistema linear admita uma
solucéo unica, é o coeficiente da ultima incégnita da dltima equacdo do sistema
escalonado ser diferente de zero. Isto é, a, # 0. Utilizaremos esse coeficiente para

abordarmos o estudo dos determinantes.

Deste ponto em diante, vamos considerar que a solu¢cao de um sistema linear é bem
definida se esse sistema admite solugéo Unica, isto €, no sistema escalonado teremos

a, # 0.
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CAPITULO 2

DETERMINANTES

Os temas apresentados no Capitulo 1 fundamentam o que abordaremos no inicio
deste capitulo, desde a evolucéo historica, na busca da solucao dos sistemas lineares,
até o conceito dos determinantes que tem como aplicacdo imediata a discussao e
solucéo dos sistemas lineares. Com isso, trazemos a tona a origem da ideia dos

determinantes e o porqué da sua utilizacao.

2.1EVOLUCAO HISTORICA

Os estudos sobre determinantes tiveram inicio, provavelmente, no século 111 a.C.,
mas somente em 1683, num trabalho do japonés Seki Kowa, foi que a ideia de
determinante veio a tona. Kowa chegou a essa nocédo através do estudo de sistemas
lineares. (GONCALVES, 2012)

Conforme Goncgalves (2012), em 1693 surge no Ocidente o uso de determinantes
através de um trabalho do aleméo Leibniz, também ligado a sistemas lineares. Ele
sugeriu usar combinagcfes dos coeficientes para resolver sistemas de equacgdes
lineares. Para tanto criou uma notacdo com indices para os coeficientes: o que hoje,

por exemplo, escreveriamos como aziz, Leibniz indicava por 12.

Segundo Boyer (2015), podemos dizer que “a historia definitiva dos determinantes
comega em 1812, quando Cauchy leu no Institut um longo artigo sobre o assunto”.
Cauchy usou determinante, com o sentido atual, num trabalho sobre os
determinantes. Nesse artigo, apresentado a Academia de Ciéncias, ele resumiu e
simplificou o que era conhecido até entdo sobre o tema, melhorou a notagédo e deu

uma demonstracao do teorema da multiplicacdo de determinantes.

Gongalves (2012, p.48) menciona ainda que, “além de Cauchy, quem mais contribuiu
para consolidar a teoria dos determinantes foi o alemé&o Carl G. J. Jacobi (1804-1851).

Deve-se a ele a forma simples como essa teoria se apresenta hoje”. Como algorista,
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Jacobi era um entusiasta da notacdo de determinante e de suas potencialidades. S&
(2004, p. 72) afirma que “Foi na primeira contribuicdo inglesa a teoria de
determinantes, feita por Cayley (1821-1895) em 1841, onde apareceram as duas

barras verticais para indicar determinantes”.

2.2 DEFINICAO

Pelo que abordamos no final do capitulo anterior e 0 que vimos na evolugao historica
do estudo dos determinantes, acreditamos ser imprescindivel a sua abordagem
tedrica relacionando com o método de solugdo de um sistema linear através do
escalonamento do sistema. Definiremos, os determinantes de ordem 1, 2 e 3, a partir

dessa abordagem.

aiq ai, a’lTL
. _ 21 Ay a; .
Sejam A = ; . | uma matriz quadrada de ordem n com entradas a;;, X
An1  Qn2 Ann
Xq b,
_ xZ bz . . .. .
= e B =| | matrizes colunas com n linhas. Conforme explicitado anteriormente,
Xn b,

a solucao do sistema linear A . X = B, sera bem definida, quando o coeficiente da ultima
eguacdao do sistema escalonado for diferente de zero. Verificamos, portanto, que esse
coeficiente tem papel importante na determinacdo da solucéo de um sistema linear.
Esse coeficiente € o que chamaremos de determinante da matriz A e denotaremos

por det A ou ainda, a matriz A entre duas barras verticais.

2.2.1 Determinante da matriz de ordem 1

Consideremos um sistema linear de ordem 1, o qual se resume a uma equacao linear

com uma incognita:

aq1.X = by.

Escrevendo na forma matricial A. X=B, temos: A=[a,4], X=[X] e B=[b4].
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Nesse caso, percebemos que ndo ha necessidade de um escalonamento, haja visto

que o sistema € o mais simples possivel. Podemos constatar entdo, que a solucao da

equacao linear serd bem definida se o valor do coeficiente a,, for diferente de zero, ja
b . ~ . . , .. p

que x = a—1 Logo o que determina se a solucao do sistema linear € bem definida é o
11

determinante da matriz A, ou seja, o elemento a,;. Portanto, o determinante de uma

matriz A de ordem 1 € o Unico elemento dessa matriz.

Seja A=[a;1] uma matriz de ordem 1, o determinante da matriz A é dado por
det A = |aq4| = aq4;.

A seguir, passaremos a utilizar o processo de escalonamento de um sistema linear

para chegarmos as definicdes dos determinantes de matrizes de ordem maior ou igual

az2.

2.2.2 Determinante de matriz de ordem 2

a11X + a;y = by

. Matricialmente,
az1x + az,y = b,

Considere o sistema linear de ordem 2, S: {

podemos escrever a equacgao
[a11 alz] _ [x] _ [b1]
az1 Q21 LY b,
Ao escalonarmos o sistema linear S encontraremos sistemas equivalentes do tipo

aiz by

X+—y=—

S’ { ai y agq
Az X + ayy = b, ,

ou ainda, multiplicando a 12 equagéao por (-a,;)

’l
S . a11 a11
(a110322 — A12031)Y = Ay1b; — az1by
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0 que nos d&a como resposta

ai1by—az1bq

A11A22—012021

O valor de y estara bem definido se o coeficiente a,,a,, — a;,a,, for diferente de zero.

_ a, a _ . . .
SejaA = [a; a;ﬂ uma matriz de ordem 2, O determinante da matriz A sera dado

por

ap; Aap

det A =
az, Qz;

| = A11032 — A412Q37.

A seguir, definiremos o determinante de matrizes de ordem 3, utilizando a mesma

estratégia.
2.2.3 Determinante da matriz de ordem 3

a11X + a12y + a13Z = by

Seja o sistema linear de ordem 3, S: {a,1x + ay,y + a,3z = b,. Na forma matricial,
az1X + azpy + azzz = by

esse sistema pode ser escrito como

a1 A1z A13] X by
az1 Gzz Az3|- lyl = |b,|.
assl lz b;

asz; dasp

Efetuando o escalonamento do sistema linear S utilizando os passos definidos no item
1.4 do Capitulo 1, encontraremos sistemas equivalentes, que chamaremos de S’, tais

como,

ale + azzy + a23Z = b2
azi1x + az;y + azzz = bz,



ou

ai» a3 b,

( X+—y+—z=—

S’ { ai ajq aiq
(a11Q22 — A1012)Y + (11023 — A21043)Z = aq1b; — az1by

(a11a3; — a31a43)y + (a11033 — A31a43)Z = ay1b3 — az1b; .

Utilizando o primeiro passo do escalonamento na segunda equacéo, obtemos

aia aia aia
S’ y+ (a11a23—a21a13)z — ay1by—az1by
| A110G22—021012 A11022—021012
k(a11a32 — a31a12)y + (a11a33 — a31a13)Z = ay1b3 — az1by
ou ainda
a a b
( x+2y+=z=-=
| ai ai ai
g y + (a11023—a21al3) 7 = a11by—az1bq
' a11022—0210A12

a11022—A210412
a11(Q11822033 + 12023031 + A1303103; — Q13022031 — 1103033 — A1201033)Z =

= ay1(b1az1a3; + bya12a31 + b3a;1a,, — byazaaz; — byagias; — bsaziag,) -

Dividindo a terceira equacao por a4, ja que por sugestao temos que a,, deve ser igual
a 1, temos entdo

( ap» a3 b,
X+—y+—z=—
aiq aqq aiq
’. A11a23 — d21013 ai1b, — az by
A11037 — Ap10q7 A110A7 — Q10477
(a11a22033 + A12023031 + A1302103; — Q13022031 — (1103033 — A1201033)Z =
\

= (b1a21a32 + bya;,a3q1 + bzag1a;,, — biaz,az, — byagiaz,; — b3a21a12) .

Logo, o valor de z é dado por

5= b1az1a3; + by013031 + b3a11022 — b1A32031 — D2041A3; — 303104

11032033 + Q12073031 T A13021A32 — A13022031 — Q11023032 — Q12021033

27
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A solucéo do sistema linear ser4 bem definida dependendo do valor do coeficiente

11022033 + Q12023031 T 413021432 — A13022031 — A1102303 — A12021033.

a;; azp az
Definimos o determinante da matriz A = |@y2 @22 asz| de ordem 3 por
a3 Qzz ass

det A = a11a3a33 + 12033037 + Q13021037 — A1303,031 — Q11023033 — Q12021033

Definimos aqui, o determinante de uma matriz A, como sendo o numero real que
determina se a solucdo do sistema linear A.X=B, existe ou nao, através do

escalonamento do mesmo.
2.3 REGRA DE SARRUS

Podemos utilizar um dispositivo pratico para calcularmos o determinante de ordem 3,
mais conhecido como regra de Sarrus. Esse procedimento consiste em escrevermos,
apos a ultima coluna da matriz, as duas primeiras colunas da mesma, obtendo assim
duas diagonais paralelas a diagonal principal e duas diagonais paralelas a diagonal
secundéaria. Dessa forma, o determinante € obtido por meio da soma dos produtos dos
elementos que estdo na diagonal principal (e nas diagonais paralelas a mesma)
subtraido pela soma dos produtos dos elementos que estdo na diagonal secundaria

(e das diagonais paralelas a mesma), conforme podemos visualizar a seguir.

a1 Q21 _Q31] Q11 Q21 .,

1

det A= |12 a7 ~as 12 Q22 |
1

a3 Q3 “dszz| Q13 dz3

det A = a11022033 + A12A23031 + 413021033 — (A13022031 + A11A23037 + A12021A33)

A definicdo de determinante de uma matriz de ordem n, para n = 3, sera realizada
mais adiante usando o conceito de permutacdes, ja que € trabalhoso efetuarmos o
escalonamento de um sistema linear generalizado de ordem n, € necessario a
manipulacdo de todos os n2 coeficientes do sistema. Porém, percebemos que a
definicdo de determinante a partir da solucdo de sistemas lineares € intuitiva, quer

seja pelo contexto historico, como pelo contexto pratico.
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Continuaremos o0 estudo dos determinantes, mostrando algumas propriedades, as
quais serdo Uteis para entendermos um pouco mais sobre esse conceito e suas
aplicacoes. No entanto, o principal ganho de tais propriedades é no sentido da

eficiéncia computacional dos determinantes.
2.4 PROPRIEDADES

Para demonstracdo das propriedades dos determinantes, que serdo enunciadas a
seguir, usaremos a definicdo proposta neste capitulo e as opera¢cdes elementares em
matrizes. Demonstraremos tais propriedades para matrizes de ordem 1, 2 e 3.
Algumas propriedades demonstradas poderédo ser utilizadas na demonstracdo de
propriedades subsequentes. A priori, mostraremos que o determinante da matriz
transposta de A é igual ao determinante da matriz A. Isso sera de grande importancia

na demonstracao das outras propriedades.
2.4.1 Matriz Transposta

Seja A uma matriz m x n dada pelos elementos a;;. Chamamos de matriz transposta

de A e denotamos por AT, a matriz de ordem n x m formada pelos elementos a;;.
ji

Para calcular o determinante da matriz transposta de A, adotaremos a mesma
abordagem utilizada na definicdo de determinantes feita neste capitulo. Ou seja,
usando sistemas lineares. Neste caso, temos 0 seguinte sistema linear:

(AT).X =B,
onde a matriz dos coeficientes é a matriz transposta de A.

No caso da matriz A ser de ordem 1, ndo h& o que fazer.

Sejam as matrizes de ordem 2

a1 Q12 T aj1 dzz
= eA" = .
L)) Ao QA
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Percebemos que a transposta da matriz Axx. difere da matriz A apenas na ordem

dos elementos da diagonal secundéria, entdo
det (AT) = det A,

pois,

A11.- Az — Aq2.021 = Aq1.A2 — Az1-A13 -
Resta, portanto, apenas a demonstracao das matrizes de ordem 3.

ai1 A1z Qg3
Sejam a matriz A = |21 Az Qaz3| e 0 sistema linear
31 dzpz dz3

a1 Xx + a21y + a31Z == bl
S a12x + azzy + a322 == bz
a13x + a23y + a33Z == b3 )

ou na forma matricial (AT).X=B como

Q12 Qzz azz|-|y|=|bz].

a;; 41 Azg [Xl b,
ai3 dzz aszl lz bs

Efetuando o escalonamento do sistema linear S da mesma forma que fizemos na
definicdo de determinantes, encontraremos sistemas equivalentes, que chamaremos

de S’, tais como:

A12X + Ay + a3z = by
a13X + az3y + a3z = bs,

ou



a a b
aiq aiq aiq
(a11022 — A12021)Y + (1103, — A12031)Z

(a11023 — a43a21)y + (11033 — A13031)Z

S’
) = ay1b; —asyby
= ay1b3 — as3b; .

Continuando o escalonamento na segunda equacgéao, temos:

az, asq b,

( X+—y+—z=—

ai ai aiq
A y+ (a11a32 — a12a31)z _@y1by; —agpby
L A11027 — A12d2q A110A22 — A1202q

(a11023 — a413a21)Y + (a11033 — A13031)Z = ag1b3 — a3by,

ou ainda
a a b
( x+=2y+22z="=
| ajq ai azy
S" y + (a11a32_a12a31) 7 = ay1by—aq2bq
' A11022—A12021 a11022—A120421
{a11(a11a22a33 + a31a32Q13 + A31A12053 — A31052013 — Q11032053 — Ap1012A33)Z =

= a11(b1a12023 + 031013 + b3ay1a55 — b1As2013 — bya41a53 — b3a12a,1) .

Dividindo a terceira equagao por a;; (a;; # 0), temos entao

( az1 azq b,
Xt—y+—z=—
a1 a1 a1
P y+ (a11a32 - a12a31>z _Qi1by —agpby
Q11022 — Q12021 11022 — Q12021
(@11G22a33 + a21a32a13 + A31A12053 — A31052013 — A11A32053 — Ap1012A33)Z =
\

= (b1a12a33 + byaz1a43 + b3ay1a5, — byaz,a13 — byaq1a53 — b3ag,a;1) .

Logo, o valor de z é dado por

;= b1a12a53 + ba31a13 + b3a1102; — b1ay3013 — bya11a53 — b3a4202

11022033 + Q21432013 T A31A12023 — 031022013 — A11032023 — Q21412033

O sistema linear S terd solucdo Unica a depender do coeficiente a;;a,,ass +

21032013 + A31A12023 — (31022013 — A11032023 — A21A12033.

31
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Portanto o determinante da matriz transposta de A é dado por

TN _
det (A") = a11a22a33 + A31A32043 + A31A12033 — Q3102043 — Q11032023 —

az;1a42033,

ou seja, o det (A7) = det A.

Esse fato nos ajudaré na demonstracao de outras propriedades, pois se uma condi¢éo
vale para uma linha qualquer da matriz, valera, também, para uma coluna. Portanto
trataremos de outras propriedades considerando suas filas quaisquer (linhas ou

colunas).

2.4.2 Matriz com fila nula

Se uma matriz qualquer A possui uma fila qualquer (linha ou coluna) com todos os

elementos iguais a zero, entao

det4 = 0.

De fato, consideremos um sistema linear S onde a matriz A dos coeficientes tem uma
linha com todos os coeficientes iguais a zero, isso implica que no sistema S
escalonado, o ultimo coeficiente da ultima linha é igual a zero, haja visto que, como
uma linha possui todos os elementos nulos, a equacao pertencente a essa linha tera,

necessariamente, coeficientes nulos.

Portanto, podemos garantir a propriedade acima. No caso da matriz A do sistema
linear S possuir uma coluna com todos os elementos iguais a zero, entdo pela
propriedade 2.3.1 o det (A7) = detA = 0.
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2.4.3 Teorema de Jacobi

Seja A uma matriz qualquer, de ordem n> 2, se adicionarmos a uma fila qualquer uma
outra fila paralela, previamente multiplicada por um escalar qualquer, entdo obteremos

uma nova matriz A’, tal que det A’ = det A.

Essa propriedade € garantida pela definicdo de sistemas equivalentes, vista no
Capitulo 1, ja que a solucédo do sistema linear ndo é alterada quando fazemos tal
operacdo. Porém, para melhor entendimento do caso, mostraremos um exemplo a

seqguir.

Exemplo 2.1. Seja a matriz A = LZL é] cujo determinante &

detA=23-(14)=6-4=2.
Se fizermos L2=L2+2:L1, entdo teremos a matriz A’ = [523 é] cujo determinante é

detA’=25-(1.8)=10-8=2.

Esse teorema sera de suma importancia, para mostrarmos outras propriedades, bem
como, quando necessitarmos usar uma regra que apresentaremos mais adiante

conhecida como Regra de Chid, para reducao da ordem de uma matriz qualquer.
2.4.4 Filas paralelas iguais ou proporcionais

O determinante de uma matriz A que possui filas paralelas iguais ou proporcionais

sera sempre igual a 0.

Essa propriedade é decorrente das duas anteriores, ja que a propriedade 2.3.2 afirma
gue se uma fila qualquer de A tiver elementos iguais a zero, o det A = 0; e se usarmos
o Teorema de Jacobi multiplicando uma dessas linhas por (-1) no caso de serem iguais
ou por (-k) no caso de serem proporcionais, de razao k, ao adicionarmos a outra fila
igual ou proporcional obteremos uma fila totalmente nula, e, portanto, o det A é igual
ao.
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Quando podemos escrever uma fila de uma matriz A qualguer como uma expressao
linear de outras filas paralelas de A, dizemos que tal fila € uma combinacéo linear das

outras filas. Usaremos esse conceito e a propriedade 2.3.2 na proxima propriedade.

2.4.5 Teorema da Combinacgéao Linear

Se numa matriz A qualquer, uma das suas filas € uma combinacgé&o linear de outras

filas paralelas, entdo o det A = 0.

Consideremos uma matriz A que possua uma linha que possa ser escrita como
combinacdo linear das outras linhas de A. Se adicionarmos a essa linha a propria
combinacdo linear, porém, invertendo o sinal dos escalares da combinacao linear,
obteremos uma nova matriz A’, que possuird uma fila totalmente nula e, portanto,

detA = 0, o que implica que det A = 0. Observemos o exemplo a seguir.

1 -2 0
Exemplo 2.2. A matriz A = |2 3 7] é tal que Ls= 2-L1 + L2. Calculando o
0 4 4

determinante de A, perceberemos que

detA = (1.3.4+0.(-2).7+2.4.0)-(0.3.0+4.2.(-2)+1.4.7) =12 - (-16 + 28) = 12 - 12 = 0.
2.4.6 Multiplicacdo de uma fila por uma constante
Podemos observar nas definicbes dos determinantes de ordem 2 e 3 que, cada
parcela da soma geradora do determinante possui um Unico elemento da linha ou
coluna. Portanto, se multiplicarmos uma fila qualquer da matriz A por uma constante
k, cada elemento da linha ou coluna sera multiplicado por k, e o determinante da nova
matriz A’ sera

detA’ =k.detAd

Consideremos uma matriz A de ordem 2
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_[a11 a12]
az1 Azl

multiplicando, por exemplo, a linha 2 por uma constante k, temos

ai ai» ]
k.ay,; k.axl

A=
Pela definicdo, o determinante de A’ é calculado da seguinte forma
detA, - all(k. azz) — aqy (k a21).

Colocando k em evidéncia, obtemos

detA, = k (a11a22 - a12a21) = kdetA )

0 que nos garante a propriedade. Para provarmos essa propriedade no caso da matriz
A ser de ordem 3, vamos supor, sem perda de generalidades, que a linha 2 foi

multiplicada por k, dessa forma obtemos:
detA’ = ay1kaz,as3 + kaz a3,a13 + azga42kazs — agikazyass — ajqaskazs —
—kazya12a33,
ou ainda,

A—
det A" =k.(a11022a33 + A31032Q13 + A31A12023 — A31022013 — A11A32023 — A21a12033).

Portanto, detA’ =k.detA .

2.4.7 Troca de Filas Paralelas

Seja uma matriz A, qualquer, de ordem n> 2. Se trocarmos duas filas paralelas
quaisquer desta matriz A, teremos uma nova matriz A’ tal que
detA' = —detA.



36

Utilizaremos sistemas lineares para provar essa propriedade para matrizes de ordem

2 e 3. Consideremos, entdo, um sistema linear de ordem 2

) {anx + a;;y = by
ale + azzy - bz .

Trocando as linhas 1 e 2 de posicéo, obteremos o0 novo sistema

S {a21x + ay = b,
“lagix + ay = by’

Chamaremos a matriz dos coeficientes do sistema S’, de A’. Escalonando esse novo

sistema, temos:

o 21 azi

a b
((_an)-a_Z"‘au)y = (—6111)-51_221 + by

a
a

ou

azq az1

S’
((—all).a22+a21.a12)y = (—ay1). by + az;.b; .
Portanto, o determinante da matriz A’ dos coeficientes do sistema S’ é dada por

detA, = (_all).a22+a21. a12 = _(all.azz - a21.a12) = - detA .

Para matrizes de ordem 3, adotaremos o mesmo procedimento. Seja um sistema

linear de ordem 3

a1 x + ay + ai3Z = bl
S,: a1 X + az;y + ay37Z = bz
asz1X + aspy + a33Z = b3 B

trocaremos as linhas 1 e 2 de posicao e obteremos um novo sistema
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ale + azzy + a23Z = bz
S,: a1 x + alzy + a3z = b1
a31x + a32y + a33Z = b3 .

Chamaremos a matriz dos coeficientes do sistema S’, de A’. Escalonando esse novo

sistema, temos:

as; azs b,
X+—y+—z=—

g az, azy az,
allx + a12y + a13Z == bl

a31x + a32y + a33Z == b3 )

ou

az, Qs b,

X+—y+—z=——

57 azy az; azy
(—aq1a2; + az1012)y + (—aq1a23 + a21043)Z = —ay1b, + a1 by

(az1Q3z — A31023)y + (Az1a33 — A31033)Z = Ay1b3 — azb, .

Utilizando o mesmo procedimento na segunda equagéao, temos:

az; azs b,
( X+—y+—z=—
azq azy azq
S’ Y+ <—a11a23 + a21a13>z _ —ayu1by +az by
—Qq1032 t a21012 —Qq11032 T Az1013

(az1032 — A31023)Y + (A21033 — A31023)Z = ay1b3 — az1b,,

ou ainda
a a b
( x+2y+-2Bz=-=
azi azi azi
—aq1ap3+axqa —aq1by+ax1b
S’- y+( 11423 21 13)Z= 1172 211
' —QA11022+021012 —QA11022+0a21092
ta21(_a11a22a33 — Q12033031 — Q13021032 + (1302031 + Q1105303 + A12021033)Z =
= ay;1(=byaz1a3; — bya12a31 — b3a1105; + biazya31 + byaq1a3; + bzazasy) .

Dividindo a terceira equacgao por a,;, temos entao
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( az; a3 b,
x+ 2y B =2
azy azi azy
Y+ (—a11a23 + a21a13>z _ —ai1b; +aziby
—Qq102 T Az1012 —Qaq1032 T Az1012
(—Q410322033 — Q12023031 — Q1301037 + Q13022031 + Q1103037 + A12021033)Z =
\ = (=byaz1a3; — byasya3; — b3as1ay; + byazyaz, + byagias; + bzaziagy) .

S <

Dessa forma, de acordo com a definicdo adotada, o determinante da matriz A’ é dado

por
[—

detA” = —ay1a7,033 — A12053031 — A13021A3; + A13022A31 + A11A2303; + A4051033, OU
r_

det A" = — (a11a22033 + @12053a31 + A13051A3; — (13022031 — A1102303; — A12021033).

Portanto, det A’ = — det A.

2.4.8 Fila como soma de duas parcelas

Se uma matriz quadrada A tem todos os elementos de uma de suas filas (f) igual a
uma soma de duas parcelas, entdo podemos calcular o determinante dessa matriz A
através da soma dos determinantes associados a duas outras matrizes. Em cada uma
dessas novas matrizes, cada elemento correspondente a fila f ficard substituido por

uma das suas parcelas iniciais. Por exemplo, se A € uma matriz tal que

az; = b3y + C31,
A3 = b3y + ¢33 €

a3z = b3z + C33,

entdo temos que:

a1 QA2 Qi3 a1 412 Qg3 a1 Q12 Qi3
Q1 Gy Q3| =101 Az d3| 4 (Az1 Az dgs
asz; d4sz; dsz b3y b3, bz C31 C32 C33
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2.4.9 Teorema de Binet

A multiplicacdo de matrizes € uma das operacbes que mais demanda trabalho, e
calcular o determinante de um produto de duas matrizes poderia ser bem trabalhoso.

O teorema de Binet nos ajuda a resolver tal situagéo.

Sendo A e B duas matrizes quadradas de mesma ordem, e A.B a matriz-produto,

entado temos que
det(A.B) = detA.detB.

Vamos demonstrar essa propriedade para matrizes de ordem 2, sendo que para

matrizes de qualquer ordem n, o procedimento é analogo.

Sejam as matrizes de ordem 2

[a11 alz] B= [bn b12]
a; dz; b21 bzz’

temos que a matriz A.B é:

AB = [a11b11 + a12b1 aygbip + a12b22]

Az1b11 + Az2by1  Az1byp + Agbss ]
Logo, o determinante da matriz A.B &

det(A.B) = (a11b11 + a12b21)(az1b12 + az2b27) — (a11b12 + a12b2,)(Az1b11 + azabyq) =
= -Gpbrarbrr + a11b11A22D25 + Q1221021 b15 + -Gzbarbbrs
— Gbrrborbr — A11D1202,021 — Q12022051 D11 — Gzbazbarbar
= Q11055(b11b22 — b12by1) + a12a21(b12by1 — bi1b33)
= (a11Q22 — A12021). (b11b23 — b12by1)

=detA.detB.

Portanto, para calcularmos o determinante do produto de duas matrizes, podemos
fazer o produto dos determinantes das matrizes, 0 que torna O processo menos

trabalhoso.
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2.4.10 Matriz triangular

Chamamos de matriz triangular a toda matriz A que possui 0s elementos acima ou
abaixo da diagonal principal iguais a zero. Quando os elementos a; acima da diagonal
principal, ou seja, i < |, sdo iguais a zero, dizemos que A € uma matriz triangular
inferior. Por outro lado, quando os elementos a;j abaixo da diagonal principal, ou seja,

i >, sdo iguais a zero, dizemos que A é uma matriz triangular superior.

O determinante da matriz triangular, quer seja ela inferior ou superior, € sempre igual

ao produto dos elementos da diagonal principal. Isto é:
detA = ayq. ... Aup.

Demonstraremos esta propriedade, a priori, para matrizes de ordem 2, logo apoés para

matrizes de ordem 3. Seja a matriz triangular inferior A de ordem 2

Az[a“ 0].
a1 dzz

O determinante da matriz A sera dado por

detA = all. a22 - a21. 0 y
ou seja,
detA = aq1-0pp.

Agora, consideremos uma matriz triangular inferior A de ordem 3:

a;; O 0
A = a21 a22 O
az1 dszz dsz

Calculemos agora o determinante da matriz A:

detA = aq1.0;,.033 + a31.A32.0 + a31.0.0 — ayy.a31.0 — azz.a,1.0 — aq1.a35.0,
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ou seja,

detA = a11.a22.a33 .

Considerando que se fizermos a transposicdo da matriz triangular inferior, obtemos
uma matriz triangular superior, e que ja provamos que detA = detA”, concluimos
entdo que a propriedade é valida tanto para matrizes triangulares inferiores como para
matrizes triangulares superiores. Para matrizes de ordem maior que 3, podemos
provar utilizando métodos que apresentaremos nas proximas secfes, cCOmo O

Teorema de Laplace e a regra de Chid.

Todas as propriedades vistas até aqui nos auxiliam na solucdo e compreensao de
situacdes que envolvam determinantes, agilizando muitas vezes o célculo dos
mesmos. Por exemplo, a utilizagcdo do Teorema de Jacobi para reducéo da ordem de
um determinante, torna o que seria um processo muito demorado, num modo simples
e rapido de calcular um determinante de ordem maior que 3, usaremos em tal
processo um importante teorema para o estudo de determinantes, o Teorema de

Laplace.

2.5 TEOREMA DE LAPLACE

Seja A=(a;;) uma matriz de ordem n onde n 2 2. Definimos 0 menor complementar do
elemento a;; como sendo o determinante da matriz obtida de A quando suprimimos a
linha i e a coluna j do respectivo elemento. Representaremos 0 menor complementar
do elemento, por D;;. Por outro lado, o cofator A;; do elemento a;; € dado por 4;; =
(=), D;j, o qual utilizaremos no teorema de Laplace.

O determinante de uma matriz A de ordem n = 2 a soma dos produtos dos elementos
de uma fila qualquer pelos seus respectivos cofatores. Ou seja, para um determinado

i, onde 1 <i<n, temos que

detd = al-lAil + aizAiZ + -+ ainAin,

e para um determinado j, onde 1 < < n, temos que
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detA =a1jA1j + aszzj + 4 anjAnj.

2 1 =3
Exemplo 2.3. O determinante da matrizA=|1 -2 4 ] é dado por:
0 3 1

Utilizaremos aqui o teorema de Laplace a partir dos elementos da primeira coluna,
haja visto que temos um dos elementos iguais a zero que diminuira o calculo do

determinante. Pelo teorema de Laplace temos que
detA = a11A11 + a21A21 + a31A31,

ou seja,
detA - 2.A11 + 1.A21 + O.A31.

Determinemos entdo os cofatores A;; e A,;, considerando que ndo € necessario

calcular A3, por estar multiplicando por zero.

Ay = (=DM, |_2 Yo o (12)=-14.
3 1
1 -3
Agy = (—1)2*1| | = -1 - (-9 =-10.

3 1

Logo o determinante da matriz A é
detA =2.(—14) + 1.(—-10) + 0 = —38.

Observamos que com o teorema de Laplace, podemos calcular o determinante de
uma matriz de qualquer ordem n. Como consequéncia desse teorema, temos um

meétodo que utiliza o teorema de Jacobi para simplificar e reduzir a ordem de uma

matriz para calculo de determinantes, a regra de Chié.
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2.6 REGRA DE CHIO

Até aqui apresentamos alguns métodos para calculo de determinantes de matrizes de
ordem menor ou igual a 3 e o teorema de Laplace que possibilita o calculo de
determinantes de matrizes de ordem maiores ou igual a 2. Para matrizes de ordem
maior ou igual a 2 podemos utilizar, também, o principio do abaixamento de ordem da

matriz, mais conhecida como regra de Chio.

A regra de Chié consiste em reduzir uma matriz de ordem n numa matriz de ordem n-

1, utilizando os seguintes passos:

(1) Precisamos, a priori, que o primeiro elemento da matriz (a11) seja igual a 1.
Para tanto, podemos fazer troca de filas paralelas ou dividirmos uma linha
por uma constante qualquer k # 0 ou ainda somarmos uma fila a outra fila
multiplicada por uma constante k (sem esquecermos das propriedades dos
determinantes que vimos neste capitulo);

(i) Tendo ai1 = 1, faremos com que a linha ou coluna do elemento a1, através
do teorema de Jacobi, tenha todos 0s outros elementos iguais a zero;

(iii) Apoés os passos (i) e (i) o determinante da matriz de ordem n é igual ao
determinante da matriz de ordem n-1 suprimindo a linha e a coluna do
elemento ai1 (Observando sempre as propriedades dos determinantes das

operacdes efetuadas no passo (i)).

3 2 =25
Exemplo 2.3. Calcular o determinante da matriz A = 42 0_1 14 _03 :
2 -3 5 2

Solucédo: Primeiramente, necessitamos ter como primeiro elemento um namero igual
a 1. Podemos fazer isso, trocando filas paralelas ja que temos o elemento azz = 1.

Entdo faremos as trocas:

)] linha 1 com linha 2
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4 0 1 -3
. _ 13 2 =2 5
L1 < Lo detAd = 2 21 4 0 e
2 =3 5 2
1)) coluna 1 com coluna 3
1 0 4 -3 1 0 4 -3
: _ | _1-2 2 3 5]\_1-2 2 3 5
C1 C3:detd = 4 -1 2 oll=la" 21 2 ol

5 -3 2 2 5 -3 2 2

Como nosso elemento aix = 1, podemos zerar 0os outros elementos da linha 1
utilizando o teorema de Jacobi. Na coluna 2 ndo h4 necessidade de operarmos as
colunas, haja visto que ai2 = 0. As colunas 3 e 4 serdo substituidas, respectivamente,
por

C3=C3+(-4).C1e Cs=C4s + 3.Cq,

deixando o determinante na forma:

1 0 0 0
-2 2 11 -1
4 -1 -14 12(
5 -3 -18 17

detd =

Pela regra de Chio, podemos agora suprimir a linha e coluna 1, transformando um

determinante de ordem 4, num determinante de ordem 3. O determinante sera do tipo

2 11 -1
detA =|-1 -14 12|,
-3 -18 17

o qual pode ser resolvido por quaisquer meétodos, inclusive repetindo o processo da

regra de Chié.

2 11 -1 -2 -11 1 -2 -11 1
detA=[-1 -14 12|=(-1)°|1 14 -12|=-]|1 14 —-12].
-3 -18 17 3 18 17 3 18 —17

Trocando as linhas L1 e Ly,
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-2 -11 1 1 14 —-12
detA=-—|1 14 -12|=|-2 -11 1
3 18 -17 3 18 17
Fazendo Lo =L + 2.L1 e L3 = L3 +(-3).L1, temos:
1 14 —-12 1 14 12
detd=|-2 -11 1 |=|0 17 -23|=|1 7|
3 18 -—17 0 -24 19

Temos agora um determinante de ordem 2, podendo agora utilizar a defini¢éo inicial
de determinantes de ordem 2, mas optaremos por continuar utilizando a regra de Chié.
Facamos C1 = C; + Cy,

17  =23|_ |—6

detd=| o4 191715 191=CD |5 |5 —19

Fazendo a linha 1 como, L1 = L1 + (-1).L2, temos

detA —|6

—19 |5 —19
Por fim, utilizamos, mais uma vez o teorema de Jacobi para anular o elemento a»s,

utilizaremos L2 = L2 + (-5).La:

detd = |5 —19 |o —229

Suprimindo a linha e coluna de indice 1 temos que
detA = —229.
Portanto, podemos perceber que o uso da regra de Chié pode ser utilizado para

determinantes de matrizes de qualquer ordem, sendo um método interessante de ser

utilizado mesmo para matrizes de ordem menor ou igual a 3.
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2.7 GENERALIZANDO A DEFINICAO

E notdrio que n&o temos como apresentar a definicdo de determinantes de uma matriz
genérica através do escalonamento de um sistema linear de ordem n. Portanto,
apresentaremos a definicdo generalizada para determinantes de ordem n e o seu

método de célculo utilizando o conceito de permutacdes.

2.7.1 Permutacoes

A permutacdo de um conjunto finito é definida como uma funcéo bijetora desse
conjunto em si mesmo. Indicamos pu = (U1, U2, ..., Um) para uma permutacao de

{1,2,3,...,n}. A quantidade de permutacdes possiveis em {1,2,3,...,n} é dada por n!.

2.7.2 Inverséo de permutacéo

Consideremos um conjunto finito A com n elementos, do qual escolheremos uma das
n! permutacdes p de A e a chamaremos de permutacédo fundamental pr. Diremos que
h& uma inversdo em uma permutacéo p de A em relacdo a permutacdo fundamental
pr se, e somente se, a posicdo de um elemento de A que aparece em p for diferente

da posicdo que o mesmo aparece em ps.

Exemplo: Seja o conjunto A = {1, 2, 3, 4} em que os elementos séo distintos dois a
dois. E possivel escrevermos 24 (n! = 41) permutacées de A. Consideraremos como
permutacdo fundamental ps = (1, 2, 3, 4), logo a permutagéo pu=(2, 4, 3, 1) apresenta

4 inversdes em relacao a pr.

O numero de inversdes de p em relacdo a pr define se uma permutacéo é considerada
par ou impar. Dizemos que p € uma permutacdo par, ou de classe par se, e somente
se, 0 numero de inversdes for par. Analogamente, p sera impar, ou de classe impar

se, e somente se, 0 numero de inversdes for impar.

Tendo definido o conceito e algumas propriedades da permutacdo, podemos agora

definir genericamente determinantes.



47

Em alguns casos, a definicdo geral € descrita como definicdo simbdlica, haja visto que
a sua operacionalidade € um pouco dificultosa pela quantidade de permutacfes
possiveis a partir de uma matriz de ordem superior a 3 e, portanto, é pouco utilizada
no contexto do Ensino Médio. Utilizaremos uma definicdo baseada em (ANTON, 2001)

que norteard a nossa proposicao.
2.7.3 Definicao geral

Seja a matriz A uma matriz quadrada de ordem n. Definimos determinante de A e

indicaremos det A ou |A|, a0 numero real que satisfaz a equacao:

Pn
detd = Z(—l)nl aljl. azjz. ( ) anjn
P1

onde ni € o nimero de inversées da permutacdo p = (ji, j2, j3, ..., jn) em relacdo a
permutacédo (1, 2, 3, ..., n) escolhida como fundamental; e o intervalo p1 a pn indica

gue a soma € sobre todas as n! permutacdes p, de {1, 2, 3, ..., n}.
Mostraremos como exemplo a definicdo do determinante de ordem 3.

A priori, determinamos todas as permutacfes de {1,2,3} e o nimero de inversdes que

cada permutacdo apresenta em relagéo a pr = (1,2,3).

p1=(1, 2, 3) ni=o
p2=(1, 3, 2) ni=1
ps=(2, 1, 3) ni=1
ps=(2,3,1) ni=2
ps=(3, 1, 2) ni=2
ps = (3, 2, 1) ni = 3.

Aplicando a definicao geral, temos:

Py .
det A= Z (-D)"ay;a,, ),
]
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detA = (—1)%ay;a5a33 + (—1)'ajiaz3a3, + (—1)'aaz,a33 +

2 2 3
(—D%ayzaz3a31 + (—1)%ay13a21a3; + (—1)7ag3a55a3 -
Colocando os sinais de + e — agrupados, podemos escrever

det A= 8,18,,833 + 858,383, + 81385183, — 385,857 — Q15851835 — 81185385,

E importante ressaltar que poderiamos tomar qualquer permutacéo de {1,2,3} como
fundamental, coloca-las nos indices linha e redefinir o somatério, por exemplo, pr =
(3,2,1), poderia ser usada como fundamental. Analogamente, poderiamos fazer o
mesmo com as colunas, pois ja provamos anteriormente que detA = detAT.
Percebe-se, que para matrizes de ordem superior a 3, teremos uma quantidade muito

grande de permutacdes, deixando esse procedimento muito demorado.
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CAPITULO 3

APLICACOES DOS DETERMINANTES

Neste capitulo, abordaremos algumas aplicacdes dos determinantes, mostrando a
importancia deste conteudo na histéria da humanidade, tanto na construcdo do
conhecimento cientifico, bem como em possiveis aplicacdes do nosso cotidiano.
Iniciaremos com a aplicacéo imediata no contexto historico que foi o da solucédo de

um sistema linear através dos determinantes, conhecida como Regra de Cramer.

3.1 REGRA DE CRAMER

A regra de Cramer foi criada para resolver sistemas lineares de n equacdes e n
incognitas, por meio de determinantes. A mesma foi atribuida ao matematico suico
Gabriel Cramer por té-la publicado em 1750, em seu trabalho Introducéo a analise das
curvas planas, na qual buscou determinar os coeficientes da conica A+
By + Cx + Dy* + Exy + x* = 0. (S4, 2004)

Segundo Domingues (2010), essa regra ja tinha sido desenvolvida pelo escocés Colin
Maclaurin (1698-1746), datando provavelmente de 1729, embora sé publicada
postumamente em 1748 no seu Treatise of algebra. Portanto, Cramer a desenvolveu

apos Maclaurin, sem conhecer o trabalho do escocés.

3.1.1 Definicao

Seja o sistema linear A.X = B de n equacdes e n incognitas, onde A é a matriz dos
coeficientes, X é a matriz coluna das incognitas e B é a matriz coluna dos termos
independentes. No que consiste a Regra de Cramer? Na ideia de que a solucao de

cada variavel x; do sistema A.X = B é dada pelo quociente

D
D

i=1,2,...,n. Onde D é o determinante da matriz A, e D; é o determinante da matriz A;,

Xi =

matriz A com os termos independentes substituindo os elementos da coluna i.
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Este quociente nos remete, imediatamente, ao que pode acontecer num sistema
linear, dependendo dos valores que encontrarmos nos determinantes. Pois
e Se D é diferente de zero, o sistema sera bem definido, porque cada incognita
Xi tera apenas uma solucdo. Portanto, dizemos que o sistema & Possivel e
Determinado;
Se D for igual a zero, entéo teremos 2 possibilidades:

¢ Quando D;for igual a zero, teremos uma indeterminacéo para Xxi, haja visto que
0 ~ C e s ~ . ~ . ,
Xi = =, € entao, infinitas solucbes para xi. Dizemos entdo que o sistema é

Possivel e Indeterminado;
e Quando D for diferente de zero, ndo ha valores para xi que satisfacam o

sistema. Dizemos que esse sistema é Impossivel.

Outro argumento que deixa claro tais situacdes, é a geometria dos sistemas lineares.
Tracamos as figuras (retas nos sistemas de ordem 2 ou planos nos sistemas de ordem
3) correspondentes as equacfes contidas no sistema e verificamos 0s seus
comportamentos:

¢ Quando se interceptam num Unico ponto, o sistema € Possivel e Determinado;

e Quando a interseccdo € uma reta ou um plano (nos casos de ordem 3), o

sistema € Possivel e Indeterminado;
e Quando ndo ha interseccdo entre todas as retas ou planos, o sistema é

Impossivel.

Traremos, abaixo, um exemplo da resolucdo de um sistema linear através da Regra

de Cramer.

Exemplo 3.1: Consideremos o seguinte sistema linear

2x+3y—2z=2
—-x+y+3z=10
3x —2y+2z=5

Calculando os determinantes D, D1, D2 e D3, conforme a Regra de Cramer, obtemos:

O determinante da matriz dos coeficientes:
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2 3 =2
D=]-1 1 3|1=4+27-4+6+12+6=>51.
3 =2 2

O determinante D1 da matriz dos coeficientes, trocando a fila dos coeficientes de x

pelos termos independentes:

2 3 -2
Di=]10 1 31=4+45+40+10+12—-60 = 51.
5 =2 2

O determinante D>, calculado de forma analoga ao processo de D: (sO que agora

trocamos a coluna dos coeficientes de y pelos termos independentes):

2 2 =2
D=|-1 10 3 |=40+18+10+60+4—30 =102,
3 5 2

e o determinante D3, calculado de modo analogo aos outros dois Ultimos:

2 3 2
D3=|-1 1 10[(=10+90+4—-6+40+ 15 =153.
3 -2 5

Sabendo os valores dos determinantes D, D1, D> e D3, calculamos a solucdo do

sistema:

D 51
x=—====1;
D 51

D, 102
—=—=2;e
Y D 51 !
D 153
7 = 3:—:3
D 51

Esse, talvez, seja 0 método mais pratico para solucdo de um sistema linear de ordem
n<4. O numero de operacdes que a regra de Cramer envolve € muito grande para
sistemas lineares com muitas equacdes. Segundo Boldrini (1980), o nimero de
operacOes para resolver um sistema de ordem n, pela regra de Cramer, € de
(n+1)(nIn-1), que é maior que se efetuarmos os n! produtos de n fatores, e depois

soma-los.
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3.2 O DETERMINANTE E A MATRIZ INVERSA

Consideremos uma matriz quadrada A de ordem n. A matriz inversa (A1) da matriz A

é tal que

A.AI=AL A=,

onde |, é a matriz Identidade de ordem n, ou seja, uma matriz quadrada onde 0s
elementos da diagonal principal s&o todos iguais a 1 e todos 0s outros elementos sao
iguais a 0. A matriz Identidade é conhecida como o Elemento Neutro do produto de

matrizes.

Utilizando a definicdo acima podemos encontrar a matriz inversa, tomando A como
uma matriz genérica X de ordem n e resolver a equacdo matricial A.X=Il, o que nos
leva a n sistemas lineares de ordem n para serem solucionados. A solucdo de cada
um dos sistemas lineares forma uma coluna da matriz inversa. Porém, existe uma
relacdo importante entre a matriz inversa A' e o determinante da matriz A, que

determina a condigdo de existéncia de A até o préprio célculo da mesma.

3.2.1 Condicao de existéncia da matriz inversa

Uma matriz A € invertivel se, e somente se, o determinante de A é diferente de 0.
Usaremos a definicdo de matriz inversa para provar essa afirmacédo. Temos que dada

uma matriz quadrada A qualquer, a sua inversa Al satisfaz

AAT=,.

Como o produto das duas matrizes sera uma matriz de ordem n temos que essa

igualdade garante a igualdade dos seus determinantes

det (A.A1) = det Ip.
O teorema de Binet afirma que o determinante do produto de duas matrizes € igual ao

produto dos determinantes das duas matrizes. Por outro lado, o determinante de uma
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matriz identidade € sempre igual a 1, haja visto que os Unicos elementos diferentes
de zero sao os elementos da diagonal principal (todos iguais a 1). Portanto, temos

det A.det Al=1,

0 que nos leva a afirmacédo que, para existir a matriz inversa A* é necessario que o

determinante de A seja diferente de 0, pois

det A1 =
det A

3.2.2 Célculo da matriz inversa por determinantes

Para determinarmos a matriz inversa da matriz A, se torna necessario sabermos qual
o determinante da matriz A. Além disso, teremos que determinar uma outra matriz
denominada matriz adjunta, que por sua vez necessita encontrar o cofator de cada

elemento de A.

Os cofatores Ajj dos elementos aj de uma matriz A sdo determinados pela expressao

Ajj = (-1)" . |Di,

onde |Dj| é o determinante da matriz resultante da eliminagdo da linha i e da coluna |
correspondente ao elemento aj. A matriz Adjunta de A (denotaremos por Adj(A)) é a

transposta da matriz dos cofatores de A.

Tendo em posse o valor do determinante de A e a matriz adjunta, podemos entéo

determinar a matriz inversa de A. Para tanto, usaremos a seguinte expressao:

a1 .
Al=—— - Adj(A) .

Este € um método interessante para matrizes de ordem 2 e 3, agilizando, muitas
vezes, o calculo da inversa da matriz A. Mostraremos a seguir exemplos de calculo

de matrizes inversas por este método.
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2 1

Exemplo 3.2: Determinar a inversa da matriz A = [6 al

Solucéo:

O determinante da matriz A € 2. Portanto podemos afirmar que existe a inversa da
matriz A. Nos casos de matrizes de ordem 2 a matriz adjunta pode ser descoberta
rapidamente. Observemos que o cofator de cada elemento dessa matriz sera o Unico
elemento que restara quando suprimirmos a linha e a coluna do elemento em questao.
Por exemplo, no caso do elemento ai1 = 2, quando suprimirmos a primeira linha e
primeira coluna o Unico elemento que restara sera o a2 = 4. Como a adicao entre os
termos i e j é par, ndo havera mudanca no sinal (ja nos casos dos elementos ai. e aoi,

o sinal serd modificado. Entao temos:
A11=4, A12=-6, Ax1=-1, e Axp=2.

Como a matriz adjunta é a transposta da matriz dos cofatores, teremos entdo que
. 14 -1
riw=[Y 7

Podemos dizer que para determinar a adjunta de uma matriz A de ordem 2 é s0,
inverter a posicao dos elementos da diagonal principal e inverter o sinal dos elementos
da diagonal secundaria. Agora vamos encontrar a inversa. Lembrando que o det A =

2, temos:

Al=—— . Adj(A) = = [—46 _21] - I_Zg _1%1

det A 2

Exemplo 3.3. Determinar a inversadamatrizA=|0 0 2|.

1 -3 3

1 -2 1]
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Solucéo:

O determinante da matriz A € 2, logo a matriz A € invertivel. Determinemos agora os
cofatores de cada elemento (nesse caso observamos que ao procurar o cofator de

um elemento, restara uma matriz de ordem 2 na qual calcularemos o determinante):

A1 = _03 §| =6,

Atz = -(1). |(1’ g =2,
A= ) —03|:O'
A21:-(1).|:§ §:3,
et 42
pom |} s
N

Asz = |(1) _02| =0.

6 3 —4
Portanto, a matriz Adjunta de A é dada por Adj (A) =|2 2 —2]. Utilizando a
01 O
expressao para encontrar a inversa, temos
3
) 6 3 —4 ; T2
21— . 7 —__ . —_ = —
Al=—— Adj(A)=--12 2 -2|=|1 1 -1
01 O 0O = 0
2

Esta é uma forma mais simples de encontrarmos a inversa de uma matriz A. Para
matrizes de ordem maior que 3, acreditamos que este método passe a ser mais
trabalhoso, para isso existem ainda outros métodos de encontrar a inversa, como por

exemplo, a eliminacéo de Gauss e a decomposicao LU.
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3.3 CONDICAO DE ALINHAMENTO DE TRES PONTOS

Consideremos trés pontos, A(Xa, ya), B(xs, ys) € C(Xc, Yc) do plano cartesiano xy. Se
0s pontos A, B e C estéo alinhados, entéo

Xa ya 1
xB yB 1 = O
Xc Yo 1

Para demonstrar esse teorema, consideraremos trés casos:

a) trés pontos alinhados horizontalmente

Neste caso, as ordenadas sdo iguais: isto €, ya = ys = yc. O determinante é nulo,
pois a 22 e a 32 coluna sao proporcionais.

b) trés pontos alinhados verticalmente

Neste caso, as abscissas sdo iguais: isto €, xa = xs = Xc. O determinante também é

nulo, pois a 12 e a 32 coluna séo proporcionais.

C) trés pontos numa reta ndo-paralela aos eixos coordenados

72 R ¢

Yo |occm o

| 7 P ———

v

x
@
x
o
x

XA
Gréfico 1 — trés pontos por uma reta nao-paralela aos eixos
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Pelo Gréfico 1, verificamos que os triangulos ABD e BCE sdo semelhantes. Entéo:

AD DB R Xp —Xa _YB~ YA

BE EC  xc—xz Yo—YVg
Desenvolvendo a equagédo obtemos
Xp — X4 _ VB —Ya

Xc—Xp Yc—JYB

= XpYc — XaYc — XgYp t+ XaVp — Xc¥p + XcYa + XgYp — Xpya = 0=

= (xp = x0) (Ve —¥8) — (x¢c —x5)(Yp —ya) = 0=

= Xa¥p + XgYc + XcYa — XaYc — XcYp — XgYa = 0.

Por outro lado, temos

Xa Ya 1
xg Y 1| =x4yp + XcYa + XY — XaYc — XcYp — XBYa -
Xc Yo 1

Entao

Xa Ya 1
xg yp 1| =
Xc Yo 1
Xa ya 1
Observacéo: A reciproca da afirmacdo demonstrada é valida. Isto é,se |xg yp 1| =
xc Yo 1

0, entdo os pontos A(Xa,ya), B(xs,ys) € C(Xc, yc) estéo alinhados.

Exemplo 3.4 — Verificar se os pontos A(0,3), B(6,2) e C(5,1) estao alinhados.

Solucéo: precisamos averiguar se o determinante formado, a partir das coordenadas

dos pontos dados, € igual a zero.

0 3 1
6 2 1/=021+315+611-(1.25+1.1.0+13.6) =21—-28=-7.
5 1 1
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Portanto os pontos A, B e C nao estéo alinhados.

Podemos utilizar, ainda, o resultado anterior para determinar a equacao geral de uma
reta que passa por dois pontos dados. O principio € o mesmo, pois se conhecemos
dois pontos quaisquer A(xa,ya) € B(xs,ys) por onde passa uma reta r, entdo qualquer

outro ponto C(x,y) satisfara a expressao

x y 1
Xa Ya 1[{=0,
xg yp 1

gerando assim a equacéo geral da reta que passa pelos pontos A e B.

Por outro lado, se o determinante definido a partir dos trés pontos dados for diferente
de 0, entdo os pontos n&o estéo alinhados e, portanto, esses trés pontos formam um
triangulo. Neste caso o médulo do determinante calculado com os pontos A, B e C,

equivale ao dobro da area do triangulo ABC. Isto é,

L Xa ya 1
Apapc = 3 xg yp 1
Xc Y 1

No caso do exemplo 3.4, a area do triangulo formado pelos pontos A, B e C é igual a

0 3 1 .
AAABC == E 6 2 1 = E . |_7| == 3,5 u.a..
5 1 1

Percebemos entdo que, o uso do determinante, neste caso, pode nos trazer solucdes
para situacdes distintas da Geometria Analitica. Na proxima secao, que nos auxilia na

prova da equacao acima.
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3.4 PRODUTO VETORIAL

A analise vetorial facilitou a aprendizagem e aplicacdo dos conhecimentos sobre a
exploracédo do espaco fisico. Segundo (EVES, 2004, p.578) “Deve-se esse trabalho
especialmente ao fisico americano Josiah Willard Gibbs (1839 — 1903) [...] ele utilizou
0 conceito grafico de vetor como um segmento de reta orientado ...”. Seguimos a

abordagem de (LIMA, 2011) para definirmos o produto vetorial.
3.4.1 Definicao

Consideremos em R?, com eixos coordenados xyz, dois vetores u = (ai,bi,c1) e v =
(a2,bz,c2) ndo-nulos e ndo multiplos um do outro, ou seja u e v séo vetores linearmente
independentes. Devemos encontrar um outro vetor ndo-nulo w = (X,y,z) que seja

simultaneamente ortogonala u e a v, isto é, uw=0 e v.w=0. Entdo devemos ter

{alx +b,y+ciz=0
ax +b,y+cz=0"

Como os dois vetores u e Vv sdo linearmente independentes podemos dizer que
a;b, —a,b; # 00U a,c; —aqc, # 0, ou ainda byc, — b,c; # 0. Usando o primeiro caso,
sem perda de generalidade, escrevamos o sistema acima na forma

{alx + by = —c1z
a,x + be = —CZ '

Teremos como solucéo para esse sistema

b1Cy—bycq _ AC1—a41Cy

aiby—azby aiby;—azbq

Obtemos, entdao, um vetor

W = (b102—b2C1 ’ azC1—a41C; ’ 1) 7
aibz—azb1 " aiby—azb,
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Se ESCO|hermOS Z = a1b2 - a’Zbl y entéo W = (b1C2 - b2C1, azcl - a1C2, albz - aZbl)'
Definimos entéo o produto vetorial de u = (ai,b1,c1) por v = (az,b2,c2) como sendo o
vetor

uxv=(bicy — bycy,—(ayc, — aycy),a1b, — azby).

Por outro lado, se consideramos 0Ss vetores unitarios dos eixos coordenados
e1=(1,0,0), e>=(0,1,0) e e3=(0,0,1), vemos que

u XV =(bic2 — boci)er — (aiC2 — axci)ez + (arb2 — azbi)es.

Mas,
b c a ¢ a b
bico—boci=|[1 ", aco— a201=| | e aith, —asby =| t .
b2 CZ a’Z CZ a2 b2
Logo
b,y c a, ¢ a; b
uxv=["*1 1 —|1 1|2+ b es.
bz CZ a2 CZ aZ bZ

Portanto, podemos expandir u X v da seguinte forma

€, € e€3
uxv=|a; by .
a, by ¢

Exemplo 3.5 - Determine um vetor que seja ortogonal au = (1,-1,1) e av = (2,-3,4)

simultaneamente.

Solucédo: Para determinar tal vetor w ortogonal a u e v, podemos utilizar o produto

vetorial u x v.

e, e, e3
1 -1 1
2 =3 4

W=UXV= =(—4+3)61+(2—4)6’2+(—3+2)e3=—81—282—e3.
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Portanto, w = (1,2,1) ou qualquer outro vetor multiplo de w.

3.4.2 Propriedades

As propriedades do produto vetorial sdo ligadas diretamente as propriedades dos

determinantes abordados no capitulo 2.

Sejam os vetores u = (ai,bi,c1) e v = (az,bz,c2) ndo-nulos de R3, sdo vélidas as

seguintes propriedades:

1. uxv=-(vxu).

Troca de filas paralelas, mudam o sinal do determinante.

2. Sejam u’ = (as,bs,c3) e V' = (as,bs,cs), vetores do R3, temos que:

(u+tu)xv=uxv+u'xv,e

ux(v+v)=uxv+uxyv.

A distributividade é valida para os produtos vetoriais.

3. (au)xv=ux(a.v)=a.(uxv),aeR.

A associatividade é vdlida para os produtos vetoriais, assim como para 0S

determinantes.

4. Seja um vetor w qualquer, temos que o produto interno escalar entre o produto

vetorial de u e v com w é dado por

(uxv,w) = det[u, v,w]

Considerando w = (as,bs,c3) e desenvolvendo o determinante em relacao a terceira

linha, temos:
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det[u, v, W] ES (b1C2 - bzcl)a3 - (a1C2 - azcl)b3 + (a1b2 - azbl)C3 = (u Xv, W)
5. uxvVvéum vetor ortogonalaueav.
Da propriedade 4, temos que

(uxv,u) =detlu,v,ul =0e

(uxv,v) =det[u,v,v] = 0.1
6. uxv=0 se, e somente se, os vetoresu e v sao colineares.

Os vetores u e Vv sdo colineares se, e somente se, a,;b, —a,b; = b;c, — b,cq =

a;c, + a,c; = 0. Como consequéncia dessa propriedade temos que u x u = 0.

7. Seja 8 o angulo formado entre os vetores u e v. Podemos afirmar que o
comprimento do vetor u x v € dado por

lluxv|l = [[ull.||v]l. send.

(u.v)
llull.lvll’

O angulo 6 formado pelos vetores u e v pode ser calculado por cosf =

Considerando que o angulo 6 formado pelos vetores € tal que 0 <6 < m, entédo

senf > 0, e assim podemos fazer

senf =+/1 — cos?6 .

Dai vem que

llull. [lv]l. sen® = |Jull.||v]|.V 1 — cos?8

(uv)?
= . . ’1 —

= \/ 2 1vI1? = (. v)?

= \/(a% + b2 + c¢2)(a5 + bZ + c3) — (a1a, + bib, + ¢1c3)?

= J(b1C2 — byc1)? + (azcy —agc3)? + (a,b, — azbl)z
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= |luxvl|

Como consequéncia desta propriedade, temos que |luxv| € igual a area do

paralelogramo de lados u e v. Observe a figura a seguir:

1
1
1
I v’
1
1
1

4
0 B L
>
u
Figura 3.1 — Paralelogramo formado pelos vetores u e v e suas respectivas projecdes

o paralelogramo tera como base um de seus vetores (consideremos, entdo, a medida
da base igual a ||u||) e a altura do paralelogramo sera dado pelo comprimento do outro
vetor multiplicado pelo seno do angulo formado pelos dois vetores (consideraremos,
entdo, a altura igual a||v||. senf). Portanto, a area do paralelogramo sera dada por

A=b.h=|u.|lv]].send = [|luxv].
Podemos ainda afirmar que a area do paralelogramo descrita acima, pode ser

calculada como o valor absoluto do determinante

1 1 1
uxv=la; by cf.
a, by ¢

Lembrando que det A = det At, percebe-se que o valor absoluto do determinante acima

corresponde ao dobro da area do triangulo formado pelos vértices A = (a4,a,),B =
(b1, by)e C = (cq,C3).

Segundo (LEON, 2013, p.97), “[...] Em particular, o produto vetorial pode ser utilizado
para definir uma direcdo binormal, que Newton utilizou para derivar as leis de
movimento para uma particula no espago 3D.”, que foi tornado como algo de mais

facil acesso, exatamente pela utilizacdo dos determinantes para calcular tais vetores.
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4. CONSIDERACOES FINAIS

Estudar a matematica de uma forma mais ampla, considerando ndo s6 as suas
técnicas, mas também, descobrir os “porqués”, indo o mais profundo possivel no
fundamento daquele conteudo, nos faz repensar sobre 0 modo como transmitimos a
matematica, quer seja numa sala de aula ou simplesmente numa conversa informal.
Neste trabalho apresentamos o estudo dos determinantes, numa perspectiva de
contextualizacdo historica e pratica, visando possibilitar a docentes, discentes e

curiosos da matematica uma abordagem intuitiva deste contetdo.

O trabalho, foi constituido por uma pesquisa bibliografica e teve seu primeiro desafio
na busca da historicidade sobre o conteudo. Tracado um perfil cronoldgico dos
estudos de outros conteudos relacionados diretamente com os determinantes,
principalmente o estudo das matrizes e dos sistemas lineares, percebemos a origem
de toda uma discussdo sobre os determinantes, que iniciou-se em alguns séculos
a.C., e depois de muito tempo, quase 2000 anos foi retomado até chegarmos ao que

temos hoje.

Verificamos que a ordem: matrizes, determinantes e sistemas lineares, nao traduz a
cronologia histérica da construcdo desses conteudos, apesar de ser muito utilizada
em livros e escolas. De fato, os sistemas lineares ndo surgiram por causa das matrizes
e determinantes, pelo contrério, sistemas lineares € a origem destes outros conteudos.
A partir deste contexto histérico, apresentamos, a priori, a definicdo e algumas
propriedades dos sistemas lineares, com a ideia de que o sistema linear é originario
de um problema matematico, e que para resolver tal sistema, podemos nos apropriar
das matrizes e suas operacdes, escalonando o sistema linear, dando origem a

definicdo dos determinantes.

Em geral associamos os determinantes a uma matriz, dessa forma, logo apés a
definicdo de sistemas lineares, apresentamos a definicAo de matrizes, apesar do
conceito dessa estrutura vir de um momento historico posterior ao dos determinantes.
Apds termos apresentado os sistemas lineares e matrizes, abordamos o contetdo de
determinantes a partir do escalonamento de um sistema linear. Chegamos, através

de matrizes de ordem n<3, a definicdo de que o determinante é dado pelo coeficiente
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da incégnita da ultima equacao do sistema linear apos o sistema ter sido escalonado
(e ndo, simplesmente, que o determinante € um nimero real calculado por operacdes

dos elementos de uma matriz).

A generalizacdo do conceito de determinantes, através de permutagdo nos traz a
possibilidade de formalizar o calculo dos determinantes para matrizes de ordem n,

apesar de ndao ser um metodo tao pratico para a resolucao.

Apresentamos algumas aplicacfes dos determinantes, as quais refletem diretamente,
a importancia de tal contetdo. Tais aplicacdes vao de outro método de resolucéo de
um sistema linear a aplicacbes em problemas que envolvem movimentos de um corpo
no espaco. Era imediato que numa perspectiva contextualizada, a primeira aplicacédo
apresentada fosse o método de resolucdo de um sistema linear, conhecido como
Regra de Cramer, o qual facilita encontrar a solucéo de sistemas lineares de ordem 2
e 3. A matriz inversa e a sua relacdo imediata com o determinante, também foi
apresentada, ndo s pela condicdo de existéncia da mesma, mas também como
alternativa para encontrad-la. Continuamos com outras aplicacdes diretas de
determinantes na geometria analitica, como, a condicdo de alinhamento de trés
pontos, que resulta na equacao da reta por trés pontos e no célculo da area de um
triangulo dadas as coordenadas dos vértices. Além disso, apresentamos como
encontrar um vetor que seja ortogonal a dois vetores linearmente independentes, o
produto vetorial de dois vetores. Esse Ultimo, um recurso utilizado na mecéanica
newtoniana que procura mostrar 0 comportamento de corpos num espago

tridimensional.

Por fim, concluimos que ao estudar e abordar o contetdo de determinantes por uma
nova perspectiva, nos fez perceber o quanto nos, professores de matematica,
precisamos continuar num processo de busca pelo conhecimento e 0 entendimento
dessa ciéncia tdo vasta, observando o entrelacamento dos conteudos que, muitas
vezes, sdo transmitidos de forma desconexa, o seu contexto histérico e as
possibilidades de aplicagbes dos mesmos. Acreditamos que essa mudanca de
perspectiva ndo deve ocorrer somente nos contetudos discutidos neste trabalho, mas

deve ser adotada também em outros contetdos da matemética da Educacgéo Basica
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de tal forma, que esses possam fazer sentido para os proprios docentes, e
principalmente, para os discentes.

Sabemos que as aplicacbes aqui expostas ndo sdo a totalidade do que os
determinantes oferecem, por isso pretendemos continuar pesquisando sobre o
conteudo, sempre visando uma melhor compreensao dos conteddos estudados nessa
ciéncia. Esperamos que este trabalho possa contribuir com outros estudiosos da

matematica, do mesmo modo que contribuiu na nossa visao de docéncia.
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