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Resumo

Estudamos o conceito de densidade em R, em espagos métricos, em espacos topo-

logicos e apresentamos uma sugestao de como abordé-lo no ensino basico.
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Abstract

We studied the concept of density in R, in metric spaces, in topological spaces and

present a suggestion of how to approach it in basic education .

Keywords: Real Numbers, Metric Spaces, Density.
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1 Introducao

A palavra densidade aparece em diversos contextos diferentes, na fisica, na quimica,

na geografia, na musica, entre outros. Vejamos alguns exemplos:

1. Densidade demografica, também conhecida como densidade populacional ou po-
pulagao relativa é um indicador dado através da relacao entre a populacao e
a superficie do territério, normalmente relativa a seres humanos. A densidade
demografica indica a média de quantos habitantes existem por cada quilometro
quadrado, sendo calculada pela formula:

onde n é o numero de habitantes de uma determinada regiao e A a area da

superficie dessa regiao em km?.

2. Uma substancia pura tem a propriedade fundamental de apresentar massa dire-
tamente proporcional ao respectivo volume, ao fixar a temperatura e a pressao.
Sejam mq, ma, ..., m, as massas de porcoes de substancias puras em uma mesma
temperatura e submetida a mesma pressao. Sendo Vi, V5, ..., V,, 0s respectivos
volumes, podemos verificar que:

mq . mo . . my .
A constante p é definida como sendo a Densidade Absoluta, também conhecida
como Massa especifica. A densidade absoluta, do ferro, pup. = 7,8g/cm3, isto
¢, um recipente com capacidade de lem?, comporta até 7,8¢ de ferro. Outro
exemplo, ¢ o da 4gua, que tem densidade absoluta igual a pm,o = 1g/cm?, isto
é, existe uma paridade entre o nimero que mede a massa dessa substancia em

gramas e o nimero que mede seu volume em centimetros ctbicos.

3. Antes de definirmos a densidade de um corpo, vamos entender a definicao de
corpo. Corpo é tudo aquilo que ocupa um lugar no espaco, isto é, tem volume
externo e possui massa. Dessa forma faz sentido estabelecer uma comparagao

entre essas duas grandezas, através da razao




e chamamos essa razao d de densidade do corpo.

Agora nos vem a seguinte pergunta: sera possivel um corpo de ferro (dg. = 7, 89),
ser menos denso que a agua (dg,o = 1g/cm?)? A resposta ¢ sim. Para isso, esse
corpo deveré ser provido de descontinuidade internas (regides ocas), de modo que
sua massa total seja medida por um niimero, em gramas, menor que aquele que
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mede, em ¢m?, o volume delimitado por sua superficie externa.

Podemos perceber que mesmo em contextos diferentes, a densidade determina a
quantidade de algo em um espago delimitado, e por se tratar de uma grandeza, a den-
sidade pode variar, por exemplo, a densidade demografica de duas regioes diferentes.
Buscando compreender o conceito de densidade no conjunto dos niimeros reais e uma
maneira de aborda-lo no ensino bésico, fizemos o estudo de alguns tépicos do conjunto
dos ntmeros reais para compreendermos em que sentido o conjunto dos niimeros raci-
onais e o conjunto dos niimeros irracionais sao ambos densos no conjunto dos niimeros
reais.

Além disso, definimos espagos métricos e apresentamos alguns exemplos e propo-
sicoes a fim de chegarmos a definicao de densidade em Espagos Métricos e Espagos
Topologicos. Depois de alcancar uma visao mais ampla do conceito de densidade,
apresentamos uma sugestao de como aborda-lo no Ensino Basico.

Mais especificamente, nesta dissertagao de mestrado, temos o objetivo de compre-
ender a propriedade que alguns subconjuntos possuem de serem densos, e para isso,
no capitulo 2 que segue, abordaremos alguns topicos basicos sobre niimeros reais, de-
finiremos densidade no conjunto dos niimeros reais, e provaremos que o conjunto dos
nimeros racionais e o conjunto dos niimeros irracionais sao densos no conjunto dos
nimeros reais.

No capitulo 3, serao definidos Espagos Métricos, Conjuntos Abertos, Conjuntos
Fechados e de forma mais geral, definiremos densidade em Espagos Métricos e em
Espagos Topologicos.

Portanto, em consonéncia com a proposta do PROFMAT, este trabalho visa con-
tribuir para uma qualificacao ampla do ensino de matemaética na escola béasica, indo
desde um aprimoramento no processo de formacao continuada de professores até mu-
dancas efetivas da pratica em sala de aula. Esta dissertacao sugere no capitulo 4, uma
maneira de abordar o conceito de densidade dos conjuntos dos niimeros racionais e
dos numeros irracionais no conjunto dos numeros reais, no ensino basico, buscando
um aprendizado mais significativo e inserido de forma consistente em uma educacao

universal de qualidade.



2 Subconjuntos Densos no Conjunto

dos Niumeros Reais

O objetivo deste capitulo é estudar as defini¢oes e resultados necesséarios para pro-
varmos que dado um nimero real a qualquer, podemos encontrar um ntmero racional
r e um numero irracional s, tao préoximos de a quanto queiramos.

A revisdo bibliografica deste capitulo foi feita baseada em [1].

2.1 Conjuntos finitos, infinitos e enumeraveis

Na busca de caracterizar o conjunto N = {1,2,3,...,n,...}, Giussepe Peano (1858
- 1932) enuncia trés fatos basicos que a partir dos quais podemos elaborar toda a teoria
desse conjunto, conhecido como conjunto dos niimeros naturais.

Axiomas de Peano:

1. Existe uma fungao injetiva s : N — N. A imagem s(n) de cada numero natural

n € N chama-se o sucessor de n.
2. Existe um tnico ntmero natural 1 € N tal que 1 # s(n) para todo n € N.

3. Se um conjunto X C N é tal que 1 € X e s(X) C X entdo X =N.

Principio da Boa Ordenacgao: Todo subconjunto nao vazio A C N possui um

menor elemento, isto é, um elemento ng € A tal que ng < n para todo n € N.

Demonstracao. Para provarmos essa afirmacao, para cada n € N, definiremos por I,, o
conjunto dos nimeros naturais menores ou iguais a n, isto é, I, = {1,2,...,n}.

Se 1 € A entao 1 serd o menor elemento de A, pois pelo Axioma 2 de Peano, o niimero
1 nao ¢é sucessor de nenhum outro nimero natural, consequentemente, ele ¢ o menor
namero natural. Porém, se 1 ¢ A, entao consideremos o conjunto X = {n € N;I,, C
N — A} de todos os numeros naturais n tais que [, C N — A. Mas como estamos
supondo que 1 ¢ A, podemos concluir que 1 € X e como A nao é vazio, temos que
X # N. Dessa forma, pelo Axioma 3, deve existir algum ny € X tal que 1 +ny ¢ X,

isto significa que todos os elementos de A sao maiores que ng. Além disso, ng € A e

9



Conjuntos finitos, infinitos e enumeraveis 10

no+1 € A. Como nao ha nimeros naturais entre ng e 1+ng, concluimos que 1+ng € A

e ¢ o menor elemento de A. O

Definigao 2.1. Um conjunto X € finito se € vazio ou se, para algum n € N, existe
uma bijecao f: I, — X, onde I, = {1, ...,n}. No caso em que X nao é vazio, dizemos

que X tem a cardinalidade n, isto é, cardX = n.
Definicao 2.2. Se um conjunto X nao € finito, dizemos que X € infinito.
Exemplo 2.1. O conjunto X = {4,5,...,k + 3} é finito para qualquer k € N, k > 1.

Com efeito, a funcao f : Iy — X, definida por f(n) = n + 3, é injetora. Dados
ni,ne € I,, comny < ng, para f(ny) = f(ng) tem-se que f(ny) =ni+3e f(ny) = na+3,
assim nq, + 3 = ny + 3 e portanto, n; = ny. A funcao f é sobrejetora, pois para todo

n € X existe n’ =n —3 € I, tal que f(n') = n. Portanto, f é bijetora.
Exemplo 2.2. O conjunto N dos ntimeros naturais ¢ infinito.

De fato, sejam dados n € N e uma funcao f : I, — N quaisquer. Pondo s =
f(1)+ -+ f(n), e observando que s € N pois ¢ a soma finita de nimeros naturais,
obtermos que s > f(z), para todo x € I,. Portanto, s ¢ f(I,) e consequentemente

nenhuma funcao f : I, — N é sobrejetiva. Logo N é um conjunto infinito.

Teorema 2.1. Se X € um conjunto finito, entao todo subconjunto de X também é
finito.

Demonstrag¢ao. Vamos provar incialmente o caso particular em que tiramos exatamente
um elemento de um conjunto finito X, o novo conjunto continua finito. Isto é, se X
é finito e a € X entdo X — {a} é finito. Como por hipdtese X é finito, existe uma
bijecao f : I, — X, e supondo f(n) = a. Sen =1 entdo X — {a} = @ ¢é finito. Se
n > 1, a restrigdo de f a I,,_; € uma bijegao sobre X — {a}, logo X — a é finito e tem
n — 1 elementos. Desta forma, fica provado o caso particular.

Para provarmos o caso geral, usaremos indug¢ao matematica sobre o niimero n, que
¢ o numero de elementos de X.
Se X = @ o tnico subconjunto que X admite é o proprio vazio, que por defini¢ao é
finito.
Se X = {1}, os subconjuntos que X admite sdo o vazio e ele proprio, ambos finitos.
Supondo o teorema verdadeiro para conjuntos com n elementos, seja X um conjunto
com n+ 1 elementos e Y um subconjunto de X. Se X =Y, nada ha que provar pois X
é por hipotese finito. Caso contrario, existird a € X com a ¢ Y. Entao, na realidade,

Y € X —{a} tem n elementos, segue que Y ¢é finito pela hipotese de indugao. O

Definicao 2.3. Um conjunto X C N diz-se limitado quando € vazio ou existe p € N

tal que x < p, para todo x € X.
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Corolario 2.1. Um subconjunto X C N € finito se, e somente se, é limitado.

Demonstragao. Se X é vazio, entao por defini¢ao X é limitado. Seja X = {xy,...,2,} C
N finito, pondo p = z1 + - - - + x,, como a adi¢ao de niimeros naturais é um nimero
natural, temos que para qualquer z € X é verdade que x < p, logo X ¢é limitado.
Reciprocamente, se X C N ¢ limitado entao X C I, para algum p € N, como I, ¢ um

conjunto finito, segue do Teorema 2.1 que X é finito. m

Teorema 2.2. Se X € um conjunto infinito, entdo existe uma aplicacao injetiva
f:N—= X.

Demonstracao. Queremos mostrar que existe uma funcao f : N — X onde X ¢é infinito,
que é injetiva. Por hipotese temos que X é infinito, entao por definicao temos que X
nao € vagio, assim para algum subconjunto nao vazio A C X, tomemos x; € A e
definamos que f(1) = z7. Defininamos também que f(2) = x5, para algum z, € As,
sendo que A; = X — {f(1)}, e da mesma forma definamos agora que f(3) = x3, para
algum e z3 € Az, sendo que A3 = X — {f(1), f(2)}. Sejan € N e supondo definidos
f(1), f(2),..., f(n—1), escreveremos A, = X —{f(1), f(2),..., f(n—1)}. Como X &
infinito, mesmo tirando n—1 elementos, A,, nao sera vazio. E para completar a defini¢ao
da fungao f, basta assumir que f(n) = z, e x,, € A,, com n € N. Vamos mostrar agora
que a funcao definida dessa forma é injetiva. Sejam m,n € N, e digamos que m < n.
Entéo f(m) € {f(1), f(2),..., f(n=1)} e f(n) € X ={f(1), f(2),..., f(n—1)}. Logo
f(m) # f(n), e portanto f é injetiva. O

Definicao 2.4. Um conjunto X diz-se enumerdvel quando € finito ou quando existe
uma bijecao f : N — X. Neste caso, f chama-se uma enumeracio dos elementos
de X. Escrevendo f(1) = x, f(2) = 2, ..., f(n) = z,, ... tem-se entao X =

{1‘1,1‘2,...,1‘”,...} .

O Teorema 2.2, acima demonstrado, nos permite concluir que todo conjunto infi-
nito contém um subconjunto infinito que é enumeravel, isto significa que os conjuntos
enumeraveis representam um tipo de conjunto infinito “menor” do que os conjuntos

infinitos nao enumeraveis.

Exemplo 2.3. N é enumerével. De fato, N é enumeravel, basta considerar a bijecao
f N — N, definida por f(n) = n.

Teorema 2.3. Todo subconjunto X C N é enumerdvel.

Demonstragcao. Se X é finito, por definicao, X é enumeravel e nada ha a ser demons-
trado. Se for infinito, como por hipétese X C N, pelo Principio da Boa Ordenacao,
temos que X possui um menor elemento, seja x; tal elemento. Seja x5 também pelo
Principio da Boa Ordenagao o menor elemento de Ay = X — {z;}. Supondo agora

definidos 1 < x93 < -+ < x,_1, escrevemos A, = X — {x1,29,...,2,_1}. O conjunto
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A,, é nao vazio, pois X é infinto e estamos tirando uma quantidade finita n — 1 do con-

junto X. Como A, C N, A, também possui um menor elemento, definimos x,, como

o menor elemento de A,. Entdo X = {xy,29,...,2,,...}. Com efeito, se existisse
algum elemento x € X com = # x,, Vn € N, entao x seria um nimero natural maior
do que todos os elementos do conjunto infinito {z1, zs,...,x,,...} C N, contrariando
o Corolario 2.1. O]

Corolario 2.2. Seja f: X — Y injetiva. Se'Y € enumerdvel entao X também é.

Demonstracao. Consideremos a fungao bijetora g : Y — N, pois por hipdtese Y é
enumeravel. Entdao go f : X — (go f)(X) C N & uma bijegdo. Pelo Teorema
2.3, (g o f)(X) é enumeravel, ou seja, existe uma bijecao h : (g o f)(X) — N. Dai
ho(go f): X — N é bijecao e assim X é enumeréavel. O

Corolario 2.3. Seja f : X — Y sobrejetiva. Se X é enumerdvel entao Y também é.

Demonstracao. Consideremos y € Y. Como a fungao f é sobrejetiva existe pelo menos
um z € X tal que f(x) =y. Vamos escolher exatamente um = € X tal que f(x) = y.
Isto define uma aplicagdo g : Y — X, pondo ¢g(y) = = tal que f(g(y)) = y, para todo
y € Y. Construida desta forma a funcao ¢ é injetiva. Logo pelo Corolario 2.2, Y é

enumeravel. O
Exemplo 2.4. O conjunto N x N é enumerével.

Para demonstramos que N x N é enumeravel, definamos a funcao p : N x N — N
onde p(m,n) = 5™ - 7". Se provarmos que tal funcdo é injetora e sabendo que N é
enumeravel, teremos pelo Corolério 2.2 que N x N é enumeréavel.

Prova da injetividade da funcao p.

Sejam dados (m,n), (m’,n’) € N x N quaisquer. Temos que:

p(m,n) = p(m',n') = 5" . 7" =5 .7,

Sem#m oun#n ebm 7" =z =5 7" isto quer dizer, que o ntmero x € N
apresenta duas maneiras distintas de ser decomposto em fatores primos, o que é um

absurdo, pois contraria o Teorema Fundamental da Aritmética. Portanto

p(m,n) =p(m',n') = m=m'

e assim p € injetiva.
Exemplo 2.5. Dados m,n € N, [, x I,, ¢ enumerével.

De fato, I,, = {1,2,...,m} tem m elementos e I, = {1,2,...,n} tem n elementos.
Pelo Principio Fundamental da Contagem, (para maiores informagoes consultar [2]),

o conjunto I, x I,, tem mn elementos, ou seja, é finito. Sendo finito, por definicao,

I, x I, é enumerével.
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Corolario 2.4. O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis € um conjunto

enumerdvel.

Demonstracao. Sejam X e Y dois conjuntos enumeraveis. Consideremos os seguintes

CasS0os:

i)

ii)

iii)

Sejam X e Y ambos infinitos e enumeraveis, entao existem fungoes bijetivas f :
X - Neg:Y — N. Defininamos agora a fungao h : X x Y — N x N dada
por h(z,y) = (f(x),9(y)), a injetividade de h é garantida pela injetividade das
fungoes f e g.

Como NxN ¢é enumeravel, pelo exemplo 2.4, segue que X XY também é enumeravel

pelo Corolario 2.2.

Sejam X e Y ambos finitos. Portanto existem funcoes bijetoras f : I, — X e
g: I,, —» Y. Podemos definir h : I, - I, - X -Y onde (r,s) = (f(r),g(s)).
Temos que h é sobrejetora. De fato, dado (z,y) € X Y qualquer, temos z € X e
y € Y. Como f e g sao sobrejetoras, existem 1 € I, e s1 € I, tais que f(r;) =z e
g(s1) =y. Assim h(ry,s1) = (f(r1),9(s1)) = (z,y). Portanto h : T,, x I, - X xY
é sobrejetora com [,,, X I,, enumeravel, pelo exemplo 2.5, o que implica que X x Y

é enumeravel.

Suponhamos X e Y sao enumeréveis com X finito e Y ¢é infinito. Por definicao,
existem bijegoes f : [, — X, para algum k € N, e g : N — Y. Seja

h:NxN-—=- X xY

(f(x),g(n)), se x<k

”””ﬁmmm:{<ﬂmmmxaem>k‘

Seja (z,y) € X x Y, qualquer. Se z = f(1), como g ¢é sobrejetora, existe n € N
tal que g(n) = y e dai existe (1,n) € N tal que h(1,n) = (f(1),9(n)) = (z,y).
Se x # f(1), como [ é sobrejetora, existe m < k tal que f(m) = x. Como g é
sobrejetora, existe n € N tal que g(n) = y. Dai h(m,n) = (x,y). Portanto h é
sobrejetora. Segue do Corolério 2.3 e do Exemplo 2.4 que X X Y é enumeravel.

Caso analogo se X infinito e Y é finito.

Teorema 2.4. A unido de dois conjuntos enumerdveis € um conjunto enumerdvel.

Demonstracao. Sejam A e B dois conjuntos enumeréveis. Podemos considerar duas

possibilidades:

(i) se ANB = @;
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Consideremos duas fungoes f : A — Ne g : B — N injetoras, tais fung¢oes existem
pois A e B sao, por hipotese enumeréveis. Definimos também duas outras funcoes
fp i N=>N,eg :N—=N; tais que f,(n) =2n e gi(n) = 2n+ 1, onde N, ¢ o
conjunto dos nimeros naturais pares e N; é o conjunto dos ntmeros naturais

impares. Provemos que ambas sao injetoras.

Se fp(n) = fp(m) < 2n =2m & n =m.
Se gi(n) =g;(m) = 2n+1=2m+ 1< 2n=2m < n=m.
Portanto f, e g; sao injetoras.

Assim existem funcgoes injetoras b’ = f,o f e b’ =g; 0 g.

Por fim definimos uma funcdo i : (AU B) — N onde

W) = B (zx), se xEA7
h'(x), se ze€B

a qual é injetora. Como N, UN,; = N é enumeravel, entao pelo Corolario 2.2,

AU B também é enumeravel.

(ii) seAN B # o
Seja C' = A— B C A e portanto enumerével. Temos que AU B = C'U B e temos

definidos dessa forma os conjuntos C' e B que sao disjuntos e enumeraveis. Pelo

que provamos em (7) entdo AU B também é enumeravel.
[
Exemplo 2.6. Temos N = {1,2,3,...}, logo Z = [NU(Z* )|U{0} e Z* = NU(Z* ), sendo

Z* = {—n;n € N} sao enumeréveis pelo Teorema 2.4. Assim Z* x Z* é enumeravel,

pelo Corolério 2.4.

Exemplo 2.7. O conjunto Q = {%;m € Z e n € Z*} dos nlimeros racionais ¢ enume-
ravel.

Vamos definir a funcao f : Z x Z* — Q pondo f(m,n) = . Seja x € Q um elemento
qualquer, entdo x = ™ com m € Z e n € Z*, assim f(m,n) = ™. Portanto a fungao f

é sobrejetora e pelo Corolario 2.3, o conjunto Q é enumeravel.

Teorema 2.5. Dada uma sequéncia decrescente Iy D 1o D --- D I, D ... de intervalos
limitados e fechados I, = [a,,b,], eziste pelo menos um nimero real ¢ tal que ¢ € I,

para todo n € N.

Demonstragao. Da sequéncia Iy D I D --- D I, D ... podemos concluir que I,, D
1,1, o que significa que a1 < as < ---<a, <--- <b, <--- < by <b;. O conjunto
A=A{ay,aq,...,a,,...} élimitado superiormente por qualquer elemento da sequéncia
{b,}. Consideremos ¢ = supA. Da defini¢ao de supremo temos que a,, < ¢ para todo
n € N. Além disso temos que b, é cota superior do conjunto A, dessa forma ¢ < b,
para todo x € N. Portanto a,, < c¢<b, e c € [ay,b,] = I,,, Vn € N. O



Conjuntos finitos, infinitos e enumeraveis 15

Lema 2.1. Dados um intervalo fechado nao degenerado I = la,bl], isto é, quando
a < b, e um nimero real xg, existe um intervalo fechado nao degenerado J = [c,d] tal
quexg ¢ Jed CI.

Demonstra¢ao. Tomemos o intervalo I = [a,b] com a < b, pelo fato de I ser um

intervalo nao degenerado. Se xg ¢ I, basta considerar o intervalo J = I, e o Lema fica

a+b
2

a2 Em qualquer dos casos, obtemos J = [c, d] tal que xg ¢ J

provado. Se z¢ € I entao a < xg. Caso xy = a, tomemos ¢ = ed=>5. Caso a < xg,
tomemos ¢c =a e d =

e J C I. Como queriamos demonstrar. O
Teorema 2.6. O conjunto R dos nimeros reais nao € enumerdvel.

Demonstracao. Seja {1, xs, ..., Ty, ...} C R um subconjunto enumeravel qualquer. O
Teorema 2.2 nos garante que existe pelo menos um subconjunto enumeravel X =
{z1,...,2,,...} de R. Seja I; um intervalo fechado e nao degenerado, tal que z; ¢
I;. Pelo Lema 2.1, existe um intervalo nao degenerado I tal que x5 ¢ Iy e I C
I;. Suponha, por indugao matematica sobre n, obtidos os intervalos fechados e nao
degenerados Iy 2 Iy O -+ D I, com z; ¢ I; (1 < i < n). Usando novamente o
Lema 2.1, podemos obter I,,.; C I, com x,1 ¢ I,11. Isso nos fornece uma sequéncia
decrescente Iy D I, O --- D [, O ... de intervalos fechados e nao degenerados com a
propriedade de x,, ¢ I, para todo n € N.

Pelo Teorema 2.5, existe um nimero real = que pertence a todos os I,,. Como x,, ¢ I,
segue que r # x, para todo e qualquer n € N. Logo R # X, pois R & X. Portanto o

conjunto R dos ntimeros reais nao é enumeravel. O]

No Exemplo 2.7, verificamos que o conjunto Q dos niimeros racionais é enumeravel
e provamos no Teorema 2.6 que o conjunto dos niimeros reais nao ¢ enumeravel. Isso

nos leva a concluir que existem numeros reais que nao sao racionais.
Definicao 2.5. Um nimero real chama-se irracional quando nao € racional.
Corolario 2.5. Todo intervalo nao degenerado € nao-enumerdvel.

Demonstragcao. Com efeito, todo intervalo nao degenerado contém um intervalo aberto
(a,b). Existe uma funcdo f : (0,1) — (a,b), definida por f(z) = (b — a)x + a. Vamos
mostrar que a funcao f é bijetora.

Mostraremos primeiramente que a funcao f é injetora.

Sejam f(z), f(y) € (a,b) e f(x) # f(y), isso implica (b —a)x +a # (b —a)y + a, entdo
x # y, pela lei do corte e tendo observado que a < b.

Para mostrarmos que f ¢ sobrejetora, tomamos z = ¥=2, para y € (a,b) qualquer, e
assim f(z) =y. Logo f é sobrejetora. Portanto f é bijetora.

Vamos mostrar agora que o intervalo (0, 1) é ndo enumeravel.

Ora, a funcdo ¢ : (0,1) — R, dada por p(z) = cotg(mx) é uma bijegdo cuja inversa
¢ U :R — (0,1), definida por U(y) = arc cotg(my), pois ¢(U(y)) =y e U(p(z)) = x
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para quaisquer y € R e z € (0,1).
Dessa forma podemos concluir, pelo Corolario 2.3 e pelo Teorema 2.6 que o intervalo

(a,b) & ndo enumeravel. O

2.2 Os conjuntos R e R — Q sao Densos no Conjunto

dos Ntmeros Reais

Lema 2.2. Seja J,, = [, 2] um intervalo real com m € Z. Entao U I € uma
me

cobertura do conjunto dos niumeros reais.

Demonstracao. Para demonstrarmos que U .J,, é uma cobertura do conjunto dos
mEZ

nimeros reais, precisamos mostrar que U _.J,, = R. Tomemos um intervalo [%, mT“]
meZ
com m,n € Z e n fixo. Pela defini¢ao de intervalo temos que [2, ™H] C R.

Tomemos agora a € R qualquer. Consideremos o ntimero n-a € R onde n € Z, ¢ fixo.
Como Z nao é limitado inferiormente em R, considere my o maior nimero inteiro tal
que my < na. Como my é o maior com essa propriedade, entao n - a < my + 1. Logo
mo <n-a<mg+ 1, ou seja, % <a< mOT“eassimaeJmO.

O

Teorema 2.7. Todo intervalo J = [a,b] com a < b, contém nimeros racionais e

1rracionals.

Demonstracao. O intervalo .J contém ntmeros irracionais. Para provarmos isso, vamos
supor por absurdo que J contém somente nimeros racionais, entao J C Q é um
conjunto enumeravel, o que contraria o Corolario 2.5. Portanto o intervalo J contém
nimeros irracionais. Para provarmos que J contém ntmeros racionais, tomamos um
intervalo [¢,d] C J, com ¢ < d irracionais. O conjunto dos numeros naturais nao ¢é

limitado no conjunto dos niimeros reais, por isso, existe n € N tal que % < d—c. Pelo

Lema 2.2 os intervalos J,, = [, "] cobrem R. Portanto existe m € Z tal que ¢ € J,,.
Como c ¢ irracional, temos ™ < ¢ < mTH Sendo o comprimento, %, do intervalo J,,

m—+1 l m+1
n

< d. Logo o ntmero racional =

menor que d — ¢, segue-se que pertence ao

intervalo [c, d] e, portanto, ao intervalo J.
[

Corolario 2.6. Sejaa € R qualquer. Para todo € > 0 real, existemb € Q ec € (R—Q)
tais que b, c € (a,a + €).

Demonstracao. Temos pelo Teorema 2.7 que todo intervalo fechado e nao degenerado
J = [a;b] contém ntumeros racionais e irracionais. Temos, pelo Teorema 2.7, que todo
intervalo fechado e nao-degenerado J contém ntimeros racionais e irracionais. Tomando
J=la+%,a+ 5] C (a,a+¢), existe pelo Teorema 2.7, um niimero racional e irracional

em J e portanto em (a, a+¢). Portanto, segue a conclusao do Teorema, ou seja, existem
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beQece (R-—Q) comb,c € (a,a+¢€). Observe ainda que, variando n € N em
J=la+ 50+ n%rl] C (a,a + €) podemos concluir que existem infinitos nimeros

racionais e infinitos niimeros irracionais em (a, a + ¢). O

O Teorema 2.7 e seu corolario afirmam o que costumamos chamar de densidade de
Qem R e R—Q também em R, ou seja, dado qualquer niimero real, existem niimeros

racionais e irracionais suficientemente proximos dele.



3 O Conceito de Densidade em

Espacos Métricos e Topolbgicos

Neste capitulo, nosso objetivo é estudar a topologia métrica para podermos definir
o conceito de densidade em espagos métricos em geral. Comegaremos trabalhando com
métricas, conjunto limitado, conjuntos abertos e conjuntos fechados. Na secao 3.7,
definiremos espacos topoldgicos.

A elaboragao desse capitulo foi baseada em |[3].

3.1 Definicoes e exemplos de espacos métricos

Definicao 3.1. Uma métrica num conjunto M, com M # &, é uma funcao d : M X
M — R, que associa a cada par ordenado de elementos x,y € M um nimero real
d(x,y), chamado a disténcia de x a y, de modo que sejam satisfeitas as sequintes

condigoes para quaisquer x,y,z € M:
dl) d(z,x) = 0;

d2) Se z # y entao d(x,y) > 0;

d3) d(z,y) = d(y, z);

d4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Exemplo 3.1. Seja d: M x M — R uma funcao tal que:

dlz,y) =0z =y (3.1)

d(z,z) < d(z,y) +d(z,y),Vz,y,z € M. (3.2)

Provaremos que d é uma métrica.
Para provarmos que tal fungao é uma métrica, precisamos mostrar que ambas as
condigoes (3.1) e (3.2) da fungao d do Exemplo 3.1 implicam nas quatro condigoes que

fazem que uma funcao seja uma métrica, conforme a Definicao 3.1.

18
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dl) Da condigao (3.1), temos que se x =y, entao d(z,x) = 0;

d2) Sejam z,y € M com x # y.Se na desigualdade de (3.2) assumirmos que z = x
teremos que: d(z,z) < d(z,y) + d(x,y) = 2.d(x,y). De dl) como ja provado,
temos que d(x,z) = 0. Logo, 2.d(z,y) > 0, ou seja, d(x,y) > 0. Suponhamos que
d(z,y) = 0. Dai, pela Defini¢ao 3.1, teriamos que x = y o que ¢ uma contradi¢ao.
Portanto, d(z,y) > 0 se x # y.

d3) Novamente, assumindo (3.2), se y = = temos que d(z,z2) < d(z,z) + d(z,z), ou
d(z,z) < d(z,x), para todo x,z € M. Por outro lado, trocando z por z e z por x

temos que d(z,z) < d(z,z). Assim d(z,x) = d(x, z) para todo x,z € M.

d4) Usando (d3) na segunda parcela da soma em (3.2), temos que: d(x, z) < d(z,y) +
d(z,y) = d(z,y) +d(y, 2).

Dessa forma, mostramos que podemos sintetizar as propriedade d1) a d4) em apenas
duas. Isto é, quando queremos provar que uma dada funcao é uma métrica, basta
verificar as propriedades do Exemplo 3.1. E natural esperar que nem todas as funcoes

sejam exemplos de métricas, vejamos um exemplo.

Exemplo 3.2. Mostremos que d : M x M — R definida por f(z,y) = (x — y)?, nio é
uma métrica.

Para mostramos que d nao é uma métrica, usaremos o Exemplo 3.1.

a) Se f(z,y) =0 entao (z — y)* = 0. Portanto = = y.
Reciprocamente, se r = y entao f(z,z) = (r — z)*> = 0> = 0. Portanto ¢é satisfeita

a Condicao 3.1.

b) Temos que:
f(1,5)=(1-5)>=(-4)2=16
J(1,3) = (1-3)*=(-2)* =4
F(5,3)=(5-32=22=14
Aplicando a propriedade d(zx, z) < d(z,x) + d(z,x), teremos que: 16 < 8. Apesar

de f satisfazer a Condicao (3.1), ela ndo é uma métrica, pois nao satisfaz (3.2).

Proposicao 3.1. Sed: M x M — R ¢ uma métrica, entao para quaisquer x,y,z,w €
M tem-se | d(x,y) — d(z,w) |< d(z,2) + d(y, w).

Demonstracao. Seja z,y,z,w € M, temos que d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) < d(z,2) +
d(z,w) + d(w,y), aplicando d4) duas vezes. Como d(w,y) = d(y,w) e subtraindo

d(z,w) de ambos os lados da desigualdade, obtem-se:

d(z,y) —d(z,w) < d(z, z) + d(y, w) (3.3)
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Analogamente, teremos que d(z,w) < d(z,z)+d(z,w) < d(z,z)+ [d(z,y) +d(y, w)]
e assim d(z,w) — d(x,y) < d(zx, z) + d(y, w), que resulta em:

—(d(z,y) — d(z,w)) < d(z,z) + d(y, w) (3.4)

De (3.3) e (3.4) e da propriedade de modulo entéo | d(x,y) — d(z,w) |< d(z,z) +

d(y,w).
]

Definigao 3.2. Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto nao vazio

e d € uma métrica em M. Os elementos de um espago métrico, chamaremos de pontos

de M.

Exemplo 3.3. (A métrica “zero-um”) Seja M um conjunto qualquer, onde seus ele-
mentos podem ser de natureza bastante arbitraria: ntimeros, pontos, vetores, matrizes,

fungoes, conjuntos, etc. Definimos a funcao d : M x M — R, dada por:

d(z, y) 0, se x=y,
x,Y) =
Y 1, se x#uy.

Vamos mostrar que essa fungao satisfaz as condigoes d1) a d4) e por isso ¢ um
exemplo de métrica.

Tomando dois elementos quaisquer x e y de M, diretamente da maneira que a
fungao d foi definida, teremos que d(x,y) = 0 se x = y, isto é, d(x,z) =0 e d(z,y) =1
se x # y, isto &, d(x,y) > 0. Satisfazendo d1) e d2).

Temos ainda para esses dois elementos x e y de M que:
e Se xz =y entdo d(z,y) = 0 = d(y, z);
e Se x # yentdo d(x,y) =1 =d(y,z).

Mostrando assim o carater comutativo da fungao d, satisfazendo d3).

Tomando agora x,y,z € M:

e Sex=y=zentdo d(z,2) =0=0+0=d(z,y) + d(y, 2);

Sex=yex#zentdod(x,z) =1=0+1=d(z,y) +d(y, 2);

Sex#zex=yey#zentdod(z,z) =1=0+1=d(z,y) +d(y, 2);

Sex #y#zentdod(x,z) =1<1+1=d(x,y) +d(y,2).

Assim, temos que para quaisquer x,y, z € M (d4) é valida.
Podemos concluir que a fungao é uma métrica em M e o par (M,d) é um espago
métrico, e como M é um conjunto qualquer, podemos perceber que qualquer conjunto,

nao vazio, pode ser espago métrico se tomada a métrica d.
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Exemplo 3.4. (Subespago: Métrica induzida) Se (M, d), é um espago métrico, todo
subconjunto S C M pode ser considerado um espago métrico, basta considerar a
restricao de d a S x S, ou seja, usar entre os elementos de S a mesma distancia que
eles possuiam como elementos de M. Vejamos:

Se x,y,z € SeS C M entao x,y,z € M. Pelas propriedades da métrica d em M,
segue que:
dl) d(z,z) = 0;

Se x # y entao d(z,y) > 0;

d2)
d3) d(z,y) = d(y, );
)

d4) d(z, z) < d(x,y) + d(y, z). Logo, (S,d) é um espac¢o métrico.

Quando isso é feito, S chama-se subespaco de M e a métrica de S se diz induzida
pela de M. Esta ideia nos permite obter uma grande variedade de exemplos de espagos

métricos, considerando os diversos subconjuntos de um espago métrico dado.

Exemplo 3.5. Podemos definir no conjunto dos ntimeros reais a fun¢ao dada por:

d:RxR—-R
d(I,y) :|$—y’7

sendo | z |=2z,se 2> 0¢ | z |= —2, se 2 < 0 (fungdo modulo).
Usando as propriedades de modulo em R, vamos verificar que essa funcao d é uma

métrica.
dl) d(z,z) =|z—z |=0=0;

d2) Se z > y entao d(x,y) =|z—y |=x —y > 0;
Se y > x entao d(z,y) =|z—y|=y —x > 0;

d3) d(z,y) =z —y |=|y — 2 |= d(y, x);
d4) d(z,z) =z —z|=|lv—y+(y—2) |<|z—y |+ |y —z|=d(z,y) +d(y,2).

Dessa forma a fun¢ao d é uma métrica e o par (R,d) é um dos exemplos mais

importantes de Espacos Métricos.

Definicao 3.3. Seja E um espago vetorial real. Uma norma em E é uma funcao real
| . [|: £ = R, que associa a cada vetor x € E o nimero real x, chamado de norma de

x, de modo a serem cumpridas as condigoes abairo para quaisquer x,y € E e \ escalar:
NI) [z [z0el|lz =0+ z=0;
N2) | Az fl=| A [l = I;

N3) e +y <[z ]+ ly -
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Exemplo 3.6. Vamos mostrar que todo espago vetorial normado (E, || . ||), torna-se
um espago métrico se definirmos a fungao d : E x E — R onde d(z,y) =|| x —y ||. De
fato:

dl) d(z,z) =|| x — 2 ||=|| 0 ||= 0, por N1) acima;

d2) d(z,y) =|| * — y ||> 0 pela definigao de norma;
d(z,y) =[x —y ||=0< 2 —y=0< x =y, novamente por N1).

Portanto, se  # y entdo d(x,y) > 0.
d3) d(z,y) =z —y =] (=D.(v —2) I= =1 |. [y =z |=ll y — 2 [|= d(y, x);

dd) d(z,z) =[| z—z |=| 2 —y+y—2) =l G—y)+y—2) [z =y | + [y —= |=
d(z,y) +d(y, 2), por N3).

Logo d ¢ uma métrica e segue portanto, que todo espago vetorial normado é um
espago métrico, onde || z ||= d(z,0), isto é, a norma de um vetor x é a distancia de z

a origem. A métrica assim definida ¢ dita proveniente da norma || . ||.

Definicao 3.4. Seja E um espago vetorial real. Um produto interno em E € uma
funcgao (,) : E x E — R, que associa a cada par ordenado de vetores x,y € E um
numero real x,y, chamado produto interno de x por y, de modo a serem cumpridas as

condigoes abaixo, para x,z’,y € E e A € R arbitrdrios:
P1) (x+ay) = (z,y) + (o' y);

P2) (Ax,y) = M, y);

P3) (z,y) = (y,z);

Pj) Se x #y entao (z,y) > 0.

Exemplo 3.7. Vamos mostrar que todo espago vetorial com produto interno (E, ()),

¢ um espago métrico. Basta definirmos a norma de um vetor z € E do seguinte modo:
|.|: Ex E— Ronde | x|=+/{(z,x)
Diretamente da defini¢do, temos que || z ||> 0. Além disso,
N1) ||z ||= /(z,2) =0 < (z,2) = 0 < 2 = 0 por P4) da definigo;

N2) || Az [|= v/ {Az, Az) = Az, Az) = /A2, 2) =[ A | /(z,2) =[ A | . || 2 |, para
todo A € Rez € E, e por P2) e P3);

N3) [z +y IP=(z+y,2+y) = {x,2) +2.(z,9) + (yy) = = |I* +2(z. )+ [y [I*, e
pela desigualdade de Cauchy-Schwarz | (x,y) |<|| z || . || v || teremos que:
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le+y P<lzl?+2 0= My I+ 1Ty 7=z T+ [Ty ])?

Portanto, ||z +y [|[<||z || + | v ||

O produto interno, a norma e a métrica sao funcoes. Dos Exemplos 3.6 e 3.7
podemos concluir que, a partir de todo espago vetorial com produto interno podemos

obter uma norma, e da norma, uma métrica.

3.2 Bolas e esferas

Definicao 3.5. Dado um ponto a de um espaco métrico M e um nimero real r > 0,
definimos bola aberta de centro a e raio r como sendo o conjunto B(a,r) dos pontos de
M cuja distancia ao ponto a € menor do que r. Ou seja, B(a,r) = {x € M;d(x,a) <

T}

Definicao 3.6. Dado um ponto a de um espago métrico M e um nimero real r > 0,
definimos bola fechada de centro a e raio r como sendo o conjunto Bla,r] dos pontos de
M cuja distancia ao ponto a é menor ou igual ar. Ou seja, Bla,r] = {x € M;d(x,a) <

r}.

Definicao 3.7. Dado um ponto a de um espagco métrico M e um nimero real r > 0,
definimos esfera de centro a e raio r como sendo o conjunto S(a,r) dos pontos de M

cuja distdncia ao ponto a € igual a r. Ou seja, S(a,r) = {x € M;d(z,a) =r}.

Evidentemente, Bla,r| = B(a,r) U S(a,r), reuniao disjunta.
As bolas abertas, fechadas e as esferas podem assumir formas muito interessantes

dependendo da métrica e também do raio que adotamos. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 3.8. Seja M um conjunto qualquer, munido da métrica “zero-um”, vejamos

quem é a bola aberta de centro a e raio r, quando:

e r > 1, isto é, quando o raio da bola aberta de centro a for maior que 1. Pela
definigao de bola aberta, B(a,r) é o conjunto de todos os pontos x de M cuja
distancia ao centro da bola é menor que o raio. Mas com a métrica do “zero-um”,
as distancias assumem apenas dois valores, 0 ou 1. Logo para todos os pontos x
de M, d(x,a) < r, concluimos assim que B(a,r) = M, a bola aberta é o proprio
espaco métrico M.

e 0 <r <1, isto é quando o raio da bola aberta for um nitimero real entre zero e
um. Novamente pela defini¢ao de bola aberta teremos que, B(a,r) é o conjunto
de todos os pontos = de M cuja distancia ao centro da bola for menor que o raio,
mas como na métrica do ‘“zero-um”, as distancias assumem apenas dois valores,

0 ou 1, e como o tnico valor menor que r é o zero, ja que 0 < r < 1, a bola
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aberta serda o conjunto um conjunto unitario formado pelo tinico valor x de M
cuja distancia até a é igual a zero, que é o proprio a, assim B(a,r) = {a} , isto é

um ponto do espago métrico M.

Fazendo a mesma anélise, vejamos agora quem é a bola fechada de centro a e raio

r, em M, quando:

e r > 1, a bola fechada é o proprio espago métrico M, pois pela defini¢ao Bla, ]
¢ formado por todos os pontos cujas distancias sao menores ou iguais ao raio,
mas nenhum valor sera igual ao raio, pois o raio ¢ maior ou igual 1, e a maior

distancia entre dois elementos de M é igual a 1.

e 0 <r <1,istoé, quando o raio da bola fechada for um niimero real entre zero e
um. Novamente pela defini¢ao de bola fechada teremos que, Bla,r| é o conjunto
de todos os pontos x de M cuja distancia ao centro da bola for menor ou igual
ao raio, mas como na métrica do ‘“zero-um”, as distancias assumem apenas dois
valores, 0 ou 1, e como o tnico valor menor que r é o zero, ja que 0 < r < 1, a
bola fechada sera o conjunto formado pelo tnico valor x de M cuja a distancia
de a é igual a zero, que é o proprio a, assim Bla,r] = {a}, isto é um ponto do

espaco métrico M.
E por final, vamos analisar a esfera de centro a e raio r, em M, quando:

e r # 1, a esfera S(a,r) = @, pois a distancia sempre seréd diferente do raio.

e 7 =1 aesfera S(a,1) = M — {a} , pois o tnico ponto de M que nao esta a uma

unidade de a, é o proprio a.

Exemplo 3.9. Para a métrica usual da reta, proveniente do moédulo, teremos que
para todo a € R e todo r > 0, a bola aberta de centro a e raio r é o intervalo aberto
(a —r;a+r), pois a condigao |z — a|] < r equivale a a —r < x < a+r. Analogamente,

a bola fechada ¢ intervalo fechado [a — r;a 4 r| e a “esfera” S(a,r) = {a —r,a +r}.

Definicao 3.8. Um ponto a de um espagco métrico M diz-se isolado em M quando
existe uma bola aberta de centro a e raio r que consiste unicamente do ponto a. Isto €,
B(a;r) = {a} para um certo r > 0. Um espago métrico M chama-se discreto quando
todos 0s seus pontos sao isolados.

Exemplo 3.10. Os elementos do conjunto dos nimeros inteiros Z = {..., —2,—1,0,1,2,
...} com a métrica induzida pela métrica usual da reta ¢ sdo isolados. Para verificar-
mos isso basta tomar r = 1, e z € Z tal que B(n,1) = {z € Z;d(x,n) < 1} = {n}.
Portanto, todos os pontos pertencentes a Z sao isolados e Z é um espago métrico

discreto.
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3.3 Conjuntos limitados

Definicao 3.9. Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se limitado quando

existe uma constante ¢ > 0 tal que d(x,y) < ¢, para quaisquer z,y € X.

Dessa forma, dizer que z,y € X = d(z,y) < c significa afirmar que ¢ é um cota
superior para o conjunto das distancias d(z,y) entre os pontos de X. A menor das

cotas superiores de um conjunto de niimeros reais chama-se o supremo desse conjunto.

Definicao 3.10. Dado um conjunto limitado X C M definimos o didmetro como sendo

o numero real diam(X) = sup{d(z,y) : x,y € X }.

Exemplo 3.11. Toda bola B(a;r) ¢ um conjunto limitado e seu didmetro nao excede
2r.

De fato, dados z,y € B(a;r) temos por d4) que d(z,y) < d(x,a)+d(a,y) <r+r =
2r. Portanto, toda bola aberta é um conjunto limitado e seu diametro nao excede 2r.
O mesmo raciocinio se aplica a bola fechada Bla;r], e a esfera S(a;r), podendo ser o
didmetro menor que 2r. Se considerarmos a B(a;r) = {a}, o didmetro sera igual a 0

para todo r > 0.

Exemplo 3.12. Um espago vetorial normado E # {0}, com a métrica proveniente da

sua norma, nao é limitado.

De fato, dado x € F, sendo x # 0, para todo ¢ > 0 podemos encontrar um vetor .
em E (vetor z dependendo de ¢) onde x. = 2cz/ || = ||. Assim, || x. ||= 2¢, e portanto
d(x.,0) > c.

Proposicao 3.2. Um subconjunto X de um espaco métrico M é limitado se, e somente

se, estd contido em alguma bola de M.

Demonstracao. Se X é limitado, entao tomando arbitrariamente a € X, existird um
¢ > 0 tal que d(a,z) < ¢, para todo z € X. Logo X C Bla;c] C B(a;2¢) C Bla;2c].
Caso X = @, X estara contido em qualquer bola. Reciprocamente, se X C B(a;r) C
Bla;r] , entao para quaisquer x,y € X teremos que d(x,y) < 2r, isto ¢, X é limitado
e tem didmetro menor ou igual a 2r.

]

Definicao 3.11. Uma aplicagao f : X — M, definida num conjunto arbitrdario X e
tomando valores num espago métrico M, chama-se limitada quando sua imagem f(X)

¢ um subconjunto limitado de M.

Exemplo 3.13. A fun¢ao f : R — R, definida por f(z) = senz, é uma aplicagao
limitada porque todo intervalo de R, fechado ou nao, teré a imagem contida no intervalo
[—1,1]. Inclusive se for todos os nimeros reais, pois f(R) = [—1,1]. Por outro lado

g:R — R, onde g(r) = —z% nao é uma aplicagao limitada pois g(R) = (—oo; 0].
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3.4 Conjuntos abertos

Definicao 3.12. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto a € X
diz-se interior a X quando € o centro de uma bola aberta contida em X, ou seja, quando
eziste v > 0 tal que se d(a,z) < r entao x € X. Chama-se o interior de X em M ao

congunto intX formado pelos pontos interiores a X.

Definicao 3.13. A fronteira de X em M € o conjunto 0X, formado pelos pontos
b€ M tais que toda bola aberta de centro em b contém pelos menos um ponto de X e

um ponto do complementar M — X.

Definicao 3.14. Seja X um subconjunto de um espagco métrico M. O conjunto X é
um aberto de M se X =intX.

Exemplo 3.14. O interior do intervalo [0, 1) é o intervalo aberto (0, 1) pois para todo
a € (0,1) e pondo r = min{a,1 — a} temos que (a —r,a+r) C [0,1) C R, com a
métrica usual de R, logo a € int[0,1). A fronteira do intervalo X = [0,1) ¢ 90X = {0,1}
pois qualquer intervalo centrado em 0 ou centrado em 1, contera pontos do interior do
intervalo e pontos do complementar do intervalo em relacao aos reais, ji que a nogao
de interior e fronteira sao relativas, isto é, dependem do espaco métrico M. O mesmo
intervalo [0,1) tera interior vazio se considerarmos o espago métrico como sendo o R?,
pois a bola aberta de raio r > 0, centrada em x € [0,1) , contera pontos do intervalo
e pontos do interior do complementar do intervalo, sendo assim, a sua fronteira é o

intervalo fechado [0, 1].

Exemplo 3.15. Seja Q o conjunto dos nimeros racionais. O interior de Q em relagao
a R é vazio, pois nenhum intervalo aberto de centro a € R e raio r > 0 contera apenas
nimeros racionais, ja que entre dois niimeros reais quaisquer sempre existem ndmeros
racionais e irracionais. Por outro lado a fronteira de Q é toda a reta R, porque qualquer

intervalo aberto contém numeros racionais e irracionais.

Proposicao 3.3. Em qualquer espago métrico M, uma bola aberta B(a,r) € um con-

Junto aberto.

Demonstragao. Seja x € B(a;r). Entao d(a,z) < r e pondo s = r — d(a,x) é um
nimero positivo. Afirmamos que B(z;s) C B(a;r). De fato, se y € B(x;s) entao
d(z,y) <d(a,z) +d(z,y) <d(a,z)+s=r. Logoy € B(a;r). O

Corolario 3.1. Para todo X C M, intX ¢ aberto em M.

Demonstragao. Se a € intX entao existe r > 0 tal que B(a;r) C X. Para todo x €
B(a;r), pela Proposicao 3.3, existe s > 0 tal que B(x;s) C B(a;r). Assim B(z;s) C X.
Dessa forma todo ponto € B(a;r) é interior a X, ou seja, B(a;r) C intX. Logo
mtX é aberto. O]
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Exemplo 3.16. Se um espago métrico M é discreto, por definicdo seus pontos sao
isolados, e cada ponto do espago é uma bola aberta. Podemos concluir disso e da
Proposicao 3.3 que um espaco métrico é discreto se, e somente se, todos os seus sub-
conjuntos sao abertos.

Exemplo 3.17. Um espago métrico M é um aberto em M, pois intM = M.
Vejamos, os conjunto X; = [—1;—1+¢) e Xy = (1 — ¢, 1] s@o abertos em M = [—1,1],
sempre que 0 < ¢ < 2, assim como qualquer outro intervalo de M. Logo, todos os
pontos de M sao interiores, portanto M = [—1, 1] é aberto em M. Porém a propriedade
“X ¢é aberto” é relativa, pois isso depende do espago M em que se considera o X imerso.
O mesmo intervalo [—1, 1] ndo ¢ aberto em R. Pois int[—1,1] = (—1,1) # [—1, 1].

Exemplo 3.18. O conjunto @ sempre é aberto em qualquer espago métrico que o
contenha. Pois para provarmos que o vazio nao ¢é aberto, deveriamos exibir um ponto

T € @ que nao seja interior, o que seria impossivel. Logo, @ é aberto.

Exemplo 3.19. Em todo espago métrico M, o complementar de uma bola fechada
Bla;r] € um conjunto aberto A = M — Bla;r].

Com efeito, seja ¢ € A, isto é, d(a,c) > r. Tomemos um namero s > 0 tal que
r+s < d(c,a). Sabendo que Bla; 7] N Blc; s| = &, ou seja, Blc; s|] C M — B(a;r). Logo

todo ponto ¢ € A é ponto interior.

Exemplo 3.20. Uma bola fechada pode ser um conjunto aberto ou nao, conforme o
caso. Se M = R — {—1,1}, com a métrica induzida da reta entdo a bola fechada de
centro 0 e raio 1 em M coincide com a bola aberta de mesmo centro e mesmo raio, logo
é um conjunto aberto em M. Mas se E' é um espagco vetorial normado com E # {0},

entdo, uma bola fechada B[a;r] nunca é um subconjunto aberto de E.

Proposicao 3.4. Seja A a colecao dos subconjuntos abertos de um espaco métrico M.
Entao:

(1) M e2Ae @ e (O espago inteiro e o conjunto vazio sao abertos);

(2) Se Ay,..., A, € Aentao A;N---NA, €A (A intersecgao de um numero finito de

conjuntos abertos é um conjunto aberto);

(3) Se Ay € 2, para todo A € L, entdo A = /\UL Ay € A (A reuniao de uma familia
S

qualquer de conjuntos abertos é um conjunto aberto).

Demonstracao.

(1) Ja foi concluido nos Exemplos 3.17 e 3.18;

(2) Suponhamos que a € Ay,...,a € A,,logoa € AyN---NA,. Como Ay,..., A, €U
sao abertos, existem r; > 0,...,r, > 0 tais que B(a,r;) C Ay,...,B(a,r,) C A,.
Seja r = min{ry,...,r,}. Entdo, B(a,m) C B(a,r),...,B(a,r,) C B(a,r), ou
seja, B(a,r) C A;N---NA,. Logo A;N---N A, é aberto;
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(3) Para finalizar, seja a € A. Existe um indice A € L tal que a € A,. Como este

conjunto é aberto, ha uma bola B(a,r) contida em A,. Logo B(a,r) C A.
[l

Corolario 3.2. Um subconjunto A C M € aberto se, e somente se, € uma reuniao de

bolas abertas.

Demonstracao. Se A é aberto, entao todos os seus pontos sao interiores, isto é, para
cada x € A podemos obter uma bola aberta centrada em x, ou nao, que representaremos
por B,, que se escreve também como {r} C B, C A. Tomando a reunido de todas
as bolas B,, teremos A = mLEJA B,. O que mostra que todo aberto é uma reuniao de
bolas abertas. Reciprocamente, se A = UB, é uma reuniao de bolas abertas, entao A

é aberto em M, em virtude da Proposi¢ao 3.3 e do item (3) da Proposigao 3.4. O

Exemplo 3.21. Vimos no item (2) da Proposigao 3.4 que a intersecgdo de um nimero
finito de abertos é um conjunto aberto e veremos nesse exemplo que a interseccao de
uma familia infinita de abertos pode nao ser um conjunto aberto.

Seja x € B(a;nio), com x # a, entao d(r,a) = r > 0, logo pela propriedade
arquimediana existe n € N tal que n > % implica que d(z,a) > % Assim sendo,
x ¢ B(a, %) Isto mostra que apenas o ponto a pertence a todas as bolas abertas
B(a, %), n € N. Mas, um ponto s6 é bola aberta, e consequentemente um aberto, se o

ponto for um ponto isolados.

3.5 Relacao entre conjuntos abertos e continuidade

Definicao 3.15. Sejam M e N espacos métricos. Diz-se que a aplicacao f: M — N
é continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter 6 > 0 tal que
d(z,a) < 6 implica que d(f(x), f(a)) < e. Diz-se que f : M — N ¢é continua quando

ela € continua em todos os pontos a € M.

Exemplo 3.22. Sejam (M, dy), (N,dy) e (M x N,dy«n), espagos métricos. As pro-
jegoes p1 : M X N — M e py: M x N — N, definidas por pi(z,y) = x e pa(x,y) =y,

sao aplicagoes continuas.

De fato, seja (xg,y0) € M x N qualquer. Dado ¢ > 0. Consideremos § = ¢ e
darsn (@1, 91), (22, 92)) = maz{da (21, 22), (y1,92)}- Se durxn ((%,y), (20, yo) < 0 entdo
dyr (p1(z,y), p1(xo,y0)) = dy(z,29) < 0 = €. Procedendo de maneira analoga para
p2: M x N — N, fica provado que as aplicagoes sao continuas. Esse exemplo pode
ser generalizado, e assim, para cada ¢ = 1,...,n, a projecao p; : M — M, onde

M = M; x --- x M, sao aplicagoes continuas.

Exemplo 3.23. Sejam f,g : M — N continuas. A fungdao ¢ : M — R, definida por
¢(x) =d(f(z),g(x)) é continua.
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Seja a € M qualquer. Seja € > 0 dado. Como f e g sao continuas em a, existem
01 > 0 e dy > 0 tais que se v € B(a, 6;) entao f(z) € B(f(a),5) ese x € B(a,dy) entao
g(z) € B(g(a),5). Para mostrarmos que @(x) = d(f(x),g(x)) é continua, tomemos
6 = min{dy1,02}. Se x € B(a,0) entao |@(z) — ¢(a)| = [d(f(x), g(z)) —d(f(a), g(a))] <
d(f(z), f(a)) + d(g(x),g(a)) < 5+ § = &, pela Proposicao 3.1. Portanto @(z) &
continua.

Do estudo dos espagos métricos, chegamos ao conceito de bola aberta, e conse-
quentemente, conjunto aberto. A proposicao que segue é de grande importancia na
“Topologia dos Espagos Métricos”, pois relaciona o conceito de continuidade, como

conhecemos na anélise, com conjuntos abertos.

Proposicao 3.5. Sejam M e N espagos métricos. A fim de que uma aplicacao f :
M — N seja continua, € necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~1(A") de todo

subconjunto aberto A" C N seja um subconjunto aberto de M.

Demonstra¢ao. Suponhamos primeiramente que f seja continua e vamos provar que
f7H(A’) € M é aberto para todo A’ C N. Seja a € f1A") = {z € M; f(z) €
A}, logo f(a) € A’. Temos por hipotese que A’ C N ¢ aberto, e pela defini¢do de
conjunto aberto, existe £; > 0 tal que B(f(a);e1) C A’. Sendo f continua no ponto
a, tomando ¢ < &; existe um ¢ > 0 tal que f(B(a,0)) C B(f(a),e) C A’. Isto quer
dizer que B(a,d) C f~'(A’). Logo f~'(A’) é aberto. E interessante enfatizar que a
proposicao é valida para todo aberto em N, e como nao sabemos se f é sobrejetora,
existe a possibilidade de tomarmos um aberto A’ C N que nao tem intersecao com a
imagem, nesse caso f~!1(A’) = &, que também é um aberto de M. Reciprocamente,
suponhamos que a imagem inversa por f de cada aberto em N seja um aberto em M.
Seja a € M. Mostraremos que f é continua no ponto a. Com efeito, dado € > 0, a
bola A = B(f(a);e) é um aberto em N, contendo f(a). Logo sua imagem inversa
A= f71(A’) ¢ um aberto em M, contendo a. Assim existe § > 0 tal que B(a;d) C A,
ou seja, f(B(a;d)) C B(f(a);e). O

-

Corolario 3.3. O produto cartesiano Ay X --- X A, de conjuntos abertos A; C M; é
um subconjunto aberto de M = My X --- x M,.

Demonstracao. Temos pelo Exemplo 3.22, que a projecao p; : M — M, é continua para
i=1,...,n, e como por hipétese 4; é um aberto em M;, logo p; *(A;) ¢ um aberto em
M. Paracadai=1,...,n. Tendo em vista que A; x---x A, = p; ' (A})N---Np; 1 (A,)
e intersecao finita de abertos é um aberto, segue o resultado.

m

Corolario 3.4. Sejam fi,...,fn, : M — R funcoes reais continuas. O conjunto A,
formado pelos pontos x € M tais que fi(z) > 0,..., fu(x) > 0, para todo x € B(a;r)

¢ um subconjunto aberto de M.
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Demonstra¢ao. Sejam:

Ay ={z € M; fi(x) > 0} = {2 € M; fi(2) € (0, +00)} = fi (0, +00)
Ai - {‘T € M; fz(x) > 0} = {x € M; fz(x) € (07+OO)} = fi_1(07+oo)

A, ={z € M; f,(x) >0} ={x € M; f,(x) € (0,+00)} = f,1(0, +0).

Pela Proposigao 3.4, temos que A; é aberto, Vi = 1,...,n. Assim, A = {z €
M; fi(x) >0,..., fi(x) > 0,..., fu(x) >0} = 161 £71((0, +00)), também é aberto pela
parte 2, da Proposicao 3.4, ja que A é a intersegao de um nimero finito de abertos.

O

Corolario 3.5. Sejam f,g : M — N continuas. O conjunto A = {x € M; f(z) #
g(x)} € aberto em M.

Demonstrag¢ao. Sabemos do Exemplo 3.23 que a funcao @ : M — R, definida por

o(x) =d(f(z),g(x)), é continua. Assim podemos escrever

A={z e M; f(x) # g(z)} = {z € M;p(z) > 0}.

Logo pelo Corolario 3.4, A é um aberto em M. n

Definicao 3.16. Uma aplicacao f : M — N chama-se aberta quando para cada A C M

aberto, sua imagem f(A) € um subconjunto aberto de N.

Exemplo 3.24. Toda aplicacao f : M — N seré aberta, quando /N for um espago mé-
trico discreto. Sabemos que o conjunto dos ntimeros inteiros Z = {..., —2,-1,0,1,2,...}
com a métrica induzida pela métrica usual da reta é discreto. Entao o subconjunto
N ={0,1} C Z também & um espago métrico discreto com a métrica induzida da reta.

Assim:

fiM —{0,1}

f(:v):{ 0, se xépar

1, se x é impar

é uma aplicacao aberta.

Exemplo 3.25. Seja f : R — R a fun¢do dada por f(r) = z%. Tomando qualquer
aberto A = (—a,a) C R, teremos que f(A) = [0;a*) nao é um aberto de R. Esse
exemplo mostra que o conjunto imagem de um aberto, nao necessariamente sera um

aberto.
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Definigao 3.17. Sejam M e N espagos métricos. Um homeomorfismo de M sobre N
¢ uma bijecao continua f : M — N cuja inversa f~1 : N — M também € continua.

Neste caso, diz-se que M e N sdao homeomorfos.

Exemplo 3.26. Se o espago métrico N é discreto e f : M — N é um homeomorfismo,

entao M também é discreto.

De fato, seja a € M, existe uma bola B(f(a);e) = {f(a)}, pois N ¢é discreto. Temos
por hipétese que a aplicacao f : M — N é um homeomorfismo, entao existe § > 0
tal que f(B(a;0) C B(f(a);e) = {f(a)}, pois por definicdo f é continua. Como f é
injetiva a bola B(a;d) tem um tnico elemento, o ponto a. Logo a é um ponto isolado.

Portanto, M é discreto.

Exemplo 3.27. SejaN={1,2,...,n,...} e P={1,2 3o %, ... } é facilmente verifi-
cado que a aplicagao f: N — P é um homeomorﬁsmo, ambos com a métrica induzida
da reta. Nesse exemplo podemos perceber que ambos sao discretos, infinitos e enume-

réveis. Mas P é limitado e N nao é.

Proposicao 3.6. Um subconjunto A C M x N € aberto se, e somente se, € reunido
de “retangulos” U x V', onde U C M eV C N sao abertos.

Demonstracao. Se A C M x N é aberto, tomemos em M x N a métrica @[(z,y), (2/,y')] =
max{d(z,z"),d(y,y")}, de forma que cada bola aberta seja o produto de uma bola
aberta de M por uma bola aberta de N. Entao, para cada k € A existem bolas aber-
tas Uy C M e Vj, C N tais que k € U, X Vj, C A, assim {k} C U, UV, C A. Tomando

Portanto A = k:UA<Uk X V), como querfamos mostrar. Reciprocamente, se escrever-
S
mos A = )\UL(UA x V) com, Uy C M e V), C N abertos para todo A\ € L, entdo teremos
S

que A é um aberto, pois é a uniao de abertos, conforme o Corolério 3.3. O

E interessante observar que a palavra “retangulos”, do enunciado da Proposicao 3.6,
faz referéncia a forma assumida pelos conjuntos do plano obtidos do produto cartesiano
de intervalos da reta, considerando a métrica usual, mas que tais conjuntos nada se

parecem com retangulos dependendo da métrica adotada.

Corolario 3.6. As projegoes p1 : M X N — M e py : M x N — N sao aplicagoes

abertas.

Demonstracao. Se A C M x N é um aberto, entao A é uma reuniao de abertos pela
Proposigao 3.6, logo podemos escrever que A = kLEJL(Uk X Vg)com U, C MeV, CN
abertos. Da igualdade pi(A) = U pl(Uk x Vi) = U U segue que Pi(A) é aberto.
Analogamente se mostra que ps : M XN — N é aberta O
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3.6 Subconjuntos fechados e subconjuntos densos de

um espaco métrico M

Definicao 3.18. Seja M um espaco métrico. Um ponto a € M diz-se ponto aderente
a um subconjunto X C M, quando para todo € > 0 dado, tem-se B(a,e) N X # &.

Exemplo 3.28. Seja M = R um espago métrico e X = [—1; 1[ um subconjunto de
M. Todo ponto a € X ¢é aderente a X pois a € B(a;e) N X. Um ponto de M mesmo
nao pertencendo a X pode ser aderente a X,1 ¢ X porém, dado ¢ > 0 temos que
B(1;¢)N X = (1 —¢€1) quando € < 2 e B(l;¢) N X = [—1;1] quando € > 2, portanto
1 é aderente a X. Para que a € M nao seja aderente a X basta que exista uma bola
aberta de centro em a, cuja intersecao com X seja vazia. Dessa forma 3 € M nao é
aderente a X pois B(3;¢) N X = @ para 0 < € < 2.

Defini¢ao 3.19. O fecho de um conjunto X num espaco métrico M é o conjunto X

de todos os pontos de M que sdo aderentes a X.

Exemplo 3.29. Seja M um espaco métrico e X C M. Escrever que a € X é o mesmo
que afirmar que o ponto a é aderente a X em M. Assim, dado ¢ > 0 B(a;e) N = &
para qualquer a € M, portanto, nenhum ponto é aderente ao vazio e dessa forma
@ = @. Temos ainda que B(a;e) N M = B(a;¢) # & para todo a € M, assim M = M.

Definicao 3.20. Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M.

Exemplo 3.30. O conjunto Q dos ntimeros racionais ¢ denso em R. Se x € QQ entao
r € Q. Se x ¢ Q entdo, para todo € > 0 existe um racional r, tal que r € B(x;¢) =
(x — €, +¢). Assim Q N B(z;¢) # @ e v € Q. Portanto Q = R. Da mesma forma o
conjunto R—Q dos ntimeros irracionais ¢ denso em R, pois qualquer bola aberta B(z; ¢)

contém numeros racionais e também ntimeros irracionais, como vimos no Teorema 2.7.

Exemplo 3.31. Seja Q x Q = Q? é um subconjunto denso de R x R = R2.

De fato, consideremos em R? a métrica do maximo:

d((z1, v1), (22, ¥2)) = méx {| Ty - T2 ‘7 | Y1 - Yo |}

Seja (zo,0) € R? qualquer que seja ¢ > 0 dado. Sabemos que, pela métrica que

escolhemos,
B((x07y0);6) = (.ZUO — 6T _O+€) X (yO - 67y0+6)

Como R é denso em R, existem r,s € Q com r € (xg—€,z9+¢€) e s € (yo—¢€,Yyo+€).

Assim,

(r,s) € Q>N B((xo, y0); €)-
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Portanto, para todo € > 0, B((zo, yo); €) N Q% # @.

Como (zg,yo) € R? era arbitrario, segue que Q? ¢ denso em R? .

Proposicao 3.7. Sejam M um espago métrico e X e Y subconjuntos de M, temos

que:
a) Se X CY entdo X CY;

=X.

<l

b)
Demonstracao.

a) Se a € X entdo para qualquer € > 0 tem-se que B(a,€) N X # @, logo existe y € X
tal que y € B(a,€), e assim y € Y pela hipotese. Disso segue que B(a,e) NY # @.

Portanto a é aderente a Y.

b) Seja y € X. Seja € > 0 dado. Devemos mostrar que B(y;e) N X # &. Como
Yy € X entio B(y;e) N X # @. Logo existe b € B(y;e) N X # &, ou seja, b € X e
b € B(y;e). Como B(y;€) é um aberto, existe B(b; €y) tal que b € B(b;eg) C B(y;e€).
Mas b € X dessa forma B(b;ep) N X # @, assim existe ¢ € B(b;ey) C B(y;e) e
c € X, entao ¢ € B(y;e) N X, portanto B(y;e) N X # &.

]

Definicao 3.21. Diz-se que um subconjunto F' C M é fechado no espa¢o métrico M

quando o seu complementar M — F' € aberto em M.

Exemplo 3.32. Num espago métrico M, toda bola fechada Bla;r] é um subconjunto
fechado de M.

De fato, para provarmos que a bola fechada Bla;r| é um subconjunto fechado de
M, precisamos provar que A = M — Bla;r] é aberto. Seja x € A, isto é, d(a,z) > r.
Tomemos um ntimero s > 0 tal que r +s < d(a, x). Assim Bla;r|N B[z;s] = @, isto &,
as bolas fechadas Bla;r] e Blz; s| sao disjuntas. Portanto B(x;s) C M — Bla;r], logo
M — Bla;r] é aberto.

Proposicao 3.8. Um subconjunto F' num espago métrico M ¢é fechado se, e somente

se, contém todos os seus pontos aderentes.

Demonstracao. Se F' é fechado entao, M — F' é aberto. Seja a € M — F', existe € > 0
tal que B(a;r) N F = @ entdo a ¢ F. Ou seja, todo ponto aderente a F pertence a
F'. Reciprocamente, seja b € M — F', entao por hipotese, b nao é ponto aderente a F'.
Assim, existe B(b; €g) tal que B(b;eg) N F = &, ou seja, B(b;eq) C M —F. Logo M — F
é aberto. O

Corolario 3.7. Para todo X C M, seu fecho X € um conjunto fechado.
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Demonstragdo. Como X = ?, pela Proposicao 3.7, logo X contém todos os seus pontos

aderentes, segue da Proposicdo 3.8, que X é fechado. O
Exemplo 3.33. Todo subconjunto finito F' = {ay,...,a,} C M ¢é fechado em M.

De fato, vamos verificar primeiramente o caso particular do conjunto unitario. Para
isso vamos mostrar que o complementar M — {a} de um ponto a € M, é um conjunto
aberto. Seja b € M, com b # a. Entao B(b;r), com r = d(a,b), s6 contém pontos
em M — {a}. Portanto {a} é fechado. De forma geral, se F' = {aq,...,a,} é um
subconjunto finito de M, o seu complemento é aberto em M, poisse b € M — F', e
considerarmos r = min{d(b,a,),...,d(b,a,)} entdo B(b;r) ndo contém nenhum dos
pontos ay, ..., ay, isto é, B(b;r) C M — F.

Exemplo 3.34. Seja F um espago vetorial normado e a € E, o fecho de uma bola
aberta B(a;r) é a bola fechada Bla;r]|, isto é B(a;r) = Bla;r].

Vamos verificar primeiramente que Bla;r] C B(a;r). Se b € Bla;r] entao || b—a || <

r. Se || b—a||< rentdo b € B(a;r), logo b € B(a;r). Se || b—a ||=r entdo existe

e > 0 tal que B(b;e) N B(a;r) # &, dessa forma b € B(a;r). Vamos supor que
B(a;r) ¢Bla;r]. Se d(c,a) > r entdo, pondo s = d(c,a) — r, sabemos que d(z,c) > s

para todo x € B(a;r), dessa forma ¢ nao é aderente a B(a;r). Logo B(a;r) C Bla;r].
Como Bla;r] C B(a;r) e B(a;r) C Bla;r], portanto B(a;r) = Bla;r].

Proposicao 3.9. Os subconjuntos fechados de um espago métrico M gozam das se-

guintes propriedades:
1. O conjunto @ e o espago inteiro M sao fechados;

2. A reuniao F' = Fy U --- U F,, de um numero finito de subconjuntos fechados
... F, C M éum subconjunto fechado de M;

3. A intersecao F' = kﬂL Fy. de familia qualquer (Fy)rer de subconjuntos fechados
€
F, C M é um subconjunto fechado de M.

Demonstracgao.

1. Sabemos que @ e M sao abertos, entao seus complementares sao fechados. E por

isso & e M sao fechados.

2. Sejam A, = CFy,..., A, = CF, abertos de M. Desse modo A; N---N A, =
CEin---NCF, =C(FU---UF,) = CF ¢ aberto, portanto Fy U---UF, ¢ fechado
em M.

3. Pondo A;, = CF}, para todo k € L. Entao cada A, é aberto e portanto sua reunido
U Ay = U CF, =0( N F,) é aberto em M. Segue N Fj, é fechado.
kel keL kel keL
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3.7 Espacos topolbgicos

Nas sec¢oes anteriores, definimos conjuntos abertos usando métricas. Podemos cha-
mar a colegao de todos os abertos definidos desta forma de “Topologia Métrica”. Nesta

secao, vamos definir e ver alguns resultados mais gerais de topologia.

Definigao 3.22. Uma topologia num conjunto X € uma colegao T de subconjuntos de

X, chamados abertos da topologia, com as sequintes propriedades:

1. @ e X pertencem a T;
2. SeAl,...,AnG’TentéoAlﬂ---ﬂAnGT;

3. Dada uma familia arbitraria (Ax)nery com Ay € T para cada A € L, tem-se
U Ay,eT.
AEL

Um Espago Topologico é um par (X, 7) onde X é um conjunto e 7 é uma topologia
em X. Diremos que A C X é um conjunto aberto do espago topoldgico X se, e somente
se, AeT.

Exemplo 3.35. Seja X um conjunto qualquer. Seja também P(X) o conjunto das

partes de X. Se considerarmos 7 = P(X) entao:

l.SegeP(X)eXeP(X)entao @ €T e X €T,

2. Se Ay € P(X),..., A, € P(X)entao AyN---NA, € P(X). Logo AyN---NA, €
T;

3. Se (Ax)(rer) com Ay € P(X) entao Ay € T; para todo A € L. Logo temos que
/\LEJLAA € P(X) =T7.

Portanto, 7 é uma topologia sobre X e é conhecida como Topologia Discreta.

Exemplo 3.36. Seja X um conjunto qualquer. A cole¢ao 7 = {@, X'} é uma topologia
sobre X, pois:

l.oeTeXeT;
2. oNX=2€eT,

3. o0UX=90€T.

Essa topologia é conhecida como Topologia Caobtica.

Exemplo 3.37. Seja X = {a,b} e T = {@,{a},{a,b}}. Temos que:

1. 2eTe{ab}eT;
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2. oN{a} =2 €T;
ogn{a,bl =2 €T,
{a}n{a, b} ={a} € T;
@an{a} N{a,b} =2 €T;

3. oU{a} ={a} €T,
gU{a,b} ={a,b} €T;
{a} U{a,b} ={a,b} € T;

Portanto 7 é uma topologia sobre X.

Exemplo 3.38. Seja X = {a,b,c,d} ¢ T = {@,{a},{b},{a,b},{c,d},{a,b,c,d}}.
Temos que T nao satisfaz a terceira condi¢ao da Defini¢do 3.22, pois: {a} U {c,d} =

{a,c,d} ¢ T, e {b}U{c,d} ={b,c,d} ¢ T.

Portanto 7 néao é uma topologia sobre X.

Como consequéncia da Proposicao 3.4, podemos obter espacos topologicos a partir
de qualquer espago métrico M, no qual a colegao T é formada pelos subconjuntos aber-
tos de M, satisfazendo as propriedades de um espaco topoldgico conforme a Defini¢ao
3.22.

Definicao 3.23. Uma topologia T em X se diz metrizavel quando existe uma métrica

em X em relacao a qual os abertos sao os elementos de T .

Definicao 3.24. Um espacgo topologico X chama-se um espago de Hausdorff quando,
para cada par de pontos x,y em X, existem abertos U,V tais que x € U, y € V e
unv =g.

Das Definigoes 3.23 e 3.24 e da Desigualdade Triangular da definicao de Métrica,
podemos concluir que todo espaco topolégico metrizavel é um espago de Hausdorff. Mas

nem todos os espacos topolégicos sao metrizaveis, como veremos no proéximo exemplo.

Exemplo 3.39. Seja X = {a,b} e T = {@,{a,b}}. O espaco topoldgico caotico
(X, T) nado é de Hausdorff, pois nao existem abertos disjuntos U e V tais que a € U e
beV.

Definicao 3.25. Entre espacos topoldgicos X e Y, uma aplicagio f : X — Y se diz
continua quando, para cada A’ C'Y aberto, sua imagem inversa f~1(A’) € aberto em
X.

Definicao 3.26. Seja X um FEspago Topoldgico e A um subconjunto de X. Um ponto
x € X € aderente a A se para todo aberto 2A, contendo x, temos AUA #£ &. O conjunto

de todos os pontos aderentes a A é denotado por A e chamamos de fecho de A.
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Definigao 3.27. Um subconjunto A de um espago topologico X € chamado de subcon-
junto denso de X se A= X.

Exemplo 3.40. Se X C M e Y C N sao subconjuntos densos, entao X x Y é denso
em M X N.

Tomemos um aberto A C M x N nao vazio. Sabemos que A contém U x V| onde
UC MeV C N também nao vazios. Por hipotese temos que X é denso em M e
Y é denso em N, logo existem z € UNX ey e VNY. Assmaz e Uex € X e
y € V ey €Y. Disso podemos escrever que (z,y) € U x V e (z,y) € X XY, isto é
(z,y) € (UxV)N(X xY). O que mostra AN (X xY) # @. Portanto X x Y é denso
em M x N.

Com esse exemplo finalizamos esse capitulo tendo alcancado o conceito de Densi-

dade em um contexto geral.



4 O Estudo de Subconjuntos Densos

no Ensino Basico

4.1 O conceito de densidade no ensino basico

Quando pensamos na Educagao Bésica, surgem varias duvidas relacionadas ao con-
ceito de densidade: como e quando comegar a falar de alguma forma sobre esse conceito
e qual seria a importancia disso? O natural seria pensarmos que, para falarmos sobre
densidade, os alunos deveriam ter uma familiaridade com os niimeros reais e conhecer
o conjunto R, afinal, queremos falar da densidade de subconjuntos em R. Pensando
dessa forma, o “momento certo” seria apenas no Ensino Médio.

Mas, fazendo uma pesquisa sobre o assunto, percebemos que alguns livros didaticos
do Ensino Basico ja abordam esse conceito. Veja no final desse capitulo as figuras
retiradas do livro do 8° ano da Colegao Telaris [4], cujo autor é Luiz Roberto Dante,
um exemplo de como o conceito de subconjuntos densos em R é abordado.

Podemos perceber que o autor busca fazer com que o leitor compreenda que nem
sempre entre dois ntimeros naturais dados, existe outro ntimero natural, e o mesmo
acontece com os numeros inteiros. Porém, de forma intuitiva, e usando a localizacao
dos niimeros racionais na reta numerada, exibe ntimeros racionais entre dois racionais
diferentes. E em seguida enuncia que:

“Entre dois ntameros racionais diferentes, sempre existe outro ntimero racional.”

Podemos perceber, pelo fato dos alunos de 8° ano, ainda nao conhecerem o conjunto
dos ntimeros reais, que nao foi possivel falar sobre densidade como definido no Capitulo
2, j& que o conjunto QQ é o “maior” conjunto estudado por eles, até o momento, e da
forma que o conceito de densidade foi dado, faz parecer que um conjunto é denso nele
mesmo, o que diminui a beleza desse conceito ( Veja Figura 4.1 e Figura 4.2 ). Nao
estamos dizendo que o livro, do 8° ano citado, estd errado ou que professores nao
devam trabalhar o contetido dessa péagina. Pelo contréario, quanto mais cedo os alunos
conseguirem entender esse conceito, mesmo de forma intuitiva, mais completa sera a
compreensao do conjunto dos niimeros reais.

Gostarfamos ainda de destacar a importancia de o aluno entender bem cada con-

junto que ele estuda, seja ele N, Z, Q, R — Q e R, ji que um aprendizado deficiente

38
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dificulta a compreensao de outros temas relacionados, e o estudo da propriedade da
densidade de Q e R — Q em R colaboraria de forma positiva e significativa nesse pro-
cesso. Um exemplo do que estamos falando, acontece no estudo das inequagoes, que
se da, apo6s a introdugao do conjunto dos ntmeros racionais. Vejamos a Figura 4.3,
retirada do livro do 7° ano também da Colecao Telaris [5].

Os alunos apresentam grande dificuldade para entender quais sao os elementos do
conjunto solugao no universo QQ. Eles geralmente citam, quando questionados nas aulas,
apenas os numeros inteiros, 4, 3, 2, 1, 0, —1, ... etc. O que denuncia uma deficiéncia
no aprendizado dos ntmeros racionais. E nods professores geralmente perguntamos:
mas, e 0s numeros racionais que estao entre esses inteiros, nao pertencem a solugao
da inequagao? E pra essa pergunta sempre obtemos um enorme siléncio. Siléncio esse
justificado, pois a maioria dos livros, nao diz claramente que entre dois ntimeros raci-
onais diferentes existem outros ntmeros racionais, apenas induz a pensar isso quando
representa varios ntumeros racionais na reta numerada. Porém, Dante em seu livro,
j& citado, além de enunciar, apresenta um algoritmo para obtermos niimeros racionais
entre dois numeros racionais diferentes. Veja a Figura 4.4.

Na imagem da Figura 4.2, parece ser o professor dizendo, que esta propriedade
é chamada de densidade dos numeros racionais, referindo-se a Figura 4.4. Porém
como ela foi enunciada, apenas nos diz que existem infinitos ntimeros racionais entre
dois quaisquer ntmeros racionais dados. Além disso, afirma que o conjunto Q é um
subconjunto infinito de ntimeros da reta.

Observamos que no 7° ano geralmente nao se fala diretamente sobre ntimeros reais,
apenas estuda-se os conjuntos N, Z e Q, explorando muitas vezes de forma superficial
as propriedades da adigao, subtragao, multiplicacao e divisao. Além disso, analisa-se
quando um numero pertence ou nao a um certo conjunto e as relagoes de inclusao
N Cc Z € Q. No entanto, ao estudar a raiz quadrada de nimeros inteiros e também
dos ntimeros racionais, vemos que a extragao da raiz quadrada nem sempre é possivel
em Q. Veja a Figura 4.5.

Observando a Figura 4.5, uma pergunta que eu faria, se eu fosse aluno, é a seguinte:
sera que v/15 é um namero? Esse questionamento que fica no ar nao é ruim para o aluno,
se devidamente trabalhado, faz o aluno perceber que existem mais conjuntos numéricos,
que ele ainda nao conhece. Que existe um mundo a ser explorado! Talvez esse seja o
momento de plantar algumas “sementinhas de curiosidade”, se existem ntmeros além
dos racionais, onde eles estariam na reta numerada, sao poucos ou muitos e como
encontra-los? Porém ainda nao seria possivel abordar o conceito de densidade nesse
momento.

Ja no 9° ano, depois da retomada do estudo dos conjuntos dos ntimeros N, Z e Q,
e a propriedade "da densidade dos ntimeros racionais", conforme abordado por Dante,
e a definicao de ntimero irracional, como sendo aquele cuja representagao decimal é

infinita e nao periodica, e a definicao do conjunto dos ntmeros reais como sendo a
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uniao dos numeros racionais com os nimeros irracionais, e aceitando que existe uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos nimeros reais e a reta (como esse nao
é o foco da nossa dissertacao, sugerimos o livro do PROFMAT, Numeros e Funcoes
Reais [6]), e o estudo das operagoes envolvendo irracionais, seria possivel avancar nesse
assunto? Seria possivel "mostrar", de alguma forma, que entre dois nimeros reais
quaisquer existe um numero racional e também um nimero irracional?
Primeiramente, na secao 4.2 , daremos uma ideia de como mostrar, intuitivamente,
que R — Q é denso em R. Na secao 4.3, falaremos da densidade de Q em R. N secao 4.4,
sugerimos uma atividade a ser desenvolvida como os alunos a fim de fazé-los entender

o conceito de densidade de maneira ilustrativa.

4.2 A densidade de R —Q em R

Para isso, devemos "mostrar" que entre dois niimeros reais distintos dados existe

um numero irracional. Podemos fazé-lo em etapas:

1. Entre dois ntimeros irracionais existe outro ntimero irracional.
Exemplo:
Entre v2 e V5 podemos encontrar um nimero irracional usando a mesma ideia
dada por Dante, para nimeros racionais. Basta encontrar a média aritmética

desses dois nameros irracionais:

V2++/5

eR-Q.
5 Q

Usando calculadora (podemos aproximar os valores), podemos escrever:

1,8251407... € R — Q.

Isto pode ser feito para dois nimeros irracionais quaisquer, mas caso a média
aritmética dos dois numeros irracionais dé um nimero racional, tome um dos
dois nameros irracionais e a média aritmética obtida e repita o processo (veja a

etapa 3).

2. Entre dois ntmeros racionais existe um ntmero irracional.
Exemplo:

Entre 3 e 5 podemos encontrar um ntmero irracional usando a média geométrica.

V3-5=v15e R —Q.

Usando novamente a calculador aqui e nas proximas etapas, temos que:
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3,8729833... ¢ R — Q.

Este processo pode ser feito para dois nimeros racionais quaisquer. Caso o ni-
mero obtido nao seja irracional, repita o processo, usando a média geométrica e
um dos racionais dados.Vejamos:

Entre 2 e 8 a média geométrica é um ntimero racional.

V2-8=v16=4¢€Q,

Repetindo o processo (média geométrica) com o nimero racional 4 , e respecti-

vamente com os niimeros 2 e o nimero 8 temos:

V2:4=VBeR-Q

V48 =1/32,

usando a calculadora novamente, obtemos as respectivas aproximacoes:
2,8284271... e R—-Q

5,6568542... € R — Q,

em ambos 0s casos, os numeros encontrados estao entre 2 e 8.

. Entre um ntmero racional e um ntmero irracional, existe outro ntimero irracio-
nal.

Exemplo:

Entre 2 e v/15 podemos encontrar um namero irracional usando novamente a mé-
dia aritmética. Pois, a adicao de um ntmero racional com um ntmero irracional

é irracional.

2+ /15

eR -
5 Q

2+ 3,8729833...
2

= 2,9364916... ¢ R — Q.

. Entre um ntmero irracional e um nimero racional, existe um nimero racional.
Exemplo:

Entre v/3 e 7 podemos encontrar um ntimero irracional repetindo o processo do
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item anterior.

1,7320508... + 7
2

= 8,7320508... ¢ R — Q.

4.3 A densidade de Q em R

Agora, daremos uma forma de como "mostrar" que Q é denso em R. Para isso,
devemos "mostrar"que entre dois nimeros reais distintos dados existe um nimero ra-

cional. E também faremos em etapas:

1. Entre dois numeros racionais existe outro nimero nimero racional.

Essa propriedade j& é explorada por Dante como vimos na Figura 4.4.

2. Entre dois niimeros irracionais dados existe um niimero racional.
Exemplo:
Entre v/2 e /5 podemos encontrar um nimero racional da seguinte forma. Basta
encontrar a média aritmética desses dois niimeros irracionais, porém, como es-
ses dois niimeros nao sao opostos, o nimero obtido ao fazer isso, ¢ um nimero

irracional.

V245 o

5 Q

1,41422135... + 2, 2360679...

. = 1,8251407... e R — Q.

Ao pegarmos uma quantidade finita de casas decimais do ntimero 1,8251407...,
tal como 1,825 € Q, obtemos um numero racional entre v/2 e v/5.

3. Entre um nimero racional e um ntmero irracional dados, existe um nimero ra-
cional.
Exemplo:
Entre 2 e v/15 podemos encontrar um namero racional usando novamente a mé-
dia aritmética. Porém, como a adicao de um ntmero racional com um ntmero
irracional é irracional,

2 15
+T\/_€R_Q7
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2 + 3,8729833...
2

= 2,9364916... ¢ R — Q.

Devemos pegar uma quantidade finita de casas decimais do ntimero 2, 9364916...,

tal como 2,936 obtemos um ntmero racional entre 2 e v/15.

4. Entre um ntmero irracional e um nimero racional, existe um nimero racional.
Exemplo: Entre /3 e 7 podemos encontrar um nimero racional usando nova-
mente a média aritmética dos mesmos. Porém, como a adicao de um ntmero

racional com um numero irracional é irracional.

V347
9

ER_@v

1,7320508... 4+ 7
2

= 4,3660254... € R — Q.

Novamente devemos pegar uma quantidade finita de casas decimais do niimero
4,3660254..., tal como 4,366 € Q, obtemos um nimero racional entre v/3 e 7.

Buscando uma abordagem mais ampla do conceito de densidade, do que o encon-
trado nos livros do Ensino Bésico, enunciaremos assim:

Entre dois ntameros reais diferentes, sempre existe um ntmero racional e um niimero
irracional.

Essa propriedade ¢ chamada de densidade do conjunto dos ntimeros racionais e do
conjunto dos ntmeros irracionais no conjunto dos nimeros reais. Portanto dizemos que

os conjuntos Q e R — QQ sao ambos densos em R.

4.4 Assimilando o conceito de densidade sem falar em

niameros

Uma ideia para fazer os alunos assimilarem o conceito de densidade, sem falar em
ntmeros é: o professor pode pegar um pote de vidro grande e enché-lo com pedras
grandes. Em seguida, "preencher"os espacos entre as pedras grandes com pedras me-
nores (pedregulho). Em ambos os casos, o vaso "parece estar cheio". No entanto,
podemos jogar areia de modo a "preencher"os espagos restantes.

Podemos dizer que o "conjunto dos graos de areia é denso no conjunto de pedras
grandes, uniao com pedras pequenas, uniao com os graos de areia". E ai, o vidro esta

cheio? Essa atividade pode melhorar a compreensao de densidade.



Consideragoes Finais 44

4.5 Consideracoes Finais

Para finalizar, em resposta as perguntas feitas sobre quando e como falar do conceito
de densidade, dizemos agora que no 8° ano nao é possivel falar em densidade, como é
feito na Colegao Telaris, ja citada, porém somente no 9° ano apés o estudo do conjunto
dos niimeros irracionais e suas propriedades, que o conceito de densidade seria absorvido
com maior clareza e sua importancia se da por contribuir com um melhor entendimento
do conjunto dos niimeros reais e na aplicagao disso na resolucao de problemas.

Sobre as Figuras 4.1 e 4.2, quando mostramos que entre dois nimeros racionais
sempre existe outro ntimero racional, estamos mostrando que o conjunto dos ntme-
ros racionais é infinito, que entre dois ntimeros racionais existem infinitos nimeros
racionais. Como trabalhar a ideia de infinito é tao importante quanto o conceito de
densidade, sugerimos que no 8° ano seja enfatizado tal caracteristica: "Entre dois
numeros racionais, existem infinitos ntmeros racionais."

Na Figura 4.3, o autor afirma que nao é possivel enumerar todos os ntimeros menores
ou iguais a 4. Vimos nesse trabalho que o conjunto Q é um conjunto enumeravel,
assim qualquer subconjunto de Q também é enumeravel. Destacamos a importancia
do professor do Ensino Béasico usar corretamente os conceitos de matematica, mesmo
que alguns nao sejam de total compreensao por parte dos alunos. O autor poderia

simplesmente escrever:

S ={r e Q;x <4},

e sugerir alguns exemplos de ntimeros que estao em S tais como: %, 0, —%, etc. Poderia

inclusive, mostrar que tais nimeros satisfazem a equacgao que foi estudada.
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Densidade do conjunto dos nimeros racionais

Vocé Ja sabe: entre dois numeros naturais, nem sempre ha outro numero na-
tural. Por exemplo, entre os nimeras naturals 3 e 5 ha outro numero natural (4), mas
entre quaisquer dols numeros naturais consecutivos (3 e 4, por exemplo) ndo ha

* putro numero natural,

Com os numeros inteiros, ocorre 0 mesmo. Entre dois numeros inteiros, nem
sempre ha outro numero inteiro. Por exemplo, entre —1e —2 ndo ha outro nimero
inteiro. Observe a reta com esses NUMeros:

-5 -4-3-2 -1 8 1 2 3 4 &

Agora, veja 0 que Dcorre Com 0s nUMeros racionais:
-3 -2 -1 _; 1] _;_ 1 2 3

Entre dois numeros racionals, podemos encontrar muitos outros numeros racio-

nais. Por exemplo, entre 0 e 1, existe Jz- € muitos outros, mma% =075 % = 0,5, etc.
Do mesmo modo, entre 0 e —1, existe —% e muitos outros, como —% = —=0,75;
-3 = -0,6; etc.

Observe areta a seguir:

3
4

[ B

=3 | —; _‘i_ ﬂ; % 1 2 i
Entre 0 e % tambeém existerm muitos numeros racionais. Por exemplo, % Da

mesma maneira, entre 0 e —%. existern muitos numeros racionals, como —%_ Entre

De }. também existem muitos nimeros racionais, como %. E assim por diante.

Figura 4.1: Representando um namero racional entre dois ntimeros racionais na reta numé-

rica.
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Entre dois nimeros racionais diferentes, sempre existe outro numero racional.

g i " Essaéa propriedade da

v
s densidade dos niimeros racionais.
———_ Dizemos, por isso, que o conjunto dos

_nimeros racionais € denso. _~

Figura 4.2: Enunciando o conceito de densidade.

Vamos resolver, por exemplo, a inequacdo X < 4 no conjunto dos nimeros
naturaisN ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,..}. Nesse caso, o conjunto soluc@o S é:
S=1{0,12 3,4}
No conjunto dos numeros inteiros Z = {.. =3, -2, -1,0,1, 2, 3, ..}, essamesma
inequacao x < 4 teria como conjunto solucdo:
 Bef 80,1234,
Jano conjunto dos numeraos racionais, o conjunto solucdo seria escrito assim:
S = {x racional, tal que x < 4},

pois nao é possivel enumerar todos 0s numeros racionais menores ou iguais a 4.

Figura 4.3: Conjunto solugao de uma inequacao em conjuntos universos diferentes.
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Densidade do conjunto dos numeros racionais

Vocé |a sabe: entre dois numeros naturais, nem sempre ha outro numero no-
tural. Por exemplo, entre os nimeros naturals 3 e 5 ha outro nimero natural (4), mas
entre qualsquer dols numeros naturals consecutivos (3 e 4, por exemplo) ndo ha

* outro numero natural.

Com 0s numeros inteiros, ocorre 0 mesmo. Entre dois numeros inteiros, nem
sempre hd outro numero inteiro. Por exemplo, entre —1e —2 ndo ha outro nimero
Inteiro. Observe areta com esses NUMeros:

-5-4-3-2-1 0 1 2 3 4 5

Agora, Vela o que ocorre com 0s numeros racionais:

-3 -2 =-1.1-0 J
z T

1 2 3
Entre dois numeros racionals, podemos encontrar MuUitos outros numeros racio-
nais. Por exemplo, entre 0 e 1, existe Jz- € muitos outros, como %— =075 % =0,6;etc.
Do mesmo modo, entre 0 e —1, existe —% e muitos outros, como mi- = —0,75;
-3 = —p6etc
5 ,6:
Observe a reta a seguir:

1

au|—

4
Ol_} 1 2 3
%

Entre 0 e % também existem muitos numeros racionais. Por exemplo, %. Da

-3 -2 -1 _i_

mesma maneira, entre 0 e — '%. existern muitos numeros racionals, como —%. Entre

Oe % também existem muitos nimeros racionais, como % E assim por diante.

Figura 4.4: Encontrando um nimero racional entre dois niimeros racionais.
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A relacdo entre os conjuntos N, Z e ()
Vocé ja viu:

N=1{0,1,23 4.}ou{0, +1,+2,+3,+4,..} indicaoconjunto dos numeros naturais;

Z={.-2-10+1+2,.}ouZ ={. -2 -10,12,.} Indica o conjunto dos

numeros inteiros;

Q= {x | x = % compeZeqe Z*} indica o conjunto dos nimeros racionais.

Analise os exemplos:

TP —1len
CNaoenumeronaturaIP?GEN). —J15 &N ./ |
-7 { E numero inteiro (—7 € Z). \{1_5'4'\: Ji5 ¢z 1? ﬁ— 1; & Z
—— En ional (=7 € Q).
numero racional ( Q) Ji5 ¢ Q o 1% s

Observe o diagrama, que relaciona os conjuntos numéricos N, Z e Q:

e .
T B [ Q e

\// X
Todo namero natural \ z
¢ também inteiro e racional.
Comente com os alunos que

Todo niimero inteiro é
racional. / i / podemos dizer que R estd
e L i ./ contido em Z, que M estd contido
g e emQ e que Z estd contido em Q.

Figura 4.5: Descobrindo a existéncia de ntmeros nao racionais.
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