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RESUMO

O objetivo deste trabalho é ampliar os conhecimentos sobre niimeros complexos ja adquiri-
dos no ensino médio. Diversas formas de representacao e propriedades operatdrias sao
abordadas. Para este fim, primeiramente, os niimeros complexos sao definidos a partir do
conceito de matrizes quadradas de ordem 2, e portanto, serao definidos como pares orde-
nados de niimeros reais. Na sequéncia, a partir da apresentacao geométrica dos conceitos
e operacoes, ¢ estudado o plano complexo estendido, as Transformacoes de Mobius e a

Projecao Estereogrdfica.

Palavras-chave: Numeros Complexos. Transformagoes de Mobius. Transformagoes Con-

formes. Projecao Estereografica.



ABSTRACT

The objective of this paper is to extend the concepts of complex numbers already acquired
in high school. Many forms of representation and operative properties are used. For that,
first, the complex numbers are defined from the concept of square matrices of order 2, and
will therefore be defined as ordered pairs of real numbers. Following, from the geometric
presentation of concepts and operations, it is studied the extended complex plane, the

Mobius Transformations and the Stereographic Projection.

Keywords: Complex Numbers. Mobius Transformations. Conformal Transformations.

Stereographic Projection.
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Capitulo 1

Tratamento Matricial

1.1 Introducao

Os ntimeros complexos surgem para dar uma solucao para a equacao x? + 1 = 0.
Neste primeiro capitulo vamos propor uma resolucao desta equacao no espago das
matrizes de entradas reais e de ordem 2 x 2.

Com o auxilio da Algebra Linear Elementar, escrevemos a equacao na forma

X - X+1=0,istoé, X - X =—1, (1.1)
10 0 0
onde X € My(R), I = ¢ a matriz identidade 2 x 2 e O = ¢ a matriz
0 1 0 0
nula 2 x 2.
a
Nessas condigoes, tomando uma matriz X = , com a,b,c,d € R, temos
c d
a b a b 10
X - X=-]= . S— —
c d c d 0 1
a?+bc ab+bd -1 0
<~ =
ac+cd be + d? 0 -1

10
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Da tultima igualdade, temos
(I) a? 4+ be = —1,
(IT) ab+ bd = 0,
(IIT) ac+cd=0e
(IV) be + d* = —1.
Em (II) tem-se que

ab+bd=0<=0b-(a+d)=0<=b=0oua+d=0<=b=0oua=—d.

Quando b = 0, a equacao a* + bc = —1 se torna a> = —1 e, esta nao possui solucao,

pois admitimos que a € R, para qualquer que seja ¢ € R.

O mesmo ocorre quando verificamos a igualdade (III), pois
ac+cd=0<=c-(a+d)=0<=c=0o0ua+d=0<=c=0o0ud=—a.

Quando ¢ = 0, a equacao bc + d? = —1 se torna d> = —1 e, esta nao possui solucao,
pois admitimos que d € R, para qualquer que seja b € R.

Do exposto acima, temos que uma solucao de (1.1) serd da forma

a b
X =
c —a
e satisfazendo a condicdo a? + bc = —1, o que nos leva a concluir que a solucao nao é
9

unica.
Podemos ainda garantir que a matriz X admite inversa, isto é, existe X! tal que

X -X'=X"1.X =1, pois

a b
det(X) = =—a’>—bc=—(a®+bc) = —(-1) =1,
c —a
onde a pentiltima igualdade segue da condicao a® 4 bc = —1. E ainda,

X X=-TX-X)-X'=-T-X1
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e como o produto de matrizes é associativo segue,

X X XHh=X'=XT=X"=X= X"

= X+ X1 =0, = X1 ==X,

onde Oy é a matriz nula de ordem 2.

-1
Tomando-se a = 0, b = —1 e ¢ = 1 obtemos como uma das possiveis
1 0

solugoes. Denotaremos esta matriz por 7.

1.2 O Conjunto dos Numeros Reais Ampliado

Nesta secao queremos mostrar como o Conjunto dos Niimeros Reais pode ser ampliado
para um conjunto que acomoda uma infinidade de nimeros além dos ntiimeros reais.

Para isso, tomaremos aplicagoes cujos dominios e contradominios sao espagos vetoriais

e que preservam as operacoes de adicao de vetores e de multiplicacao de um vetor por um

escalar.

Definicao 1.2.1. Sejam V' e W espacos vetoriais. Uma transformacgao linear € uma
aplicagao T : V. — W que satisfaz

(a) Vu,v e V): T(u+v)=T(u)+T(v),

(b) (Yo e V) e (VAeR): T(\v)=A\(v).

Vale observar que para qualquer aplicacao linear 7': V — W
e T(0) =0, pois T(0) =T(0—0)=T(0) — T(0) = 0;
e Sewv eV, entdao T'(—v) = —T(v), pois T'(v) + T(—v) =T (v —v) =T(0) = 0.

Como exemplo de transformacao linear, apresentamos a rotagao por um angulo 6.
Seja T : R? — R? dada por
cos) —senb x

T(x,y) =
senl  cosf Y
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De acordo com a transformacao linear dada acima, podemos afirmar que, geometrica-

0 -1 s
mente, 1 = corresponde a rotagao de um angulo de 3 radianos no plano R?,
1 0

no sentido anti-horério.

Para enunciarmos e demonstrarmos a Proposicao 1.2.2, sera de extrema importancia
entendermos o que é um isomorfismo.

Isomorfismo é estudado na matemaética com a funcao de estender conhecimentos de
uns fenémenos para outros, ou seja, dizer que dois objetos sao isomorfos equivale a dizer
que qualquer propriedade que é preservada pelo isomorfismo e valida para um dos objetos,

também serd vélida para o outro.

Proposicao 1.2.2. Fxiste um subconjunto de matrizes reais 2 X 2 que é isomorfo ao

conjunto dos numeros reais.

Demonstracao:

Vamos considerar a transformacdo 7' : R — M;(R) que leva o ntimero real 1 na matriz

10 10
I = , isto ¢, T'(1) = . Por linearidade temos que para todo a € R
01 0 1
vale T'(a) = a - T(1). De fato,
a 0 10
T(a) = =a- =a-T(1).
0 a 01
Note que T'(0) = O,, pois se T'(a) = aT'(1) para todo nimero real a, tomando a = 0,
10 0 0
T(0)=0- =
0 1 0 0
a 0
Provemos que 7' é um isomorfismo entre R e o conjunto M = saeR B,
0 a

isto é, T preserva as operacoes de adi¢cao e multiplicagao em R. Devemos mostrar que
T(a+c)=T(a)+T(c)eT(a-c)=T(a) T(c) para todo a,c € R.
De fato,
a+c 0 a 0 c 0

(i) T(a+c) = = + =T(a)+T(c) e
0 a+c 0
0

i T@o= (" " =" ) — T(a) - T(c). 1

0 a-c 0 a
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0 -1
Desta maneira, acrescentando o elemento bi = b - o conjunto R fica am-
1 0
pliado e escrito da forma
, 10 0 —1 a 0 0 —b a —b
a - I —+ bZ = a - + b . — + - )
0 1 1 0 0 a b 0 b a

onde a,b € R.
A um ntmero escrito na forma a - I 4+ bi da-se o nome de Numero Complexo, donde
temos:
(i) a- I + 0i = a - I chamaremos de nimeros reais e,
(ii) 0 - I + bi = bi chamaremos de nimeros imagindrios.

Iremos representd-lo por C = {a - I + bi;a,b € R}.

1.3 Operacoes entre Numeros Complexos

Apresentaremos as operacoes entre nimeros complexos a partir da adicao e multiplicagao
de matrizes.
Consideremos os seguintes nimeros complexos z = al+bi, z; = a1 1+b1t, 20 = asl+boi

e z3 = asl + b3t.

Definicao 1.3.1. Em C definimos as operagoes de adi¢ao

+: CxC — R

(z1520) V> 21+ 20

onde

ap+az —(by+0
otz = (D bid) + (gl i) = | T ORI

e multiplicacao
CxC — R

(21;2’2) — Z1° %92

onde

araz — biby  —aiby — azdb
21 - 2 = (ard + b17) - (agl + boi) = 152 7= V12 102 — G201
a/lb2 + a2b1 a1a9 — blb2
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Proposicao 1.3.2. Sejam z, 21, 25 e z3 numeros de C, entao sao validas as sequintes
propriedades para
Adicao
(A1) Fechamento: z; + zo € C.
(Ay) Comutativa: z + zo = 2z + 21, V21, 29 € C.
(As) Associativa: (zy + z2) + 23 = 21 + (22 + 23), V21, 20 € C.
(Ay) Existéncia de elemento neutro. Para todo z € C eziste zg =01 4 0i tal que
Z2+zg=2z2=29+ z.
(As) Ezisténcia do elemento oposto. Para todo z € C, existe —z € C tal que
24+ (—=2) =20 =(—2) + 2.

(Ag) Multiplica¢ao por um escalar k. Para todo k € R tem-se k - z, Vz € C.

Multiplicacao
(My) Fechamento: z - z5 € C.
(Ms) Comutativa: zy - zo = 29 - 21, V21, 29 € C.
(Ms) Associativa: (z1 - 22) - 23 = 21 - (22 - 23), V21, 29 € C.
(M) Ezisténcia de elemento neutro. Para todo z € C, existe 1 € C tal que z-1 =2z =1-z.
Nesse caso 1 = 11 + 0s.

(Ms) Eristéncia de elemento inverso. Dado z # 0 existe o elemento inverso 2z~ tal que

a b

! I— i.
a? + 0> a?+0b?

- z. Nesse caso, se z = al + bi entdo 27! =

z-z71l=1=2"

Dastributividade da multiplicacao em relacao a adicao

21 (224 23) =21+ 20 + 21 - 23,V21, 20,23 € C

Demonstracao:
Adicao
(A1> ) ) a; —b as —by
21+ 20 =(ar1] + b13) + (aol + boi) = +

by by as

a1 +ax —(by +b
_[ ate —bitb) — (a1 + a2)I + (by + by)i € C.
(b1 + b9) a1 + as
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(A2)
. . ar —b az —by
21 + 29 =(ar] 4 b1i) + (azl + bei) = +
bl aq bg a9
_ ai + as —(b1 + bz) _ as + ap —(bg + bl)
(bl + bg) ay + ag (bg + bl) as + ap
az —by a; —b )
= + = ol +bot + a1l + b1 = 20+ 2.
bg a9 bl aq

Portanto, z; + 29 = 29 + 2.

(As)
(21 + 22) + 23 = [(a1] + b1i) + (agd + boi)] + (asd + bsi)

a; —b ay —bs az — b3
— + +
by by a by a3

a1 + as —(bl + bg) " as —b3

(bl + bz) ai + as bg as

(a1 -+ ag) —+ as —(bl —+ bz) — bg n aq + (OJQ -+ a3) —b1 — (bg —+ bg)

(bl + bz) + bg (a1 + az) + as b1 + (bg + bg) a; + (OJQ + ag)
B aq —bl " as + as —(b2 + bg)

by by + b3 as + as

a; —b as —by as —bs
= + +

bi by s by as

:(a1] + bll) + [(CLQI + bgl) + (&3[ + bgl)] =21 + (ZQ + 23).

Logo, (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

(A4)Queremos determinar o nimero complexo zp tal que z + zp = 2. Para isso,
r =y
tomemos zg = T,y € R.
Yy x
a —b xr —y a+x —b—y a —b
Z+ 2y =2 < + = —

b a y T b+y a+zx b a
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Da tultima igualdade, segue
Ha+r=a<=r=a—a<=x=0,
(2) b—y=-b<= —y=-b+b<=y=0,
(3)
(4)

b+y=b<=y=0—-b<=y =0,
a+

4 r=a4<=zr=a—a<+=x=0.
0 0 ,
Concluimos que zg = =01 + 0z.
0 0
Analogamente, chegamos que zy =
0

zo€ Ctal que 24+ 29 = 2 = 29 + 2.

= 0/ + 07 para zp + z = 2. Logo, existe

(A5) Queremos determinar o nimero complexo z tal que z+2z = 2. Para isso, tomemos

x —_—
Z= Y ,z,y € R.
y x
_ a —b
Z2+z2=2zy) & +
b a
a+xr —b—y
<~
b+y a+x
Da tultima igualdade, segue
(Ha+zr=0<=2=—a
(2) b—y=0<=y=-b
B)b+y=0<=y=-b
4 a+r=0<=2=—a
_ —a b
Concluimos que z = = —
—b —a
_ —a
Analogamente, chegamos que z =
-b —a

(As)
a —b
k-z=k-(al +bi)=k- —
b a

= —z e ainda, 2 = (—a)l+(—b)i.

= (—a)l + (=b)i, para z + z = 2.

ka —kb
kb ka

=(k-a)l+ (k-b)i € C.
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Multiplicagao
a; —b as —b
(Ml) Z1 %2 :(a1[ + bl’L) . (CLQ[ + ng) = ! ! . 2 ?
b1 aq b2 a9
a1 — blbg —a,lbg — a,gbl
a1by + asby  ajag — biby
| ma2 — biby —(a1be + asby)
a162 + &261 aiay — blbg
:(alag — blbz)[ + (albg -+ azbl)’i e C.
<M2) ) ) a; —b ay; —by
VAR, :(0,1[ -+ 617/) . (GQ[ -+ ng) = .
b a by ap
arag — biby  —arby — azby azay —boby  —agby — baay
&162 + &le a1ag — blbz &2161 —+ b2a1 o201 — bgbl
az —by a; —b . .
= . = (CLQI + bgl) . (a1[ + bll) = 29" 2.
b2 a9 bl aq

(Ms)
(21 22) - z3 =[(ar1 ] + byi) - (aol + bat)] - (a3l + bsi)
_ | a —b agy  —bo as —bs
B by  a ' by as ' b3 a3
[ a1a2 —biby —a1by —azby as —bs
N a1by + asby  ajag — biby ' by as
[ magaz — a3biby — a1bybs — bibsay —ajasbs + bibybs — ajasbs — agasb;

a1a3b2 - 515253 + a1a3bl + a2a3bl a1a2a3 — a3blb2 - alb2b3 - blbga2
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210 (22 23) =(an] + bid) - [(a2] + boi) - (az] + bs1)]

! —b; [ as —by as —bs

B by @ \ b2 a by as

| @ —b; asas — bybs  —asbs — boas

T\t )\ bas tashs —babs — asas

[ mazaz — azbiby — a1babs — bibsas —ajasbs + bibabs — ajasbs — agashy

ayaszby — b1babs + arasbs + asasby  ayasas — agbiby — ajbabs — bybsas

Logo, (21 : 22) TRZ3 =21 (22 : 23)-

(My)Seja z tal que z -z = z. Dados z,y € R, tomemos z =zl + yi =

z-z2=z<= (al + bi) - (z] +yi) = (al + i) <
<~

a —b r -y a —b
: = <~
b a Yy b a
ar —by —ay —bx a —b
<~ =
br 4+ ay —by+ ax b a

Da tultima igualdade, tem-se

Considere as igualdades (1) e (2). Inicialmente, tomando a = 0 segue em (1) by =0 e

em (2) bx = b. Dal, devemos considerar duas situagoes:

e b =0, o que implica a igualdade (1) e (2) terem infinitas solugoes;

e h#0, obtemos z =1ey =0.

Tomando b = 0 segue em (1) az = a ¢ em (2) ay = 0. Dai, devemos considerar duas

situacoes:

e o = 0, j4 vista anteriormente;

e a#0,obtemos z=1ey=0.
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Agora, tomando a # 0 e b # 0 obteremos x = 1 e y = 0. De fato. De (1) tem-se
a+ by

x que substituindo em (2)tem-se

b
b- <a+ y) +ay = b <= ba + b*y + a*y = ab <= (a* + b*)y = 0.
a

Como a? + b% # 0, segue que y = 0 e assim, concluimos que x = 1.

1 0
Nessas condicoes, z = =1-I14+0:=1.
0 1
E ainda,
a —b 10 a —b
z-1=(al +bi)- (11 +0i) = . = = (al + bi) = z.
b a 0 1 b a
10 a —b a —
1-2= (11400 (al +bi) = : = = (al + bi) = z.
0 1 b a b a

Logo, 1 ¢ o elemento neutro da multiplicacao.
(Ms) Seja 271 o inverso multiplicativo do ntiimero complexo z = al + bi, com 2z # 0,

ou seja, a e b nao simultaneamente nulos, entao

Tomemos 2! = ¢l + di, com ¢,d € R, entao
1

z-z2 =1 (al +bi)-(c] +di) = (1] + 0i) =
a —b ¢ —d 1 0
<~ . = <~
b a d ¢ 0 1
ac—bd —ad— bc 10
< =
ad +bc ac—bd 01

Da tultima igualdade temos ac — bd = 1

ad + bc = 0

Da segunda equagao do sistema acima e tomando a # 0, temos

ad+bc=0<:>ad:—bc<:)d:—@.
a
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Substituindo o valor de d na primeira equagao, obtemos

b
ac—b- [ -2 :1<:>a20+620:a<:>c(a2+62):a<:>c:L,
a a? + b?
Nessas condigoes,
a
bho(—0
d— — (a2+b2):_ b
a a? + b
a b
bogo = i m T TaEr
oz =1<= (I +di) (al +bi) =1 <=
c —d a —b 10
<~ . = <
d c b a 0 1
ca—db —bc—ad 10
<~ =
da+bc —db+ ca 0 1
Da tultima, igualdade temos ac — bd = 1
ad + bc = 0
que ja foi resolvido acima. Portanto,
p a b
c - 2 112 2 1 p2 a b
-1 _ _ a’+b a’+b _ _ ;
SR WP B a _<a2+b2)l+< a2+b2)l'
a?+ b2 a?+ 02
Segue,
1 = (al + bi) G Y (L B
z-z—1=(a 1) || —— — )il =
a2+b2 a2+b2
a b
e Y 2 @t |
b a
b a —
az + 0 a?+ b2
a? b? ab ab
252+2 B2 a2 +b2 a2+ b2 I
_ a® + a® + a—g a® + — =17/ +0i=1.
ab ba b a 01

a2+b2_a2+b2 a2+62+a2+b2

1

Analogamente, 27" - z = 1.
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Distributividade da multiplicacao em relagao a adigao

21+ (22 + 23) =(ar] + byd) - [(az] + bai) + (as] + bsi)]

a; —b az —by
b1 aq bg a9

B aq —bl as + as
b1 aq b2 + bg

a1a9 + a1a3 — blbz — blbg

asby + aszby + aiby + a1 b3

—by — b3

as + as

ai(ags + asz) — by(ba +bs) ai(—by — bs) — by(az + as)
bi(as + a3) + ai(be + b3) by (—by — bs) + ai(az + a3)
—a1by — a1bs — azb; — aszb;

—b1by — b1bs + ajas + ajas

2129+ 21" 23 :(a1[ —+ bl’i)(dzf —+ bQ’L) —+ (04[ —+ bl’i)(dgl -+ ng)

—by

ap —b a2

b a by as

a1a2 + a1az — blbg — blbg

agbl + (lgbl + albg + albg

ay —bl as —bg

+
b1 ay bg as

—&162 — &1b3 — agbl — &361

aiay + araz — biby — bibs

1.4 O Corpo dos Niumeros Complexos

Com o intuito de simplificar as operacoes com nimeros complexos, iremos defini-lo como

um par ordenado z = (a;b) de niimeros reais a e b sujeitos as regras operacionais

(R1) igualdade: (a;b) = (¢;d) se, e somente se, a =c e b =d.

(R2) soma: (a;b) + (¢;d) = (a+¢; b+ d).

(R3) produto: (a;b) - (¢;d) = (ac — bd; ad 4 be) e m(a;b) = (ma; mb).

Com este objetivo, consideremos o conjunto T = {(a;0),a € R}, de modo que

e (a;0) + (b;0) = (a +b;0);
e (a;0)-(b;0) = (a-b;0).
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Vale observar que, em T, estas operacoes satisfazem as propriedades apresentadas na

Proposicao 1.2.2.
Proposicao 1.4.1. O conjunto T ¢é isomorfo ao conjunto dos nimeros reais.

Demonstracao:
Consideremos a transformacao I' : R — T que leva o ntimero real 1 no par (1;0), isto é,

I'(1) = (1;0). Por linearidade tem-se que para todo a € R vale I'(a) = aI'(1). De fato,
I'(a) = (a;0) = a(1;0) = al'(1).

E mais, I'(0) = (0;0), pois se I'(a) = aI'(1) para to ntimero real a, tomando a = 0,
segue I'(0) = 0I'(1) = 0(1;0) = (0;0).
Provemos que I' é um isomorfismo entre R e T. De fato,
(I) T(a+b) = (a+b;0) = (a;0) + (b;0) =T'(a) + T'(b);
(I1) T(a - b) = (a-b;0) = (a;0) - (b;0) = I'(a) - T'(b). ]
A partir da transformacao T;R? — R? que representa uma rotacao 6 radianos no

sentido anti-horario,

cost) —senb x
T(x;y) = : ;
senfl  cost Y

s
tomando 0 = 5 e o ponto @ = (b; 0) pertencente ao eixo das abscissas, tem-se

™
Conclui-se que, o ponto @ = (b;0) apés rotagao de 6 = 5 1o sentido anti-horario,
passa a pertencer ao eixo das ordenadas.

Tomando o par ordenado (a;b) denotado por z como no inicio desta segao, tem-se

z=(a;0) = (a;0) + (0;0) = (a - 1;0) + (0;6- 1) = (a;0) - (1;0) + (b;0) - (0;1).
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Segue da Proposicao 2.3.4 que
z = (a;b) = (a;0) 4+ (0;b) = a(1;0) 4+ b(0; 1).

Note que o produto (b;0) - (0;1) também representa uma rotagao de 6 = g no sentido
anti-hordrio, do ponto ) = (0;1).

Nestas condicoes, passaremos a admitir que,

e o numero 1 pode ser associado ao par ordenado (1;0) e a matriz Io;
e o0 numero i pode ser associado ao par ordenado (0;1) e a matriz

Vale observar que

(1;0)-(1;0)=(1-1—-0-0;1-04+0-1) = (1;0)
ou seja, equivale ao nimero real 1 e,

(0;1)-(0;1)=(0-0—-1-1;0-14+0-1) =(-1;0)
que equivale ao nimero real —1. Assim, podemos escrever cada nimero complexo na
forma

z = (a;b) = a+ bi, (1.2)

chamada de forma algébrica.

Aos nimeros reais a e b daremos os nomes de parte real e parte imagindria de z = (a; b),

respectivamente, indicando por
Re(z) =a e Im(z) =b.

Em particular temos
(a) o par (a;0) é identificado com o nimero real a;
(b) o par (0;b) é um nimero imaginario puro identificado por bi;
(c) o par (0;0) é equivalente ao nimero real 0.
A partir da igualdade (1.2) e tomando os niimeros complexos z; = (a;b) e 23 = (¢;d),
as féormulas (R1), (R2) e (R3) podem ser escritas

(Rl) 21 = 20 <= (a;b0) = (¢;d) <= a=ce b=,
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(R2) 21+ 22 = (a;0) + (¢;d) = (a + ;b +d) = (a+c) + (b + d)i,
(R3) z1 - 20 = (a;b) - (¢;d) = (ac — bd; ad + be) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Proposicao 1.4.2. Seja o conjunto C = {a + bi;a,b € R} e,considere z, 21, 29, 23 € C.

Entao,

(P1) lei do fechamento: z; + 20 € C e z; - z5 € C.

(P2)lei comutativa da adi¢do: z, + zo = 29 + 21.

(P3) lei associativa da adi¢do: (21 + 22) + 23 = 21 + (22 + 23).

(P4)lei comutativa da multiplica¢io: zy - zg = 2z - 2.

(P5) lei associativa da multiplica¢ao: (z1 - z2) - 23 = 21 - (22 - 23).

(P6) lei distributiva: zy - (20 + 23) = 21+ 22 + 21 * 23.

(P7) elemento neutro da adi¢io: z+0 =2z =0+ z.

(P8) elemento neutro da multiplicacdo: z-1=z=1"-z.

(P9)Para todo z; € C, eziste um unico nimero z € C, tal que
21+ 2 =0,

chamado elemento oposto de 2.

(P10) Para todo z; € C, com z; # 0, eziste um unico niumero z € C, tal que
7nz=2-21=1.
, , ) 1
O elemento z; € chamado de inverso de z e serd denotado por z; = —.
z

Omitiremos a demonstracao da proposi¢ao acima, pois ja foram demonstradas na
forma matricial na Proposicao 1.4.2.

Como C = {a + bi;a,b € R} satisfaz tais propriedades, diz-se que C é um Corpo.

1.4.1 Operacgoes Inversas

(A) A operagao de subtracao é a operagao inversa da adigao.
Sejam 21, 29, z3 € C tais que z; = (a;b), 20 = (¢;d) e z3 = (e; f).

Denotando a diferenca z; — 25 por z3 temos:
23 — 21 — Z9.

Assim, z; = 25 + z3. Mais precisamente,
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(a;0) = (c;d) + (€5 f).
Utilizando a regra operacional (R2) segue:

(a;0) = (c+esd+ f),

e ainda por (R1),
a=c+eeb=d+ f.

Isolando e e f, obtemos
e=a—ce f=b—d.

Desta forma, a lei de subtragao sera dada por

n—zm=zn=(@@—cb—d) =(a—c) +(b—d)i

(B) A operagao de divisao é a operacao inversa da multiplicacao.
Sejam 21, 29, z3 € C tais que z; = (a;b), 20 = (¢;d), z3 = (e;f) e 20 # 0

. <1
Denotando o quociente — por z3 temos
E)

21
23 = —.
)
Assim,
21 = z3 - z3, mais precisamente , (a;b) = (¢;d) - (e; f)
Utilizando a regra operacional (R3) segue

(a;b) = (ce — df;cf + de)

Agora, de (R1) obtemos
a=ce—df;b=cf + de. (1.3)
Queremos determinar o par (e; f), porém devemos considerar que o nimero complexo

29 = (¢;d) # 0 admita ¢ = 0 ou d = 0.

Primeiramente, tomando ¢ = 0 e d # 0 na igualdade (1.3) tem-se
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a=—df eb=de.

b
Assim, tem-se f = —% ce=—. ,
Logo,'z—::zg:(e;f):eij’i:ajL%ai.
Caso, ¢ # 0 e d = 0, na igualdade (1.3) tem-se

a=ceeb=cf.

b
Assim, tem-se e = L. f=-.
c c )
Logo, ﬁ:?«“32(e;f):e—I—fi:g—i——i.
29 c c

No caso em que c #0 e d # 0 e de a = ce — df segue

d
a:ce—alf<:>ce:a—l—df<:>e:ChL /

(D

Substituindo (I) em b = ¢f + de, tem-se

b:cf+d(ﬂ) = bc=Cf+ad+ d°f —
c
bc — ad
2, g2
<= bc—ad = f(c +d)<:>f:m (I1)
Substituindo (II) em (I) tem-se
p bc — ad
a+ df @+ (02+d2) ac® + ad* + bdc — ad?
e = e = e =
c c c(c? 4+ d?)
. c(ac + bd) PN ac + bd
(2 +d?) 24
Nessas condicoes, a lei da divisao sera dada por
21 . ac+bd bc—ad,.
2 —a=laf)=etfi= c + d? * 2+

Em particular, se z # 0, entao
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Proposicao 1.4.3. Se o produto de dois numeros complexos é nulo, entao pelo menos

um dos fatores deve ser nulo.

Demonstracao:
Tomemos z; = (a;b) e z5 = (¢;d) de modo que z; - 2z, = 0. Segue, das regras operatérias

(R3) e (R1), respectivamente, que
ac—bd =0ead+bc=0.

Observe que, se a ou b nao é nulo, formamos o sistema homogéneo que admitird uma

solugao diferente da trivial, logo sera possivel e indeterminado, nas incégnitas a e b.

ca — db = 0
da + ¢b = 0

Assim,

c —d
=0« +d?=0<=c=d=0
d c

Logo, se z1 - 2z = 0, entao z; = 0 ou 25 = 0 ou 21 = 29 = 0. [ |



Capitulo 2

Representacoes dos Numeros

Complexos

2.1 Representacao Geométrica

Sabemos que cada par ordenado de ntimeros reais (a; b) estd associado a um tinico ponto
P de coordenadas a e b do plano de coordenadas retangulares Ozy.
A partir do estudo do Corpo C, vimos que a cada ntmero complexo z = a + bi
associamos o par ordenado (a;b). Desse modo, podemos associar a cada niimero complexo
z =a+ bi o ponto P(a;b), chamado de afixo de z.

y A

b P(a; b)

»
X

Figura 2.1: Afixo do Ponto P

2.1.1 Interpretacao Vetorial dos Nimeros Complexos

Dado um ntimero complexo z = a+ bi, podemos considera-lo como o vetor Oﬁ, de origem

0(0;0) e extremidade P(a;b) do plano Ozy, como na figura 2.2.

29
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YA

P(a; b)

0 %

Figura 2.2: Vetor OP

Tomando o vetor O? fixo, chama-se classe de equipoléncia de O¢ ao conjunto de
todos os vetores equipolentes a O¢, isto é,

(i) se OP ¢ nulo, entao todos serdo nulos;

(ii) se nenhum ¢ nulo, entdo terdo mesmo comprimento, mesma dire¢cdo e mesmo

sentido.

YA
B

A %('a; b)

Figura 2.3: Vetor AB da Classe de Equipoléncia do Vetor OP

»
X

A partir da definicao da adicao de dois niimeros complexos, temos que z; + 2o associa-
se ao ponto (a + ¢; b+ d) que, por sua vez, corresponde ao vetor cujas componentes sao
as coordenadas desse ponto. Nessas condig¢oes, o nimero complexo z; + 29 é representado

pela adicao vetorial do vetores z; e z5.

YA

Figura 2.4: Afixo da Adigao
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O oposto do nimero complexo z = (a;b) = a + bi, representado por —z, corresponde

a um vetor de mesmo comprimento, mesma direcao, porém, de sentido oposto ao de z.

YA
b z=P(a; b)
-a O
a X
-b
P'(-a;-b)=-z

Figura 2.5: Afixo do Oposto de z

A diferenga z; — 25 = 21 + (—22) é representada como na figura 2.6.

YA
d / Zy
b / iZl
-c 0 a-c -
i © Toa’x
) fra e
R Z‘z ] -d

Figura 2.6: Afixo da Diferenga

Do exposto nas figuras 2.5 e 2.6 temos que a representacao geométrica da adicao e da
subtragao de ntimeros complexos corresponde a regra do paralelogramo para vetores. A
diagonal obtida representa os vetores z; + 25 € 21 — 25 em cada caso.

Da definicao de multiplicacao de niimeros complexos z; = a + bi e 29 = ¢ + di, temos

que 27 - 23 associa-se ao par (ac — bd; ad + bc).

Definicao 2.1.1. Dado o nimero complexo z = (a;b) = a + bi o conjungado de z € o

numero complexo Z = (a; —b) = a — bi.

Geometricamente, 7 significa a reflexao de z em relacao ao eixo O, isto é, a posicao

do afixo de Z é simétrica a do afixo de z em relacao ao eixo Ow.
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VA
b z="P(a; b)

o a >X

b Z—P(a;-b)

Figura 2.7: Afixo do Conjugado de z

Proposicao 2.1.2. Se z e w sao numeros complexos, entao:

Demonstragao:

Para a demonstracdo tomemos os ntimeros complexos z = (a;b) e w = (¢;d), com
a,b, c e d reais.

(I) Como z = (a;b) segue da Definigao 2.1.1 que zZ = (a; —b).

Chamando de u = Z = (a; —b) segue que u = (a; —(—b)) = (a;b). Nessas condigoes,
conclufmos que U = z e ainda que u = z. Portanto, z = Z.

(II) Se Z = z entdo, (a; —b) = (a;b).

Nessas condigoes, teremos a = a que sempre ocorre e, —b = b que s6 sera verdade
quando b = 0. Logo, z = (a;0) = a(1;0) representa um numero real. Reciprocamente, se
z ¢ um numero real, entdao z = a = a(1;0) = (¢;0) e Z = (a; —0) = (a;0) = 2.

Portanto, Z = z <= 2z € R.

(I1I) z+Z = (a;b) + (a; =b) = (a + a;b+ (—b)) = (2a;0) = 2a(1;0) = 2a = 2Re(z).
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(IV) 2 =% = (a:b) — (a; —b) = (a — a;b — (=b)) = (0;2b) = 2b(0; 1) = 2ib = 2iI'm(=2).
(V) Se 2 = (a;b) e w = (¢; d) entdo,

z+w=(a;b) + (¢;d) = (a+¢;b+ d).
Dai, segue que

z4+w=(a+c—(b+d)). (2.1)

Por outro lado,
Z+w = (a;—b) + (¢;—d) = (a4 ¢; —(b+ d)). (2.2)

De (2.1) e (2.2) concluimos que z + w = Z + .
(VI) Se z = (a;b) e w = (¢;d) entéo,
z—w=(a;b) — (¢;d) = (a;0) + (—¢; =d) = (a+ (—¢); b+ (—=d)) = (a — ¢; b — d).

Dali, segue que

z—w=(a—c—(b—d)). (2.3)

Por outro lado,

zZ —w =(a; —b) — (¢; —=d) = (a; —=b) + (—¢; —(—d)) = (a; —b) + (—c¢; d)

(2.4)
=(a—c¢;—b+d)=(a—c;—(b—d)).
De (2.3) e (2.4) concluimos que
Z—w=2zZ-—w.
(VII) Da definigao de produto entre z = (a;b) e w = (¢; d) segue,
z-w = (a;b) - (¢;d) = (ac — bd; ad + be).
Logo, z-w = (ac — bd; —(ad + bc)). (2.5)
Por outro lado,
z-w =(a; =b) - (¢; =d) = (ac = (=b)(=d); a(=d) + (=b)c) (26)

=(ac — bd; —ad — bc) = (ac — bd; —(ad + be)).

De (2.5)e—(2.6) concluimos que Z-
o G- (-3)-= ()

Agora, precisamos mostrar que

decorrente do item (vii) com w # 0.

1
w

\/

w
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1 1 1
Fazendo u = (—) temos u = (—) = —, sendo a segunda igualdade vélida por (7).
w w w

Desse modo, podemos escrever que % - w = 1 e ainda, que w-w = 1. Aplicando
as propriedades (VII) e (I1) no primeiro e segundo membros, respectivamente, temos

u-w = 1, donde por (I) obtemos, u-w =1 <= u =

Desta forma, <i) = (zi) =Z- (i) =7. é =
w w w w

(1X) Provaremos esta propriedade usando o Principio da Indugao Finita sobre n € IV.

8| -

2|l

Consideremos a sentenca P(n) : (z)" = (27).
Verifiquemos a veracidade de P(n) para n = 2.

P2):2=72=7%- 2

=Z°.

|

HI: Suponhamos que P(n) seja verdadeira para um certo n = k. Logo, P(k) : 2k = Z".
Provemos paran =k + 1,
Plk+1) =2kl =2k . s =2k .z =%F . 7 = Z¢1,

Portanto, pelo Principio de Indugao Finita, segue que (z)" = (2"),n € IN. [

Definicao 2.1.3. Se a e b sdo nimeros reais, o numero real ndo negativo v/a? + b> é

chamado valor absoluto, ou mddulo, do nimero complexo z = (a;b) = a + bi.

Escrevemos |z| = |a + bi| = Va? + b2

Geometricamente, o valor absoluto de z é o comprimento do vetor z; é a distancia

entre o afixo P de z e a origem O e pode ser obtido aplicando o Teorema de Pitagoras no

triangulo OPA:

Figura 2.8: Mdédulo do Nimero Complexo z

|22 = a® + 1 = |2| = Va® + b2
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Podemos observar que |z; — 23| é a distancia entre os afixos de z1 e 23, e que segue

imediatamente da Defini¢ao 2.1.3, ja que

|21 — 20| = [(a — ¢) + (b—d)i| = \/(a —¢)?+ (b— d)?
A conjugagao e o médulo de um nimero complexo z = (a;b) = a + bi, nos diz que,
z-zZ2=(a+bi) (a—0bi)=a*>— (bi)* = a® — (=) = a®* + b* = |2|?,

. , — . . <1 .

isto 6, z-Z = |2]?, 0 que nos permite calcular o quociente 2 = —, 2z, # 0, de dois
22

nimeros complexos z; e z9. Para isso, basta multiplicar o numerador e o denominador

pelo complexo conjugado do denominador.

Tomando z; = a + bi e z9 = ¢+ di, temos

~a a7z (a+bi)-(e—di)  (ac+bd) + (be—ad)i ac+bd  (bc—ad).

2 2T | 2|2 B | z2|? |zl |22]?
2.2 Representacao Polar
Nesta secao veremos uma outra forma de representar os nimeros complexos no plano.

Fixado no plano um semi-eixo Ox, denominado eixo polar, de origem no ponto O

(pdlo), cada ponto P do plano fica determinado por suas coordenadas polares (6y; p).

o
NV

Figura 2.9:

O simbolo p representa a medida do comprimento do segmento OP, p > 0, enquanto
0y é a medida, em radianos, do angulo entre o segmento OP e o eixo polar, sendo contado
a partir do eixo polar no sentido anti-horario.

Tomemos um ponto P do plano complexo associado ao niimero complexo (a; b) = a+bi.

Consideremos o plano complexo em que a origem coincida com o pélo e o eixo real Ox

com o eixo polar com (6p; p) coordenadas polares de P.
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YA
y P(a; b)
P
b
60 ITI
0 A X
Figura 2.10:

A partir da figura (2.10), podemos relacionar as coordenadas polares de P, onde P nao
coincide com o pélo, com as coordenadas cartesianas do nimero complexo (a;b) = a + bi.

A partir das relagoes trigonométricas no triangulo retangulo temos
cos(fy) = 0 = p-cos(6)

sen(fy) = b = p-sen(bh)

DI

onde p = v/a® + b2 = |a+bi| é chamado de mddulo ou valor absoluto de z = (a;b) = a+bi
e 6y ¢ o argumento de z, denotado por 6y = arg(z).

Nessas condigoes, temos (a;b) = (0;0), se P coincide com o pélo, porém, se P nao
coincide com o pdlo, tem-se (a;b) = (p - cos(by); p - sen(6y)).

Assim, podemos escrever

z = (a;b) = a+ bi = pcos(6y) + ipsen(By) = p(cos(by) + isen(by)),

que é chamada forma polar do nimero complexo z.
Dessa forma, é sempre possivel representar z na forma

z = p(cos(0) + isen(d)) (2.7)
onde f € R é o argumento de z.

Entretanto, todo 6 = 6y + 2k, com k € Z, satisfaz (2.7), assim z possui infinitos

argumentos. Logo, o conjunto de todos os argumentos de z é dado por
arg(z) = {0y + 2km; k € Z}.
Quando z tem a forma (2.7), a forma polar do seu conjugado é

Z = p(cos(—0) + isen(—0)) = p(cos(0) — isen(H))
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que geometricamente é dado pela figura

AIm

N |

Figura 2.11: Conjugado de z

Podemos também, usar a forma polar em torno de um certo ponto 2y ao invés da

origem. Dai, a forma polar

2 = 20 = plcos(ip) + isen())

pode ser interpretada graficamente como indica a figura (2.12), onde p é a distancia entre
zezy, p=|z— 2] e ¢ éoangulo de inclinacao do vetor z — zy em relagao ao eixo polar.

AIm

Figura 2.12:

2.2.1 Operacgoes na Forma Polar

Teorema 2.2.1. Se z = p(cos(f) +isen(0)) e w = &(cos(p) + isen(yp)), entio

(1) o produto z - w é dado por

z-w = p-E&lcos(0 + @) +isen(d + ¢)].
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z
(17) o quociente — € dado por
w

[cos(0 — @) + isen(0 — ¢)].

w

m D

Demonstracao:
(2) . .
2w =p(cos(0) + isen(B)) - £(cos(p) + isen(p))
=p - £[cos(0)cos(p) + cos(B)isen(p) + cos(p)isen(d) + i*sen(f)sen(y)]
=p - &[cos(B)cos(p) — sen(f)sen(p) + i(cos(f)sen(p) 4 cos(p)sen(h))]

=p - &[cos(0 + ) +isen(0 + ¢)].

Na tultima igualdade foi usado as férmulas de adigao das relagoes trigonométricas

cOosSseno e seno.

Portanto, z - w = p - £[cos(0 + ) + isen(0 + ¢)].
(é4)

2 z-w oz w
w owew  |wf?
_ pleos(0) +isen(0)] - [cos(—p) 4 isen(—¢p)]
= o
:g - [cos(0) + isen(0)] - [cos(—p) + isen(—p)]
A partir do item (i), podemos escrever
=_P. _ : _
w ¢ [cos(0 — @) + isen(0 — ¢)].
Portanto,g = g - [cos(8 — ) +isen(6 — p)]. [

O corolario a seguir pode ser facilmente demonstrado pelo Principio de Indugao Finita

e por essa razao omitiremos a demonstracao.

Corolario 2.2.2. Uma generalizacao do item (i) permite escrever
21022023 2y = PLP2 P3P [cOS(01 4+ 02+ 05+ -+0,) +isen(01+ 02+ 05+ - -+6,)]

Para o caso particular em que 21 = 2o = 23 = ...z, = 2, tem-se a poténcia 2" =

p"[cos(nf) + isen(nd)] temos o chamado Teorema de De Moivre:
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Teorema 2.2.3. Sendo z = p(cosf+isenl) um nimero complexo nao nulo e n um nimero

inteiro qualquer, tem-se que z"™ = p™[cos(nf) + isen(nb)].

Demonstracao:

1° Caso: n >0
Aplicando-se o Principio de Inducao Finita, temos que provar que a sentenga P(n) :

2" = p"lcos(nf) + isen(nB)] é verdadeira para todo inteiro n > 0.

I. Para n = 0, tem-se que 2z’ = 1. Por outro lado,

P(0) : p°[cos(08) + isen(00)]

P(0) : 1[cos(0) + isen(0)]

P(0) : 1.[1 + 40]

P(0): 1.

Portanto, P(0) é verdadeira.

I1. (HI) Suponhamos que P(k) : zF = p*[cos(ka) + isen(ka)] seja verdadeira para
algum k£ € IN.

Provemos que a sentenca P(k + 1) é verdadeira. Sabemos que 2t = 2F . 2.

Pela (HI) tem-se
T =p% . [cos(kO) 4 isen(kO)] - p - [cos(0) + isen(H)]
=p" - p-[cos(kO + 0) +isen(kd + 0)]
=p" - [cos[(k + 1)0] + isen[(k + 1)0]].

Logo, P(k + 1) é verdadeira.

Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, temos que 2" = p™[cos(nf) + isen(nb)],
para n > 0.

2° Caso: n < 0

Inicialmente, escrevamos z" = prg

Como n < 0, tem-se que —n > 0 e nessas condicgoes, pelo 1° caso, podemos escrever

27" =p " [cos(—nB) + isen(—nb)].
Dessa forma,

w1 1(cos0 + isen0) 1 o0 — (—n csenl0 — (—n
R ~p - [cos(—nb) +isen(—nf)]  p {cos[0 = (=nb)] + 0= (=n®)]}

=p" - [cos(nf) + isen(nh)],
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0 que prova o 2° caso.

Portanto, 2" = p"[cos(nf) + isen(nd)| vale para qualquer n inteiro. [

2.2.2 Interpretacao Geométrica

(7) Produto

Geometricamente, o comprimento do vetor z; - 2o € igual ao produto dos comprimentos
de z; e z5. J4 0 seu argumento é dado pela soma dos argumentos 6; e 65.

De fato. Consideremos o triangulo de vértices O, 1, z; e construiremos o triangulo de

vértices O, zo, 21 - 2o a partir dos dados O, 1, 2.

(o}
Figura 2.13:

A partir dos triangulo de vértices O, 1, z; temos

1 1
k:—:—@: p2

L1 L1 P2 P1 - ,02’

onde k é uma constante real, o que nos permite dizer que ele é semelhante ao triangulo
de vértices em O, 29, 21 - 29, como na figura 2.13.
(77) Quociente
. . 21, . . .
Geometricamente, o comprimento do vetor — é igual ao quociente dos comprimentos
<2
dos vetores z1 e 2zo. J4 0 seu argumento é dada pela diferenga dos argumentos 6, e 65.
Do mesmo modo, como no caso do produto, a construcao do quociente ¢é feita pela
‘A - 21
semelhanca dos triangulos com vértices em O, 1, — e O, 23, 2.

%)
Tomemos o triangulo de vértices em O, 29, 2.
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Dali,
oo
p=PL_pP2_ P2
ps P2 1’
P2

onde k é uma constante real, o que garante a semelhanga entre os triangulos de vértices

<1
O,29,21e 0,1, —.
)

2.2.3 Raizes n-ésimas

Dados um nimero complexo w e um nimero natural n > 1, dizemos que z € C é uma
raiz n-ésima de w se

Considerando w # 0, temos exatamente n solugoes distintas da equagao 2" = w, enquanto

para w = 0 a solucao z = 0 é unica, conforme o préximo resultado nos mostra.

Teorema 2.2.4. Fizado n € N — {0}, todo nimero complexo nao nulo w possui exata-

mente n raizes-ésimas complexas distintas, a saber,

3 [cos (Ln%”) +isen (M)} , (2:8)

n
onde £ € 0o mddulo de w, o = arg(w) ek =0,1,2,...,(n—1).

Demonstragao:

Para cada k € Z, chamaremos de z; o nimeros complexo dado na forma (2.8). Con-

sideremos a forma polar de w = ¢ - [cos(a) + isen(a)], onde a = arg(w).
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O nosso objetivo é determinar todos os nimeros complexos z = plcos(0) + isen(0)]

que satisfacam a equacao

Pela formula de De Moivre a igualdade acima se transforma em

p"[cos(n - 0) + isen(n - 0)] = &[cos(a) + isen(a)).

Assim, obtemos

p" =&, cos(n-0) = cos(a) e sen(n - 0) = sen(a).

Da primeira igualdade temos que p = {/£. J4 as outras duas igualdades devem
satisfazer as periodicidades das fungoes trigonométricas seno e cosseno.

Logo, serao satisfeitas quando,

2k
n-eza+2k7r<:>9:Ln7r;keZ. (2.9)

Logo, as raizes n-ésimas de w sao os numeros z;, para k € Z, mas vale observar que
fazendo £k =0,1,2,...,(n — 1), obtemos diferentes raizes n-ésimas de w.
J& para os demais valores de k obtemos apenas repeticoes das raizes zg, 21,..., Zp_1-

De fato, tomando k € Z arbitrario, podemos
k=q-n+rqeZ;0<r<n.

Assim,
a+2kr a+2(q-n+r)r a+2qnm+2rr o+ 2rm
9 = = = = —|— 2q7‘("
n n n n
mostrando que zx = z. € {20, 21, .-, Zn_1}-

Corolario 2.2.5. Atribuindo valores inteiros a k, os argumentos crescem em Progressao

Ny ) L Q 2w
Aritmética de n termos cujo primeiro termo — e razao —.
n n
Demonstragao:
2k
De fato. Como 6, = u, k=0,1,2,...,(n— 1), temos que a razao
a2k +Dr  a+2kr  a+2kr+21—a—2kr  2r
r :9k+1 — Qk = - = =
n n n n
2-0-
Tomando k& = 0 temos que o primeiro termo a; = 6y = ot 0w _— |
n n
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2.2.4 Interpretacao Geométrica - Raizes n-ésimas

Todas as n raizes de w possuem o mesmo modulo {/p, mostrando geometricamente que
o comprimento de cada um dos vetores z ¢ o niimero positivo /p. O argumento de um
desses vetores é o angulo obtido dividindo-se a por n, e os demais pela adi¢ao de multiplos
de 2 a iy

n o n

Nessas condicoes, essas raizes podem ser representadas por n pontos sobre a circun-
feréncia com centro na origem e raio /€.

Devido a relagao dos seus argumentos, Corolario 2.2.5, tais pontos estao igualmente
espacados ao longo da circunferéncia e consequentemente, serao os vértices de um poligono
regular de n lados, n > 3. Caso n = 2 as raizes tém afixos diametralmente opostos.

Portanto, as n diferentes raizes n-ésimas de w sao os vértices do poligono regular

inscrito na circunferéncia de centro na origem e raio /€.

ﬁlm

Figura 2.15: Raizes n-ésimas de w como Vértices do Poligono Regular
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2.2.5 Raizes da Unidade

Aqui estudaremos o caso particular z = 1, cujo médulo p = 1 e o angulo € assume o

valor zero. Desse modo, a férmula (2.8) se reduz a

(2/67‘(') , (ka)
z=cos|— | +wsen| — |,
n n

que sao as raizes n-ésimas da unidade.

2T , 2m
Fazendo w = cos (— + isen | — | e utilizando o Formula de De Moivre, vemos
n n
que as raizes n-ésimas da unidade serao dadas por 1,w,w?, ..., w" !, pois

2 2
w" = cos (E) + isen (E) = cos(2m) + isen(2m) = 1.
n n

Vale observar que essas raizes n-ésimas da unidade serao vértices do poligono regular

inscrito na circunferéncia centrada na origem e raio 1.

Proposicao 2.2.6. As raizes n-ésimas de um numero complexo nao nulo podem ser

obtidas como o produto de uma de suas raizes particulares,

m 65 (%) 0 (2)]

n

2 n—1

pelas raizes n-ésimas da unidade 1,w,w*, ..., w" ™", ou seja,
z = {L/ﬁ[cos <g> + isen <2)] cwh k=0,1,...,(n—1).
n n

Demonstragao:

Consideremos a férmula (2.8).
2k 2k
n n

A partir das férmulas de adicao de arcos para as fungoes trigonométricas seno e cosseno,
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tem-se

cos (5257 s (%) o (27) e (2) s (27
= cos (%) - CoS (%Tﬁ) + i*sen <%> sen (%Tﬁ)

2k 2k 2k
isen (u) = isen <g> - cos (—W) +isen (—W) - cos <g> . (2.11)
n n n n n

De (2.10) e (2.11) segue

(a+2k7r) , (a+2k7r)
cos| —— | +wsen| — | =
n n
<2k7r) a .« , kT a .«
=cos | — (cos— + ZS@TL—) +1sen | — (cos— + zsen—>
n n n n n n
a . «Q 2km . 2k
= (cos— + zsen—> - | coOs—— + 1sen——
n n n n

= [cos <§> + isen (gﬂ cwh kE=0,1,...,(n—1).

n n

Portanto, z = {/p [cos (g> + isen <g)} cwk k=0,1,...,(n—1). |
n

n

2.3 Representacao Exponencial

Além das formas ja apresentadas anteriormente, os nimeros complexos podem ser rep-
resentados em outra forma bastante 1til, a partir das expansoes em séries de MacLaurin,

das fungoes trigonométricas seno e cosseno, a Constante de Fuler e a funcao exponencial,

a saber
s =" r?
e :;H:1+x+§+§+..., (2.12)
0 (_1)71 . p2n 2 3 26
= ~ J -4 2.13
cos(z) % (2n)! ST TR TR (2.13)
B 0 (_1)71 X I,Qn-l—l B .I'3 ZL‘S ZL‘7
n=0

validas para todos os valores reais da variavel x.
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Observagao: A Constante de Euler e é o nimero irracional obtido como caso particular
de (2.12) para z = 1,
el—ii—1+1+l+l+ (2.15)
=t 2030 T '
=0
cujo valor estd compreendido entre 2 e 3 (e ~ 2,71828...).

Proposigao 2.3.1. Dado o niimero real y podemos escrever € = cos(y) + isen(y).

Demonstragao:

A partir da expansao (2.12) temos,

w N~ ) ) Gy (y)? | (i) (iy)* | ()™
Zy = = o ..
‘ ; nl o T T T T T T @y Tk
- \4k+2 - \4k+3
+ (iy) + (iy) + ...
4k +2)!  (4k + 3)!
2 3 4k 4k41 4k+2 4k+3
P MU AT AU P C) AR ) MR ) ual
DTRRETIRAT @ kv D) @+ 2! 4k 1 3)
2 4 4k 4k+2
Y Y Y Y
=|l1l—=4+=+... — e
( ST TER R TS T R )+
3 4k41 4k+3
: Y Y Y
+z(y 3!+"'+(4k+1) 4k—|—3+"')'
‘ 2y ok 2
Ob Re(e¥) = (1 —Z=+=—+ ... — -
servemos que Re(e) ( o + o +...+ W (k1 9) + ) que com
parada com a expansao (2.13) temos
Re(e) = cos(y).
‘ % e 3
Por outro lado, I'm(e”) = (y 30 Tt @+ 1) — (k+3) + .. ) que comparada
com a expansao (2.14) temos
Im(e™) = sen(y).
Portanto, €% = cos(y) + isen(y). [

Definicao 2.3.2. A funcdo exponencial é definida por

z

exp(z) = e°.
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A partir da Defini¢ao 2.3.2, da forma algébrica do niimero complexo z = = + yi e da

Proposicao 2.3.1 podemos escrever a funcao exponencial da seguinte forma,

z _ xtyt T

=" e = e - (cos(y) + isen(y)).

Portanto, exp(z) = €” - (cos(y) + isen(y)).

A igualdade acima nos mostra uma maneira mais simples de escrevermos a forma polar
de um ntmero complexo:

z=p-[cos(0) +isen(0)] = p- e = p-exp(if),

o que nos mostra, e serd provado mais adiante, que p = e* = ef(?),

Proposicao 2.3.3. Dados os numeros complexos z e w temos:

I) e -ev =e"tv;

1
Il) e ?=—;

ez
1) & #0;

Demonstragao:

(I) Escrevamos, inicialmente, a formas exponenciais de e* e €* como sendo

Y =e""[cos(u) + isen(u)].

e* =¢€" - [cos(y) +isen(y)l;e
e’ -e¥ =e" - [cos(y) +isen(y)] - e” - [cos(u) + isen(u)]
= e e [cos(y)cos(u) + i*sen(y)sen(u) + isen(y)cos(u) + isen(u)cos(y)]
= ¢""{[cos(y)cos(u) — sen(y)sen(u)] + i[sen(y)cos(u) + sen(u)cos(y)]}
= e"[cos(y + u) + isen(y + u)]

— eerw'
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(I7) Da2.3.2 temos z = € - [cos(y) + isen(y)] entao,

= e *[cos(—y) + isen(—y)]

= eiz [cos(0 — y) +isen(0 — y)]
1 cos(0) + isen(0)

er  cos(y) + isen(y)
(0)

_ 1 [cos(0) + isen(0)]
ev - [cos(y) + isen(y)]
1

(11I) Suponhamos que e* = 0. Assim,

e’ - [cos(y) +isen(y)] =0 <= " =0

ou

[cos(y) + isen(y)] = 0.

Como, €* # 0 para todo real z, logo, [cos(y) + isen(y)] = 0, o que 86 ocorre quando
cos(y) = 0 e sen(y) = 0 o que nunca acontece, pois nao existe um y real tal que seno e
cosseno sejam ambos nulos.

Portanto, e* # 0, para todo z € C.

(1v)

| =le™*™] = [e” - €| = [e”| - |e"] = e” - [cos(y) + isen(y)]

=e® - [cos?(y) + sen®(y)] =" -1 =" = oRe(2).

(V) Partindo da hipétese de que e =1 tem-se

4 4 o o o
ezzljez“y:l:>e“-ezy:1:>ely=—m:ezy:e Ty Y — gm0l
e

= e" - [cos(y) + isen(y)] = e “[cos(0) + isen(0)].
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Da tultima igualdade, segue

ecos(y) = e “cos(0)
eVsen(y) = e “sen(0)
O que implica
cos(y) = e*
sen(y) = 0

De sen(y) = 0 segue que y = 2km. Assim,

cos(2km) =e <= e =l =01 =0.

Portanto, z = (2km)i.

(V1) (e5)" = (emt)" = (e” - [cos(y) + isen(y)])" = ()" - [cos(y) + isen(y)]".

Pelo Teorema de De Moivre, temos [cos(y) + isen(y)|" = [cos(ny) + isen(ny)| para
todo inteiro n.

Nessas condigoes, (€*)" = €™ - [cos(ny) = isen(ny)] = ™

(VII) Consideremos o niimero complexo w = £[cos(p)+isen(p)] tal que w = e*. Para
determinarmos o arg(e®), devemos determinar primeiro arg(w).

Assim,

w = e* <= {lcos(p) + isen(p)] = e*[cos(y) + isen(y)],

e segue a igualdade,

cos(y) = cos(p)
sen(y) = sen(yp)

Desta forma, obtemos

cos(p) = cos(y+ 2km)
sen(p) = sen(y+ 2km)

Logo, ¢ = y + 2km, para k € Z.
Portanto, arg(w) = arg(e?*) = {Im(z) + 2kn, k € Z}.
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(VIIT) Para provarmos esta propriedade é necessério considerar o fato de que a funcao
cosseno é uma funcdo par, isto é, f(—z) = f(z), enquanto a fungado seno é uma fungao
fmpar, isto é, f(—x) = —f(x). Desta forma, tem-se cos(y) = cos(—y) e sen(—y) =
—sen(y).

€% = ev[cos(y) + isen(y)] = e*[cos(y) — isen(y)] = e”[cos(—y) + isen(—y)] = €.

Observagao 2.3.1. [e*|? = ¢* - e = ¢* - €7,

Proposicao 2.3.4. Se n € um inteiro positivo entao, para cada z € C existem n numeros

complexos w satisfazendo w™ = e*.

Demonstracao:

Seja z = x + iy € C. Inicialmente, observe que

1

w = (e*)n
1
= [e" - (cos(y) + isen(y))]n

1

- [cos(y) + isen(y)]n
1

- lcos(y + 2km) + isen(y + 2]{]71')];
{ (y+2]€ﬂ') _ (y+2k7r)}
- |cos +15en
n n
z o o
=en - { (y+ 7T) + 15€en <y+ W)}
n
<y+2k7r>
> 2k7r
Jr
e

(
) (z + lem)

Sl 3l 3=

SIH

1<k <n.
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Observacao 2.3.2.
(1) Segue da Proposigao 2.3.3 item (V') e da Proposicao 2.3.4 que, se m € Zen € IN

m
|:_-(Z+i(2k‘ﬂ')):|
:{(e;pp)n}m:e n ,1§k3§n

m 1
() n
(2) A exponencial complexa é periddica, de periodo imaginério 2mi.

De fato,
e* T2 = e” . [cos(y + 27) + isen(y + 27)] = e*[cos(y) + isen(y)] = e*.

(3) O item (2) nos permite dizer que o conjunto imagem de retas verticais z = x pela
exponencial sao circulos centrados na origem e raio e*°, enquanto retas horizontais y = g

tem conjunto imagem formado por semirretas partindo da origem.



Capitulo 3

O Plano Complexo Estendido

O plano complezo estendido, também conhecido por esfera de Riemann. Foi amplamente
estudado por Bernhard Riemann, no século XIX. E uma maneira de ampliar os niimeros
complexos de modo que a expressao % = 00 seja adequada e 1til em determinados con-
textos.

Para um melhor entendimento das propriedades e conceitos que envolvem o Plano

Complexo Estendido, primeiramente estudaremos as Projecoes Estereograficas e suas pro-

priedades.

3.1 Projecao Estereografica

Seja S? a superficie esférica de raio unitdrio e centrada na origem O = (0,0,0), cujos

pontos tém a seguinte propriedade,

S? = {(z,y,t) ER®: 2® +9* + 1> = 1}. (3.1)

Identificaremos o plano complexo com o plano equatorial, ou seja, para as coordenadas
(z;9;t) € R3, C é o plano onde ¢t = 0. O ponto N = (0;0; 1) é chamado Pdlo Norte.

Denotaremos um ntumero complexo z por x + iy. Note que o circulo unitario em C
coincide com o equador da S?. Observe que com esta representacao, N nao pertence ao
C.

Para o ponto P € S? — { N}, existe uma tinica reta por P e N que denotaremos por

NP. Esta reta intercepta o plano C em exatamente um ponto z € C.

02
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Definigao 3.1.1. A aplicagio ® : S? — {N} — C que associa a um ponto P = (&;1;()

o ponto z € C obtido pela interseccao NP N C € chamada Projecao Estereogrdfica.

Figura 3.1: Projecao Estereografica

A figura acima nos permite observar que:

1. o hemisfério sul de S? ¢ aplicado no interior da circunferéncia unitaria do plano C;

em particular, S (chamado de pélo sul) é aplicado em O;
2. cada ponto da circunferéncia unitaria do plano C é aplicado nele mesmo;

3. o hemisfério norte de S? é aplicado no exterior da circunferéncia unitaria do plano

C, exceto o pélo N que nao é aplicado a nenhum ponto do plano C.

Do exposto acima, temos os seguintes casos:

1. Projecoes estereograficas de circunferéncias paralelas ao plano de
projecao

As circunferéncias que se aproximam do pélo norte, ou seja, com raios tendendo a zero,
se projetam no plano com raios muito grandes, tendendo ao infinito. Isso nos permite
admitir que se transformem em retas ou pontos no infinito.

2. Projecoes estereograficas de meridianos no plano de projecao

As circunferéncias que passam pelos pdlos norte e sul (meridianos) se projetam em
retas no plano.

3. Projecoes estereograficas de circunferéncias com centro da esfera

Nesse caso precisamos tomar dois pontos distintos fora da esfera e considerarmos o

plano que passa por eles e pela origem, determinando a interseccao do mesmo com a
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esfera, uma circunferéncia C';. Sobre essa circunferéncia, tomemos o ponto M e tracemos
3 /

a semirreta NM, encontrando o plano C no ponto M’. Fazendo o ponto M percorrer

o caminho C4, M’ percorre um caminho que também é uma circunferéncia, porém, nao

centrada na origem do plano C.
Observacgao 3.1.1.

Geodésicas da esfera sao circunferéncias resultantes da interseccao da esfera com planos
que passam pelo o seu centro. Portanto, a projecao estereografica leva geodésicas da esfera
em retas ou circunferéncias no plano.

4. Posicao entre as circunferéncias no plano de projecao

Define-se como angulo entre duas curvas C e Cy em um ponto € C7 N Cy, como sendo
o angulo formado pelas retas tangentes t; a C e ty a Cy em P.

A Projecao Estereografica envia angulos entre curvas do plano em angulos iguais for-

mados pelas respectivas curvas projetadas na esfera.
Proposicao 3.1.2. A projecao estereogrdfica € conforme, isto €, preserva angulos.

Demonstracgao:

Consideremos um ponto P € S? — {N} e sejam Tp um e Ty dois planos tangentes a

S2em P e a S?em N. respectivamente.

N

T

b

Figura 3.2: Vista Lateral da Projecao Estereogréfica

De acordo com a figura acima, o triangulo ON P é isésceles, pois os segmentos ON e

OP sdo raios, consequentemente os angulos ONP e OPN sio congruentes de medida a.
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Os planos tangentes Tp e T sao perpendiculares aos raios OP e ON, respectivamente,
o que nos garante a congruéncia dos angulos formados entre PN e Ty e, entre PN e T,
cuja medida é (.

Considere )" como um ponto de interseccao entre os planos Tp e T. Como os planos
Tx e C sao paralelos, segue que os triangulos NQ'P ¢ P'QP sao semelhantes, visto
que N ﬁ@’ =P ﬁ@ (angulos opostos pelo vértice), e PN Q = Pﬁ@ (angulos alternos
internos), concluindo que o tridngulo PQP’ é isésceles de base PP’ e lados congruentes
PQ e QP’ medindo b.

Considerando a extensao natural da projecao inversa de ® a R*—{ N}, que chamaremos
de TI, tomemos uma curva « suave em S? por P, sendo t a reta tangente & curva 7 no
ponto P e t’ a imagem de II de ¢.

Como, toda aplicagao diferenciavel transforma curvas tangentes em curvas tangentes e,
IT é diferenciavel, concluimos que t’' é tangente a imagem de 7 pela projecao estereografica

® no ponto II(P).

Figura 3.3: Preservacao de Angulos

Podemos observar na figura acima que o lado QS é comum aos triangulos PQS e
II(P)QS, e que PQ = QII(P) cuja medida é b, como visto anteriormente e ainda, que o
angulo ) é reto. Dai, podemos concluir que os triangulos PQ.S e II(P)QS sao semelhantes,

e assim os angulos SﬁQ = SH/(]?)Q cuja a medida é 6. |
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Observacgao 3.1.2. Assumimos na demonstracao acima quet e t' se intersectam, porém,
no caso particular de as retas t e t' serem estritamente paralelas, teremos que t € paralela

ao plano C, assim 6 = 90°.

3.1.1 A Projecao Estereografica em Coordenadas

Nesta secao iremos obter a lei de formacao para projecao ® que relaciona as coordenadas
do ponto P = (§,7,¢) € 5% com as coordenadas de P’ = (z,y,0) € C, onde P’ = ®(P)
Inicialmente, com o auxilio de ferramentas da Geometria Analitica, determinaremos a
equagao da reta r determinada pelos pontos N = (0,0,1) e P = (£,1,().

Para isso, determinemos inicialmente o vetor
]Vﬁ: P—N= (57777C)_ (anal) = (ganag_ ]-)7
para que possamos escrever:
T:{N—I—t-ﬁ,tER}
T {(07 07 1) + t(f, 7, C - 1)}

r:{(0,0,1) + (&, tn,t(¢ — 1))
ro At tn, 1+ t(¢ —1))}.

Temos que ®(P) € r N C, onde C = {(z,y,w) € R*; w = 0} é o plano complexo. Assim,

rNC = {(tf,tn, 1 —|—t(C - 1)) = (x,y,O)},

donde, 4 |
1+t((—1)=0<=t((— ):_1(:”:&(:”:?(

Desta forma,



Podemos concluir que

.5 - {N} —C

3 n § n oo
(€.6)— (1——<ﬁ) "o ta-o"

mostrando que

Z:x+iyzlfc+ili§:§1tzg'

Proposicao 3.1.3. A aplicagcao ® ¢é bijetora.

Demonstragao:

Provaremos inicialmente que ® ¢é injetora.

Sejam Py = (£1,m1,(1) e Py = (&9,12,() com Py # Py e Py, P, € S — {N}. Assim,

CI)(Pl) = (I)(glanlaCl) = (1 §1C17 1 ilgl) )

D(Py) = D(&2,m2,C2) = (1 §2C2’ ] 22@) )

Portanto,®(P;) # ®(P,), e assim concluimos que ® ¢ injetora.

Provemos que ¢ ¢é sobrejetora.

Tomemos o ponto (z,y,0) € Ce N = (0,0,1) € S?. Considere a reta

s:{(0,0,1) + t(x,y, —1);t € R} = {(ta,ty,1 — 1),

onde (z,y,—1) = ¥ é o vetor diretor de s.

Queremos mostrar que existe um tinico o ponto P tal que {P} = sN S2.

Como P = (&,1,() € s temos que { =tx,n=tye(=1—1.

Como, P € 52 temos que o ponto P satisfaz a propriedade (3.1). Assim,
Fr+ =1

Substituindo seus respectivos valores temos:

o7
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(tx)* + (ty)* + (1= 1)* = 1,
P2 2%+ (1 —1)? =1,
B+ )+ (1 —1)? = 1.

Lembrando que |z]* = 22 + y? segue,
ozl -2t 12 =1,
2|z =2t + 12 =0,
2 []z]P + 1] =2t =0,

t-{t[|z]* +1] -2} = 0.

Assim,

t =0 ou t[|z|* + 1] — 2 = 0, porém ¢ nao pode ser nulo, pois P # N, logo,

tlz]? +1] =2 <=t =

|22+ 1
2 2 21
Nessas condicoes, determinamos o ponto P = ’ , i ,|Z| e 52
224+ 17 |22+ 17 |22+ 1

Dessa forma, concluimos que ® ¢é sobrejetora.
Portanto, ® é bijetora. [ ]
A Proposicao 3.1.3 garante que a aplicacao ® admite inversa cuja lei de formagao é

dada por:
1. C— S*—{N}
2z 2y 2|2 -1
) ).

|22+ 17 22+ 17 |22+ 1

A essa aplicagao ¢ damos o nome de Projecao Estereogrdfica.
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Proposigao 3.1.4. Se C ¢ uma circunferéncia em S* entao ®(C) é uma reta em C quando

N pertence a C ou uma circunferéncia em C quando N nao pertence a C.

Demonstracao:

Tomemos a transformagao

¢ S?—{N} — C
&n¢) —r z=(z3y),

de modo que

(g’n’o:( 2x 2y H —1)

21 2y 22 +y?—1
|22+ 17 |22+ 17 |22+ 1 '

2+ + U2+ 2+ 122+ y2+ 1

Consideremos um circulo AS + Bn+CC+ D =0, com €2+ 1 +(? =1 em R3.

A imagem do circulo pela transformagao sera
21 2y 4 y? -1
A | —F—— B (— C-| ——— D=0
i) () o ()
A(2z) + B2y) + C(a®> +y* = 1)+ D(z® +y* + 1) = 0

(C+ D)z* + (C + D)y* + 2Az + 2By — (C — D) =0

Vale observar que se N € C teremos C' + D = 0 e desta forma ®(C) é uma reta, pois
obteremos

24z + 2By — (C — D) = 0.
Porém, se C'+ D # 0 teremos que ®(C) é uma circunferéncia, pois

(C+ D)x*+ (C+ D)y* + 24z + 2By — (C — D) =0
escrita na forma
24 2A . 2B _(C¢-=D _0
Y C+D c+p)? \cxp) "~
e completando quadrados obtemos a equacao em C

LA 2+ B\ A+B*4+(C?-D?
C+D Y“o+D) ~ (C + D)? ’

que é a equacao de uma circunferéncia, visto que,A% 4+ B% 4 C? — D? > 0, pois a distancia

do plano até a origem ¢ menor que 1. |
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3.2 Plano Complexo Estendido

Na secao anterior obtivemos a aplicacao

§+in
i) = =
e a sua inversa
2z 2y |z —1

P (2) = (

que nos permite determinar,

2_ §2+772
- (1-¢)?

§+in
1-¢

2 = [oem, O = ]

e, sabendo que P € S? — {N} vale €2+ n? + (% = 1, que resulta 2 +n* = 1 — (2, podendo

escrever

1-¢  1+4¢
1-¢? 1-¢

|]* =

Vale observar que quando P = (§,7,() tende a N = (0,0, 1), temos ®(P) tende oo e,
quando z tende oo, ®(z) tende N.

Assim, através de @ identificamos C com S? — { N} e definindo ®(N) = oo, temos a
necessidade de ampliar o plano complexo C adicionando um ponto no infinito, obtendo
Coo = CU {0}, chamado Plano Complexo Estendido ou esfera de Riemann que nos

fornece a bijecao ¥ : S? — Co..



Capitulo 4

Transformacoes de Mobius

August Ferdinand Mdbius, mateméatico alemao (1790 - 1868), introduziu uma das classes
mais importantes das aplicacoes conformes, que levam circulos em circulos, circulos em
linhas e vice-versa, conhecidas como Transformagoes de Mobius.

Como vimos no capitulo anterior, existe uma transformacao complexa de variavel
complexa que leva o plano complexo na esfera (a projegao estereografica). Veremos nesse
capitulo que tal transformacao é definida por uma composicao de transformagoes mais
simples: translagao, rotagao, dilatagao (ou contracdo) e inversao.

Exemplo tipico sao as bolas de Natal que espelham o que esta de fora para dentro.

Definicao 4.0.1. Considere os numeros complexos a, b, ¢ e d tais que ad —bc # 0, entdo

a fung¢ao complexa

az+b
cz+d

T(z) =

¢ chamada Transformagao de Mobius.

A condicao ad — bc # 0 garante que ¢ e d nao sao simultaneamente nulos. Além disso,

. +b ) ) d
se ¢ # 0, a funcao T'(z) = 4 esta definida para todo z tal que z # ——. Por outro
c

cz+d

lado, se ¢ = 0 e ad — bc # 0, temos d nao nulo e

az+b
T(z)= T

61
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Neste caso, a Transformagao de Mobius T'(z) é uma transformacao linear afim. Vale
ressaltar que toda aplicacao linear afim é uma Transformacao de Mobius.

A proposicao a seguir mostra que a transformagao T pode ser obtida pela composi¢ao
de:
i) translagao: Ti1(z) = z + p

?

N |

bc — ad

c2

ii1) rotagao e dilatagdo (ou contragao) em relagao a origem D(z) =

9

(
(if) inversdo: I(z) =
(
(

iv) translacao: Ta(z) = s
c

Proposicao 4.0.2. Sejam a, b, ¢ e d numeros complexos com ad — bc # 0 e considere a
az+b

transformagao de Mébius T(z) = n
cz

. Entao,

T(z) = (TyoDoloT)(2).

onde T1,T5, D e I sao translacoes, dilatacao e inversao, respectivamente.

Demonstracao:
, az+b .
Podemos escrever a férmula 7'(z) = n da seguinte forma:
cz
+bc+ad ad +ad+bc—aal
az+—+———  az+ —
T(2) _aztb c__c c _ c c
cz+d cz+d cz+d
a bc — ad bc — ad
—(cz+d)+ a
= c ¢ - — + - ¢
cz+d c cz+d
_a+bc—ad 1 _a+bc—ad 1
T c c ( d) e 2 d’
c-|z+ - 2
c c

Basta agora verificar que T'(z) = (To 0 D o I o T7)(2).
d 1

De (7) temos T1(z) = z 4+ — e de (¢i) I(2) = —. Assim,
c 2

(IoTh)(2) = I(T)(2) = -
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_bc—ad

2

De (i7i) temos D(z) -z e, entao

C

(Do (IoTh))(z) =D(I o (T1))(z)
:bc —ad

(I oTy)(2)
bc—ad' 1

E, por fim, de (iv) Tx(z) = 4 segue
c

(Tyo (DoloT))(z)=Ta(DoloTi(z)) = % +(DoloT)(z) = =+

Nessas condigoes, concluimos que T'(z) = (To 0 D o I o T)(2). [

Proposicao 4.0.3. Uma Transformacgao de Mobius é injetora no sew dominio.

Demonstragao:
b
Da Proposigao 4.0.2, a transformacao de Mobius T'(z) = L——td’ com ad — bc # 0, pode
ser escrita da forma .
a a bc—ad 1
(Tzo(Do[oTl))(z):TQ(Do[oTl(z)):E—i—(Do[oTl)(z):E—l— . 7
z 4 =
c

Assim, sejam 27 e 2 nimeros complexos no dominio de 7', queremos mostrar que se

T(z1) = T(22) entao z; = 2».

a bc—ad 1 a bc—ad 1
T(Zl) :T(ZQ) - 2 d = Z 2 d
21+ — 29 + —
C
1 - 1
d d
21+ — 29 + —
C
d
2+ — =29+ —
—=Z1 = 29,

o que mostra que 7' é injetora no seu dominio. |
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Proposicao 4.0.4. Uma Transformacao de Mobius é sobrejetora no seu dominio.

Demonstracao:

d dy —b
Considere T : C — {——} — C — {2} e dado y # ? tomemos z = L7 ¢ C.
c c c —cy +a
Dali,
dy —b —
a-(yi)—l—b ady ab+b
ar+0b —cy+a —cy +a
T(x):chrd: dy — b ~ edy — cb
c- (7) +d ——+d
—cy+a —cy+a
ady — ab — bcy + ab
—cy +a ady — bcy  y(ad — bc)
et — — prmng prmng prmng y’
cdy — be — cdy + ad ad — bc (ad — be)
—cy+a
o que prova que T' é sobrejetora em seu dominio. |

Corolario 4.0.5. Toda transformacao de Mobius € invertivel e sua inversa é dada por

dz —b
Tz = 27

—cz+a
Demonstragao:

De fato. Das Proposigoes 4.0.3 e 4.0.4 temos que toda transformacao de Mobius é
bijetora, logo, possui inversa.

_az—i—b

Partindo de T'(2) = otd fazendo T'(z) = y segue,
az+b<:> (cz+d) +b<—=
= (ez =az
Y cz+d Y
< cyzt+yd=az+b<=cyz —az=b—yd <
b—yd dy —b
=z - (cy—a)=b—yd <=z = Y <:>z:y7,
cy —a —cy +a
dz—b
1 T(z) = ——.
ogo, T™(z) = — T N

Considerando ¢ # 0, a transformacao T pode ser escrita na forma

az+b_ az+b az+b 1 1

T<Z):cz+d_c< d): ¢ a=¢E

Z 4 =
c
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b d d
onde p(z) = @ ezeC— {——}. Porém, se z = —— temos
c c c

a-(—c—i>—|—b _ad+bc

—_ ) = = & = — O
p(=-) . . 7 70
pois ad — bc # 0 e assim,
1
I) lim T(z) = lim ¢(z) - —— =00, e
¥
z——4 z——d d
c c Z_i,__
(o) et
zla+ -
b a—+ —
(/1) lim T'(z) = lim @0 lim —— =2 = lim z_ ¢
Z—00 z—o0 CcZ + d Z—00 d 2Z—00 d
z(c—i——) c+;
z

Nessas condigoes, podemos definir 7" em todo plano complexo estendido C,,, da

seguinte forma

az+b d
———, se zF# —— 2# 0
cz+d gl
T(z) = 00, se 2= —-—
c
a
—, se z=o00.
c

4.1 Representacao Matricial

Com o objetivo de facilitar o calculo da composta e da inversa de transformacoes de

. , ) az+b ..
Mobius, é conveniente representar T'(z) = —d na forma matricial.
(674

Definigao 4.1.1. A transformacio T : Cog — Coo de Mébius dada por

az+b
T() = cz+d’

associamos a matriz

a b
M = € GL(2,0C),
c d

grupo linear das matrizes inversiveis 2 x 2, visto que det(M) = ad — bc # 0.
Em particular, a préxima proposicao garante que podemos associar as transformagoes
T de Mobius as matizes de M € GL(2,C) tais que det(M) = 1. Neste caso particular T,

sera dita normalizada. Esta estrutura sera ttil quando estudarmos pontos fixos de T



66

Proposicao 4.1.2. Toda transformagao de Mobius T : Co, — Co admite uma repre-

sentagao matricial M tal que det(M) = 1.

Demonstracao:

b 1
Dada T'(z) = @, com ad — bc # 0. Considere A = £—————=. Nesse caso temos

cz+d vVad — be

_az+b  Maz+b)  (Aa)z+ (M) dz+V
S cez+d Mez+d) (A)z+ (M) dz+d]

T(z)

onde @' = Xa, bV = \b, ¢ = Aced = \d.

Assim, a matriz

a b
M:
d d
é tal que
det0n = | U 2 2w — b ( ! )2(d be) = 1
e = = = claa — o0c) = e cfaa —0c) = 1.
Jd d e M vad — be

Proposicao 4.1.3. Sejam M; e My matrizes associadas as transformagoes de Mobius Ty
e Ty, respectivamente. Entao, o produto matricial My - My representa a matriz associada

a transformacao de Mobius Ty o Ts.

Demonstragao:

a1z + bl azz + b2
eTy(z) =

a7z +dy 2(2) C2Z + do

o ang(z) + bl

B aTy(2) + dy

De fato. Tomemos T7(z) = . Calculemos inicialmente 77 075.

(Ty 0 T3)(2) = T1(Ta(2))

a9z + bg 1 b
a
. ! Coz + d2 ! . a1a22 + albg -+ b1C22 -+ bldz
asz + bg asC1z + Clbg + Clez -+ d1d2
+d;

CoZ + dg
(alag + blcg)z + (a1b2 + bldg)

(cras + dyico)z + (crbe + d1d2)’
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. . a1Qao —+ b1C2 a1b2 -+ bldz
que associa-se a matriz
cray +dicy  c1be + didsy

aq b1 ag b2
Fazendo M, = e My, = , 0 produto
C1 d1 Co d2
a; b as b aras + bicy  arby + bid
M, - M, = 1 0 ' ) _ 102 1C2 Q102 102
c1 dy cy dy crag +dicy  ciby + dyds

Observacao 4.1.1. A transformacao de Mobius T~' dada como no Coroldrio 4.0.5,

associa-se a matriz,

4.2 Pontos Fixos

Definicao 4.2.1. Seja f : Coo — Co. Dizemos que p € Dy é um ponto fizo se f(p) = p.

E importante definirmos pontos fixos neste capitulo, para mostrarmos que existe uma
unica transformagao de Mobius que leva trés pontos dados em outros trés pontos dados.

Segue da definicao, que pontos fixos de uma Transformacao de Mobius T serao as
solugoes da equacao

az+b

=z s aztb=c+dz <= c2*+(d—a)z—b=0.
cz+d

T(z) =2z

Se ¢ # 0 temos uma equagao quadratica, que no universo C, admitira duas solugoes
distintas ou uma solucao dupla. Logo, teremos no méximo dois pontos fixos, da forma

(a—d)i\/(d—a)Q—l—llbc. (4.1)

2c

z =

Se tomarmos uma transformacao de Mobius normalizada, teremos bc = ad — 1 que

substituido em (4.1) segue
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(a=d)+/(d—a)?+4(ad — 1)

Z =

2c
(a—d) £ Vd®>—2ad+ a® + dad — 4
B 2c
_(a—d) £V +2ad+a®> -4
N 2c
_(a—d)x/(a+d)?—4
= 5 .
—d
Neste caso, tomando a + d = £2 tem-se z = (a—d) como o tnico ponto fixo.
c
Quando ¢ = 0 devemos analisar duas situacoes:
1) d # a:
b b
T(z):az+ Z:az—i— = dz—az=b<= 2=

logo, teremos um ponto fixo, z = , e vale observar que T'(0c0) = co. Portanto, o co

¢é outro ponto fixo.
2)d=a:
az+0b az+0b az b

b
T(z) = g —T(z) = - (:)EJFE(:)T(Z):ZJFE’

que representa uma translagao e dai, T'(co) = co. Portanto, oo é o unico ponto fixo.
J4 para homotetia (dilatacdo ou contragdo) e rotagao, tem-se que 7(0) = 0 e
T(c0) = 00, 0 que nos mostra a conveniéncia de trabalharmos no universo C,.

Por fim, para a inversao,

T(z)=

ou seja, -1 e 1, serao seus pontos fixos.
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4.3 Razao Cruzada

O conceito de razao cruzada é 1til para determinarmos transformacoes de Mobius que
levam trés pontos determinados zq, 2z € z3 em outros trés pontos determinados wy, wsy e

ws.
Definicao 4.3.1. Ao numero complexo

(z—2) ) (20 — 23)
(z—2) (22—21)

[272’1,22,23] =

(4.2)

dd-se o nome de razao cruzada entre 0s numeros complexos z, z1, 25 € z3.

Vale observar que a ordem dos niimeros complexos é extremamente importante quando
substituidos na Férmula (4.2).

Para termos a razao cruzada completamente definida em todo plano complexo esten-

dido C,, definimos

[00, 21, 22, 23] = lim [z, 21, 22, 23]
Z2—00

— lim (2 — 21)(22 — 23)
200 (2 — 23) (22 — 21)

: <1 B %) (22 — 23)

=l (-2 =)
_(2’2—2’3)
(22 — 21)

e assim, podemos escrever que sua extensao a C,, é dada por

2o — 23

[00721722,23] = .
Zo — 21
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Teorema 4.3.2. A razao cruzada € invariante pela Transformacgoes de Mobius.

Demonstracao:

Sejam z, 21, 29, 23, w € C. Primeiramente observe que:

_az+b aw+b  (cwHd)(az+b) — (cz+ d)(aw + b)

T<Z>_T(w)_cz+d_ cw+d (cz + d)(cw + d)
_azew + cwb + azd + bd — awcz — czb — awd — bd
B (cz +d)(cw + d)
_bcw — adw + adz — bez
(cz + d)(cw + d)
_w(bc — ad) — z(bc — ad)
n (cz 4+ d)(cw + d)
:(bc —ad)(w — 2)
(cz+d)(cw+d)’
Dali,
[T(2), (), T22), T)) =) —H1) Tz2) = %)
’ ’ T () = T(z) T(22) — T(z)
(bc —ad)(z1 — 2) | [(bc — ad)(z3 — 22)
B {(cz +d)(cz + d)} |:(CZQ +d)(cz3 + d)}
(bc —ad)(z3 — 2)| [(bc —ad)(z1 — )
[(cz +d)(cz3 + d)} [(022 +d)(cz + d)]
:(21 — 2)(2z3 — 22)
(23 — 2)(21 — 22)
:(z — 21)(29 — 23)
(z — 23)(22 — 21)
=z, 21, 22, 23]

Desse modo, se quisermos encontrar o valor de |z, 21, 22, 23], podemos determinar 7,

tal que T'(z1) =0, T(22) =1 e T'(23) = oc.
De fato. Se
(i) T'(21) = 0 entao tem-se

az; +b
cz +d

=0<«<=az1+b=<=b= —az.
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(ii) T'(z3) = oo entao tem-se azs +d = 0 <= d = —azs.
(ili) T'(22) = 1 entao tem-se

azy + b

=0<=axntb=cnt+d<az+b—czxn+d=0.
czo +d

Como a transformagao 7' é de Mobius, temos ad — be # 0 e segue de (i) e (ii) que
ad —bc # 0 <= a(—cz3) + c(—az) # 0 <= ac(z — z3) <= 2 — 23 # 0.
Substituindo os resultados obtidos em (i) e (ii) em (iii) tem-se
azy —azy — ¢z +cz3 = 0 <= a(z — 21) + (23 — 22) = 0.

Basta tomarmos, a = (23 — 22), ¢ = (21 — 22), b = —z1(23 — 22) e d = —z3(21 — 29).

Dali,

T(z) _(m-—m)r—an(n—2n)  mr-—wni-antan
(21 — 29)2 — 23(21 — 20) 212 — 202 — 2321 + 2329
Cmr—a) —wlz—a) (2= 2)(z— )
(

2z —2) —20(z—23) (2 —23)(21 — 22)°

Além disso, temos que [z, 21, 29, 23] = [T'(2),0, 1, 00] = T'(z), pois

(T(z) —0)(1 — z) _ T(2) —T(2)2

TG0 L2l = Gy o T =0) ~ T = 2
Dali, 2z —T(z 2 (T(2) — %32)
o 100151 = iy TR - <<1 . w>> o

Assim, dados trés pontos distintos zy, 2o, 23 € C,, podemos definir 7' : C,, — C, por

(z — 21)(22 — 23)

T(z) = eC
T(z) = 2T ez =00
(2= 2) (4.3)
T(z) = S se 2 = 00
Z — Z3
T(z) = T e 23 = 00.

22— 21
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Proposicao 4.3.3. Dados trés pontos distintos em C.,, 21, 29, 23, e outros trés pontos
distintos em C,, wy, wo, ws, existe uma unica transformacao de Mobius T : Co, — C,

tal que T'(21) = w1, T(22) = wa e T(23) = ws.

Demonstragao:

Consideremos que se [z, z1, 29, 23] = [w, w1, ws, w3] entdao podemos encontrar T tal que
T(zx) = wg, com k =1,2,3.

Sabemos que existem R : Co, — Cy, e §: Co, —> C, que satisfagam (4.3), de modo
que R(z1) =0, R(z2) =1,R(23) = o0 e S(wy) =0, S(wy) =1, S(w3) = 0.

Assim, podemos escrever

R(z) = [R(2),0,1,00] = [z, 21, 29, 23] = [w, wy, wa, w3] = [S(w),0,1,00] = S(w).

Por fim, como R e S sdo bijecoes, basta tomarmos T'= S~1 o R,

az+b

cz +
de modo que, T(z1) = wy,T(z2) = we, T(23) = ws, sendo wy, we, w3, visto que T é uma

Por outro lado, seja T'(z) = de Mobius e 21, 2o, 23 0s trés pontos distintos de Cq,
bije¢ao, tomemos S : Co, —> C,, de Mobius tal que S(z1) = wy, S(z2) = we, S(z3) = ws.
Queremos mostrar que 7' = S. Para isso, basta calcularmos S~! o T e obtermos que

(S~'oT)(z) = 2 para k = 1,2, 3.

(S~ oT)(z) =S S
(571 o T)(2) = S7HT(22)) = S (ws) = 2,
(S oT)(z3) = S S

Portanto, 7" é Unica. [ ]
Em Geometria Plana, estudamos que trés pontos distintos do plano (C), podem deter-
minar uma tunica reta caso estejam alinhados e uma tnica circunferéncia caso contrario.
Vimos no Capitulo 3, que a aplicagao Projecao Estereogréfica leva uma circunferéncia
do plano C numa circunferéncia na esfera C,,, o mesmo ocorrendo com uma reta do plano

C que ¢ levado para uma circunferéncia na esfera C,, passando por oco.
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Teorema 4.3.4. As transformacgoes de Mobius preservam a familia F de todas circun-

feréncias na esfera Co, isto €, se C € F, entao T(C) € F qualquer que seja T de Mébius
Para provarmos o Teorema necessitamos do Lema

Lema 4.3.5. Qualquer reta ou circunferéncia pode ser escrita, em coordenadas carte-
sianas, na forma

Ax* + Ay* — 2Bz — 2Cy + D = 0,

(4.4)

que representard uma reta caso A = 0 e B2+ C? # 0 e, caso A # 0, teremos uma
circunferéncia se B> + C? > AD.

Demonstragao:

De fato.

Tomando A = 0 temos —2Bx — 2Cy + D = 0, e a condicao B? + C? # 0 garantindo

que B e C nao sao simultaneamente nulos, assim obtemos a equacao de uma reta

Ja A # 0 queremos verificar se a equagao (4.4) pode representa uma circunferéncia e
sobre quais condigoes.

Ax? + Ay* — 2Bz — 2Cy + D = 0,
B D
2, .2 _
A{x +y 2<A)x 2( ) A] ,(A#0)
B C
2,2 o8N\ Ll
Tty 2<A)x Q(A)y—l—A 0,

completando quadrados, teremos

() (8 o (55 )
(x_§>+( j) LAD—(B+C?)

A?

Logo, teremos uma circunferéncia se A # 0 e B2+ C? > AD
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Segue a demonstracao do Teorema 4.3.4.
Demonstragao:
A partir da equagao (4.4) e as condigbes dadas, queremos obter uma equagao equivalente
na variavel complexa.

Tomando z = x + iy € C e o seu conjugado Z = x — iy € C, podemos escrever

rr+y=z-z,
2r =2z +7Z, (4.5)
2y = —i(z — 2)

Substituindo as igualdades (4.5) na equagao (4.4) temos

AzZz—B(z+%2)—iC(z—2)+ D =0=
A2Z—Bz—Bz—iCz2+iCZ+ D =0—=

Azz— (B+Ci)z— (B—iC)z+ D =0.

Fazendo E = B + iC, tem-se E = B —iC, o resulta

A2z — Ez—Ez+ D =0. (4.6)

A partir de agora queremos verificar qual a imagem da curva dada pela equagao (4.6)
sob a transformacao a seguir:

(1) translagao: T'(z) = z + b. Basta substituirmos z por z + b na equagao (4.6).

A(z+b)(z+b) —E(z +b) —E(z +b) + D =0,

e chamando z + b = w temos
Aww — Fw — Ew+ D = 0.

(1) rotagao: T'(z) = az, a € C, |o| = 1. Basta substituirmos z por az na equagao

(4.6). o
Alaz)(@z) — E(az) — E(az)+ D =0,
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e chamando © = az temos

Auti — Eu— Eu+ D = 0.

(77i) homotetia: T'(z) = pz, p > 0. Basta substituirmos z por pz na equagao (4.6).

A(pz)(pz) — E(pz) — E(pz) + D = 0,

e chamando v = pz temos

Avt — Ev— Ev+ D = 0.

Os trés itens anteriores obtivemos equagoes do mesmo tipo da equagao (4.6) e com as
mesmas caracteristicas, mostrando que a translacao, a rotacao e a homotetia levam reta

em reta e circunferéncia em circunferéncia.

1 1
Veremos o que ocorrera com a inversao 7'(z) = —. Basta substituirmos z por — na
z z
equagao (4.6).
11 1 =1
A-——FE-—-FE-+D=0. (4.7)
27 z z
Multiplicando por zZ ambos os membros da equagao (4.7) tem-se
A—Ez—FEz+Dzz=0,
isto é,
Dzz—Ez—Ez+ A=0. (4.8)

Logo, temos que a equagao (4.8) tem a mesma forma da equagao (4.6), fazendo a troca
de A,E,E,D por D,E, E, A, respectivamente. Entdo, segue

(1) Se a equagao (4.6) representa uma circunferéncia que nao passa pela origem, isto
é, z = 0 nao é solugao desta equagao, entdao D # 0. Portanto, a equagao (4.8) representa
também uma circunferéncia que nao passa pela origem, visto que A # 0 e EE > AD.

(2) Se a equagao (4.6) representa uma circunferéncia que passa pela origem, entao

D = 0 o que implica que a (4.8) representa uma reta, com A # 0, logo nao passa pela
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origem.

(3) Se a equagao (4.6) representa uma reta que nao passa pela origem, temos A = 0,
D # 0e E # 0, entdo a equagao (4.8) representa uma circunferéncia que passa pela
origem.

(4) Se a equagao (4.6) representa uma reta que passa pela origem, assim A =0, D =0
e E # 0, logo a equacao (4.8) representa uma reta que passa pela origem.

Portanto, concluimos que T'(C') € F, qualquer que seja T" de Mdbius. |



Capitulo 5

Proposta de Atividade no Ensino

Médio

Para o desenvolvimento desta atividade é necessario que os discentes tenham dominio
sobre os conceitos de matrizes, trigonometria e fungoes. Por isso, sugiro que seja aplicada

a Terceira Série do Ensino Médio.

5.1 Numeros Complexos Associados a Matrizes

Nesta secao temos como objetivo promover aos discentes condicoes de associar a forma
algébrica de um numero complexo z = a + bi, com a,b € R a uma matriz quadrada de

ordem 2.

a b
Dado o conjunto My(R) = ca,b,c,d € R } tomemos a matriz particular

c d
A € M,(R) obtida no Capitulo 1, Segao (1.1), escrita na forma

A= . (5.1)

Matrizes A escritas forma (5.1) estdo em correspondéncia biunivoca com pontos de

R?, isto é, a cada matriz A € M(R) associa-se a um tnico ponto P € R? e vice-versa.

7
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a —b
Assim, a matriz A = sera representada no plano cartesiano pelo ponto
b a
P = (a,b) como na figura.
y A
_(a -b) 4 P(a; b)
)
) a %
Figura 5.1:

Exercicio 1. Represente em um so plano cartesiano as matrizes a sequir:

2 =3 -1 -2 -2 4 5 4
A= , B= ,C = eD =
3 2 2 -1 -4 =2 —4 5
1 -2 3 5
Exercicio 2. Dadas as matrizes A = e B= , determine:
2 1 -5 3
(a) A+ B
(b) A
(c) A-
(d) B-
(e) A7

O objetivo da resolugao do Exercicio 3 nao é apenas o de relembrar as operagoes
com matrizes, mas fazer com que os discentes percebam que o conjunto formados pelas
matrizes do tipo (5.1) é fechado quanto as operagoes de adi¢ao, subtragao e multiplicacao,

além de serem comutativas e invertiveis.

a —b c —d
No caso geral, tomando A = e B = tem-se
b a d c
Adigao
a —b c —d a+c —b—d
b a d c b+d a+c
a+c —(b+d)
b+d a+c

Logo, a matriz A + B é da mesma forma que a matriz (5.1).
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Subtracao
a —b c —d a—c —b+d
A—B= — =
b a d ¢ b—d a-—c
a—c —(b—d)
b—d a-—c

Logo, a matriz A — B é da mesma forma que a matriz (5.1).

Multiplicagao
a —b ¢ —d ac—bd —ad— bc
A . B = . —
b a d c ad+bc  ac— bd
ac —bd —(ad -+ be
= ( ) =B A.

ad + be ac — bd

Logo, a matriz A - B é da mesma forma que a matriz (5.1).

Nessas condi¢oes, podemos afirmar que as matrizes do tipo (5.1) sao fechadas quanto
as operagoes adi¢ao, subtracao e multiplicagao.

Quanto a A~! podemos garantir sua existéncia, desde que, a®+b* # 0, o que nos mostra
que o conjunto das matrizes do tipo (5.1) ndo admite inversa quanto estiver representando

a origem do sistema cartesiano.
Podemos determinar a matriz A~ como faremos a seguir. Tomando A~ =

tem-se

A-A =1
a —b z oy} (10
b a z w N 0 1
ar — bz ay —bw 10

br +az by + aw 0 1
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Assim,
ar — bz = 1(1I)
br + az = 0(II)

Escolhendo a equagao (11),

bx+az:0<:>bx:—az<:>x:—a—bz.

Substituindo a expressao de x em (I) segue

az 2 2 2 g2 b
a- (—?> —bz=1- ()<= —a"z2—-bz2=bb< z(—a —b):b:)z*:—m.
a
LOgO, T = m
E ainda,
ay — bw = 0(])
by + aw = 1(I1)
Escolhendo a equagao (1),
ay—bw:0<:>bw:ay<:>w:a—by.
Substituindo a expressao de w em (1) segue
by +a- <%> =1 '(b)<:>62y—|—a2y:b<:>y(a2+b2):b<:>y:L
b a4+ b
a
L = ——:.
o8O = e
a b )
1 a
Portanto, A~ = a’ +bb2 a? + b0 | — .
a a2_|_b2 b a

@ a0
Logo, a matriz A~! é da mesma forma que a matriz (5.1).

Neste segundo momento desta se¢ao, tomemos os niumeros complexos na forma algébrica

2z = a + bi com sua representacao no Plano de Argand-Gauss, dada por
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P(a; b)

>
ol X

Figura 5.2: Afixo de z

Das representacoes na figuras 1 e 2, espera-se que os discentes concluam que

z = a+bi = (a;b) = = + = a- +b-

E desta forma, concluir que

0 -1
(I)i= : unidade imaginaria;
0
(II) a matriz (a;0) representa a parte real de z;
0 0 -1 . L
(111) amatriz = (0;b) = bi representa a parte imagindaria
b 0 1 0
de z.
a 0 0 —b
Portanto, se z = , z sera chamado de numero real e se z =
0 a b 0

com b # 0, z sera chamado de numero imagindrio puro.

Representagcao Matricial Polar

A representacao do niimero complexo z no plano de Argand-Gauss considerando o seu

modulo p e o seu argumento 6y é dado por

YA
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de modo que, pelo Teorema de Pitagoras p = v/a? + b? e pelas relagoes trigonométricas
do triangulo retangulo
cos(by) = Cesa= p - cos(bp)
p
e
b
sen(by) = — <= b= p - sen(by)
p

Substituindo os valores de a e b na matriz (5.1) tem-se
p-cos(By) —p-sen(by) cos(0y) —sen(6y)
p .
p-sen(B))  p-cos(bh) sen(fy)  cos(6y)

cos(bp) —sen(6y)
sen(6y)  cos(by)

Logo, a representa¢ao matricial polar de z é z =p -

Exercicio 3. Dados os numeros complezos z = 1+ 2i, u = -3 +i ev =4+ 3i. a)
Determine a forma matricial de z, de u e v;

b) Determine a soma z +v e u + v.

c)Represente os nimeros complexos z, u, z +v e u + v no plano de Argand-Gauss.
Em sequida, ligue os afizos de z com u e z +v com u+ v.

d) Ezplique que tipo de movimento ocorreu com o segmento Zu.

Observagao 5.1.1. O objetivo do Exercicio (3) é mostrar que na adi¢do de dois nimeros
a —b c —d _ ~

complexos z = com v = teremos um movimento de transla¢ao
b a d c

de z em ¢ unidades na horizontal e de d unidades na vertical.
No caso do segmento inicial com extremidades z e u, todos os seus pontos sofrerdao

uma translacao, de modo que o seu modulo nao serd alterado.

Vale chamar a atenc¢ao para o fato de que z — v = z 4+ (—v), logo teremos o mesmo

tipo de movimento.

Exercicio 4. Determine a forma matricial polar do produto entre os niumeros complexos
cos(0) —sen(0) cos(a) —sen(a)

z= 2| ew=|wl-
sen(0)  cos(0) sen(a)  cos(a)
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V3 -1 -2 -2V3
Exercicio 5. Dados os nimeros complexos z = , U= e
1 V3 23 -2
1 V3 3
U= . a) Obtenha a forma matricial polar de z, u e v.

V3 =1

b) Determine o produto z -v e u - v.
¢) Represente os nimeros complezos z, u, z-v e u-v no plano de Argand-Gauss. Em
sequida, ligue os afixos de z comu e z-v com u - v.

d)Ezxplique que tipo de movimento ocorreu com o segmento Zu.

Observagao 5.1.2. Com o Ezxercicio (5) percebemos que o produto entre dois nimeros
complexos determina uma rotagao de 6 graus de z e que o modulo do produto € dado pelo
produto dos mddulos, de modo que se |v| =1 a medida do segmento Zu nao se altera, caso

|v| < 1, sofrerd uma contragao e se |v| > 1 sofrerd uma dilatagao.
_ _ _ cos(0) —sen(0)
Assim, podemos concluir que se |v| = 1 a matriz representa
sen(0)  cos(0)
um operador de rotagao.
Desse modo, dado o niumero complexo w = 1, imagindrio puro, dado por w = i =
c0s(90°)  —sen(90°)
sen(90°)  cos(90°)
de 90°, que z - i* determina que z sofrerd uma rotacao de 180° e assim sucessivamente.

. Isso significa que z -1 determina que z sofrerd uma rota¢ao

Exercicio 6. Um quadrado ABCD estd inscrito num circulo com centro na origem. O
vértice A coincide com o afixo do nimero complexro 3+ 4i. Qual € o afivo de cada um dos

outros vértices?

Exercicio 7. Como consequéncia da féormula da multiplicagao de niumeros complexos
cos(0) —sen(0)
sen(f) cos(n@)

na forma matricial polar, temos que a poténcia de z = |z| -

cos(nf) —sen(nh) . . 5 .
dada por 2" = . Com esta informagao em maos determine
sen(nf)  cos(nd)

a forma matricial polar de 2", para n € {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} sendo z = 2 -
c0s30° —sen30°

sen30°  cos30°

Gauss.

e, em sequida, represente as poténcias obtidas no plano de Argand-
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. / cos60?  —sen60° .
Exercicio 8. Dado o numero complexo z = , determine a forma

sen60°  cos60°

matricial polar de 2", paran € {2,3,4,5,6} e represente cada uma das poténcias obtidas

no plano de Argand-Gauss.

Observagao 5.1.3. Apds a resolugdo dos Exercicios (7) e (8) devemos observar que, dado

. cos) —sent
o numero complexo z = |z| - en € IN, temos que w = z" representa
senf)  cosf

que z sofre uma rotagao de nf e seu modulo poderd sofrer uma dilatagcao ou uma contra¢ao

de medida |z|", podendo permanecer o mesmo caso |z| = 1.

Chegamos ao ponto de estudarmos a divisao entre nimeros complexos, e para isso,

determinaremos inicialmente o inverso do niimero complexo z.

a —
Determinamos neste capitulo que a matriz inversa de A = ¢ dada por
b a
1 a b
a? + b2 b a

Queremos mostrar que — = A~}
z

De fato,

Q|
SE N

SR
|
x|
I
|

IRER 22\ -

.1
Nessas condicoes, — = A%
z
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Assim,

1 |z|cosl  |z|send

—|z|senf |z|cosf

1 cosl  senb
_W |z‘
—senf cosl
1 cosf  send
|| —senf) cosf

Da trigonometria tem-se que a funcdo cosseno é uma funcdo par, isto é, f(—0) =
cos(—0) = cos(0) = f(0) e a fungao seno é uma funcao impar, ou seja, f(—0) = sen(—0) =
—sen(f) = —f(0).

1 cos(—0) —sen(—0)
2l sen(—0)  cos(—0)

representamos z ' significa z sofreu uma reflexao em torno do eixo real seguido de uma

1

Com isso, tem-se que z~+ = . Geometricamente, quando

dilatacao ou contracao, ou ainda, podemos dizer que z sofreu uma rotacao de 26 no sentido

horario seguido de uma dilatagao ou contracao.

1

E ainda, quando fizermos w - 27" o niimero complexo w sofrerd uma rotacao de # no

1
sentido hordrio e ainda, o médulo |w| ficard multiplicado por —.

||

V3 =1
1 V3

Exercicio 9. Determine a forma matricial polar do inverso de

o z cos) —senb cosa  —sena
Na divisao de — dados por z = |z| - ew = |w|-
w senfl  cosf sena  cosa
tem-se que
2 1 . cos) —send . cos(—a) —sen(—a)
— =z — = Z W :‘Z|' .‘w|7 .
w w senfl  cosf sen(—a)  cos(—a)

. cos( —a) —sen(0 — )
=lz] - Jw[™" - |w] -
sen( —a)  cos(0 — «)

que geometricamente, z sofrera rotacao de a no sentido horario.
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V3 —1

Exercicio 10. Considere os nimeros complexos z = u =

-2 —23

1 V3 ) 23 -2

-1 =3
V3 -1

a) Determine a forma matricial polar de z, u e v.

: , z o
b) Determine o quociente — e —.

v

z

¢) Represente no plano de Argand-Gauss z, u, — e —.
v

d) Interprete o movimento sofrido pelo segmento Zu apds a divisdo.

ev =

Neste ultimo momento trabalharemos a Radiciagao.
Sejam z e w dois niimeros complexos e n um nimero inteiro positivo, de

w™ = z. Nessas condigoes, w é uma raiz n-ésima de z.

) o cost)  —send
Seja a forma matricial polar de z = |z| - , temos

senf  cosb

0 2 0 21
cos | — +k— —sen | — +k—
n n n n

w = /2l - 9 2 0 2
sen (— + k:—ﬁ> cos (— + k:—ﬂ)
n n n n

com k € {0,1,2,3,...,n—1}.

n-ésimas de z sao dadas por

Exercicio 11. Considere o nimero complero z = 1.
a) Determine a forma matricial polar de z.
b) Determine as raizes sexta de z.

c) Represente as raizes sextas de z no plano de Argand-Gauss.

tal forma que

que as raizes

Observacao 5.1.4. Geometricamente as raizes n-ésimas de z representam os vértices

um poligono reqular de n lados inscrito numa circunferéncia de raio {/|z|.
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