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EPIGRAFE

A aprendizagem é uma construcao
pessoal que o aluno realiza com a ajuda
gue recebe de outras pessoas.

(Cool, 2006)



RESUMO

A resolucéo de equacdes polinomiais sempre foi uma das grandes motivacfes para
o desenvolvimento da &lgebra. As primeiras equacdes, mesmo com formas de
resolucdo simples, ja apresentavam a ideia de incégnita para indicar a quantidade
inicialmente desconhecida. Este trabalho tem por objetivo apresentar uma proposta
de ensino sobre equacfes polinomiais de até quarto grau para os professores de
Matemética que lecionam no terceiro ano do Ensino Médio, com uma atengéo
especial na formula de Cardano-Tartaglia. Abordamos o tema por meio de
atividades, algumas sado demonstracdes em forma de tutoriais e outras apenas
aplicacoes de formulas.

Palavras-chave: Sequéncia didatica- Equacfes Polinomiais-Cardano-Tartaglia-

Ensino Médio.
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1 INTRODUCAO

A resolucéo de equacdes polinomiais sempre foi uma das grandes motivacdes
para o desenvolvimento da algebra. As primeiras equa¢des, mesmo com formas de
resolucdo simples, j& apresentavam a ideia de incognita para indicar a quantidade
inicialmente desconhecida.

Sabe-se pelas descobertas e posteriormente pelas traducbes de papiros, entre
0s quais podemos destacar o papiro de Rhind (foi comprado & beira do rio Nilo em
1858, por um antiquério escocés chamado Henry Rhind; por isso é chamado de
Papiro de Rhind) onde consta uma coletanea de problemas aritméticos e também
algébricos.

Os problemas egipcios descritos até agora sao do tipo digamos, aritméticos,
mas h& outros que merecem a designac¢éo de algébricos. Ndo se referem a
objetos concretos, especificos, como pades e cervejas, nem exigem
operacdes entre niumeros conhecidos. Em vez disso, pedem o que equivale
a solugbes de equacgdes lineares, da forma x+ax =b e x + ax + bx =,
onde a, b e ¢ sdo conhecidos e x é desconhecido. A incégnita é chamada
de “aha”. (Boyer, 2010, p.11)

A busca por solu¢cbes de equacdes vem de muito longe (por volta de 2000 a.C
a 1800 a.C, data aproximada do Papiro de Rhind), os egipcios ja desenvolviam
técnicas para resolver problemas envolvendo equacdes de primeiro grau, assim
como as de segundo grau que a mil e setecentos anos antes da era crista ja eram
resolvidas pelos mateméticos da Babildnia, utilizando a técnica de completar
quadrados. Por outro lado foi necessario esperar mais de trés mil anos até que
Scipione Ferro resolvesse a equacgao do terceiro grau e Ludovico Ferrari, logo em
seguida, a do quarto grau.

Porém, na atualidade nossos alunos ainda apresentam muitas dificuldades ao
resolver problemas envolvendo equacdes polinomiais, principalmente as de 3° e 4°
graus que, na maioria das vezes, por falta de tempo e por apresentarem maior
complexidade, sdo ignoradas pelos professores.

Neste sentido, acreditando que é possivel cativar o aluno despertando seu
interesse e curiosidade de forma a contribuir para a melhoria do ensino
aprendizagem do tema em questdo, objetivamos apresentar uma proposta didatica
para 0 ensino de resolucdo de equacdes polinomiais até quarto grau e suas

aplicacbes com enfoque para a formula de Cardano-Tartaglia.
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A proposta compreende uma sequéncia didatica com atividades envolvendo a
resolucdo de equacgdes polinomiais, mais especificamente, a resolu¢do de exercicios
e aplicacdo do conteudo de equacdes de até quarto grau, dando uma atencao
especial na férmula de Cardano-Tartaglia para as equacdes do tipo: x> + Mx +n =
0. O desenvolvimento da proposta se dara por meio de aulas expositivas e
dialogadas com os discentes, de modo que o aluno se torne protagonista de sua
aprendizagem, com a intencdo de desenvolver uma pratica didatica que contribua
para a melhoria do aprendizado do aluno sobre o tema abordado.

Foram elaboradas atividades sobre os temas de equacfes de até quarto grau.
Algumas atividades, principalmente as que envolvem demonstracdes, s&o
apresentadas com um passo a passo em forma de tutoriais. Em suas elaboracoes,
houve a preocupacdo que elas fossem investigativas e que levassem a
aprendizagem através de uma analise e reflexdo em cada um de seus passos e
outras atividades sdo simplesmente aplicacédo de formula.

Visto que a maioria dos estudantes costumam perguntar quais as aplicacbes
do tema em seu cotidiano, foi dedicada uma lista de atividades com aplicacdes nas
diversas areas do conhecimento, mostrando aos discentes a importancia e
aplicabilidades para resolver problemas nas varias areas das ciéncias exatas.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, onde no primeiro € apontado
0 percurso da pesquisa a partir dos objetivos e da sua justificativa.

O segundo capitulo traca os aspectos histéricos e também as definices de
polindbmios e equagdes polinomiais definindo conceitos, caracteristicas e
propriedades. O terceiro trata dos métodos das resolucbes das equacbes de até
qguarto grau. No quarto capitulo apresentamos a sequéncia didatica composta por
quatro atividades aplicadas aos discentes e apresentamos um breve relato referente
a aplicacdo das atividades aos alunos.

Finalizando o trabalho no capitulo cinco, tecemos nossas conclusdes
destacando os aspectos importantes desse trabalho. O aprendizado da Matematica
estd diretamente ligado a compreenséo, isto €, o que foi pretendido com esta

pesquisa.



2 Reviséo Bibliografica dos Polinémios
2.1 ALGUNS FATOS HISTORICOS

Ao fazer o estudo das equacbes polinomiais de até 4° grau € de suma
importancia relatar aqui um pouco da histéria de como ela se desenvolveu e a
descoberta dos métodos de resolucéo de tais equacdes.

Segundo (GOUVEA, 2010 p. 125) a descoberta do papiro de Rhind contém
uma colecao de problemas que podem ser representados por meio de uma equagao
polinomial de primeiro grau, que provavelmente foi usado para treinar no Egito

antigo jovens escribas.

Problemas que se reduzem a resolver uma equacdo de primeiro grau
aparecem naturalmente sempre que aplicamos matematica ao mundo real.
N&o é surpreendente, portanto, descobrir que quase todos que estudaram
matematica, dos escribas egipcios aos servidores publicos chineses,
desenvolveram técnicas para resolver tais problemas (GOUVEA, 2010 p.
125).

Por volta do ano 825, um grande generalista chamado Muhammad Ibn Misa

AL-Kgwarizmi teve uma obra publicada, e desse titulo deu-se a origem da palavra
“algebra”. De todas as suas publicacbes sobre temas variados, ele escreveu sobre
geografia, astronomia e matematica, o mais famoso foi sobre o de &lgebra. O livro
comeca com uma discussao sobre equacdes quadraticas.

Um quadrado e dez raizes dele sdo iguais a trinta e nove dirhems. Que
quer dizer, quando de ser o quadrado, o qual, quando aumentado por dez
de suas préprias raizes, € igual a trinta e nove? Se chamarmos a incognita
de x, podemos chamar o “quadrado” de x2. Agora, uma ‘raiz desse
quadrado” é x, de modo que dez raizes do quadrado é 10x. Usando essa
notacdo, o problema se traduz na resolucdo de x? + 10x = 39. Mas o
simbolismo algébrico ainda nao tinha sido inventado, de modo que tudo que
Al-Kgwérizm1 poderia fazer era dizer isso em palavras. Na tradicdo dos
professores de algebra, honrada em toda parte, ele seguiu o problema com
uma espécie de receita para sua solu¢do, novamente descrita em palavras.
A solucdo é a seguinte: vocé divide o numero de raizes por dois, 0 que, no
caso presente, fornece cinco. Isso vocé multiplica por si mesmo: o produto é
vinte e cinco. Some isso a trinta e nove: a soma é sessenta e quatro. Agora,
tome a raiz disso, que é oito, subtraia disso a metade do nimero de raizes,
gue é cinco: o resto é trés. Essa é a raiz do quadrado que vocé procurava: o
proprio quadrado é nove. Aqui estéo os calculos com os nossos simbolos:

x=V52+39 —5=125+39-5=+64—-5=8-5=3. Ndo é dificil ver
gue isso é basicamente a formula quadrdtica como a conhecemos
atualmente. Para resolver x2+ bx = ¢, Al-Kgwarizmi usou a regra: x =

2 .
(2)" +c—2 (GOUVEA, 2010 pp. 131,132).

2

Com a divulgacédo de seu método para a solucdo de problemas de segundo

grau, tantos outros matematicos também se interessaram pelo tema.
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Depois da regra de Al-Kgwarizmi, muitos outros matematicos escreveram
sobre as equagles quadraticas. Seus métodos e suas justificativas
geométricas se tornaram mais e mais sofisticados. Mas a ideia basica
nunca mudou. De fato, até mesmo o0 exemplo permaneceu o0 mesmo. Do
século IX ao século XVI, os livros de algebra quase sempre comecavam
suas discussdes sobre equagdes quadraticas considerando "um quadrado e
dez raizes s&o iguais a 39” (GOUVEA, 2010 p. 133).

Segundo (EVES, 2004 p. 110) em sua &lgebra geométrica os gregos
utilizavam-se de dois métodos principais para resolucdo de equagdes simples - o
método da aplicacdo de areas e o método das proporgoes.

Ainda segundo (EVES, 2004 pp. 61,62), por volta do ano 2000 A.C. na
babildnia, a aritmética evolui-se em uma algebra retdrica bem desenvolvida, onde se
resolviam equacdes de segundo grau tanto pelo método de completar quadrados
como pelo método equivalente ao da substituicdo em uma férmula geral.

Gouvéa, (2010) afirma que no fim do século XVI e inicio do século XVII, os
matematicos tiveram a ideia de que numeros poderiam se representados por letras,
€ Nnos anos seguintes adotaram por conveniéncia que: letras do final do alfabeto
representariam os numeros desconhecidos e as letras do comec¢o do alfabeto

representariam os nameros conhecidos.

Finalmente, Thomas Harriot e René Descartes observaram que € mais facil
escrever todas as equacdes como alguma coisa = 0. A principal vantagem é
que agora ax?+bx=ceax?+cx =b podem ser vistos como casos
especiais da equacdo geral ax? + bx + ¢ = 0. E a solugéo geral podia ser

PEDSMC (GOUVEA, 2010 p. 134).

escrita como: x =

Dificiimente os problemas matematicos surgem de forma abstrata. O
problema de resolver equacdes de terceiro grau surgiu de problemas geométricos e
0s gregos foram os primeiros a considera-los, os problemas originais podem ser tao
antigos quanto a 400 A.C., mas, a solucdo completa s6 foi descoberta 200 anos
depois, (GOUVEA, 2010 p. 137).

Eves (2004) afirma que, provavelmente os matematicos italianos realizaram o
feito mais extraordinario do século XVI, que foi a solucdo algébrica das equacdes
cubica e quartica.

E interessante conhecer um pouco da histéria das solugdes das equacdes de
3° grau.

A histéria da solucdo da equacdo do terceiro grau tem varios aspectos
interessantes, em virtude dos quais ela se constitui num topico atraente pra
o estudo e discussédo entre alunos e professores de mateméatica. Um desses
aspectos € o enigma historico. Se os babildnios ja sabiam resolver a
equacdo de segundo grau mil e setecentos anos antes da era crista, por
que se teve de esperar mais de trés mil anos até que Scipione Ferro
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resolvesse a equacédo do terceiro grau e Ludovico Ferrari, logo em seguida,
a do quarto grau? Ha também o lado humano, as figuras pitorescas e
fascinantes dos homens envolvidos nas descobertas e suas disputas dai
decorrentes. Além disso, tem-se ainda o aspecto cientifico, os progressos
matematicos que advieram da solucdo e o grande problema geral da
solucdo por radicais, somente elucidados trezentos anos depois, por Ruffini,
Abel e Galois. Tudo isto sem falar no cenario, aquela notavel atmosfera de
elevada excitacdo intelectual existente na Italia da época renascentista
(Lima, 2001 p. 11).

Coxford (1995) destaca a regra de sinais de Descartes, o Teorema de De
Moivre e 0o método de Newton entre os topicos mais importantes envolvendo o
estudo de polinbmios. Tanto o aluno quanto o professor podem aprender muitos
aspectos do pensamento matematico através do estudo de polinbmios, e é

importante que o ensino do tema permaneca no curriculo.

Se x®+px?2+qx+r =0, onde p, g e r sdo ndmeros racionais, ndo pode
ser fatorado sobre o conjunto dos nimeros racionais, entao suas raizes nao
podem ser construidas com os instrumentos euclidianos. Esse teorema é a
chave para se provar que com os instrumentos euclidianos € impossivel a
trissec¢do do angulo, a duplicacdo do cubo, a quadratura do circulo e a
construgdo de um heptagono regular. H4 um vinculo muito forte entre os
polinbmios e os problemas de construgbes geométrica da Antiguidade, e
essa é mais uma razao para que os polindmios devam fazer parte do
curriculo da escola média (Arthur F. Coxford, 1995 p. 133).

Um pouco da histéria do método da férmula de Cardano-Tartaglia contada por
Eves (2004).

Consta nos livros de histéria que Del Ferro resolvia um tipo especifico de
equacdes de 3° grau e ele contou seu método a seu estudante Fiore, que se gaba
de saber resolver tais equacdes. Em fevereiro de 1535, Fiore desafia Tartaglia a
uma disputa, que consistia em resolver problemas em um total de trinta, mas Fiore
s6 sabia resolver um tipo, "incognitas e cubos de iguais numeros”, Tartaglia também
tinha descoberto a forma de resolver um tipo de equacao cubica diferente do que
Fiore poderia resolver, isto €, "gquadrados e cubos iguais aos numeros”. Nas
primeiras horas de 13 de fevereiro de 1535, pouco antes do fim do prazo, a
inspiracéo veio para Tartaglia. Ele tinha encontrado a resolugcéo geral deste tipo de
equacao, em seguida, foi capaz de resolver todos os trinta problemas de Fiore e em
menos de duas horas. Como Fiore tinha feito pouco progresso com questdes de

Tartaglia, tornando-se o grande vencedor.
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Neste momento, Cardano entra na histéria, como conferencista publico de
matematica na Fundacdo Piatti em Mildo, ele estava ciente do problema da
resolucdo de equacdes cubicas. Imediatamente comecou a trabalhar tentando
descobrir o método de Tartaglia para si mesmo, mas nao teve sucesso.

Alguns anos mais tarde, em 1539, ele contatou Tartaglia, solicitando que o
método poderia ser incluido em um livio que ele estava publicando esse ano.
Tartaglia recusou esta oportunidade. Cardano, ndo aceita isso, e pede para ser
mostrado o meétodo, prometendo manté-lo em segredo, Tartaglia, no entanto,
recusa. Cardano irritado escreve uma carta a Tartaglia diretamente, expressando
sua amargura, desafiando-o a um debate, mas, ao mesmo tempo, insinuando que
ele vinha discutindo o brilho de Tartaglia com o governador de Mildo, Alfonso
d'Avalos. ApoOs receber esta carta, Tartaglia, percebe que familiaridade com o
governador milanés poderia ser muito gratificante e podendo fornecer uma saida
para o trabalho do professor modesto. Ele escreveu de volta a Cardano, em termos
amigaveis, o mesmo ficou encantado com a nova abordagem de Tartaglia, e
convidando-o para sua casa, assegura a Tartaglia que ele ira marcar uma reunido
com d'Avalos.

Entdo, em marco de 1539, Tartaglia deixa Veneza e viaja para Mildo. Para
deséanimo de Tartaglia, 0 governador esta temporariamente ausente de Mildo, mas
Cardano atende Tartaglia e logo a conversa se volta para o problema de equacdes
cubicas. Tartaglia, depois de muita persuasao, concorda em contar a Cardano seu
método, se Ele jurar nunca revela-lo e, além disso, apenas anota-lo em cédigo para
que em sua morte, ninguém iria descobrir 0 segredo de seus papéis. Cardano
concorda prontamente e Tartaglia divulga sua férmula na forma de um poema, para
ajudar a proteger que o segredo caia em maos erradas.

Cardano e Ferrari (seu assistente) viajam para Bolonha em 1543 e descobre
com Della Nave que Del Ferro tinha sido o primeiro a resolver a equacao cubica e
nao Tartaglia. Cardano sentiu que embora ele havia jurado para ndo revelar o
método de Tartaglia, certamente nada o impediu de publicar formula Del Ferro. Em
1545 Cardano publicado Artis magnae sive de regulis algebraicis liber unus, ou Ars
magna como é mais conhecido, que continha solu¢gbes para ambas as equacdes
cubicas e quarticas e todo o trabalho adicional que ele tinha concluido com base na

férmula de Tartaglia. Del Ferro e Tartaglia sdo creditados com suas descobertas.
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2.2 POLINOMIOS coM COEFICIENTES REAIS

Nas secOes seguintes sera realizado um breve estudo sobre polinbmios e
equacdes polinomiais. Para maiores informacdes indicamos as referéncias (Dante-
2005, p.47-119 e IEZZI-2002, p.444-455).

De um modo geral, um polinbmio é uma funcdo complexa p,,: C - C, sendo C o
conjunto dos numeros complexos, definida por p,(x) = apx™ +ap_ x" 1+ -+
a,x+a, com os coeficientes a; sendo nimeros complexos. Para a,# 0, o polindmio
tem grau n.

Para os a; reais, restringimos P, ao conjunto dos numeros reais, sendo assim,

uma funcéo p,,: R - R.

Definicdo 2.1: Um polinbmio com coeficientes reais € uma expressao do tipo

n
Pn(x) = agtaxt ++ap_x" T +ax®= ) ax’.
i=0
OndeneNea; ER,parai €{0,1,2,..., n}.

Para i €{0,1,2,..,n}, os elementos a; sdo denominados coeficientes, as
parcelas a;x* sdo denominadas termos e os termos a;x‘ tais que a; # 0 s&o
denominados monémios de grau i do polinbmio p,(x). O coeficiente a, €
denominado termo constante.

O polinémio 0(x) = 0+ 0x* + ---+ 0x"~1 + 0x™, denotado por 0(x) = 0, para
cada numero natural n, € dito identicamente nulo. Um polinbmio sera dito constante
quando p,(x) = ay.

Exemplos:
1) p(x) =5 € um polinémio de grau 0 ou polinbmio constante.
2) p(x) = 3x — 2 é um polindbmio de 1° grau

3) p(x) = —5x% + 1 é um polindmio de 2° grau.

Definicdo 2.2: Considere o polinbmio p,(x) € um nimero a qualquer. O valor
numérico do polindmio p, (x) para x = a € o valor que se obtém ao substituir x por a
e resolvendo a expressdo numérica obtida. Entdo, o valor numérico de p, (x) para
x =aépla).

Exemplo:
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1) O valor numérico de p(x) = x? + 2x — 1, parax = 3, é:
p(3)=3)2+2-3)—1=9+6—1=14

Definicdo 2.3: Diz-se que dois polindémios p,(x) e g,(x) sdo idénticos ou iguais se
e somente se, seus valores numéricos sao iguais para todo «a € C.
Assim:

Pn(x) = qn(x) & pp(a) = qn(a)

Para que a igualdade aconteca, a diferenca p,(x) —g,(x) =0 e isto sO
acontece se, e somente se, tém coeficientes dos termos de mesmo grau iguais.
Exemplo.

Dados os polinémios p(x) = ax® —bx? + cx +d e g(x) = 3x3 — 2x? + x — 5, temos
p(x) =gx) ®a=3,b=2,c=1led=-5

Definicdo 2.4: Seja p,(x) = a,x" + a,_x" 1+ -+ a, um polinbmio nao nulo.
Chama-se grau de p(x) ou gr p(x) o numero natural n tal que a,, # 0 e a; = 0, para

todo i > n.

a, #0
grp(x) (:){ai =0,vi>n

Observacdo 2.1: Nao se define o grau do polinbmio identicamente nulo.
Ressaltamos que:

grpr(x) =0 @ pkx) =ay+0,a, €ER.
Definicdo 2.5: Dado um polinémio p(x), dizemos que o nimero complexo a, €é raiz

do polinbmio, se e somente se, p(a,) = 0, ou seja,

pn(ao) = anaon + an_laon_l + -4 a1y + ao = 0.

2.2.1 Operacfes com Polinbmios
Definigdo 2.6: (Adicao de Polindmios) A adicdo entre os polinbmios
m
Pm(X) = @ x™ 4+ a1 x™ L+t ap = Z a;xt

i=0

n
qn(x) = bpx™ 4+ bp_1x™ 1+ -4+ by = Z b;x*
i=0
é definida por:
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m

n M
Pm(X) + qn(x) = z a;xt + z bix' = Z(ai+bi)xi;
i=0 i=0

i=0

onde, M = max{gr p(x), gr q(x)} e considerando que o simbolo max {a, b} significa o

maximo entre os nimeros ae b, com a,b € R.

Observacao 2.2: Para a subtracéo entre dois polinémios p,,,(x) e g,,(x) considera-se
POIINGMIO Py (%) = Gn(x) = Pm(x) + (=4a(®)).
Exemplos:
1) Se p(x) =2x? +3x —1e g(x) = —x? + 5x + 3, temos que :
p()+gx)=2-Dx*+B+5x+(—1+3)
p(x) +g(x) =x2+8x+2
2) Dados os polinémios p(x) = 4x3 + 2x? — 5x + 3 e g(x) = 2x3 + x?> + 5, temos que
p(x) —gx) =p(x) + [-g(x)] = (4x3 + 2x? —5x + 3) + (—2x3 — x2 = 5)
p(x)+[-g()]=@l-2)x3+(+2—-1x*+ (-5+0)x + (+3 —5)
p(x) + [—g(x)] = 2x3 + x? — 5x — 2

Na adicéo de polindbmios, vale a seguinte propriedade do grau:
Proposicdo 2.1: Sejam p,,(x) = X" a;x’ e g,(x) = Y™~ ,b;x!, com a,, e b, ndo
nulos. Se p,,(x) + g,(x) # 0, entdo
gr (p(x) + q(x)) < max{gr p(x), gr q(x)} = max{m,n}.

A igualdade sera valida sempre que gr p(x) = gr q(x).

Definigdo 2.7: (Multiplicagdo de Polin6mios) Dados dois polindbmios
m

Pm(X) = apx™ 4+ a1 x™ + o+ ap = z a;xt
i=0

n
Gn(x) = bpx™ + by_1x™ 1+ -+ by = z b;xt.
i=0

Define-se a multiplicacédo entre os polindmios por
m+n

Pm (x). qn(x) = Z Wixi,
i=0

sendo
Wy = agbg
w; = agb; + a;bg
w, = agb, + a;b; + a,b,
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w; = agb; +a;b;_1 + -+ a;bg = Z agbg

a+p

Winin = amby
Ou segja,

(p q)m+n(x) == amanm+n + + (azbo + a1b1 + aobz)xz + (aobl + albo)x + aobo.

Na multiplicagéo de polindbmios, vale a seguinte propriedade do grau:
Proposicdo 2.2: Sejam p,,(x) = Y™ a;x' e g,(x) = Y™, b;x!, com a,, e b, ndo
nulos. Entéo

gr (Pm(x).qn(x)) =m+n
Exemplo:
1) Dados p(x) =x —5e g(x) = 4x + 2, temos que :
p(x)-g(x) = (x —5) - (4x + 2)
p(x) - g(x) = (1-4)x'* + (1-2)x'*° + [(=5) - 4]x°** + [(-5) - 2]
p(x) - g(x) = 4x? + 2x — 20x — 10
p(x) g(x) =4x? —18x — 10

Propriedades da Adi¢cao e Multiplicacao de polinédmios

Sejam p(x), q(x) e r(x) trés polinbmios na variavel x, com x € R, temos:

(1) Os polinbmios em relacdo a adicdo possuem as seguintes propriedades:

(A;) Comutativa: p(x) + q(x) = q(x) + p(x).

(A,) Associativa: p(x) + [q(x) +r(x)] = [p(x) + g(x)] + r(x)

(A3) Polinbmio neutro: Existe um polindmio p,(x) denominado polinémio neutro ou
nulo tal que, po(x) + p(x) = p(x) + po(x) = p(x).

(A,) Polinbmio inverso: Todo polinbmio é simetrizadvel em relagdo a adicdo, ou

seja, V p(x),3A[-p)1:p(x) + [-p(x)] = [-p(x)] + p(x) = po(x)

(2) Os polinbmios em relagdo a multiplicagdo possuem as seguintes propriedades:
(M;) Comutativa: p(x) - q(x) = q(x) - p(x)
(M) Associativa: p(x) - [q(x) - 7(x)] = [p(x) - ()] - 7 (x)
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(M3) Polinbmio neutro: Existe um polindmio p,,(x) = 1, denominado polinémio neutro
da multiplicacao, tal que, V p(x).

p(x) " pp(x) = pu(x) - p(x) = p(x)
(M,) Distributividade: p(x) - [q(x) + r(x)] = p(x) - q(x) + p(x) - r(x)

Definicdo 2.8: (Divisdo de Polinbmios) Considerando dois polinémios p(x) e g(x),
com g(x) # 0 dividir p(x) por g(x) significa encontrar dois polindmios q(x) e r(x),
gue satisfacam as seguintes condicoes:

L p() =q().g(x) +r(x);

il. o grau de r(x) deve ser menor que o grau de q(x).

Algoritmo de divisdo: Método da chave

E um mecanismo pratico que tem a funcdo de obter o quociente o resto,
respectivamente q(x) e r(x), em diversas etapas, de uma forma semelhante a que se
faz na divisdo euclidiana de numeros reais.

p(x)‘ g(x)
r(x) ’ q(x)

Assim dizemos que: p(x) é o divisor; g(x) € o dividendo; g(x) € o quociente e
r(x) é o resto.
p(x) = g(x)-q(x) +1r(x)
Exemplo 1:
Na divisdo de p(x) =5x3+4x%2—-3x+2 por g(x) =x%—2x temos os

seguintes passos, através do método da chave:
1- Dividimos o primeiro fragmento do dividendo pelo primeiro fragmento do divisor,
obtendo assim a primeira parcela do quociente.

5x3 + 4x? — 3x + x? —2x

—5x3 + 10x? 5x T primeiro

14x2 — 3x 4 2 | fTagmento do

L uociente
T primeiro resto 1

Como o grau do resto parcial ndo € menor que o grau do divisor, a divisdo ainda nédo
esta concluida.
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2- O resto agora é o dividendo, procede-se de maneira analoga para obter o
segundo fragmento do quociente.

14x% —3x + 2 x% - 2x
—14x?% + 28x 14

segundo quociente parcial

25x + 2

T resto parcial

Como o grau do resto € menor que o grau do quociente, paramos aqui, temos entao:
Quociente: 5x + 14 e resto: 25x + 2.

Exemplo 2:

Na divisdo de p(x) = 2x3 + 7x% + 4x — 4 por g(x) = x? + 2x — 3, temos:

2x3 +7x% 4+ 4x — 4 x>+2x—3
—2x3 — 4x?% + 6x 2x + 3
3x2 +10x — 4
—3x2—-6x+9
4x + 5

Como o grau do resto € menor que o grau do quociente, paramos aqui, temos
quociente 2x + 3 e resto 4x + 5.

Caso r(x) = 0 a divisdo de p(x) por q(x) é dita exata e p(x) € divisivel por

g(x).
Dispositivo de Briot-Ruffini para a divisao por (x — a)

Este método se deve ao matematico francés Charles A. A. Briot (1817-1882)
e ao matemaético italiano Paolo Ruffini (1765-1822).

Tal dispositivo permite efetuar as divisbes por polinémios do tipo (x — a) de

uma maneira mais simples e rapida € o chamado dispositivo de Briot-Rufini.
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Termo constante do Termo constante do Termo constante do

.. ) dividendo dividendo
divisor, com sinal trocado.

Coeficiente do quociente. |Resto.

Exemplo 1:
Vejamos o roteiro pratico desse dispositivo efetuando a divisdo dos polindmios

p(x) =3x3—5x2+x—2porg(x) =x—2:

1° passo:
2 ‘3 ‘-5 ‘1 ‘2
|

2° passo:

Repetimos o primeiro coeficiente do dividendo.

3° passo:
Multiplicamos o termo repetido pelo divisor e somamos o produto com o préximo

termo do divisor.

2 ‘3 ‘-5 ‘1 ‘2
3 2%X3+4+(-5)
=1
4° passo:
2 ‘3 ‘-5 ‘1 ‘2

P

Repetimos o processo para obter o novo termo do quociente.
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5° passo:
2 ‘3 ‘-5 ‘1 ‘2
Bt B

Pelo quadro, temos que q(x) = 3x? + x + 3er(x) = 4.

Exemplo 2: Dividir p(x) = 2x* + 7x3 — 4x + 5 por q(x) = x + 3
-3 (2 7 0 -4 5
2 -6+7 -3+0 9+ (-4) -15+5

2 1 -3 5 -10

Quociente: g(x) = 2x3 + x?2 — 3x + 5 e resto: r(x) = —10. Logo, 2x* + 7x3 — 4x +
5=(x+3) (2x3+x%-3x+5)—10.

Método de Descartes

O método de Descartes, também conhecido com o nome de método dos
coeficientes a determinar, baseia-se em dois fatos:
) grq(x) = grp(x) — grr(x)
i) grr(x) < gr g(x)ou(r=0)
O método de Descartes € aplicado da seguinte forma:
1) calculam-se os gr q(x) e gr r(x);
2) constroem-se os polinbmios q(x) e r(x) deixando incégnitos seus coeficientes;

3) determina-se os coeficientes impondo a igualdade g(x) - g(x) + r(x) = p(x).

Exemplo 1:
Dividir p(x) = 3x* — 2x3 + 7x + 2 por g(x) = 3x3 — 2x? + 4x — 1.
Temos que: grq(x) =4—-3=1=q(x) =ax +b.
grr(x)<3= grr(x)=2>=>r() =cx?+dx +e.
Temos entdo a igualdade:
q(x) - g(x) +r(x) = p(x)
=S (ax+b) - Bx3—2x2+4x -1+ (cx?*+dx +e) = x*—2x3+7x + 2.

Desenvolvendo o produto e reduzindo os termos, temos:
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3ax* + (3b—2a)x3 + (4a—2b+c)x*+(4b—a+d)x + (e—b) =3x* —2x3 + 7x + 2
Entéo resulta:

( 3a=3=>a=1
[3b—2a=-2=>3b—-2(1)=-2>3b=0=>b=0
4a—-2b+c=0=241)—-200+c=0=>c=—-4
4b—a+d=7>4(0)-14+d=7=>d=8
k e—b=2=>e—-0=2=e=2

Logo: q(x) = x e r(x) = —4x? + 8x + 2.

Exemplo 2:
Dividir p(x) = 5x3 + x? — 10x — 24 por g(x) = x — 2.
Temosgrq(x)=3-1=2=q(x) =ax?+bx+c
grrix) <1l=>grrx)=0-r(x) =d
Temos a igualdade:
qgx)-g(x)+r(x) =px) = (ax? +bx+c) - (x —2) + (d) = 5x3 + x? — 10x — 24.
Desenvolvendo o produto e reduzindo os termos semelhantes temos:
ax3+ (b —2a)x? + (c — 2b)x + (d — 2¢) = 5x3 + x? — 10x — 24.
Entéo resulta:

a=5
b—2a=1=b=11
c—2b=-10=>c =12
d—2c=24=d=0

Logo q(x) = 5x%2+11x+ 12 e r(x) = 0.

Teorema 2.1: (Teorema do resto) O resto da divisdo de um polinémio p, (x) por
(x — a) é igual ao valor numérico de p, (a).

Prova: Seja p,,(x) um polinébmio, entdo existem q(x) e r(x) Unicos, tal que:

Pn(x) =q(x) - (x —a) + r(x), com o grau de r(x) menor ou igual ao grau de q(x),

desta forma, vemos que p(a) = q(a) - (a — a) + r(a) = r(a).

Teorema 2.2: (Teorema de D’Alembert) O resto da divisdo de um polinémio p, (x)
por (x — a) é p,(a).
Prova: Considere que

pn(x)
(x—a)

= qn(x) + 1 (x).
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Entao,
pn(x) = (x - a)-Qn(x) + rn(x)-
Fazendo x = a, vem

pn(a) = (a — a).qq(a) + 1, (@)

pn(a) = 0.q,(a) + 1 (a)
Logo pn(a) = r(a).

Teorema 2.3: (Teorema do Fator) Seja @ uma raiz de um polinébmio p,(x), de grau
n > 0, entdo (x — a) € um fator de p, (x).

Prova: Pelo Teorema de D’Alembert, a divisdo de p,(x) por (x — a), resulta em um
qguociente g,,(x) e um resto r(a) tal que B,(x) = (x — a).q,,(x) + r(a).

Se r é raiz do polinébmio, entdo B,(r) = 0 e temos B,(x) = (x — a).q,(x). Portanto,

x —a € um fator de B, (x).

Teorema 2.4: (Teorema da Decomposicado) Todo polinémio p,,(x) degraun > 1
Pn(X) = apx™ + ap_1x" 1+ - ayx + ag

pode ser fatorado como um produto de uma constante por um polinémio de primeiro
grau

Pn(X) = an(x —11)  (x —12) » o - (x — 1),
Onde, 7,1y, ...,1, , S80 as raizes de p,, (x).
Prova
Seja p,(x) um polinbmio de graun > 1,

Pn(X) = apx™ + ap_1x" 1+ - + a1 x + a,.
Pelo teorema fundamental da Algebra, p,,(x), admite uma raiz ry.
Logo, podemos escrever p, (x) como:

pa(x) = (x —11) - q1(x)
onde g, (x) é um polinbmio de grau n — 1.
Sen—1 =1, entdo, g, (x) admite uma raiz r, e podemos escrever :
Pn(x) = (x —11) - (x = 12) - g2 (%).

Repetindo este processo até que g, (x) seja constante, obtemos:

Pr(x) = (x —7) (x =12) s (x = 1) (%)
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Por definicdo de igualdade de polindbmios, temos que o coeficiente a, de p,(x) deve

ser igual a g,,(x). Logo:

Pr(x) = an(x —1) - (x =12) " oov (x = 13).

2.3 EQUACOES POLINOMIAIS

Sera apresentado agora as equacodes polinomiais
ApX™ + Ay 1 x" M+ ap x4+ -+ axt + ay =0,
onde os coeficientes ay, a4, +,a, SA0 numeros reais e a variavel x pode ser um

ndmero complexo qualquer.

2.3.1 Conceitos Basicos

Define-se como equacgéao polinomial a toda equacao que pode ser escrita sob a
forma:
Qpx™ + ay X"t ap o x™ 24+ axt + a0 =0,

em que a; € Rcoma, # 0, n € N*e n € o grau da equacgéo.

Exemplos:

1) 3x + 5 = 0 é uma equacdao algébrica de 1° grau.

2) x? —2x — 8 = 0 € uma equacao algébrica de 2° grau.

3) —x3 +4x? —x + 5 = 0 € uma equacdo algébrica de 3° grau.
4) x* + x4+ 1 =0 é uma equacdo algébrica de 4° grau.

5) x% —2x* —x3 + x? = 0 é uma equacao algébrica de 6° grau.

Definigdo 2.10 (Raiz de uma equacgéao polinomial) Denomina-se raiz da equacéao
polinomial, o valor « da variavel x que satisfaz a igualdade:

apa™ + ap_a™t + - +ay =0.

Por exemplo, x2 + 3x + 2 = 0 admite x = —1 como raiz, pois
(-1D?+3(-1)+2=1-3+2=0.
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Teorema 2.1. Se um numero complexo z =a + bicom aeb € R,b # 0, for raiz de
uma equacao polinomial B,(x) = 0, de coeficientes reais, 0 seu conjugado z =a —
bi, também seré raiz da mesma equacao polinomial.

Prova: Seja P,(x) = apx™ + ap_1x™ 1+ -+ a;x* + ap, coma; €R,

P(2) = an(D™ + a1 (D" + a1 (D + aq

P(2) = an(z™) + ap_1 (2" 1) + -+ a,(z") + qo

P(2)=apx™+ap_1x" 1+ +ag
P(z) = P(2).
Em particular,como 0 =0e ﬁ = P(z), conclui-se que:
P(2)=0 @P(z2) =0 P(Z)=0,n

O teorema 2.5 nos permite afirmar que um polindémio de grau 3 possui pelo menos
uma raiz real. Por exemplo x? + 1 = 0 admite como raiz x = —i e x = +i, pois
(-)*+1=-14+1=0e(@)*+1=-1+1=0.

Teorema 2.2 (Teorema fundamental da éalgebra) O teorema diz que: Toda
equacao polinomial B,(x) em C com grau n =1 possui pelo menos uma raiz
complexa (real ou néo).

Um polinbmio complexo B,(x) com coeficientes complexos pode ser escrito
da seguinte forma:

P,(x) = P(x +iy) = P(x,y) + iP(x,y),
Onde, os P;(x,y) sao polinbmios reais nas variaveis reais x,y. Segue que
1P(0] = VP (x,9)? + P (x,)?

€ uma funcdo continua nas variaveis x e y. Considere o fato de que uma funcao

continua num disco fechado D do plano possui um minimo em D.

A prova sera dada em duas partes:
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1) Existe um ponto x, no plano complexo tal que |P,(x,)| < |P,(x)],V x € C.

2) Se x, é ponto de minimo global determinado na primeira parte, entdo B,(x,) = 0.
Para provar a teorema faremos uso do lema:

"Se f(x) € C, € um polinbmio de grau maior ou igual a um, entdo dado M > 0 existe
R > 0, tal que |x| > R, entdo |f(x)| = M.”

Prova:
Seja PB,(x) = x™ + ap,_x™ 1 + .- + a,, existe R > 0 tal que se |x| > R, entdo |B,(x)| >
1+ |a,|, para todo x € C. Seja

D ={x €C(Clal <R}

Como D é fechado e limitado no plano, entdo existe x, € tal que
[Py (x0)| < [P, ()], Vx D.
Pela escolha de D, temos |B,(xy)| < |B,(x)| Vx. Pois se x ¢ D, entdo |x| >R, e
assim:
|B,(x)] > 1+ |ag| > |P(0)]. Como 0 € D, |P(0)| = |P(xy)|,VxeDoux &D.
Agora provaremos que P,(x,) = 0. Fazendo uma mudanca de variavel w = x — x,
entao,
P(x) = P(w + x0) = q:(w)
€ um polinbmio emw e
1g1(0)| = [P(xo)| < [P(x)| = g1 (W), V w.

Assim g; tem minimo global em w = 0.

Provaremos agora que gq,(0) = 0. Se este for o caso, ndo ha o que fazer. Se g,(0) =
a # 0 chegaremos a uma contradicdo. Suponha que a # 0 e seja q,(w) = %ql(w).
Entéo, |g,(w)|, tem um minimo em w = 0, se e somente se, |g;(w)|tem um minimo
emw = 0.
Agora g,(w) tem a forma:

g (W) = 14+ bw™ + byw™*+t o 4 b W™tk
onden=m+k.
Seja r a n-ésima raiz de —%, entdo, b, = —1. Sejaw =rue qu) = q,(ru) = qg,(w),
entao, |q(u)|, tem um minimo em u = 0, se e somente se, |g,(w)| tem um minimo e,

w = 0.
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Agora, q(u) tem a forma.
qw) =1+ b, (ru)™ + --- + b, (ru)™*k
qgw) =1—u™+u™?! + Q(u)
Onde
Q) = ¢y + cu + czu+ -+ quk?!
é um polindmio em u com ¢; = b;(r)™*/,1 < j < k. Note que g(0) = 1, assim 1 é um
valor minimo de |q(u)]|.

Sejat > 0,fazendo u = t, temos

Q)| = |cg + ot + -+ ct® ™ < |eg| + et + -+ + i tF71.
Seja

Qo(®) = legl + legt + -+ + ¢tk

Quando t - 0, temos que tQ, (t) — 0. Escolha 0 <t < 1 tal que tQ,(t) < 1. Vamos
mostrar que para cada escolha de t, fazendo t=udalq(t)]<1=]|q(0)].
Contradizendo a hipétese de que |g(u)|, tem seu minimo em u = 0. De fato,
la®] =11 —t™ + ™)
lq(®)] = 11— t™| + [t™* Q)]
lg@®)] = (1 —t™) +t™¢t]|Q(D)]
lg®O] = @ —t™) + ™ (tQo ()
Como t é escolhido de modo que tQ,(t) < 1, este ultimo € menor do que
A-t™)+t™=1=]q(0)|.
Como t #0,|q(uw)|tem seu minimo em u = 0. Contradicdo. Logo,a =0, o que

implica que q,(0) = 0 e, portanto, P(x,) = 0.

2.3.2 Relacéo entre Coeficientes e Raizes

No século XVII Albert Girard (1590-1633) apresentou uma importante relacao
entre os coeficientes e as raizes de uma equacao polinomial, mais conhecida no
mundo académico como Relacéo de Girard.

Vejamos como obté-las.

1. Equacao do 2° grau



29

Considere o polinbmio de grau 2 na sua forma canénica
Py(x) =ax®*+bx+c,coma,beceC,ea# 0, cujas raizes x; e x, € R.
Sabemos que, P,(x) = ax? + bx + ¢ = a(x — x1). (x — x,).

Dividindo a igualdade por a:

a b c a
—x2+—x+—-=—(x—x)(x —x,)
a a’ a a

x? +§x +§ = (x —x)(x —x).
Aplicando a distributiva e reagrupando o segundo membro, obtemos:

x? +§x +£ =x% — (%1 + x)x + x1%,.
Da igualdade de polinbmios vem:

b c
X1+X2——Z e xlxz—;.
2. Equacao do 3° grau

Considere um polinémio de grau 3, P;(x) = ax® + bx? + cx + d,com a, b,c,d €
R,com a # 0, cujas raizes séo x;,x,,e x5 € C.

P,(x) =ax3+bx?+cx+d=alx—x3)(x—x)(x —xy).

Dividindo a igualdade por a;
x3 + sz + ix + % = (x — x3)(x — x) (x — x1).

Aplicando a distributiva e agrupando obtemos:
x3 + sz + Ex + % =x3 — (% + x5, + x3)x2% + (x1%5 + x1X3 + X3X3)X — XX, X3.
Da identidade de polindmio temos:
X+ X, +x3 = 3

C
X1X2 + X1X3 + x2X3 = -
a

_d
X1XpX3 = — .

3. Equacéao do 4° grau

Consideremos um polinémio completo de 4° grau, P,(x) = ax* + bx3 + cx? +

dx +e,coma,b,c,d,e € Rcoma # 0, cujas raizes x{,x,,x3 e x, € C.
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Sabemos que:
Po(x) =ax*+bx3+cx?+dx+e=alx—x)(x—x)(x —x3)(x — x,).

Procedendo de forma anéloga aos anteriores, temos:

b c e
xt+ =3 x4+ —x+—= (0 —x) (0 — x) (x — x3)(x — x4)
a a a’ a

b c d e
x* + Ex3 + Exz Exe4 (1 + x5 + x5 + x4)x3 (1%, + X1X5 + XX, + XpX3 + XX, +

X3X4) X% — (X1X2X3 + X1 XX + X1 X3X4 + XpX3X4)X + X1 XpX3Xs.

Da identidade de polinbmios vem:

x1+x2+x3+X4 = ——

a
C
x1x2 + x1x3 + x1X4_ + x2x3 + x2x4 + x3X4 = -
a

x1x2x3 + xlex4 + xlx3X4_ + x2x3X4 = -
a

e
xleX3x4, = — Z

4. Equacao de grau n

Para as equacdes de grau superior a 4, 0 processo é analogo aos anteriores.
Seja P,(x) = ax™ + ap_x" 1+ -+ a;xt + ay, de graun com q; € R,a, # 0en €N
e sua raizes x; € C.

Ap-1
aTL

x1+X2+"'+Xn=—

An-2
X1Xp + X1X3 + -+ xlxn + x2X3 + X2X4 + -+ Xpn—1Xpn = —
n

ap-3
an

x1x2x3 + xlex4 + -+ xn_zxn_lxn = -

_ (=D)"ay
X1X2X3 ** Xp—2Xn—1Xn = a

Exemplos:
1. Resolva a equacédo 2x3 —20x? + 62x — 60 = 0, sabendo que a soma de duas
raizes é 5.

Solucgéo:
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Sejam x4, x, e x3 as raizes, considere que: x; + x, = 5. Existe uma relacdo de Girard
. b
que diz que: x; + x, + x3 = —=-= 10. Como x; + x, = 5,temos agora: 5+ x; = 10,
~ . d .
logo x3 = 5. Outra relagado, diz que: x; - x, " x3 = ——= 30. Assim, x; *x,-5=30 e
X1 "X, = 6. Como 0 produto de duas raiz € 6 e a soma das mesmas raizes € 5,

conclui-se que as raizes sdo respectivamente iguais a: x; = 2 e x, = 3. Portanto, 2, 3

e 5 sdo as raizes da equacao.

2. De acordo com a equagdo 12x3 + 6x2 —3x —9 = 0, determine as relacbes de
Girard envolvendo as raizes x,, x, e x.
Solucédo: Os coeficientes da equacdo sdo: a=12,b=6,c=-3ed=-9. As

relaces de Girard sao:

, b 6 1
l)x1+x2+x3=—a=——12=§
g c_(=3_ 1
ll)xl-x2+x1-x3+x2-x3:—a_ = =7



3 Meétodos de Resolucado das Equacgbes Polinomiais

Neste capitulo serdo apresentados alguns métodos algébricos para o calculo

das solucdes das equacdes polinomiais.

3.1 EQUACOES DO PRIMEIRO E SEGUNDO GRAUS

Definicdo 3.1 (EquacOes de 12 grau) As equagOes da forma ax+ b =0, com
a,beR e a+#0, sdo ditas equacdes polinomiais do 12 grau. O valor de x €
determinado em funcéo dos coeficientes a e b.
Deducdo da formula resolutiva da equacdo: para resolver essa equacao,
soma-se o oposto de b na igualdade e tem-se:
ax+b—-—b=0-b

ax = —b
Divide-se a igualdade por a.
ax b
a B a
Logo
b
xX=—-
a
Exemplos:
1) Dada a equacédo 2x — 6 =0,tem-sea=2eb = —6,l0go0 x = —(_76) = 3 é solucao
da equacao.
2) Na equacdo —x + 3 =0,tem-se a = —1 e b = 3, logo a solucao é x = —2 =3

(-1

Definicdo 3.2 (Equacdes de 2° grau) As equacdes da forma ax? + bx + ¢ = 0,com
a,beceR e a+0, sdo ditas equacdes polinomiais do 2° grau. O valor de x é
determinado em funcéo dos coeficientes a, b e c.

Deducgéo da formula resolutiva das equacdes de segundo grau: considere a
equacao polinomial de 2° grau p, = ax? + bx + ¢ = 0.

Como o interesse € no estudo das raizes, temos como objetivo encontrar as

solucdes da equacéo ax? + bx + ¢ = 0, 0 que sera feito como Bhaskara fez:
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Divida a igualdade por a.

ax?> bx c 0

a a a a

) b c

x*+—-x+-=0
a a

b ~
Fazendo B = e C = E a equacao passa a ser:

x24+Bx+C=0

. B
Considere agora que x =y — .

(y-2) 48(y-2)sc=0
y=3 Y= 3 -
2 BZ

2_By+ —+By— —+C=0
y y+4+y 2+

SendoB=§eC=5.

a

Comox=y—§eB=§, logo

_ —b+Vb?—4ac
- 2a '
A expressdo b? — 4ac é denominado Discriminante, este termo determina a

X

qguantidade e o tipo de solucéo da equacgéo.

e Se b? —4ac >0, a equacio tem-se duas raizes reais e diferentes.

e Se b?—4ac<0,aequacgdo tem duas raizes complexas.

e Se b? —4ac=0, aequacgdo possui uma raiz de multiplicidade 2.

Exemplo 1:
Resolva a equacgédo x2 +2x —3 =0,ondea=1,b=2ec = —3.
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_—2+4/22-4-1-(-3)
*= 21
=2+ VA+12

X

Raizes da equacado: —3e 1

Exemplo 2:
Resolva a equacéo 2x? +5x —8 =0,onde a=2,b=5ec = —8.
—b + Vb? — 4ac
2a
_ —5+,/52-4-2-(-8)
*= 2-2
_ —5+V24+64
B 4

_—5++88
==

=5+ 2v22
X =——"-"
4

X =

X

X

Logo as raizes séo

—5+2v22 —5—-2v22
= 7 e xz = 4 .

X1

3.2 EQUACAO DO TERCEIRO GRAU

Definicdo 3.3 (Equacgdes de 3° grau) As equacdes da forma ax3 + bx? + cx +d =
Ocoma,b,cedeR e a=+0 séo ditas equacdes polinomiais do 3° grau. O valor de x

é determinado em funcg&o dos coeficientes a,b,c e d.
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Deducédo da formula resolutiva das equacdes do terceiro grau: segundo Lima
(2014) é possivel deduzir a formula de resolucédo das equacdes de 3° grau, para tal
fato considere a equacao:

asx3 + a,x* + a;x + ay = 0.
Coma; € Re a; # 0, uma equagdo completa de grau 3.
Dividindo a igualdade por a5, obtemos a equacao:

a;x!  ag

2
U

3 as az

Fazendo a=-% b =L e ¢ = =2, obtemos a equag&o equivalente:
3

as as
x3+ax?+bx+c=0.
Substituindo x = y — m, na equacao acima, obtemos.
(y —m)*+aly —m)* + b(y —m) = 0.
Desenvolvendo as potencias e reagrupando, obtemos a equagéo:
y3+ Bm+a)y?+ B3m? + 2am+ b))y + m3 + am? + bm+ ¢ = 0.
Supondo que 3m +a =0, entdo m = _?a , COM iSso
y+(3(- D)+ )y +(3(-2) +2a(-2)+b)y+(-2) +a(-2) (-2 + c=0
Desenvolvendo as poténcias, somas, subtracbes e reagrupando obtemos a

equacao equivalente:

4 a2+b a3+a2 ab+ =0
Y 3 7)Y 2779 377
Temos agora uma equagcao clbica desprovida do termo y?2.

2

2 3 b -
Sendo agorap = — a? +heq=— :—7 + % — a?+c, a equacdo passa a ser:

y>+py+q=0.
Desta forma, para resolver a equacéo do 3° grau completa, devemos resolver a

v +py+q=0.
Vamos considerar que y = u + v, tem se que:

u+v)2+pu+v)+q=0.
Tem se agora u e v como variaveis. Desenvolvendo as poténcias, somas e
reagrupando chega-se a expressao equivalente:
u3+v3 + Buv + p)(u + v) + g =0.

Suponha que u e v satisfagam o sistema:
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P

{u3+v3 =—q
wv=—
3

Vamos elevar ambos os membros da segunda equacéo do sistema ao cubo,

3

obtendo assim: u3.v3 = —'2’—7. De ud.v3® =—q, tem-se v3=—(q+u®) com isso

3
udv® = —u¥(q+u®) = - 2, segue que,

3 32 _ P°_
qu’+ (u?) = = 0.
Pela técnica de completar quadrados temos:

(e +3) - 5-5=(+) +({+5)=0

3
Por outro lado, v3 = —(q + u?). Implicando v = \]‘% ulll KA

3 2 3 3 2 3, ~ ~
Logo y=u+v=\/—g+ /3 +£ +j—g— "+ 2% 6 uma solucdo da equacéo
2 4 27 2 4 27

y3+py+q=0.

. . ~ ~ S . 2 3
Assim, x =y — % é a solug&o da equagao clbica dada. Considere que w =1+ ="

e Se w > 0, entdo a equacdo do 3° grau tem uma raiz real e duas raizes
complexas conjugadas;

e Sew<0, entdo a equacao do 3° grau tem trés raizes reais e distintas;

e Se w =0, entdo a equacdo do 3° grau tem trés raizes reais, sendo uma

repetida.

Exemplo: Seja o polindmio de grau 3 P;(x) = 12x3 + 108x2 + 180x — 888. Sua
solucdo é a mesma da equacdo: 12x3+ 108x? + 180x — 888 = 0. Dividindo a
igualdade por 12 temos: x3+9x2+ 15x — 74 = 0. Fazendo uma mudanca de
variavel tal que x=y —m, onde m = % = 3.

(v —3)3+9(y —3)? + 15(y — 3) — 74 = 0, desenvolvendo as potencias e calculando

somas e as subtracdes, chega-se na equacdo desprovida do termo y?2.
y3 —12y — 65 = 0.

Aplicando a férmula na equacgéao acima, com p = —12 e g = —65 obtém-se:
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| (=65 [(=65)% (=12)° *| (=65) [(=65)% (-12)°
_2+j4 +27+_2_J4 Y

Resolvendo a expressdo numérica acima encontramos:

y = 5, que € um raiz da equacgdo y3 — 12y — 65 = 0, como x = y — 3, segue que x =

2. Para determinar as demais raizes da equacéo, observe que:
x3+9x2+15x — 74 = (x —2)(x* + 11x + 37) = 0,

segue que x—2=00u x*+11x+37 =0. Na primeira igualdade temos uma
equacéao de 1° grau de onde segue gque x = 2 e, na segunda temos uma equacao de
2° grau que pelo método de Bhaskara ou pelo método de completar quadrado

-11+3+/3i

chega-se na solugéo complexa x = .

Logo o conjunto solucgéo para o polindmio P; (x) = 12x3 + 108x? + 180x — 888

—11-3v3I —11+3\/§1}

2 ! 2

6 S= {2,
3.3 EQUACAO DO QUARTO GRAU

Definigdo 3.4 (Equacéo polinomial de 4° grau) As equacdes da forma
ax* + b3+ cx?+dx+e=0,com ab,c,deecR e a#0, sdo ditas equactes
polinomiais do 42 grau. O valor de x € determinado em funcdo dos coeficientes
ab,cd,e.

Considere a equacdao de 4° grau na forma candnica na variavel y:

ay*+by3+cy?+dy+e=0,
coma,b,c,d,e € R ea # 0. Fazendo uma mudanca de variavel: y = x + t, obtemos,
alx+O)*+bx+t)3+c(x+t)2+d(x+1t)+e=0.
Desenvolvendo as poténcias, somas e reagrupando, obtém-se:
ax* + (4at + b)x3 + (6at? + 3bt + c)x? + (4at3 + 3bt? + 2ct + d)x
+(at* + bt3 +ct? +dt +e) = 0.

Dividindo os termos da equacéo por a, obtemos:

. by . , . 3bt ¢\ ,  3bt? 2t d
X +(4t+a)x +(6b +T+E)X + [ 4t° + + — X+

a
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bt3  ct?

+(tr =+ =+ 245 =0

a

Fazendo 4t + S =0,t= —4%, substituindo em t na equagéo anterior, tem-se agora

uma equacao de quarto grau desprovida do termo x3.
x*+Ax* +Bx+ C = 0.

Sendo A—E—ﬁ B_E—£+i C_E_ 3b* b%c bd
a

8a3’ a 2a?  8a3’ a 256a* 16a3 4a?’

Somar e subtrair na equacao de quarto grau o termo 2wx? + w?
x*+ Ax? + Bx + C + 2wx? + w? — 2wx? —w? = 0.

Reordenando, temos:

(x* +2wx? + w?) + ((A— 2w)x? + Bx + C —w?) = 0.
Observe que: x* + 2wx? + w? = (x% + w)2.

(x2+w)?— (2w —A)x*—Bx—C+w?) =0.

A equacgdo (2w — A)x? — Bx — C + w? = 0 é de segundo grau, escrevendo ela agora
como um produto de fatores lineares:
Q2w —A)x?—Bx—C+w?=02w—A4)(x —x;)(x — x,), onde x, e x, Sd0 as raizes da

equacao de segundo grau. 2w — A)x? — Bx — C + w? = 0.

BF/B2-42w-A)(W2-C)

Temos, x = , de onde vem que,
2(2w—A)
_B+B?— 42w —-AW?-0) _ B—/B?—4Q2w - AWw?-0)
1= 202w — 4) €x2 = 202w — A)
2 _ _ 2 _ — — — —B ..
Se B —4(2w — A)(w* —C) = 0, segue que, x; = x, = 2w

Se isso ocorre o termo (2w — A)x? — Bx — C + w?, se transforma em um trindmio
guadrado perfeito.
Para que isso ocorra, devemos ter:
B?—4QRw—-AW?-C)=0
Ou seja
8w3 — 44w? — 8Cw + (4AC — B?) =0,

Que é uma equacao cubica em w, cuja solucéo ja foi demonstrada.

Sendo x; = x, tem-se que

= 2w-a)
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_ 2 _ _ 2 _ _ __ B 2
Q2w —-A)x*—Bx—C+w*=2w—-A) (x 2(2w—A))'

— ((2w — A)x? — Bx — C + w?) = 0 passa a ser:

2 2 _ _ __B 2 _
(2 +w)? = (2w = 4) (x = 75—) = 0.

Dai a equacgéo: (x? + w)?

. . £ o2 2 _ 2( B z_
Que € equivalente &: (x% + w) (2w — 4)) (x Z(ZW—A)) = 0.
Podemos ainda escrever:

(x? +w)? —(JC\/ZW—A —w> =0 ou
2/2w-24)

2 2 B 2 _
(X +W) —(X 2W—A—m) =0.

Portanto, a equacao pode ser escrita na forma:

(x2+w+x\/m—2\/_) (x +w—xV2w—A4 + m)

0.

Portanto,
X2 +w+x\V2w — —\/:—Ooux +w—xVv2w — A4 + — \/_ = 0.

As raizes da primeira equacao satisfazem a equacéo de 2° grau em U:
B

U2+UV2W—A+<W——>=O.
2V2w — A

E a segunda equacéo satisfaz a equacédo em V,
= 0.

B
V2+V\/2W—A+<W——>
2V2w — A

Assim, a solucdo da equacdo reduzida de 4° grau sdo as solu¢des das

equacdes nas variaveis U e V, e para resolver as equacdo na forma candnica

precisamos resolver as duas de 2° grau, onde w é uma solucdo da cubica;
8w3 — 44Aw? — 8Cw + (4AC — B?) = 0.

As solucdes da quartica reduzida séo:

x1=U1=—%.\/2w—A+§.\/ —-A—-2w+
x, =U VZW ——J A—-2w+ — — A,

2B

1 1
_5.\/2w—A+5.\/—A—2w— —— e




Xy =V, =—5.V2w— —%.\/—A—Zw—\/%.

As solucdes da equacao de 4° grau na forma canodnica:
ay*+by> +cy’+dy+e=0
Séo dadas por:

b .
Vi = X; —@,Coml €{1;2;3;4}m
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Exemplo: Seja a equagdo 3x*+6x3+9x2—-6x—3=0, com a=3,b=6,c=

9,d =-6e=-3.
Calculando os coeficientes da equacéao reduzida:

x* 4+ Ax*+Bx+C=0

b 1
*=Y T
Obtida pela substituicdo
_c_ 3, d b b . _e 30 b bd
a 8a3’ a 2a? 8a3’ a 256a* 16a3 4a?

A= B=-4eC==
A equacao cubica auxiliar é:
8s3 —44s5%> —8Cs + (4AC —B?) =0
9 101

3 _@e2 _ Lo _ - _
8s 6s 25 3 0

Sendo os coeficientes da equacgéao cubica: a =8,b = —6,c = —g,d = -

Pondo
b 1
s=t— 3a t+ Z
Transformando-se em
3 7
t3 — 2t 270
Visto que
c b2 3
PTaT32 T

101



B 2b3 bc +d 7
2743 3a? a 4

Uma solucdo da equacéo cubica &

q

1

1’ 13\ 1 3\ b

(9. 1| ;. 2P I A P L
Si=( =3t [Tt T\ 7272 )T 7 3a

As solucgbes da equacao de 4° grau sao entéo:

[y

_ 1 2 A-i-1 2 A+ 2B b
1= 2 51 2 51 25, —A 4a
x,=-12+160

1 1 2B b
=—=\/251—A —= |[-25 " A+ ———
Xy > S1 2\/ S1 + 25, — 4 4a

x, = —1,2 — 1,6i

= +1 2 A +1 2 A 2B b
¥ = 2 51 2 51 2s,—A 4a
x3 =07

1 1 2B b
=—=\/251—A —= |[-25 " A+ ———
X4 > S1 2\/ S1 + 25, — 4 ia

X4 = _0,4‘
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4 Sequéncia Didéatica Para a Resolucéao de Equacdes Polinomiais

4.1 A SEQUENCIA

Nesta secdo apresentamos a descricdo de uma sequéncia didatica que se
destina ao ensino da resolucéo de equacgdes polinomiais e algumas questdes acerca
do tema que pode ser desenvolvida no ensino meédio.

O estudo a ser desenvolvido em sala de aula, sob a mediacdo do docente, na
disciplina especifica Matematica na Educa¢do Basica, podera contribuir na melhoria
do ensino aprendizagem do tema em questao.

Assim, discorrerdA como proposta e indicacdes estratégicas em duas
modalidades a segquir:

l. Elaborar propostas de atividades educacionais 0 que ensinar,
I. Aplicar as atividades em sala de aula, observacdo e avaliacdo dos

resultados.

Dessa forma, proponho trabalhar com a resolucdo de equacdes polinomiais
no ensino médio.

Objetivos

Apresentar uma proposta didatica para o ensino de resolucdo de equacdes
polinomiais até quarto grau e suas aplicacdes, com enfoque para a formula de
Cardano-Tartaglia, a fim de contribuir para a melhoria do ensino e aprendizagem do

tema em questao.

Publico alvo
Alunos do 3° ano do Ensino Médio.
Pré-requisitos

A proposta do trabalho partird do pressuposto de que os alunos do 3° ano do
Ensino Médio ja construiram conceitos béasicos que envolvem o conteudo de
equacdo, em especial, sobre operagbes e propriedades, relacdo de dependéncia
entre duas grandezas. Além disso, eles devem saber resolver problemas utilizando

as operacoes basicas e conseguir identificar um polindbmio determinando seu grau,
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calculando um valor numérico e efetuando operagcdes com polinbmios e as

propriedades dos numeros reais.

Materiais

Os materiais necessarios para o desenvolvimento e execucao das aulas sao:
copias das atividades para cada aluno; papel para rascunho para resolucdo dos

exercicios; lapis; borracha; giz e quadro negro.

Recomendacdes metodoldgicas

As atividades devem ser trabalhadas individualmente, mas com as
discussBes em grupos de até trés estudantes. O professor assumird o papel de
mediador das atividades, fazendo intervengbes em conversas e questionamentos,
levantamento dos conhecimentos prévios dos discentes, com o intuito de identificar
dificuldades e criar condi¢cdes para a construcdo do conhecimento do conteddo novo

abordado.

Dificuldades previstas

Como a proposta desta sequéncia didatica é trabalhar com alunos do 3°
ano do ensino médio, é provavel que a maioria desses alunos ndo se recorde de
alguns conteudos citados nos pré-requisitos, entdo cabera ao professor fazer uma
breve revisao, para que a dificuldades seja superadas ou sanadas.

Descricéao geral

A sequéncia didatica foi planejada e dividida em quatro etapas: analise
diagnéstica; retomada de conceitos; desenvolvimento do conceito novo e avaliacéo
final acumulativa (consiste em exame de desempenho discente cujos propésitos sdo
verificar competéncias, habilidades e conhecimentos adquiridos no decorrer do
tempo em que e o tema foi desenvolvido).

Todas as atividades poderdo ser aplicadas em 15 aulas de 50 minutos
cada. A turma podera ser dividida em pequenas equipes, sendo livre a formacao dos

grupos. No entanto, cada aluno devera registrar suas anotacoes e atividades.
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Da Analise Diagndstica

No primeiro momento, sugerimos que o professor trabalhe com os alunos,
algumas questdes auxiliadas por conversas, questionamentos e exercicios sobre
alguns conhecimentos adquiridos em séries anteriores e gue, consequentemente,
serdo necessarios para obtencdo de um novo conceito, como por exemplo:
expressfes numéricas, traducdo de problemas em linguagem corrente para a
linguagem matematica, opera¢cdes com numeros reais.

Assim, indico como primeira atividade que o professor faca uma aplicacéo
de uma lista de exercicios que busque obter respostas sobre os seguintes pontos:

1. Verificar se os alunos conseguem traduzir problemas em linguagem
corrente para a linguagem matemaética.

2. O gque os alunos ja sabem sobre equacdes polinomiais de 1° e 2° graus
(valor numérico e calculo de raizes).

E bom lembrar que o ponto de partida para que o estudo de equacdes
polinomiais seja concretizado € o calculo de suas raizes. Entdo, a sugestao € iniciar
com situacbes de problemas simples, conforme atividades a seguir, a serem
desenvolvidas em quatro aulas.

Cabe ao professor entregar a cada aluno as questdes seguintes, para
serem respondidas individualmente.

Ao final do tempo destinado para a resolucao, procedera a correcdo de
modo que todos ou a grande maioria dos alunos diga os caminhos que o levou a

chegar e a tal resposta.

4.2 ATIVIDADE |

1. Para cada problema abaixo, transcreva para a linguagem matematica e resolva a

equacao:

a) Qual é o numero que adicionado a 3 € igual a sua metade mais 77?

b) O triplo de um namero menos 4 é igual a sua metade mais 19. Qual é esse
namero?

c) Trés numeros consecutivos somam 36. Determine o menor deles.

d) Trés nameros pares consecutivos somam 60. Determine o maior deles.
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e) Trés numeros impares e consecutivos somam 309. Determine o maior deles.
f) A soma de um numero com sua terca parte € igual a metade desse numero

acrescida de 6. Qual é esse niumero?

2. Sabe-se que o preco a ser pago por uma corrida de taxi inclui uma parcela fixa,
que € denominada bandeirada, e uma parcela variavel, que é funcdo da distancia
percorrida. Se o prego da bandeirada € R$ 5,00 e o quildmetro rodado € R$ 1,20.
Sabendo que distancia da casa de Pedro até o shopping é de 12 km, quanto ele vai

gastar? Se um passageiro pagou R$ 31,40, de quantos quildmetros foi a corrida?

. . , 5F 32
3. Para transformar graus Fahrenheit em graus Celsius usa-se a formula C = TRy

em que F € o niumero de graus Fahrenheit e C é o nimero de graus Celsius.
a) Transforme 40 graus Celsius em graus Fahrenheit.
b) Qual a temperatura (em graus Celsius) em que o numero de graus Fahrenheit é o

dobro do numero de graus Celsius?

4. Um vendedor recebe de salario mensal um valor fixo de R$ 1700,00 mais um
adicional de 2% das vendas efetuadas por ele durante o més. Com base nisso:

a) Escreva uma equacdo que represente o salario mensal desse vendedor em
funcao do valor x de suas vendas mensais.

b) determine o total de suas vendas desse vendedor em um més em que seu salario
foi de R$ 4.320,00.

5. Ja foi explicado e aplicado a formula de resolucdo de equacfes de 2° grau, a tal
formula de Bhaskara. Siga os comandos para resolver a equacdo ax? + bx + ¢ =
0coma # 0.

a) Divida as parcelas da equacgédo ax? + bx + ¢ = 0 por a:

b) Substitua os temosg e gpor B e C respectivamente:

c) Substitua x por y —g e determine os possiveis valores de y (o denominador 2
representa o grau da equacao):
d) Substitua agora os valoresdey,BeCemx =y — g, obtendo assim a solucéo da

equacao. (Se parece com algo que ja foi estudado?).

6. Resolva as equacdes abaixo, seguindo 0s passos descritos nos exercicio anterior.
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a)x2+5x+6=0

b)2x2—8x—4=0

C) —4x*>+4x+5=0

d) —x2+6x—16=0

e) 5x2+30x—40=0

7. Em anos anteriores foi explicado e trabalhado que se a equacéo ax? + bx +c¢c =10

possuir duas raizes diferentes, entédo ela pode ser escrita sob a forma x* — Sx + P =

0, onde S é a soma das raizes (S = x; + x, = — g) e P o produto das raizes (
c
P= X1 "Xy = E )

S+VsZ-4p

Verifique que as raizes x; ex, podem ser obtidas pela expressdo: x = — >

8. Mostre que nao existem dois niumeros reais que:

a) o produto seja 10 e sua soma 5.

b) cuja soma seja 6 e o produto 12.

5. Determine dois numeros tais que:

a) o produto seja 8 e a soma 6.

b) a soma e o produto sejam respectivamente 10 e 21.

9. A soma de um numero com o seu quadrado é 90. Calcule esse numero.
10. A soma do quadrado de um numero com o proprio numero é 12. Calcule esse
numero

11. O quadrado menos o dobro de um ndmero é igual a -1. Calcule esse namero.

12. A diferenca entre o quadrado e o dobro de um mesmo numero é 80. Calcule

esse numero.

13. Calcule a valor numérico de:
a) x? +2x +3parax =2
b) 2x2 —5x — 3parax = —1

C)=x?+2x+3parax=1
3 5
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Da Retomada de Conceitos

Ao analisar os resultados obtidos na atividade |, o professor sabera como
estd o nivel de conhecimento da turma e podera usar duas aulas para fazer uma
revisdo dos conceitos.

A revisdo de conceitos é importante para uma aprendizagem significativa,
pois: 0os temas da nova situacao de aprendizagem devem ser bem organizados; as
novas ideias e conceitos devem ser significativos para o aluno e, ao fixar novos
conceitos nas ja existentes estruturas cognitivas do aluno fara com que os antigos
conceitos sejam relembrados, transformando o conhecimento sistematizado,
constituindo ligacdes deste novo conhecimento com 0s conceitos relevantes que ele

ja possui.

Do Desenvolvimento do Conceito Novo

Dando procedimento, sugerimos o bloco de atividades Il e também umas
guestdes envolvendo situagbes-problemas. No entanto, cabe ao professor verificar
se serdo necessarias outras atividades de nivel facil ou mais complexo.

Essas adaptacOes deverao ser feitas de acordo com a realidade da turma
a fim de que beneficie uma melhor compreensdo dos problemas. A proxima
sequencia de exercicios inicia-se com deducéo da formula de Cardano-Tartaglia que
€ 0 modo como se resolve as equacdes de 3° e 4° graus. Seria interessante que 0
professor contasse a historia da descoberta da tal férmula.

As questdes a seguir sdo uma adaptacdo do caderno de matemética do

professor do 3° ano do ensino médio do estado de Sao Paulo.

4.3 ATIVIDADE I

1. No século XVI, dois grandes matematicos Cardano-Tartaglia, elaboraram uma
sequéncia de passos para se resolver uma equacdo de 3° grau incompleta,
resultante da eliminacdo do termo de grau 2, que sao as equacdes do tipo:

y3+ My + N = 0.
Siga os comandos, pois agora é com vocé caro aluno:

a) Desenvolva o binémio: (p + q)3 = 0.
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b) Reescreva a igualdade de modo que se torne igual a:
(p+@)° —p®—3p*q—3pg—q° = 0.
c) Evidencie —3pq
d) Faca uma comparacdo agora com as equacdes: y>+ My + N =0 e
(p+q)° —p*-3p*°q—3pg—q¢*=0
(Espera-se que o aluno concluaque M = —-3pge N = —(p> +¢3),entdoy =p + q ).
e) Tentem encontrar dois nimeros p e  tais que p3-¢3 = (—%) e p®+q®>=-N.

Tais nimeros p3eq® tém soma e produto conhecido, devem ser as raizes da

3
equacdo de 2° grau z2 + Nz — 1;4—7 = 0.
f) Logo, os valores de p e g, séo respectivamente iguais a:

g) Substituap e gemy = p + g, que é a solucédo da equacéo: y* + My + N = 0.

2. Mediante a formula de Cardano-Tartaglia, ache as raizes da equacéo: x3 + 63x —
316 = 0.

3. Dada a equagdo cubica na forma irredutivel x3 —63x —162 =0, use como

ferramenta a formula de Cardano-Tartaglia.

4. Encontre as raizes de cada equacdo abaixo, usando 0 passo a passo que foi
aplicado no exercicio 1.

a)y>—3y—-2=0

b)2y3 —2y—-12=0

)y —-5y—1=0

d)3x3+6x—-3=0

e) —5x3—10x =5

5. Um carpinteiro vai construir duas piscinas uma com forma de um cubo de aresta
x, e outra na forma de um paralelepipedo reto retangulo, de lados 3 e 5 metros
respectivamente, e de altura igual ao do cubo. A altura do cubo deve ser de tal forma
que o volume seja 4m3 maior que a do paralelepipedo.

Escreva a equacdo correspondente e calcule a solucdo usando a férmula de

Cardano-Tartaglia.
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4.4 ATIVIDADE Il

Nesta atividade sugerimos algumas aplicacdes com equacdes polinomiais a fim de

consolidar a aprendizagem de resolucdo de equacoes.

1. Polindmio e eletricidade

O técnico em eletrénica, Carlos, estd montando um sistema elétrico com
trés resistores, de resisténcias Ry, R, e R; associados em paralelo. Ao final da
montagem ele percebeu que poderia substituir os trés resistores em paralelo por um
equivalente de resisténcia R, com as seguintes caracteristicas:

i) A medida da resisténcia R aos trés resistores, associados em paralelo,

. ~ 1 1 1 1
satisfazem arelacdo: - = —+ —+ —.
R Ry R, Rs
(if) Os valores das resisténcias dos resistores Ry, R, e Rz, S80 as raizes do

polindmio P(x) = 2x3 — 14x? + 32x — 24.
2. Polindmio e geometria

O reservatorio de agua da escola onde Tales estuda, possui a forma de
um paralelepipedo reto retangulo com dimensfes x+1,x+2ex+ 3 dadas em
metros. Determine as medidas do reservatdrio em metros, sabendo que o volume do

reservatoério é de v = 24m?3.
3. Polinbmio e altitude

O INPA (Instituto Nacional de Pesquisa da Amazobnia) faz uso de baldes
meteoroldgicos para o monitoramento do clima na regido. Certo baldo responsavel
para medir o indice de poluicdo teve sua altura (h) monitorada por certo periodo, os
pesquisadores modelaram esta altura descrevendo pelo polinémio h(t) = t* —
30t3 + 243t + 24, com h(t) dado em metros e t em minutos.

No instante do lancamento (t = 0) sua altura era de 24m, no periodo de

24 h o baldo atingird 24m em algum outro instante?
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4. Polindmio e agricultura

Com a preocupacao com 0 meio ambiente e também com as reservas de
combustiveis ndo renovaveis, o Brasil de destaca na producdo de combustivel
biodegradavel que € o alcool (etanol), derivado da cana-de-agucar. A cana-de-
acucar também é responsavel pela geracdo de energia elétrica com a queima de
residuos solidos gerados pelo seu processamento e o seu cultivo tem aumentado
consideravelmente ao longo dos anos, assim como a producdo de &lcool. O
aumento da producdo de alcool de 2001 a 2008 foi de aproximadamente de 280
milhnbes de toneladas, a variagdo da &rea plantada é modelada pelo
polindmio  p(t) = 0,03t* — 0,021t3 + 0,031t% + 0,58.

Em que t é o tempo desde 2001 (2001 ét =1) e p(t) é a area plantada
em milhdes de hectares.

Os valores obtidos por meio do polindmio séo valores aproximados.

Determine a variacdo de area plantada de cana-de-acUcar no periodo
entre 2001 a 2008.

5. Polinbmio e matemaéatica financeira

Jodo Pedro é administrador de uma pequena fabrica, e ele faz o controle
da receita e da despesa por meio de polinémios, sendo r(x) o polindémio da receita e
e A ~ . 1
d(xX) o polinbmio da despesa, que séo respectivamente dados por: r(x) = _Ex3 —

65 1 19 91
8x? t+—xe di)= ng —sz +x.

Em X representa 0 més do ano dado em ordem cronoldgica e r(x) e d(x)
em milhares de reais.

a) Sabendo que lucro ou prejuizo é dado pela diferenca entre receita e
despesa, escreva um polindbmio f(x) que represente o lucro ou o prejuizo da fabrica,
para um més qualquer.

b) Lucro o prejuizo no més de janeiro?
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4.5 DA AVALIACAO FINAL

A avaliacéo fica a critério do professor, podendo ser cumulativa, continua
(recomendacdo da LDB), pois, 0 objetivo maior dela € o de se obter informacdes
sobre os avancos e as dificuldades de cada aluno, sendo também um norte para o
planejamento das a¢des do professor visando uma melhor compreensao dos temas
trabalhados em sala de aula, constituindo-se em um procedimento constante de

ajuda ao processo de ensino/aprendizagem.

Possiveis continuacdes

Para dar continuidade ou complementar o tema, sugiro ao professor que
apresente questdes com um grau mais elevado de dificuldade, se possivel
acrescentar fatos historicos, como por exemplo: as equacfes que foram propostas
na época. No entanto, fard com que o educando construa suas evidencias de forma
sistematizada e sucessivamente elevara o grau de complexidade das informacdes e

questdes problematizadas.

4.6 ANALISE QUALITATIVA DA APLICAGAO DA SEQUENCIA DIDATICA

A sequéncia didatica foi aplicada aos alunos do 3° colegial da Escola Estadual
Marina Amarante Ribeiro Vasques Sanches, situada & Rua Goncgalo Miranda n° 134,

municipio de Presidente Epitacio no estado de Sao Paulo.
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vl

Na aplicagdo do primeiro bloco de atividades foi necessario utilizar 5 aulas de
50 minutos, onde foi disponibilizado aos alunos 2 aulas para a resolucdo das
atividades e 3 aulas para a correcdo das mesmas, sendo esta feita de maneira
participativa, sempre questionando ao aluno o porqué de tal procedimento.

Notou-se que quase a totalidade dos alunos ndo sabia ou ndo lembrava como
equacionar e resolver as questfes, sendo necessaria a interferéncia do professor
para que os alunos tentassem chegar a uma solucao.

O fato de ndo lembrarem, ou ndo saberem resolver as equacgdes de primeiro e
segundo graus, levou-nos a aplicagdo de outra lista de exercicios, sendo gastos
mais 4 aulas de 50 minutos, duas para as resolucdes e duas para as corregdes.

Observou-se que, quando se trata de problemas “envolvendo situagdes reais”,
uma parcela dos alunos chega ao resultado esperado, mas a maior parte dos alunos
nao sao “capazes” de resolver as equagdes. Ficando clara a necessidade de um
namero maior de atividades se possivel com situacdes-problemas.

Tal defasagem talvez se justifique por dois motivos:

1- A organizacdo do curriculo - O primeiro contato com equacdes de 1° grau
ocorre no 4° bimestre do 7° ano do fundamental Il e, equacdes de 2° grau, no
2° bimestre do 9° ano. No ensino médio, no 2° bimestre da 12 série estudam-
se fungbes polinomiais de 1° e 2° graus, no 3° bimestre do 2° ano sistemas
lineares, finalmente, no 3° ano estudam-se problemas lineares e maximos e

minimos no 1° bimestre e as equacgdes polinomiais de 3° grau no 2° bimestre.



53

2- O sistema de ensino - A promog¢ao “automatica” no ensino fundamental Il
pode ser considerada como uma influéncia negativa na motivacdo da

aprendizagem (aprender para qué? Se vou passar de ano).

Na aplicacdo do bloco Il de atividades, foi gasto um total de 12 aulas de 50
minutos cada, esta foi trabalhada em conjunto com os alunos principalmente as
guestbes envolvendo demonstracdes, uma vez que os alunos ndo tém grande
familiaridade com tais atividades. E importante que o professor tenha um cuidado
especial ao explicar todas as passagens das demonstracbes enfocando as
propriedades que a envolvem, por mais simples que possam parecer, para que nao
figuem duvidas nos passos das demonstragoes.

Na questao cinco é conveniente que ndo se tenha pressa, pois a demonstracao
€ longa e had muito que se rever com o0s alunos, se assim nao o fizer dificilmente
havera entendimento, entdo, recomendamos que tal atividade seja proposta em
duas aulas em sequencia (100 minutos), para que ndo haja quebra no seu
desenvolvimento..

Um exemplo que se deve atentar é na passagem dos passos d e e. Veja:

d) Espera-se que o aluno conclua que M = —3pge N = —(p® + ¢%), entdo
y=p+gq.

O que observar: a variavel incégnita na equacédo y>+ My + N =0€ y e, que
por comparacdo a variavel da equacdo (p +q)> =0 é p + q tem-se y = p + q, onde
y € a raiz procurada por ser a variavel da equacdo. Usando o artificio de elevar M ao

cubo, nos leva a solucdo de uma equacao de segundo grau, onde a soma de suas

3
raizes € S = (p>+q3) = —N e o produto é P = p3q3 = —':—7, e isto esta diretamente

3
ligada a solucédo de uma equacéo do segundo grau do tipo: z? + Nz — ];I—7 =0.

Para o professor a passagem é de facil entendimento, o que ndo ocorre com 0s
alunos, por isso a preocupacéo com todos os detalhes de uma demonstracéo.
Quanto a aplicacdo da férmula de resolucédo, foi sem grandes problemas, ja

que se trata de apenas substituir os valores de p e q que a solucéo esteja pronta.



5 CONSIDERACOES FINAIS

Trabalhar com equacgdes polinomiais de primeiro e segundo graus na educacéo
basica funciona quase como um paradigma. O que se aprende no ensino
fundamental relativo as equac¢fes polinomiais, normalmente, é repetido no ensino
médio, quero dizer, o aluno passa 12 anos, juntando o ensino médio com o
fundamental, resolvendo esses tipos de equacdes.

Para que o aluno tenha uma melhor formacao, se faz necessario romper com tal
paradigma. Primeiramente, se faz necessario desde o ensino fundamental
proporcionar aos alunos um estudo mais aprofundado a respeito das expressoes
algébricas e suas operacoes. Trabalhar constantemente polinbmios de grau maior
gue dois assim o0 aluno comecara a se familiarizar com essas representacdes, ao
calcular valor numérico de um polindmio atentar para os polindmios de terceiro,
quarto, quinto graus e até maiores.

Apresentamos neste trabalho, definicbes, teoremas e ferramentas e
observacbes acompanhados de exemplos que aplicados em sala de aula
possibilitardo ao aluno resolver equacdes de até quarto grau.

Para as equacfes polinomiais cubicas, apresentamos a Regra de Cardano-
Tartaglia que faz o uso de radicais, que junto ao processo basta a eliminacdo do

termo quadratico, possibilitando assim a solucédo das equacdes cubicas completas.
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