UNIVERSIDADE FEDERAL DO ESPIRITO SANTO
CENTRO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT

Analice Torezani

UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DE FUNCAO AFIM NO
ENSINO MEDIO

Vitéria

2016



Analice Torezani

UMA PROPOSTA DE ATIVIDADES PARA O ENSINO DE FUNCAO AFIM NO
ENSINO MEDIO

Dissertacdo apresentada ao Programa
de  Pés-Graduacdo PROFMAT -
Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional do Centro de Ciéncias
Exatas da Universidade Federal do
Espirito Santo, como requisito parcial
para obtencdo de grau de Mestre em
Matematica.

Orientador: Professor Doutor Moacir
Rosado Filho.

Vitoria

2016



AGRADECIMENTOS

A Deus, por ter me sustentado nos momentos de dificuldade e por ter me

permitido chegar até aqui.

Aos meus pais, José Gilson Torezani (in memoriam) e Merti Maria Brunetti
Torezani, por todo investimento, incentivo e esfor¢co para que eu me tornasse a
pessoa que sou hoje. Serei eternamente grata por terem acreditado em mim e

por ndo terem medido esforgos para me ajudar.

Ao meu namorado Jeferson Gomes Vieira, por ter me incentivado e
compreendido meu nervosismo e momentos de auséncia, sempre se orgulhando

de mim.

A minha familia e amigos, por acreditarem em mim e estarem sempre de

prontiddo para me ajudar e incentivar.

Ao meu orientador, professor Dr. Moacir, por toda competéncia, agilidade,
amor ao que faz, cautela, paciéncia, discricdo, incentivo, orientacdo, inspiracao e
conhecimento compartilhado, eles foram fundamentais e de extrema importancia

para a realizacéo desse trabalho.

Aos demais professores do Departamento de Matematica da Universidade
Federal do Espirito Santo, em especial aos que atuam no PROFMAT: Dr.
Floréncio, Dr. Valmecir, Dr. Domingos, Dr. Fabio, Dra. Magda, pelo conhecimento

compartilhado.

Aos colegas, alunos e amigos da E.E.E.F.M “Professora Néa Monteiro
Costa” e E.M.E.F. “Sao Marcos”, pelo apoio, dialogo e compreensao dispensados
em todos 0s momentos, em especial aos meus amigos Ligia, Rosilda, Scheila,
Anna Paula, Lorena, Mirian, Arthur, Suely , Oscar, Emilli, Heloisa, Lucas e

Glaucia.

Aos meus colegas e amigos do PROFMAT, pelos momentos de alegria, de
apoio e incentivo, que tornou essa jornada de dois anos muito mais agradavel,

em especial aos meus amigos Tania, Michelly, Calvet, Gildésio e Lélio.



Se eu vi mais longe, foi por estar sobre ombros
de gigantes.

(Isaac Newton)



RESUMO

No processo de ensino e aprendizagem da matematica € comum a memorizagao
de métodos e formulas para resolucao de problemas, o que na maioria das vezes
nao resulta em uma efetiva aprendizagem. Muito mais do que qualquer outra
ciéncia, a matematica precisa ser absorvida desde seus principios basicos, sem a
perda da generalizagdo e na riqueza de seus detalhes. Dessa forma, neste
trabalho, buscamos mostrar de maneira simples e objetiva o estudo aprofundado
da funcéo afim no Ensino Médio, através de conceitos, calculos e exemplos, que
mostram como aplicar o contetdo estudado, de forma mais compreensivel para o
aluno. Assim, no trabalho s&o descritos conceitos e propriedades do plano
cartesiano, do conceito de funcao, da definicdo de funcdo afim, zero ou raiz de
uma func¢éo afim, do crescimento e decrescimento de uma funcao afim, do grafico
de uma funcao afim e relacfes entre funcdo afim, geometria e proporcionalidade.
Buscando consolidar esse estudo desenvolvido, apresentamos no final do
trabalho uma proposta de atividades a serem realizadas em sala de aula, que

contemplam o estudo da funcédo afim, de maneira simples e prazerosa.

Palavras-chave: Plano cartesiano. Funcéo afim. Propostas de atividades.



ABSTRACT

In the process of teaching and learning of mathematics is common the
memorization of methods and formulas to solve problems, which, most of the
times, does not result in an effective learning. Much more than any other science,
mathematics needs to be absorbed since its basic principles, without the loss of
generalization and the richness of its details. Thus, in this study, we sought to
show, in a simple and objective way, the detailed study of the affine function in
middle school, through concepts, calculations and examples showing how to
apply the content studied, more understandable to the student. Thereby, in this
work, concepts and properties of the Cartesian plane are described, the concept
of function,, the affine function definition, zero or root of an affine function, the
growth and decline of an affine function, the graph of an affine function and
relations between affine function, geometry and proportionality. Seeking to
consolidate this study developed, we present at the end of work a proposal of
activities to be carried out in the classroom, which contemplate the affine function

study, in a simple and pleasant ways.

Keywords: Cartesian Plane. Affine function. Proposal for activities.
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INTRODUCAO

Desde as séries finais do ensino fundamental ja se trabalha o conceito de
proporcionalidade e generalizacdes a partir do uso e aplicacdo das incognitas na
resolucao de problemas. A partir desse estudo espera-se que o aluno compreenda
que, as incognitas podem assumir diferentes valores de acordo com a situacdo
representada por elas e que as relagdes de proporcionalidade estdo presentes em
nosso dia a dia e com grande funcionalidade.

O conceito de funcado afim esta diretamente ligado ao conceito de proporcao e
por isso, mesmo sem identificar o contetdo especifico, os alunos ja lidam com esses
conceitos em situacdes cotidianas. Por exemplo, quando um aluno vai ao
supermercado comprar um determinado produto, se esse produto se apresentar em
mais de uma versdo, com embalagens de peso ou capacidade distintas, €&
necessario que se faca uma analise com relacdo a qual embalagem deve ser
comprada, de forma que a embalagem torne-se mais vantajosa para o consumidor,
levando em consideracdo que o valor da mercadoria deverda ser diretamente
proporcional ao peso ou capacidade da embalagem.

Ao trabalhar o conceito e aplicagbes das funcdes afins, devem-se levar em
consideracao todas as experiéncias anteriormente vivenciadas pelos alunos, desde
gue estejam relacionadas ao contetudo. Dessa forma, os alunos se sentirdo mais
seguros e motivados para discutir o assunto, pois de certa forma ja lidaram com
alguns conceitos e ainda, entendem a importancia de tal estudo para melhor
compreensao de questdes simples e uteis no dia a dia.

Nesse trabalho, pretende-se construir e estudar criteriosamente o conceito de
funcdo afim por meio de resolucdo de situacbes problemas, sem antes a
formalizacdo desse conceito. Somente depois de varias discussdes e resolucdo de
problemas de aplicacdo, é que se formaliza o conceito de uma funcdo afim,
permitindo assim ao aluno, a percepc¢édo de todo o processo dedutivo que o leva a
aprender o conteudo em questdo, e possibilitando a aplicacdo desse conteudo em
determinadas situacgoes.

Mais especificamente, no capitulo 1 mostramos 0s conceitos e propriedades
do plano cartesiano e o conceito geral de uma fungéo, visto que esses contetdos

sdo pré-requisitos para o estudo de funcao afim.



No capitulo 2 introduziremos o estudo da funcdo afim, comecando pela sua
caracterizagcdo, em seguida, o estudo do zero ou raiz de uma funcdo afim,
crescimento ou decrescimento de uma funcédo afim, grafico de uma funcdo afim e
relacGes entre geometria, proporcéao e funcao afim.

Finalmente, no capitulo 3 sdo apresentadas propostas de atividades para o
ensino e aprendizagem de funcéo afim: maquina transformadora de nimeros, o0 jogo
“Purrinha”, adivinhagbes matematicas, construcdo e andlise do grafico de uma

funcado afim no GeoGebra e gréafico de uma fungéo afim no programa Excel.
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CAPITULO 1

1. FUNCOES
Neste capitulo apresentaremos 0s conceitos e pré-requisitos necessarios para o

desenvolvimento deste trabalho.

1.1 Plano Cartesiano

Em varias situacfes cotidianas sentimos a necessidade de nos localizarmos no
espaco em que vivemos, seja por meio de um endereco ou até mesmo por
coordenadas geograficas. Na maioria das situacfes de orientacdo e localizagédo
utilizamos os numeros reais como parametros de localizacao.

Assim como 0s humeros reais sdo utilizados como coordenadas para pontos de
uma reta, pares de numeros reais podem ser utilizados como coordenadas para
pontos de um plano. Com esse proposito, foi estabelecido um sistema de
coordenadas cartesianas, no plano cartesiano.

Definicdo 1.1 — Dadas duas retas orientadas perpendiculares no plano, uma
horizontal e outra vertical, essas retas chamam-se, respectivamente, eixo x (ou eixo
das abscissas) e eixo y (ou eixo das ordenadas) e seu ponto de intersecdo chama-
se origem (0). Esse plano é formado por quatro semieixos: O semieixo positivo do
eixo x estd a direita da origem e 0 semieixo negativo do eixo x esta a esquerda da
origem; da mesma forma, O semieixo positivo do eixo y estd acima da origem e o
semieixo negativo do eixo y estd abaixo da origem. O sistema descrito acima

denomina-se “Plano Cartesiano”.

Figura 1.1- Plano Cartesiano

Eixo y

-, - A
Semieixo y positivo
Y J P(x¥)
Semieixo x negativo Semieixo x positivo
\ |——| |— ‘/ 5 Fixo x
>
CR -~
o
Semieixo y negativo

Fonte: Elaborada pela autora.
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Consideremos um ponto P pertencente ao plano cartesiano. Tragamos uma reta

por P, que seja paralela ao eixo x, e seja y a coordenada do ponto em que essa
reta corta o eixo y. Analogamente, tragamos uma reta por P, que seja paralela ao
eixo y, e seja x a coordenada do ponto em que essa reta corta o eixo x. Os
nameros x e y determinados dessa maneira chamam-se coordenada x e
coordenada y do ponto P, ou mesmo, P=(X,Y).

O plano cartesiano é dividido em quatro regides, chamadas de quadrantes, que
sdo caracterizadas pelos sinais das coordenadas dos pontos pertencentes a cada
regido. S&o classificados da seguinte forma:

e 1° Quadrante: E delimitado pelo semieixo positivo do eixo x e pelo semieixo

positivo do eixo y. As coordenadas dos pontos pertencentes a esse
guadrante possuem valores de x>0 e y>0.

e 2° Quadrante: E delimitado pelo semieixo negativo do eixo x e pelo semieixo

positivo do eixo y. As coordenadas dos pontos pertencentes a esse
guadrante possuem valores de x<0e y>0.

e 3° Quadrante: E delimitado pelo semieixo negativo do eixo x e pelo semieixo

negativo do eixo y. As coordenadas dos pontos pertencentes a esse
guadrante possuem valores de x<0 e y<0,

e 4° Quadrante: E delimitado pelo semieixo positivo do eixo x e pelo semieixo

negativo do eixo y. As coordenadas dos pontos pertencentes a esse
guadrante possuem valores de x>0 e y<0.

Figura 1.2— Quadrantes do Plano Cartesiano

Eixo y

A

22 QUADRANTE 12 QUADRANTE

3 Eixo x

o

32 QUADRANTE 42 QUADRANTE

Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 1.1: Um retangulo ABCD tem vértices A=(3,7), B=(x,,7), C=(x,Yy,) €
D =(x,,15). Sendo assim, determine o valor das coordenadas X,, X, e Y,, sabendo

que a area do retangulo ABCD é 40 u.a. (unidades de éarea).

Solugdo: Como as ordenadas dos pontos A e B s&o iguais (y=7), podemos

concluir que esses pontos estdo alinhados, ou seja, se tragarmos uma reta que
passa por A e B, essa reta sera paralela ao eixo x.

Da mesma forma, as abscissas dos pontos B e C tém o mesmo valor
(X =X,). Entdo se tragarmos uma reta passando pelos pontos B e C, essa reta sera
paralela ao eixo vy .

Assim, a partir das conclusGes acima, e sabendo que os pontos A, B, C e
D, sdo os vértices do retangulo, temos que o ponto D tera o mesmo valor da

ordenada do ponto C e o mesmo valor da abscissa do ponto A, sendo entdo
D= (31 yl) .

Inicialmente foi informado que as coordenadas do ponto D s&o: x, e 15,
entdo; X, =3 e y, =15.

SO nos resta determinar o valor de X;.

A partir da informacédo de que a area do retangulo ABCD é de 40 u.a.,
consideremos os segmentos AB e BC, como a base e a altura do retangulo ABCD .

Assim:
AB=x -3 e BC=15-7=8
Utilizando a formula para o célculo da area do retangulo, temos que:
Area do retangulo = base x altura
40=(x,—3)-8
40 =8x, — 24
40+ 24 =8x, —24+24
64 =8x,

xl:§:>xl:8

Assim, obtemos x, =8, X, =3 e y, =15.
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Exemplo 1.2: Dados dois pontos C =(a,b) e D=(u,v) no plano cartesiano, como
podemos calcular a distancia entre esses pontos?
Solucéo: De acordo com a disposicdo dos pontos C e D no plano cartesiano,
temos as seguintes possibilidades:
e C e D sado pontos que possuem o mesmo valor de ordenada, logo o
segmento de reta CD é paralelo ao eixo x. Assim, podemos concluir que a

distancia entre os pontos C =(a,b) e D =(u,v) sera:

Dep =u—2a

Figura 1.3— Distancia entre os pontos C e D

o
[
S—

>
a u X
‘_‘_J
D.p =|u—d

Fonte: Elaborada pela autora.

e C e D sao pontos que possuem o mesmo Vvalor de abscissa, logo o

segmento de reta CD é paralelo ao eixo y. Assim, podemos concluir que a
distancia entre os pontos C =(a,b) e D =(u,v) seréa:

Dep =[b—V]
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Figura 1.4 — Distancia entre os pontos C e D

Fonte: Elaborada pela autora.

e C e D séo pontos que possuem coordenadas distintas, logo o segmento de

reta CD nado sera paralelo ao eixo X e ao eixo Y. Consideremos entédo o
ponto F =(u,b), com abscissa igual a do ponto D e ordenada igual a do
ponto C. A partir dos pontos C =(a,b) D=(u,v) e F=(u,b) formamos o
tridangulo retangulo CFD, retangulo em F . A partir desse triangulo, temos
que:
v Dy :|v—b|, pois os pontos D =(u,v) e F =(u,b) possuem o mesmo
valor de abscissa e com isso 0 segmento de reta DF sera paralelo ao
eixo Y.
v D¢ =|u—al, pois os pontos C =(a,b) e F=(u,b) possuem o mesmo
valor de ordenada e com isso 0 segmento de reta CF seréa paralelo ao
eixo X.
Como o triangulo CFD é retangulo, podemos aplicar o Teorema de Pitagoras,

sendo o segmento CD a hipotenusa, e os segmentos CF e DF os catetos. Assim:

(DCD)2 = (DCF )2 + (DDF P, utilizando os resultados anteriores:

(DCD)2 = Qu - a|)2 + (]V - b|)2 eliminando os maédulos:
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(DCD)2 = (u — a)2 + (V - b)2 , elevando ambos os membros a % :

Dep =+ (U—a)2+ (v—h)?

Figura 1.5— Distancia entre os pontos C e D

=
|

LR
»

Fonte: Elaborada pela autora.

1.2 Conceito de Funcgéo

Indicaremos o conjunto dos numeros reais pelo simbolo R.

Para se aprofundar em qualquer ramo da matematica, € necessario que haja um
bom entendimento sobre “fungdes”, para que os conceitos e objetos de investigagao
figuem mais claros e de facil compreensao.

Antes de definirmos formalmente o conceito de func¢do, vamos analisar a
seguinte equacao:

y=x2+1

Essa equacédo remete um valor de y que depende do valor de x escolhido, ou
seja, podemos dizer que o valor de y depende ou é funcdo do valor de X. Assim,
temos:

e V= 1,se x=0.

e y=2,se x=1ou x=-1.
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e y=5,se x=20U x=-2.

e y=10,se x=30u x=-3.

Essa dependéncia pode ser expressa em notacao funcional escrevendo-se:
y=f(x),onde f(x)=x2+1

O simbolo f(x) I1é-se “f de x”, e a letra f representa o processo de elevar o

namero X ao quadrado e adicionar uma unidade para gerar o numero

correspondente y .

Assim, os exemplos numéricos dados acima, podem ser escritos da seguinte

forma:
o f(0)=1.
e f(-D=FfQ)=2.
e f(-2)=1(2)=5.
o f(3)=1(3)=10.
Apoés analisarmos um caso particular, podemos apresentar o conceito geral de

funcao, para que o mesmo seja compreendido com maior tranquilidade.

Definicdo 1.2: Seja D um dado conjunto de numeros reais. Uma fungdo f definida

em D é uma regra, ou uma lei de correspondéncia, que atribui um anico nimero real

y a cada numero X pertencente a D.

O conjunto D dos valores permitidos para x, chama-se dominio da funcéo, e o

conjunto de valores correspondentes Yy, obtidos por meio da regra ou funcdo f,
chama-se imagem da funcdo. O niumero y, obtido pela funcdo f através do valor
de x, escreve-se usualmente f(x), de modo que, y representa o valor de f
aplicado a x.

A variavel x € chamada de variavel independente, pois ela € livre para assumir
qualquer valor do dominio. A variavel y é chamada de varidvel dependente, pois 0
seu valor depende do valor de x assumido.

O gréafico de uma fungdo f € o conjunto de pontos (X,y) no plano cartesiano,

onde X pertence ao dominiode f e y=f(x).
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Quando néo é especificado anteriormente o dominio de f, assume-se que ele é
0 conjunto de todos os valores de x para os quais y= f(x) pode ser unicamente
determinado.

Exemplo 1.3: Determine o dominio da funcdo e calcule os valores do Xx para

que f(x) =—

0= JsT
Solucdo: Inicialmente precisamos identificar o dominio da funcdo, para isso
precisamos determinar o conjunto de todos 0s numeros reais X para 0S quais a
formula f(x) faz sentido. Neste caso, como a funcdo é fracionéria, temos que ter
“cuidado”, pois o denominador ndo pode assumir o valor 0. E também, como o
denominador é um radical de indice par, o radicando ndo pode assumir valores
negativos, Assim:
J3x—6>0
3x-6>0
3Xx>6
X>2
Assim, o dominio da funcao f(x) podera ser expresso da seguinte maneira:
D={xeR/x>2}

Agora precisamos determinar os valores do x para que f(x) = % Substituindo o

valor de f(x) na funcéo, teremos:

1
15 V3Xx—6
1

Assim, podemos concluir que o valor de x que faz com que f(x) T e x=77.

— = 43X—-6=15=3Xx-6=225=3x=231=x=77

Exemplo 1.4: Se f(x)=ax, mostre que f(x)+ f(1—x)= f(1). Verifigue também que
f(x, +x,)=f(x)+ f(x,), para quaisquer X, e X,.
Solucdo: Inicialmente vamos mostrar que se f(x)=ax, entdo f(x)+ f(l-x)="f().

Substituindo os valores de x, 1-x e 1 na fungéo, temos:
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f(x) =ax
fl—x)=a-1-x)=a—ax
f=a-l=a
Assim:
f(X)+ fl-x)=ax+a—ax=a="f(1)
Agora precisamos mostrar que se f(x)=ax, entdo f(x +X,)=f(x)+ f(X,)

para quaisquer x, e Xx,.Substituindo os valores x, +X,, x, € x,nha funcdo f(x)=ax,

temos:

f(x, +X%,)=a.(x, +X,)=ax, +ax,
f(x)=ax
f(x,)=ax,

Dai:

f(x, +X;) =ax, +ax, = f(x))+ f(x,)

Exemplo 1.5: Considere as seguintes fungbes f(x)=3x-5 e g(x)=x2+2.
Determine f(g(x)) e g(f(x)).
Solucao: Calcular f(g(x)) consiste em aplicar a regra da funcdo f na funcédo g(x),

vejamos:

Inicialmente substituiremos a expressao de g(x) na funcéao f(g(x)).

f(g(x)) = f(x2+ 2), agora basta aplicar a regra da funcao f.

f(X2+2)=3-(x2+2)-5=3x2+6-5=3x2+1.
Portanto, f(g(x))=3x2+1.

Calcular g(f(x)) consiste em aplicar a regra da funcado g na funcdo f(x) vejamos:
Inicialmente substituiremos a expressao de f(x) na funcdo g(f(x)).
g(f(x)) =g(3x-5), agora basta aplicar a regra da funcéo g .
g(3x—5) =(3x—5)2+2=9x2—-30x+25+2=9x2—-30x + 27.
Portanto, g(f(x))=9x2—-30x+27.
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1
Exemplo 1.5: Se f(x)=1—x), mostre que f (f(f(x)))=x
Solucéo: Determinar f (f(f(X)))consiste em aplicar a regra da fungéo f(x), trés

vezes consecutivas. Vejamos:

1 1 1 1 x-1
f(f(f(x»)—f(f((mj»—f ot —f[Tj
1-xX 1-xX 1-x
(=1t |__ 1 1
x | l_x—l _x—x+1_1_
X X X

Assim, mostramos que f(f(f(x)))=x.
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CAPITULO 2

2. FUNCAO AFIM

2.1 Introducéao

Em varias situacdes do nosso cotidiano podemos perceber a relacdo direta ou
inversa entre duas grandezas. Por exemplo, um vendedor que recebe seu salério
mensal calculado através de comissdo de vendas, tem o valor do seu salério
dependendo do montante total de vendas realizadas durante o més, ou seja, quanto
maior for a quantidade de produtos que esse funcionario conseguir vender durante o
més, maior sera o seu salario e vice e versa.

Ao realizar um teste, mesmo ndo relacionando esse conhecimento a teoria
das funcbes, o aluno consegue compreender facilmente que sua nota final
dependera diretamente da quantidade de acertos que obtiver no teste, ou seja,
guanto mais acertos, maior sera a sua nota.

Ha também situacdes em que as varidveis sdo inversamente proporcionais,
por exemplo, para realizar a constru¢cdo de uma casa, foi realizado um plano de
trabalho, de forma de quatro funcionarios trabalhando durante dois meses
conseguiriam entregar a obra pronta. Caso o numero de funcionarios aumente, o
tempo de obra diminuird. Isso significa que quanto maior for a quantidade de
funcionérios trabalhando na obra, menor sera o tempo de entrega da obra finalizada.

Nos exemplos acima, podemos dizer que o salario do vendedor e a nota do
aluno no teste estdo diretamente relacionados ao montante total de vendas e ao
total de acertos no teste, respectivamente, pois a medida que uma grandeza
aumenta a outra grandeza também aumenta, ou seja, quanto maior for o montante
mensal de vendas e quanto maior for a quantidade de acertos no teste, maior serd o
salario do vendedor e a nota do estudante no teste.

Ja no exemplo que fala da construcdo de uma casa, as grandezas estao
inversamente relacionadas, pois a medida que se aumenta a quantidade de
funcionérios, diminui-se o tempo de entrega da obra.

A relacdo entre grandezas deve ser analisada com bastante delicadeza, pois
essa relacdo nem sempre é trivial. Na maior parte das situacbes € possivel

identificar com facilidade se as grandezas estdo relacionadas diretamente ou
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inversamente, porém em sua maioria ndo conseguimos entender como funciona
essa “relagao”.

Por exemplo, ao analisar uma planilha de prestacdo de contas de uma
determinada empresa, constatamos que o funcionario X recebeu o equivalente a

R$ 1.100,00 pela producéo de 400 pecas, ja o funcionério Y recebeu o equivalente a
R$ 1.900,00 pela produgéo de 800 pegas e o funcionario Z recebeu R$ 2.700,00 pela

producéo de 1.200 pecas. Podemos entender facilmente que as grandezas: “salario
do funcionario” e “quantidade de produtos produzidos” estdo diretamente
relacionadas, pois a medida que aumenta-se a producdo, o salario também
aumenta. Porém ndo é tdo simples entender qual a regra que se aplica para obter o
valor do salario do funcionario de acordo com sua producdo. Ndo podemos dizer que
o funcionéario Y recebeu o dobro do salario do funcionario X, porém constatamos
que a producao do funcionario Y foi exatamente duas vezes maior que a producao
do funcionario X .

Essa “regra” que relaciona o valor do salario do funcionario (em reais), a sua

producéo (em quantidade de pecas) € chamada a lei de uma funcéo.

2.2 Caracterizacao de uma funcao afim

A caracterizacdo de uma funcdo afim permite identificar se determinada
situacao problema pode ser modelada através de uma funcéo afim.

Vamos analisar a seguinte situacdo: Um agricultor resolveu fazer anotacdes a
cerca do tempo dispensado para plantar milho em seu terreno. Observe as
anotacOes feitas pelo agricultor, levando em consideragcdo que o terreno estava
preparado para receber as sementes e que o método de plantio foi mantido durante

todas as observacdes.

Quantidade de graos de milho Tempo utilizado para o plantio
plantados (kg) (minutos)
3 120
5 220
8 370
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E possivel obter uma expresséo algébrica que expresse o tempo utilizado

para o plantio (y) em funcdo da quantidade de quilogramas de grdos de milho
plantados (x) ?

Inicialmente podemos analisar da seguinte maneira: se sédo necessarios 120
minutos para o plantio de 3 kg de grdos de milho, entdo serdo necessarios
exatamente 40 minutos para o plantio de cada quilograma de grédos de milho.
Porém, ao fazer essa mesma relacdo para o plantio de 5 kg de graos de milho,
chegamos a uma situacéo equivocada, pois deveria ser dispensado um total de 200
minutos para o plantio de 5 kg de gréos de milho e ndo, 220 minutos, conforme
consta nas anotacfes do agricultor.

Por outro lado, podemos fazer a seguinte andlise: a medida que houve um
aumento de 3 kg para 5 kg de graos de milho plantados, houve um aumento de 120
para 220 minutos necessarios para o plantio, ou seja, houve um aumento de 100
minutos. Ainda, a medida que houve um aumento de 5 kg para 8 kg de grdos de
milho plantados, 0 aumento do tempo necessario para o plantio foi de 220 para 370
minutos, ou seja, um aumento de 150 minutos.

Podemos entdo concluir que, a medida que a quantidade de quilogramas de
graos de milho plantados aumenta, teremos um aumento igual do tempo utilizado
para o plantio desses graos. Nesse caso, se utilizamos "2m" minutos a mais, para o
aumento do plantio de 3 kg para 5 kg de graos de milho, entdo serdo necessarios
"3m" minutos a mais, para o aumento do plantio de 5 kg para 8 kg de grdos de
milho.

Dessa forma, podemos ter a certeza de que a funcdo que corresponde a cada

guantidade "x" de gquilogramas de grdos de milho, o tempo “y” necessario para o
plantio desses gréos, é uma funcéo afim: y=ax+Db.

Para determinarmos os valores dos coeficientes a e b, faremos:

e Xx,=3¢e f(x)=120
Para x, =3e f(x,) =120, temos que:
f(x)=ax,+b
120=3a+b=b=120-3a (I)

e X,=5e f(x,)=220
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Para x, =5e f(x,) =220, temos que:

f(x,)=ax,+b

220=5a+b=b=220-5a (I

Das igualdades (I) e (1), temos que:

120-3a=220-5a
5a—3a = 220-120
2a =100
a=>50
Substituindo o valor de a =50, na igualdade (l), teremos:
b=120-3a

b=120-3-(50)
b=120-150
b=-30

Assim, temos que a situacdo descrita acima é representada pela fungéo afim

f (x)=50x—-30, onde f(x) representa o tempo (em minutos) necessario para o plantio

de x quilogramas de grédos de milho.

Teorema: Seja f:R—>R uma funcdo monodtona injetiva. Se 0 acréscimo
f(x+h)— f(x) =¢@(h) depender apenas de h, mas ndo de x, entdo f é uma funcéo
afim.

Demonstracdo: Suponhamos que f seja crescente, como f(x+h)— f(x)=e(h)
teremos que ¢:R — R também é crescente, com ¢(0) =0. Temos também que para
quaisquer h,k € ‘R teremos:

o(h+Kk) = f(x+h+k)— f(x)
o(h+k) = F(x+k)+h)— f (x+k)+ f (x-+k)— f(X)
o(h+K) =[ F (x+K)+h) = F (x+K)]+[F (x+k) = f (X)]
p(h+k) = p(h) + (k)

Assim, pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade (pagina 40), fazendo

p()=a teremos que ¢@(h)=ah para todo he®R. Isto quer dizer que

f(x+h)—f(x)=ah. Chamando f(0)=b e substituindo o valor de x por 0 na
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funcdo f(x+h)—f(x)=ah, teremos: f(0+h)-f(0)=ah, isto & f(h)—-b=ah.
Entdo f(h)=ah+b, ou seja, f(x)=ax+b, paratodo XeR.
Dessa maneira, dizemos que f(x+h)—f(x)=¢(h) ndo depende do valor

13 ” 1]

X”, 0 que significa que 0s acréscimos em

assumido por X” resultam em

acréscimos de mesma intensidade em “f(x)”, ou seja, podemos dizer que os

acréscimos sofridos por “ f (X) ” sdo proporcionais aos acréscimos dados em “x”.

2.3 A Fungao Afim

Definigcdo 2.1: Uma funcdo f::M — R chama-se funcdo afim ou funcdo polinomial
do 1° grau, quando existem constantes a,be‘R tais que f(x)=ax+b, para todo
XxeR ecom a=0.

Dada uma fungdo afim f(x)=ax+b, para todo xe®, com a,beR e a=0,

dizemos que a constante ou coeficiente b representa a “parte fixa” da fungéo, ou
também chamada de coeficiente linear. Ja a constante ou coeficiente a representa a
“parte variavel” da funcao, pois esta diretamente ligada a variavel x, ou também

chamada de coeficiente angular.

Casos particulares de funcgao afim
Dada uma funcéo afim f:R — R, com f(x)=ax+b, para todo xeR, com

a,beR e a=0 dizemos que se f(x)=ax, com b=0, entdo essa funcao é

chamada de funcéo linear.

Dada uma fungéo f:R—NR, com f(x)=b, paratodo xeRe beR dizemos

que essa funcdo é chamada de funcéo constante.

Dada uma funcdo afim f:R —>R, com f(x)=x, para todo xeR, dizemos

que essa funcéo é chamada de funcéo identidade. Nesse caso temos a=1 e b=0.

Exemplo 2.1: Utilize as informag¢des da problematica apresentada na introducéo

desse capitulo e determine os coeficientes a,be®R, tais que f(x)=ax+b, onde
f (x) representa o valor do salario de determinado funcionario que produziu x pecas

ao longo de um més.
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Solucao: Inicialmente devemos relacionar as informacgbes apresentadas no

problema a funcdo f(x)=ax+b, onde f(x) representa o valor do salario de

determinado funcionario que produziu x pecas ao longo de um més.

Nome do Funcionario Quantidade de pecas produzidas (X) Valor do salario do

funcionéario ( f (X))

Funcionario X 400 R$ 1.100,00
Funcionario Y 800 R$ 1.900,00
Funcionério Z 1200 R$ 2.700,00

e Substituindo as informacdes referentes ao funcionario X na funcao
f(x) =ax+b, temos:
f(x)=ax+b
1.100=a-400+b
400a+b=1100
b=1100—400a (I)
e Substituindo as informacbes referentes ao funcionario Y na funcdo
f(x) =ax+Db, temos:
f(x)=ax+b
1.900=a-800+b
800a+b=1900
b =1900-800a (II)
Finalmente, basta igualarmos as equacdes (1) e (I):
b=1100—400a (I) e b=1900-800a ()
1100—400a =1900—-800a
800a —400a =1900—-1100

400a =800
a= @ =2
400

Sabendo que o valor do coeficiente a=2, basta substituir esse valor na
equacao (I) ou (1), que obteremos o valor do coeficiente b :
b=1100—400a (I)
b =1100—400-(2)

b =1100—-800 — b =300
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Assim, podemos concluir que f(x)=2x+300, onde f(x) representa o valor
do salério de determinado funcionario que produziu x pecas ao longo de um més.

Analogamente, para determinar a lei da funcdo f(x) poderemos utilizar as
informacdes dos funcionarios X e Z ou Y e Z.

Vale ressaltar que a partir da funcdo f(x)=2x+300, é possivel determinar o

valor do salario f(x) de um dado funcionario, sabendo-se de sua producéo (em
guantidade de pecas) ao longo de um més. Podemos também determinar a
quantidade x de pecas produzidas por um determinado funcionario ao més, caso
tenhamos conhecimento do valor do seu salario (em reais) mensal.

Por exemplo, suponhamos que o funcionario W dessa mesma empresa,
tenha tido uma producéo de 3500 pecas em determinado més, para determinar o
valor do seu salario basta proceder da seguinte maneira:

f (X) =2x+300, substituindo a variavel x pela quantidade de 3500 pecas:
f (x) =2-(3500) + 300, resolvendo a expressao:
f (X) =7000+300=7.300

Entéo, concluimos que o salario mensal do funcionario W que produziu 3500
pecas durante o més, corresponde a R$ 7.300,00.

Ainda, supondo que nessa mesma empresa, o funcionario K tenha obtido um
salario mensal de R$ 4.600,00, € possivel determinar a quantidade de pecas
produzidas por esse funcionario ao longo do més. Para isso, basta proceder da
seguinte forma:

f (x) =2x+300, substituindo a variavel f(x) pelo valor do salario:

4600 = 2x+300, adicionando —300 a ambos 0s membros:
4600 — 300 = 2x + 300 — 300, resolvendo a equacao:
4300 = 2x, resolvendo a equacao:

x = 2150

Ent&o, concluimos que o funcionario K produziu 2150 pegas mensais.

Exemplo 2.2: Carlos ira contratar um plano telefébnico para seu aparelho celular
novo. Apods realizar uma pesquisa entre as operadoras de telefonia mével, Carlos
ficou em davida entre dois planos. Observe a tabela abaixo com as seguintes

informacgoes:
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Operadora Taxa Fixa (R$/ més) | Taxa variavel (R$/minuto utilizado)
ESCURO 32,00 0,60
TCHAU 48,00 0,40

Apés analisar as informacgdes acima, determine o que se pede:

a) Escreva a lei da funcdo que representa o valor da conta de telefone mensal,
apos a utilizacdo de m minutos ao més, para cada uma das operadoras
telefonicas:

b) Se geralmente Carlos utiliza 120 minutos em ligacbes telefonicas ao més,
qual dos dois planos serd mais vantajoso?

c) Qual deve ser a utilizacdo de minutos mensais, para que o custo da conta de
telefone seja 0 mesmo nos dois planos?

d) Para Carlos, a partir de quantos minutos de utilizacdo o plano da operadora
TCHAU torna-se mais vantajoso que o plano da operadora ESCURO?

Solucéo:

a) Analisando as informacdes pertinentes as propostas das duas operadoras, e

sabendo que dada uma funcéo afim f(x)=ax+b, para todo xe®R, com

a,beR e a=0 dizemos que a constante b representa a “parte fixa” da

funcdo e que a constante a representa a “parte variavel” da fungéo, pois esta

diretamente ligada a variavel x, podemos concluir que:

Operadora Taxa Fixa (R$ / més) | Taxa variavel (R$/minuto utilizado)
ESCUROQO 32,00 0,60
TCHAU 48,00 0,40
Constante b Constante a

Assim, a lei da funcdo que representa o valor da conta de telefone, para cada
operadora é:

Operadora ESCURO: C.(m)=0,6m+32, onde C(m) representa o valor da conta de

telefone em determinado més cujo consumo mensal foi de m minutos.
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Operadora TCHAU: C,(m)=0,4m+48, onde C(m) representa o valor da conta de
telefone em determinado més cujo consumo mensal foi de m minutos.

b) Para determinar qual dos dois planos € mais vantajoso, basta calcula o valor
da conta para cada plano, com o consumo mensal de 120 minutos:
Operadora ESCURO: C.(m)=0,6m+32

C(m) =0,6-(120) + 32
C(m)=72+32
C(m) =104,00
Operadora TCHAU: C, (m)=0,4m+48
C(m) =0,4-(120) + 48
C(m) =48+48
C(m) = 96,00
Dessa forma, podemos concluir que para um consumo mensal de 120

minutos em ligacdes telefonicas, o plano oferecido pela operadora TCHAU é mais
vantajoso para Carlos.
c) Neste caso, precisamos determinar a quantidade de minutos utilizados
(m) para que o custo seja 0 mesmo nas duas operadoras. Para isso,
basta igualarmos as duas func¢des que representam os custos de cada
operadora:
Operadora ESCURO: C.(m)=0,6m+32
Operadora TCHAU: C;(m)=0,4m+48
0,6m+32=0,4m+48
0,6m—-0,4m=48-32
0,2m=16:>m=é—62=80

Assim, para que o valor da conta de telefone seja a mesma para os dois planos,
0 consumo devera ser de 80 minutos mensais.

d) Para determinar a partir de quantos minutos de utlizacdo o plano da
operadora TCHAU torna-se mais vantajoso que o plano da operadora
ESCURO devemos resolver a seguinte inequacao:

Operadora ESCURO: C_(m)=0,6m+32

Operadora TCHAU: C,(m)=0,4m+48
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0,4m+48 <0,6m+32

48-32 <0,6m-0,4m
16 <0,2m
0,2m >16

16
m>—
0,2

m >80
Concluimos entédo que a utilizacdo do plano oferecido pela operadora TCHAU
torna-se mais vantajosa em relagéo a utilizacdo do plano oferecido pela operadora

ESCURO, para um consumo superior a 80 minutos mensais.

Exemplo 2.3: Dona Joana e dona Marinalva trabalham em uma confeccdo que
produz roupas intimas. Ao final do més o salario dessas funcionérias € calculado
utilizando-se como base um valor fixo e um valor variavel, que depende diretamente

da producdo mensal de cada costureira, onde cada peca costurada vale R$ 0,24 . No
més passado, dona Marinalva costurou 2200 pecas e recebeu R$ 878,00. Desta

forma:
a) Determine o valor fixo do salério dessa funcionéria.
b) Ajude dona Joana a descobrir quantas pecas devera costurar no préximo

més, para que seu salario seja de R$ 1.166,00.
Solucgéo:

a) Seja S(x)=ax+b a funcdo, em que S(x) representa o salario de uma
costureira ao longo de um més, cuja producdo mensal foi de x pegas. Como
sabemos que cada costureira recebe R$ 0,24 por cada peca produzida, entéo
podemos concluir que o coeficiente a=0,24, entdo temos que
S(x) =0,24x+b. Como no més passado ela costurou 2200 pecas e recebeu
um salério de R$ 878,00, temos que:

S(x)=0,24x+b
878 =0,24-(2200) +b
878 =528+Db
b =350
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Assim, temos que a parte fixa do salario das costureiras equivale a
R$ 350,00, sendo entdo S(x) =0,24x+350.

b) Visto que S(x) =0,24x+ 350, para determinarmos a quantidade de pecas que
deverdo ser produzidas para que o salario seja de R$ 1.166,00, deveremos

proceder da seguinte forma:
S(x) = 0,24x + 350
1166 = 0,24x + 350
1166 — 350 = 0,24x

816 =0,24x
X = 816 = 3400
0,24

Assim, dona Marinalva deverd produzir 3400 pecas de roupas intimas no

préximo més, para que seu salario seja de R$ 1.166,00.

2.4 Zero ou raiz de uma fungao afim

Chama-se zero ou raiz de uma funcdo afim f:R—->NR, com f(x)=ax+b,

paratodo xe®R,com a,beR e a=0 onumeroreal x, tal que f(x)=0 Observe:

f(X)=0=2 ax+b=0=ax=-b=>x=—
a

Entéo, a raiz ou zero da funcéo afim f(x)=ax+b, é a solucdo da equagéo do

1°grau ax+b =0, ou seja, x=—.
a

Conforme veremos na secdo 2.4 deste capitulo, o grafico de uma funcéo afim
interceptara o eixo x exatamente no nimero real equivalente ao zero ou raiz dessa

funcéo.

Exemplo 2.4: Determine o zero ou raiz da seguinte fungéo afim:

X 6

f0="

Solucao: Para determinar o zero ou raiz da funcdo acima, basta determinar o valor

de x para que f(x)=0.
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f(x)=0:>%x—6:0:>37:(:6:>3x:24:>x:8

Assim, podemos concluir que o zero ou raiz da fungao f(x) =37i(—6, € x=8.

2.5 Crescimento ou decrescimento de uma funcao afim

Dado uma funcdo afim f:R—>NR, com f(x)=ax+b, para todo xe®R, com
a,beR e a=0 podemos observar que:
e Se a>0 entdo paratodox, e x, e R, temos que:
Se x <x, > ax <ax, > ax, +b<ax, +b= f(x) < f(x,). Ou ainda:
Se x >X, =>ax, >ax, >ax, +b>ax, +bh= f(x))> f(x,)
e Se a<0 entéo paratodox, e X, eR , temos que:
Se x <X, =>ax, >ax, =>ax, +b>ax, +b= f(x)) > f(x,) . Ou ainda:
Se x> X, >ax <ax, > ax, +b<ax, +b= f(x) < f(x,)
Entdo, podemos resumir as sentencas acima da seguinte forma:

a>0:>{xl<x2:> f(x) < f(x,)
X > X, = f(x)> f(x,)

Assim, essa propriedade caracteriza a fungdo como crescente, pois a medida
gue aumentam ou diminuem os valores de x, a imagem desses valores por meio da
fungdo, aumentam ou diminuem, respectivamente.

a<0:>{xl<x2 = f(x)> f(x,)
X > % = T(x) < T(x,)

Analogamente, essa propriedade caracteriza a funcdo como decrescente,
pois a medida que aumentam ou diminuem os valores de x, a imagem desses
valores por meio da fun¢éo, diminuem ou aumentam, respectivamente.

Vale lembrar que se o coeficiente a=0 entdo a funcdo f(x)=b, para todo

xeR e beN sera considerada uma funcdo constante.

Exemplo 2.5: Dado uma fungao afim f:9%—> %R , com f(x)=(m-2)-x+8, paratodo
xeNR, discuta a variagdo crescente, decrescente e constante, em fungao do

parametro meR.
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Solugédo: Analisando a fungdo acima, constatamos que o coeficiente a=m-2,
entao temos que:
e A funcéo sera crescente se a>0, logo:
a>0=m-2>0=m>2.
e A funcéo sera decrescente se a<0, logo:
a<0=m-2<0=m<2.
e A funcéo sera constante se a=0, logo:

a=0Dm-2=0=>m=2.

2.6 O grafico de uma funcéo afim

Pensando de forma geral, sem maiores propriedades ou analises, podemos

dizer que o grafico de uma fungcédo é simplesmente a trajetoria do ponto (X,y) ou
(x, f(x)) quando ele se move por meio do plano cartesiano, as vezes subindo, as

vezes descendo.

Taxa de variagéo

Dada uma funcéo afim f:R—>%R , com f(x)=ax+b, para todo xe®R, com
a,beR e a0 podemos analisar o seu comportamento ao longo do seu grafico,

atraveés da relacdo entre as variagdes das imagens (A,) e as variages dos valores

de x (A,), que as determinam. Dessa forma, poderemos verificar como varia f(x)

atribuindo diferentes valores para x, ou seja, como varia a imagem dos elementos x
do dominio da fun¢éo de acordo com a variacao desses elementos.

Vamos analisar, por exemplo, o comportamento da fungdo afim f:R—>NR,
com f(x)=-2x+8, para todo xe®R. Inicialmente escolheremos dois elementos do
dominio e calcularemos as suas respectivas imagens.

e Para x,=-2,temosque y, = f(-2)=-2-(-2)+8=4+8=12.
e Para X,=-1,temosque y, = f(-)=-2-(-1)+8=2+8=10.
Agora, calculemos a relacdo entre a variagcdo das imagens e dos dominios

calculados acima:
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Ay _¥,-y,_10-12 -2

A, X —-% -1-(-2) 1

X

Assim, concluimos que o numero -2 é a taxa de variagdo da
fungéo f (x) =—2x+8, no intervalo [-2,-1].
Agora vamos calcular a taxa de variagdo dessa fungcdo em outro intervalo.
e Para X, =0, temos que y, = f(0)=-2-(0)+8=0+8=8.
e Para x,=1,temosque y,=f()=-2.)+8=-2+8=6.
Calculando a relacdo entre a variacdo das imagens e dos dominios
calculados acima, temos:

Ay y,-y, 6-8 -2

_— = :—:—:—2

A, X=X 1- 1

X

-

Assim, concluimos que o nimero -2 é a taxa de variacdo da
fungéo f (x) =—2x+8, no intervalo [0,1].
E finalmente, vamos calcular a taxa de variacdo em mais um intervalo.
e Para X, =2,temosque y,=f(2)=-2-(2)+8=-4+8=4.
e Para X;=3,temosque y,=f(3)=-2-3)+8=-06+8=2.
Calculando a relacdo entre a variagdo das imagens e dos dominios
calculados acima, temos:

ﬁ:ys_y5:2_4:_—2:—2
A, X=X 3-2 1

Assim, concluimos que o numero -2 ¢é a taxa de variagdo da
funcéo f (x) =—2x+8, no intervalo [2,3].
Observando os resultados acima, podemos concluir que a taxa de variacao foi
a mesma nos trés intervalos distintos. Entdo, vamos seja uma funcao
afim f (x) =ax+b, para todo xe®R, com a,beR, vamos analisar a taxa de variacao
em um intervalo qualquer [x,,x,], com x, #X,.
e Para x;,temos que y, = f(x)=ax +b.
e Para x,,temos que y, = f(x,)=ax, +b.
Calculando a relacdo entre a variagdo das imagens e dos dominios

calculados acima, temos:
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Ax X, =X X, =X X, =X X, =X

Ay _Yo= ¥ :(ax2+b)—(axl+b):ax2—ax1 :a(XZ_Xl):a

Assim, observamos que a taxa de variacdo de uma funcdo ndo depende do
intervalo escolhido, ela sera sempre a.

Dessa forma, podemos concluir que a taxa de variacdo de uma funcéo afim é
constante para qualquer intervalo do dominio, ou seja, acréscimos iguais na variavel

X correspondem a acréscimos iguais na variavel y = f(x).

A funcédo afim e a reta

Vamos demonstrar que o grafico de toda funcdo afim f:R —9R com a,beR
tais que f(x) =ax+b, paratodo xR e com a=0 é uma reta.
Para provar esse fato devemos mostrar que quaisquer trés pontos do grafico
pertencem a uma mesma reta.
Consideremos entdo o0s seguintes pontos: A=(X,Y,), B=(x,Yy,) e
C =(xs,Y,), pertencentes ao grafico da fungéo afim f(x)=ax+b. Supondo que
X, <X, <X, para mostrar que esses trés pontos pertencem a mesma reta, devemos
concluir que AC = AB + BC .
Como os pontos A, B e C pertencem ao grafico de f(x), temos que:
e Para x,,temos que y, = f(x)=ax, +b.
e Para x,,temos que y, = f(x,) =ax, +b.
e Para X,, temos que Yy, = f(x;) =ax; +b.

Utilizando a férmula da distancia entre dois pontos no plano cartesiano

(Exemplo 1.2), constatamos que:
(ACY2 = (% =X, )2+(¥; = V1)
(AC)2 = (x, — X,)? +[ax, + b — (ax, +b)]?
(AC)2= (X, — X, )+ (ax, +b—ax, —h)?
(ACY2= (%, =X, 2+ (ax; —ax,)?
(AC) = (Xs = X,)2+@2(X, —X,)?

(AC)2= (%, — %, 2.(L+a2)
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AC = (%, =% )2.(L+22) = (%, —x,)/(L+22)
Novamente utilizando a formula da distancia entre dois pontos no plano

cartesiano, temos que:
(ABY = (X, =X 2+ (¥, = ;)2
(AB)2 = (x, — X, )2 +[ax, +b — (ax, +b)]?
(AB)? = (x, — X, )2+ (ax, + b—ax, —h)?
(ABY2 = (X, =, 2+ (ax, —ax,)?
(ABY = (X, =X, 2 +8%(X, =X,
(ABY = (X, =%, )?- (1+8)

AB = \/(Xz —%)?-(1+a2) = (X, —X)-/(1+a?)

E finalmente, aplicando a formula da distancia entre dois pontos no plano

cartesiano, obtemos;
(BCY = (% =%, 2+ (Y5 = ¥, )?
(BC)2 = (X, — X, )2 +[ax, +b —(ax, +b)]?
(BC)2 = (X, — X, )%+ (ax, +b—ax, —b)?
(BC)2 = (¥, =X, )+ (8%, —ax, ?
(BCY? = (% =X, )2 +8%(%; — X, )?
(BC)? = (X, =X, - (1+8?)
BC = /(% =%, 2.0+ @) = (%, = %, -(L+a?)
Sabendo  que  AC=(x,—X)-JA+a?), AB=(x,—-x)-J1+a) e
BC = (X, —X,)-+/(1+a2) , podemos concluir que:
AB +BC = (X, =) /(L+82) + (X, = X,) - /(1+a2)
AB +BC =[(x, = X,) + (X; — X,)]-/(L+a?)
AB +BC = (X, —X,)-/(1+a2) = AC

Assim concluimos que dados trés pontos quaisquer pertencentes ao grafico

de uma funcdo afim, esses pontos estdo alinhados na mesma reta e, portanto

podemos afirmar que o grafico de toda funcéo afim & uma reta.
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Construcgao do gréfico de uma funcéo afim

Dado uma fungédo afim f:R—>%R com abeR tais que f(x)=ax+b, para

todo xeR e com a=0, temos que o coeficiente a é chamado de coeficiente
angular, pois determina a inclinacdo do gréafico de f(x) em relacdo ao eixo x, € 0
coeficiente b é chamado de coeficiente linear.

Para construir o grafico de f(x), basta determinarmos os pontos em que a

reta intercepta os eixos das abscissas e das ordenadas.

Ja sabemos que o grafico de f(x), intercepta o eixo x (eixo das abscissas),
-b . -b : ~
no ponto | —,0 |, pois x=— ¢é a raiz ou zero da funcéo.
a a

Para determinarmos o ponto em que o grafico de f(x) intercepta o eixo y
(eixo das ordenadas), basta fazermos x=0. Como f(x)=ax+b, fazendo x=0,
temos que y=f(x)=a-0+b=hb, entdo o ponto de intersecdo entre o grafico de
f(x) e 0 eixo y sera o ponto no ponto (O, b). Resumindo:

e O ponto de intersecdo entre o grafico da funcdo f(x) e o eixo x (eixo das
. , -b
abscissas), é o ponto ?,0 _

e O ponto de intersecdo entre o grafico da funcdo f(x) e o eixo y (eixo das
ordenadas), é o ponto (0,b).
Graficamente, temos:

Figura 2.1- Gréfico de uma funcao afim
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L “ v
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Fonte: Elaborada pela autora.
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Exemplo 2.6: Dado o gréfico abaixo, de uma funcdo afim, determine a lei de

formacéo dessa fungao:

]
i

.\..
=

o
Ly

O = kW Bk
I i i I

3 Az o 8 8 7 -6 -

o
-

Fa]

Solucéo: Para determinar a lei de formacdo de uma funcdo afim, precisamos

apenas de dois pontos pertencentes ao grafico desta funcao.

Analisando o grafico acima, podemos identificar trés pontos pertencentes a

reta: A=(0,5), B=(4,7) e um terceiro ponto que chamaremos de C =(-10,0) . Como

precisamos apenas de dois pontos para determinar a lei da funcdo, neste caso

tomaremos os pontos A e B.

Substituiremos as coordenadas dos pontos A e B na lei da fungdo afim

f(x)=ax+b, veja:

e A=(0)5) f(x)=ax+b
5=a-0+b
b=5

e B=(47) f(x)=ax+b
7=a-4+b
7=4a+5
7-5=4a
2=14a
a2 1

4 2

. 1 . ~ ~ N
Assim, temos que a:E e b=5, logo a lei de formacdo da funcdo afim é

1
f(x)==x+5.
(x) 5
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2.7 Geometria, proporc¢ao e fungéo afim

Geometria

Em geometria é possivel realizar a comparacao entre areas e perimetros de
diversas figuras geomeétricas, possibilitando a observacdo da dependéncia ou
independéncia entre as variagdes dessas duas grandezas. Essa pratica favorece a
explorag&o do conceito de fungdo, conforme exemplos abaixo.

Exemplo 2.7: Se um tridangulo equilatero tem lado com medida x, expresse sua
area em funcéo de x.

Solugéo: Ao considerar um tridngulo equilatero ABC , temos que a altura relativa a
qualguer um de seus lados, intercepta esse lado no seu ponto médio. Observe a

figura:

A Vﬁ M ! B

b | =

2
Para determinarmos a altura h do triangulo ABC, basta aplicarmos o

Teorema de Pitagoras no triangulo CMB, veja:
(BC)2=(CM )2+ (MB)?

2 mza X))
(7= (h) +(2]

= 00e-})

h2:x2_x_2
4
_Axe—x2 3%

4 4

h ﬁ_x\/g
Va4 2

h2
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Entdo, para calcularmos a éarea do triangulo ABC, basta utilizarmos a
seguinte férmula:

_ (base) - (altura)

Area, )
x+/3
X .
@ )
rea, =
: 2
x2,/3
A 2
rea, =
4 2
. 2
Area, =

Assim, a expressdo que determina a area de um triangulo equilatero em
x2/3

funcdo da medida x dos seus lados é A(x) = 2

Exemplo 2.8: Determine se a area do quadrado é funcdo do seu perimetro. Se for,
qual é essa fungéo?

Solucéo: Dado um quadrado de lado X, temos que as féormulas que determinam a
sua area e 0 seu perimetro sao:
A=x? e P=4x

A partir da formula do perimetro, podemos ter que:
P=4x< x= P
4

Substituindo a relacdo acima na formula da area do quadrado, teremos:

2 2
A=x2< A= P <:>A:i
4 16

Assim, podemos afirmar que a area de um quadrado pode ser dada em

2
funcéo do seu perimetro, de forma que A= 5—6

Proporcgéo
Teorema Fundamental da proporcionalidade: Seja f:R—>R uma funcéo

crescente. As seguintes afirmagdes sao equivalentes:
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(1) f(nx)=n-f(x) paratodo ne Z e todo xeNR.
(2) Pondo a= f(1), tem-se que f(x) =ax paratodo xeR.
(3) f(x+y)=f(x)+ f(y) para quaisquer X,y eR.

Demonstracdo: Provaremos as implicacdes (1) = (2), (2)=B) e ) =(1).

. . : m
e ()= (2): Inicialmente vamos provar que, para todo namero racional r=—a
n

hipétese (1) acarreta que f(rx)=r-f(x), seja qual for xeR. Assim, temos

que:

nf (rx) = f (nrx) = f( n%x )= f(mx) =mf(x), logo

f(rx)z%-f(x):r-f(x)

Seja a=f(1). Como f(0)=f(0-0)=0-f(0)=0, a monotonicidade de f nos
da a=f(@) > f(0)=0, assim concluimos que a é positivo. Além disso, temos que
f(r)=f(r-Y)=r-f()=r-a=ar paratodo reQ.

Mostremos agora que se tem f(x)=ax paratodo xeR.

Suponha, por absurdo, que exista algum numero real x (necessariamente

irracional) tal que f(x) = ax. Admitamos que f(x)<ax (caso f(x)>ax é tratado de

modo analogo). Temos entdo que:

®

Tomemos um numero racional r tal que

10 rex
a

Entdo f(x)<ar <ax, ou seja, f(x)< f(r)<ax. Mas isto € um absurdo, pois
f é crescente logo, como r<x, deveriamos ter f(r)< f(x). Esta contradicao
completa a prova de que (1) = (2).
e (2)=(3): Fazendo a= f(1), temos que f(x)=ax paratodo xeR.
Seja X,yeR, se f(x) =ax para  todo XeR entéo

f(x+y)=a-(x+y)=ax+ay=1f(X)+ f(y).
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e (B=(): Fazendo: Se f(x+y)=f(x)+ f(y)para quaisquer x,yeR, entdo

fX+X+X+..+X)=FX)+F(X)+f(X)+..+F(X)=n-f(X) para neN e xe@.

n vezes

Dessa forma, temos que f(nx)=n- f(x).

A ideia de proporcéo esta presente no cotidiano dos alunos, mesmo antes de
qualquer definicdo formal, desta maneira, € importante que esse conceito seja
trabalhado de maneira contextualizada e que tenha sentido real para os alunos. A
nocdo de proporcionalidade, seja diretamente ou inversamente proporcional, €
aplicada em diversas areas da matematica, inclusive subsidia o estudo de funcéo
afim. Vejamos alguns exemplos que como utilizar o principio de proporcionalidade

para trabalhar com fungao afim.

Exemplo 2.8: Em uma escola, para evitar desperdicios e atender a toda
comunidade escolar, o diretor elaborou a seguinte tabela que orienta as cozinheiras
no momento do preparo da merenda, de acordo com a quantidade de alunos

presentes na escola.

Classificagdo | Quantidade | Quantidade de | Quantidade de | Quantidade de
de acordo de alunos arroz a ser feijdo a ser carne a ser
com a preparado (kg) | preparado (kg) | preparada (kg)
quantidade
de alunos
1 1ad0 6 4 S
2 51 a 100 10 7 7
3 101 a 150 14 10 9
4 151 a 200 18 13 11
S 201 a 250 24 17 13

Analise a tabela acima e em seguida determine o que se pede:

a) Determine a lei da funcdo que representa a quantidade de cada alimento (em

guilogramas) a ser preparado em um dia, com a quantidade de alunos

presentes na escola na classificacdo x correspondente.

b) Se essa escola tivesse exatamente 542 alunos presentes em determinado

dia, qual seria a quantidade de cada ingrediente que as cozinheiras deveriam

preparar?
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c) Determine a lei da funcdo que representa a quantidade total de alimentos (em
quilogramas) a serem preparados em um dia, com a quantidade de alunos
presentes na escola enquadrados na classificagao x.

Solucéo:
a) Vamos observar o que acontece com a quantidade a ser preparada de cada

alimento (em quilogramas), num intervalo que varia de 50 em 50 alunos.

e Arroz:

Quantidade | Quantidade de arroz

de alunos | a ser preparado (kg)

1a50 6 ) +akg
51 a 100 10
101 2 150 14 ) ralke
151 a 200 18 ) +4ke
201 a 250 24 ) sk

Assim, conforme a tabela acima, podemos observar que a medida que a
quantidade de alunos aumenta (de 50 em 50), a quantidade de arroz aumenta de
quatro em quatro quilogramas. Entdo, podemos escrever da seguinte forma:

v Se X e [1,50], temos que x, =1, pois pertence a classificacdo 1, entdo
substituindo, temos:
f(x)=f@=al+bs6=a+b=b=6-a
v Se x e[5],100], temos que X, =2, pois pertence a classificagdo 2, entéo
substituindo, temos:
f(x,)=f(2)=a2+b=10=2a+b=b=10-2a

Igualando as duas sentencas acima que expressam o valor de b, temos:

6-a=10-2a«<2a—a =10-6=>a=4

Dai, o valor do coeficiente b sera:

b=6-a=b=6-4=b=2
Assim, a funcdo serd f(x)=4x+2, onde xeN, e f(x) representa a

guantidade de quilogramas de arroz que deverdo ser preparados para certa

guantidade de alunos que se enquadram na classificacédo x.
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e Feijao:
Quantidade Quantidade de
de alunos feijéo a ser
preparado (kg)
1a50 4 ) +3kg
51 a 100 7
101 a 150 10 ) *3lke
151 a 200 13 ) +3ke
201 a 250 17 ) +3 kg

Conforme a tabela acima, podemos observar que a medida que a quantidade
de alunos aumenta (de 50 em 50), a quantidade de feijdo aumenta de trés em trés

quilogramas. Entdo, podemos escrever da seguinte forma:
v Se X, €[101150], temos que X, =3, pois pertence a classificagdo 3, entdo
substituindo, temos:
h(x;)=h(3)=a-3+b<=10=3a+b=b=10-3a
v SeX, €[151,200], temos que X, =4, pois pertence a classificagdo 4, entdo
substituindo, temos:
h(x,)=h(4)=a-4+b<=13=4a+b=Db=13-4a
Igualando as duas sentencas acima que expressam o valor de b, temos:
10-3a=13-4a«<4a—-3a=13-10=a=3
Dai, o valor do coeficiente b sera:
b=10-3a=b=10-3-3=b=10-9=b=1
Assim, a funcdo sera h(x)=3x+1, onde xeN e h(x) representa a

guantidade de quilogramas de feijdao que deverdo ser preparados para certa

quantidade de alunos que se enquadram na classificacao x.
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e Carne:

Quantidade Quantidade de

de alunos carne a ser

preparada (kg)

1a50 5 ) +2kg
51 a 100 7
101 a 150 9 ) s
151 a 200 11 ) +2ke
201 a 250 13 ) 2

De acordo com a tabela acima, podemos observar que a medida que a
guantidade de alunos aumenta (de 50 em 50), a quantidade de carne aumenta de
dois em dois quilogramas. Entdo, podemos escrever da seguinte forma:

v' Se x, €[151,200], temos que x, =4, pois pertence & classificagdo 4, entao

substituindo, temos:
p(x,)=p@4)=a-4+b<=ll=4a+b=b=11-4a

v Se x; €[201,250], temos que x, =5, pois pertence a classifica¢cdo 5, entéo

substituindo, temos:
p(X;)=h(5)=a-5+b«<13=5a+b=b=13-5a
Igualando as duas sentencas acima que expressam o valor de b, temos:
11-4a=13-5a<5a—-4a=13-11—=a=2

Dai, o valor do coeficiente b sera:
b=11-4a=b=11-4-2—=b=11-8=b=3

Assim, a funcdo serd p(x)=2x+3, onde xeN, e p(x) representa a

guantidade de quilogramas de feijdo que deverdo ser preparados para certa
qguantidade de alunos que se enquadram na classificacao x.
b) Para calcular a quantidade de alimentos que deveriam ser preparados, caso a
escola tivesse 542 alunos, inicialmente devemos determinar a que
classificacdo essa escola pertenceria. Para isso, vamos dar continuidade a

tabela.

Classificacao de acordo com a Quantidade de alunos
guantidade de alunos

1 1a50




45

Classificacédo de acordo com a Quantidade de alunos
quantidade de alunos
2 51 a 100
3 101 a 150
4 151 a 200
5 201 a 250
6 251 a 300
7 301 a 350
8 351 a 400
9 401 a 450
10 451 a 500
11 501 a 550

Analisando a tabela acima, a quantidade de 542 alunos enquadra-se na 112

classificacdo. Assim, basta calcularmos a quantidade de cada alimento que devera

ser preparado de acordo com as funcfes determinadas no item a, utilizando o valor

de x=11.

e Arroz: f(x)=4x+2

f(ll)=4-11+2=44+2=46
e Feijao: h(x)=3x+1

h(11) =3-11+1=33+1=34
e Carne: p(x)=2x+3

pA) =2-11+3=22+3=25

Assim, para um total de 542 alunos deveréo ser preparados 46 quilogramas

de arroz, 34 quilogramas de feijdo e 25 quilogramas de carne.

c) Inicialmente, vamos construir uma tabela com a quantidade total de alimentos

que deverdo ser preparados de acordo com a quantidade de alunos

presentes.
Classificacdo de acordo Quantidade de Total de quilogramas de
com a quantidade de alunos alimentos a serem
alunos preparados
1 1 a 50 15
2 51 a 100 24
3 101 a 150 33
4 151 a 200 42
5 201 a 250 54
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Analisando a tabela, podemos perceber que o total de quilogramas de
alimentos a serem preparados, vai aumentando de nove em nove, a medida que a
classificacdo vai aumentando de uma em uma. Sendo assim, para obter a funcao
que representa a quantidade total de quilogramas de alimentos a serem preparados
em um dia cuja frequéncia de alunos se enquadra na classificacdo x, basta

adicionarmos as trés func¢des obtidas no item a.

e Arroz: f(x)=4x+2
e Feijdo: h(x)=3x+1

e Carne: p(x)=2x+3

Total de alimentos:

T(X)=4Xx+2+3X+1+2X+3=T(X) =9x+6

Exemplo 2.9: Um reservatorio tem capacidade total para armazenar 120.000 litros
de 4gua. Em determinado dia em que estava com sua capacidade maxima de
armazenamento, foi encontrado um animal morto dentro do reservatorio e por isso
surgiu a necessidade de esvaziar totalmente o reservatério para uma limpeza. Serdo
instaladas torneiras com vazbes iguais a 100 litros/minuto para esvaziar o

reservatoério. Dessa forma:

a) Construa uma tabela, variando a quantidade de torneiras e calculando o
tempo necessario para esvaziar totalmente o reservatério, de acordo com a
guantidade de torneira e determine uma funcdo que relaciona o tempo
necessario para esvaziar totalmente o reservatorio e a quantidade de

torneiras instaladas.

b) Calcule quantas torneiras serdo necessdarias ser instaladas, para que o

tanque esteja totalmente vazio, apés uma hora do inicio do escoamento.

Solucao:

a) Inicialmente precisamos calcular quanto tempo levaria para esvaziar

totalmente o reservatério, caso tenhamos instalado x torneiras.
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Quantidade de torneiras

Capacidade de

Tempo de escoamento

escoamento (litros) (minutos)
1 100 1
X 100- x ??

Entdo, como o reservatorio possui 120.000 litros, o tempo y necessario para

esvaziar esse reservatorio totalmente, utilizando x torneiras, sera:

120000
100x
1200
y —_
X

Assim, y representa o tempo total necesséario para esvaziar um tanque com X
torneiras instaladas.

Vamos construir uma tabela que relacione a quantidade de torneiras instaladas

no reservatorio ao tempo necessario para escoar toda a agua do reservatorio.

Quantidade de torneiras | Tempo em minutos necessario para esvaziar
instaladas (x) totalmente o reservatorio (y)
1 y= 1200 —y= 12100 1200
2 y:120033/:1200:600
2
3
y= 1200 y- 1200 _ 400
3
4 y:1200:>y=1200=300
4
5
y:1ZOO:> y:1ZOO:240
5
6 y:1200:y:12é)0=200

b) Seja a funcéao y:@, onde y representa o tempo necessario (em minutos)
X

para escoar toda a agua do reservatorio com x torneiras instaladas. Para que



48

o tempo total de escoamento da agua seja de 1 hora, que equivale a 60
minutos, devemaos ter:

1200
y="-
X

60 1200
X

60x =1200
1200
X="—
60
x=20

Assim, concluimos que sera necessaria a instalacdo de 20 torneiras para que

o reservatorio seja totalmente esvaziado durante 1 hora.
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CAPITULO 3

3. PROPOSTAS DE ATIVIDADES

3.1 Introducéao

Neste capitulo, serdo apresentadas algumas propostas de atividades a serem
aplicadas em sala de aula, a fim de que aconteca uma aprendizagem efetiva sobre o
tema funcdo afim. A resolucéo de problemas € uma maneira interessante de abordar
profundamente um determinado assunto, nesse caso, 0 estudo da funcdo afim.

Nesse sentido, salienta Dante (Hatfield apud Dante. 2000):

Aprender a resolver problemas mateméticos deve ser o maior objetivo da
instrugcdo matemética. Certamente outros objetivos da matemética devem
ser procurados, mesmo para atingir o objetivo da competéncia em resolucéo
de problemas. Desenvolver conceitos matematicos, principios e algoritmos
através de um conhecimento significativo e habilidoso é importante. Mas o
significado principal de aprender tais conteldos matematicos é ser capaz de

usa-los nas construcfes das solu¢bes das situacbes-problema.

Sabemos que a aprendizagem ocorre de maneira mais tranquila quando ha
um embasamento pratico e empirico por trds dos conceitos, definicbes e teorias.
Esse embasamento podera ser desenvolvido por meio da resolucdo de problemas,
de forma que o aluno criara suas estratégias e métodos para tentar resolver
determinada situacdo. Para reforcar esse pensamento, salientam Pozo e Echeverria
(1988, p. 9) que:

A solucdo de problemas baseia-se na apresentacdo de situacfes abertas e
sugestivas que exijam dos alunos uma atitude ativa ou um esforco para
buscar suas proprias respostas, seu préprio conhecimento. O ensino
baseado na solucdo de problemas pressupde promover nos alunos o
dominio de procedimentos, assim como a utilizagdo dos conhecimentos

disponiveis, para dar resposta a situagdes variaveis e diferentes.

Ao realizar as atividades desse capitulo, esperamos que o0s alunos
compreendam com mais tranquilidade o conceito de funcdo afim e que possam
trabalhar com as propriedades de funcédo afim, de forma ludica e prazerosa, pois
segundo os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio (Parte Il - Ciéncias
da Natureza, Matematica e suas Tecnologias), as finalidades do ensino de

Matematica no nivel médio indicam como objetivos levar o aluno a:
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e Compreender os conceitos, procedimentos e estratégias matematicas que
permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacao
cientifica geral;

¢ Aplicar seus conhecimentos matematicos a situac@es diversas, utilizando-os
na interpretacdo da ciéncia, na atividade tecnologica e nas atividades
cotidianas;

e Analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas do conhecimento e da atualidade;

¢ Desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucao de problemas, de
comunicacao, bem como o espirito critico e criativo;

e Utilizar com confianga procedimentos de resolugdo de problemas para
desenvolver a compreenséo dos conceitos matematicos;

e Expressar-se oral, escrita e graficamente em situagcbes matematicas e
valorizar a precisdo da linguagem e as demonstracées em Matemética;

¢ Estabelecer conexdes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

e Reconhecer representacbes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

e Promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em
relagdo as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes

de autonomia e cooperacao. (BRASIL, 1999, p. 42).

3.2 Maquina transformadora de niameros

Essa atividade pode ser desenvolvida durante o processo de estudo do
conceito de uma funcdo afim ou apdés essa fase inicial. O principal objetivo da
realizacdo dessa atividade é desenvolver e aprimorar a autonomia e a criatividade
dos alunos, mostrando as diversas possibilidades de criacdo e desenvolvimento de
regras e fungdes que permitem a “transformacao de numeros”.

Inicialmente o professor podera citar exemplos de maquinas presentes em
nosso cotidiano, cuja principal fung¢ao seria “transformar as coisas”, por exemplo, um
forno pode ser visto como uma maquina de transformar massas em paes, bolos,
biscoitos e outros. Uma méaquina de fazer linguica também transforma pedacos de

carne em linguica. Podemos citar também o0 nosso sistema digestorio, que a partir
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dos alimentos que ingerimos, separa as substancias necessarias ao Nnosso
organismo e elimina as que nao serao utilizadas.

ApoOs essa abordagem inicial, o professor podera separar os grupos de alunos
e propor que 0s mesmos criem uma maquina transformadora de numeros, utilizando
a linguagem matematica. Além de criar a regra, os alunos dever&o ilustra-la por meio
da interface de uma maquina. Para isso, poderdo ser utilizados materiais reciclaveis,
como caixa de papeldo, jornal, e outros materiais necessarios. E ao final, os alunos
precisam produzir um cartaz explicativo, dizendo a funcdo da maquina, ou seja, 0
que a maquina “faz” com os numeros que “entram” nela.

A partir do desenvolvimento desta atividade pode-se trabalhar o conceito de
funcdo, dominio, imagem, lei mateméatica de uma funcéo e resolucao de problemas.

Vejamos alguns exemplos abaixo.

Exemplo 3.1: Observe a maquina transformadora de numeros cuja lei de

transformacao é w(t) =2t +5.

Figura 3.1- Maquina Transformadora de Numeros |

Maquina transformadora de nimeros

0Oi, sou W(t) = 2t + 4, o nimero que entra em
mim sera duplicado e em seguida adicionado a

quatro unidades.

Fonte: Elaborada pela autora
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Exemplo 3.2: Observe a maquina transformadora de numeros cuja lei de
transformacao é f(x)=2x+10.

Figura 3.2— Maquina Transformadora de Numeros |l

M agquina transformadora de
nuameros

Eu sou una maquina
transformadora de numeros!

Basta entrar em mim, que voce
sera multiplicado por 2 e
adicionadoa 10.

Fonte: Elaborada pela autora

3.3 0 Jogo “Purrinha”

Significado e origem do Jogo

No dicionario Aurélio, versao eletrbnica, temos que "purrinha” é:

1. Jogo em que 0s parceiros encerram na mao certo numero (entre 0 e 3) de
moedas ou palitos de fosforo, para depois, um a um, tentarem adivinhar o total;
basquete-de-bolso, jogo de palitinhos.

A "purrinha" teve origem na "Morra", jogada pelos antigos romanos. Esse jogo
era um jogo de palitinhos, sem palito, onde os jogadores, simultaneamente,
apresentavam um ou mais dedos da méao direita, a0 mesmo tempo em que, diziam
um numero. Quem acertasse quantos dedos foram apresentados ao todo, ganhava
0 jogo.

O Jogo “Purrinha” o “Jogo de Palitinhos” é famoso em todo pais, jogado em
diversos lugares e por diversas pessoas. Certamente deve ser conhecido por outros

nomes e suas regras devem variar de regiao para regiao.
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Desenvolvimento e regras do jogo

Cada partida deverd ter no minimo dois jogadores. Cada jogador recebe
inicialmente trés palitinhos. Os jogadores devem colocar as maos para tras,
escolhendo uma quantidade de palitos (zero, um, dois ou trés), de modo que os
oponentes ndao consigam ver a quantidade de palitos escolhida. Apds colocar a
quantidade de palitos que desejar em sua mao, o jogador devera posicionar a mao
direita para frente, de modo que esteja fechada e que nao permita que outro jogador
visualize quantos palitos 14 estéo.

A seguir, organizadamente, cada um dos jogadores da o seu palpite, dizendo
qual o total dos palitos que estdo em jogo, ou seja, quantos palitos, ao todo, existem
nas maos dos jogadores. Os palpites ndo podem ser repetidos. Ganha a rodada
aquele que acertar o nUmero exato de palitos em jogo.

O jogador vencedor entdo, "tira" um palito e passa a jogar com um palito a
menos, isto &, se tinha trés palitos ao todo, agora jogard com dois. O jogador que
deu o palpite em primeiro lugar, na proxima rodada sera o Ultimo a dar o seu palpite
e assim por diante.

Ganha o jogo quem primeiro ficar sem palitos.

Atividade envolvendo o jogo “Purrinha”

Inicialmente, o professor devera apresentar o jogo e suas regras a turma,
deixando-os jogar em grupos, de forma livre e descontraida.

Apés os alunos terem assimilado a ideia principal do jogo, o professor podera
propor um estudo por meio de tabelas sobre o total de somas possiveis, ou seja, 0
total de resultados possiveis para cada partida do jogo “Purrinha”, de acordo com a
guantidade de jogadores. Vale salientar que serdao analisadas em todos os grupos, a
primeira partida, onde todos os jogadores possuem inicialmente 3 palitos.

Esse estudo podera ser realizado em grupos, de forma que cada grupo tenha
exatamente a quantidade de jogadores de uma determinada rodada que sera
analisada. Por exemplo, uma sala de aula com 27 alunos podera ser distribuida da
seguinte maneira:

e 1° grupo: 2 integrantes e analisardo uma rodada de “Purrinha” com 2

jogadores.
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2° grupo: 3 integrantes e analisardo uma rodada de “Purrinha” com 3
jogadores.
e 3 grupo: 4 integrantes e analisardo uma rodada de “Purrinha” com 4
jogadores.

e 4° grupo: 5 integrantes e analisardo uma rodada de “Purrinha” com 5
jogadores.
e 5% grupo: 6 integrantes e analisardo uma rodada de “Purrinha” com 6

jogadores.

~

e 6° grupo: integrantes e analisardo uma rodada de “Purrinha” com 7
jogadores.

Apoés os alunos terem analisado os possiveis resultados para a primeira partida
de cada grupo, o professor devera socializar o estudo feito por cada grupo, para que
todos tomem ciéncia e entendam as analises como um todo. Dessa forma, espera-
se gue apds esse estudo e andlise dessas varias partidas do jogo “Purrinha”,
variando a quantidade de integrantes em cada grupo, seja possivel estabelecer uma
generalizacdo por meio de uma fungéo afim, onde o total de somas possiveis para a
primeira partida, varia de acordo com a quantidade de jogadores de cada grupo.
Uma maneira possivel de constatar essa generalizacdo dar-se-a4 por meio das
seguintes analises:

e Rodada com 2 jogadores:

Nessa partida com dois jogadores, a soma do total de palitos variade 0 a 6, ou

seja, 0<S(n)<3n, onde S(n) equivale a soma total de palitos da rodada e n

representa a quantidade de jogadores da partida.
Seja k a quantidade de palitos que estejam na mao de um determinado jogador

do grupo, que fara a analise de resultados. Assim:
v' Se k=3, entdo a soma total podera ser de 3 a 6, ou seja, terdo
apenas 4 possibilidades de resposta: soma 3, soma 4, soma 5 ou

soma 6.

v' Se k=2, entdo a soma total podera ser de 2 a 5, ou seja, terdo
apenas 4 possibilidades de resposta: soma 2, soma 3, soma 4 ou

soma 5.
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v' Se k=1, entdo a soma total podera ser de 1 a 4, ou seja, terdo
apenas 4 possibilidades de resposta: soma 1, soma 2, soma 3 ou
soma 4.

v Se k=0, a soma total podera ser de 0 a 3, ou seja, terdo 4
possibilidades de resposta: soma 0, soma 1, soma 2 ou soma 3.

Assim, independente da quantidade de palitos que os jogadores guardarem na
mao, para uma partida com 2 jogadores, teremos sempre 4 possibilidades de
somas para cada palpite.

e Rodada com 3 jogadores:

Nessa partida com trés jogadores, a soma do total de palitos varia de 0 a 9, ou
seja, 0<S(n)<3n, onde S(n) equivale a soma total de palitos da rodada e n
representa a quantidade de jogadores da partida.

Seja k a quantidade de palitos que estejam na mao de um determinado jogador
do grupo, que fara a analise de resultados. Assim:

v Se k=3, entdo a soma total podera ser de 3 a 9, ou seja, terdo
apenas 7 possibilidades de resposta: soma 3, soma 4, soma 5,
soma 6, soma 7, soma 8 ou soma 9.

v' Se k=2, entdo a soma total podera ser de 2 a 8, ou seja, terdo
apenas 7 possibilidades de resposta: soma 2, soma 3, soma 4, soma
5,soma 6, soma 7 ou soma 8.

v' Se k=1, entdo a soma total podera ser de 1 a 7, ou seja, terdo
apenas 7 possibilidades de resposta: soma 1, soma 2, soma 3, soma
4,soma 5, soma 6 ousoma 7.

v. Se k=0, a soma total podera ser de 0 a 6, ou seja, terdo 7
possibilidades de resposta: soma 0, soma 1, soma 2, soma 3, soma
4,soma 5 ou soma 6.

Assim, independente da quantidade de palitos que os jogadores guardarem na
mao, para uma partida com 3 jogadores, teremos sempre 7 possibilidades de
somas para cada palpite.

e Rodada com 4 jogadores:

Nessa partida com quatro jogadores, a soma do total de palitos varia de 0 a

12, ou seja, 0<S(n)<3n, onde S(n) equivale a soma total de palitos da rodada e

n representa a quantidade de jogadores da partida.
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Seja k a quantidade de palitos que estejam na mao de um determinado
jogador do grupo, que fara a andlise de resultados. Assim:

v Se k=3, entdo a soma total podera ser de 3 a 12, ou seja, terdo
apenas 10 possibilidades de resposta: soma 3, soma 4, soma 5,
soma 6, soma 7, soma 8, soma 9, soma 10, soma 11 ou soma 12.

v' Se k=2, entdo a soma total podera ser de 2 a 11, ou seja, terdo
apenas 10 possibilidades de resposta: soma 2, soma 3, soma 4,
soma 5, soma 6, soma 7, soma 8, soma 9, soma 10 ou soma 11.

v. Se k=1, a soma total podera ser de 1 a 10, ou seja, terdao 10
possibilidades de resposta: soma 1, soma 2, soma 3, soma 4, soma
5,soma 6, soma 7, soma 8, soma 9 ou soma 10.

v Se k=0, a soma total podera ser de 0 a 9, ou seja, terdo 10
possibilidades de resposta: soma 0, soma 1, soma 2, soma 3, soma
4,soma 5, soma 6, soma 7, soma 8 ou soma 9.

Assim, independente da quantidade de palitos que os jogadores guardarem
na mao, para uma partida com 4 jogadores, teremos sempre 10 possibilidades de
somas para cada palpite.

e Rodada com 5 jogadores:
Nessa partida com cinco jogadores, a soma do total de palitos varia de 0 a

15, ou seja, 0<S(n)<3n, onde S(n) equivale a soma total de palitos da rodada e

N representa a quantidade de jogadores da partida.
Seja k a quantidade de palitos que estejam na mao de um determinado
jogador do grupo, que fara a andlise de resultados. Entao:

v Se k=3, entdo a soma total podera ser de 3 a 15, ou seja, terdo
apenas 13 possibilidades de resposta: soma 3, soma 4, soma 5,
soma 6, soma 7, soma 8, soma 9, soma 10, soma 11, soma 12,
soma 13, soma 14 ou soma 15.

v Se k=2, entdo a soma total podera ser de 2 a 14, ou seja, terdo
apenas 13 possibilidades de resposta: soma 2, soma 3, soma 4,
soma 5, soma 6, soma 7, soma 8, soma 9, soma 10, soma 11, soma
12, soma 13 ou soma 14.

v Se k=1, a soma total podera ser de 1 a 13, ou seja, terdo 13

possibilidades de resposta: soma 1, soma 2, soma 3, soma 4, soma
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5, soma 6, soma 7, soma 8, soma 9, soma 10, soma 11, soma 12 ou
soma 13.

v' Se k=0, a soma total podera ser de 0 a 12, ou seja, terdo 13
possibilidades de resposta: soma 0, soma 1, soma 2, soma 3, soma
4,soma 5, soma 6, soma 7, soma 8, soma 9, soma 10, soma 11 ou
soma 12.

Assim, independente da quantidade de palitos que os jogadores guardarem
na mao, para uma partida com 5 jogadores, teremos sempre 13 possibilidades de
somas para cada palpite.

Analogamente, poderemos analisar o total de somas possiveis para cada
partida com n jogadores, neN e n>2, independente da quantidade de palitos
escolhida por cada jogador, conforme as andlises realizadas acima. Observe a

tabela abaixo.

Quantidade de jogadores (n) Total de somas
possiveis

4

7

10

13

gl K| WO N

Analisando a tabela acima e considerando a fun¢do S(n) =an-+b onde S(n)

representa o total de somas ou resultados possiveis para a primeira partida de uma
rodada com n jogadores, teremos:

S(2)=4=4=2a+b=b=4-2a

SR =7=7=3a+b=b=7-3a

Igualando as duas equacfes acima, temos que:

4-2a=7-3a
3a—-2a=7-4
a=3
Substituindo o valor de a =3, temos que:
b=4-2a
b=4-2-(3)
b=4-6

b=-2
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Assim, temos que T (n)=3n-2, onde T,(n) representa o total de somas ou

resultados possiveis da primeira partida de uma rodada com n jogadores.

A partir do desenvolvimento dessa atividade, o professor poderd4 adaptar
outras situacbes e questionamentos que desenvolvam competéncias e habilidades
matematicas, tanto no conteddo especifico de funcdo afim, como também no

conteudo de progresséao aritmética e raciocinio logico.

3.4 Adivinha¢cdes matematicas

Essa atividade proporciona um deslumbramento por parte dos alunos com
relacdo a Matematica, pois eles ficam extremamente curiosos e empenhados em
descobrir o truque utilizado no desenvolvimento da atividade. Sugerimos que,
inicialmente, o professor aplique a atividade com a turma, de forma enigmatica, sem
dar pistas de como desvendar o truque.

Inicialmente, o professor ira desenvolver a atividade com toda a turma ao
mesmo tempo, de forma tranquila, para que todos consigam acompanhar. A
atividade se desenvolve por meio de comandos que o professor fara para os alunos.
Para executar os comandos, os alunos precisam apenas de lapis, borracha e papel.

Segue abaixo um exemplo.

e 1°comando: Pense em um nimero maior que zero e escreva esse numero no
papel.
Representacdo matematica: x
e 2°comando: Multiplique esse nimero por 6.
Representacdo matematica: 6x
e 3°comando: Adicione 18 unidades.
Representacdo matematica: 6x +18
e 4°comando: Divida o resultado anterior por 2.

6x+18_

Representacdo matematica: 3x+9

e 5°comando: Subtraia 6 unidades do resultado anterior
Representagdo matematica: 3x+3

e 6°comando: Divida o resultado anterior por 3.
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~ o 3x+3
Representacao matematica: 3 =x+1

e 7°comando: Adicione 1 unidade ao resultado anterior.

Representacdo matematica: x + 2

Em seguida, o professor pergunta a todos os alunos, um de cada vez, qual foi
0 seu resultado final e a partir desse resultado o professor podera “adivinhar” qual foi
0 numero pensado pelo aluno inicialmente, visto que apés todos os comandos

obtém-se R(x)=x+2, onde R(x) representa o resultado final informado pelo aluno e

X representa o numero pensado inicialmente pelo aluno. Assim, o nimero pensado

pelo aluno poderé ser obtido por meio da seguinte expressdo x=R(x)-2.

Apoés adivinhar o nimero que cada aluno pensou inicialmente, através do
resultado final obtido, o professor podera explicar passo a passo o desenvolvimento
da atividade e sugerir que, em grupos menores, 0s alunos possam criar uma
adivinhagdo matematica, com comandos diferentes dos comandos utilizados pelo
professor. Posteriormente, o professor pode sugerir que cada grupo faca as
adivinhacdes com a turma, a fim de que os alunos compreendam melhor o
desenvolvimento da atividade e possam constatar se utilizaram os comandos de

forma adequada.

3.5 Construcdo e andlise do grafico de uma funcéo afim no GeoGebra

O GeoGebra é um software de geometria dindmica muito utilizado para
estudo de superficies geométricas e suas propriedades, bem como construgédo e
andlise de graficos de fungcdes. O  site oficial do  GeoGebra
€ www.geogebra.org onde € possivel fazer download gratuitamente do aplicativo e,
além disso, encontrar suporte e materiais diversos relacionado ao mesmo.

Para desenvolver essa atividade com os alunos, inicialmente o professor
devera apresentar o software, fazendo algumas demonstracfes e exibindo seus
principais comandos e somente ap0s esse contato inicial com o software que o
professor podera introduzir a atividade de construcdo e andlise do grafico de uma

funcdo afim. Vamos observar passo a passo o desenvolvimento dessa atividade.


http://www.geogebra.org/cms/pt_BR/
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1° passo: Selecionar o icone de controle deslizante.

Figura 3.3- Selecéo do icone Controle Deslizante
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra

2° passo: Inserir os parametros a e b no icone de controle deslizante, definindo o

intervalo numérico da forma que desejar, nesse caso definiremos de —10 a 10.

Figura 3.4— Insercédo do parametro a
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra



Figura 3.5— Insercdo do parametro b

i £ éeoGebra EM‘I
Arquwo Editar Exibir Opcaes Ferramentas Janela Ajuda _l
e
‘ v o &
» Janela deAlgebra » Janela de
= Namero &
i @ a=1
i a=1
e
1r
4 Controle Deslizante u
SRR N
of | @ Numero ome
© Angulo ‘b 4
24| © Inteiro 7] Aleatério (F9)
. lComroIel: i | imaca !
min: 10 | max |10 | Incremento: 0.1
0
4 3 2 1 I i 10 1
11
——————
Entrada:! #1 ®

PT 4 @ @ .l o 22

02/02/2016

Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra

Figura 3.6— Visualizacdo dos parametros a e b
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra
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3° passo: Inserir a fungcdo y=ax+b na caixa de entrada e em seguida apertar o

botdo Enter para que seja construido o grafico da funcao.

Figura 3.7 — Insercdo da funcéo afim na caixa de entrada
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra

Figura 3.8— Gréfico da funcdo afim
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra



63

Ao variar os valores dos parédmetros a e b que compdem a fungédo afim

f(x)=ax+b, os alunos poderdo observar o conceito de funcdo crescente e

decrescente e ainda conseguirdo observar as relagcdes entre os parametros a e b e

0s pontos de intersec&o entre 0s eixos x € Y e areta y=ax+b. E possivel observar

também através da janela de éalgebra que a lei da funcdo vai se modificando a
medida que os parametros a e b vao sendo modificados.

A partir da realizacdo dessa atividade o professor podera trabalhar com os
alunos de forma mais visual, a caracterizagao, os elementos que determinam uma
funcdo afim e suas propriedades. E possivel também realizar a resolugdo de

problemas matematicos por meio desse software, conforme mostraremos a seguir.

Exemplo 3.3: Lucas e Ana estdo treinando para um teste de aptiddo fisica. Em
determinado dia, os dois sairam de casa juntos. Lucas iniciou a corrida a dois
quildmetros depois de sua casa e Ana iniciou a corrida a 4 quildometros da mesma
casa. Lucas e Ana percorrem a mesma estrada, no mesmo sentido e correm com
velocidade constante de 6 km/h e 5 km/h, respectivamente. Determine o que se
pede:

a) Escreva as fungdes que determinam as distancias em quilémetros, que Lucas
e Ana estdo de sua casa, apés X horas de corrida.

b) Faca a representacdo grafica no software GeoGebra, das fungdes que
determinam a distancia em quilébmetros (Y ), que Lucas e Ana estdo de sua
casa, ap6s x horas de corrida.

c) Analise os gréficos das funcBes e determine apdés quanto tempo de corrida
Lucas e Ana irdo se encontrar.

Solucédo: a) Lucas: Como Lucas iniciou a corrida ap0s 2 quildmetros de sua casa e
sua velocidade constante € de 6 km/h, a fungdo que determina a distancia em
metros (y) de Lucas até sua casa, ap0s x horas de corrida é: y=2+6xX.

Ana: Como Ana iniciou a corrida apés 4 quildmetros de sua casa e sua
velocidade constante € de 5 km/h, a funcdo que determina a distancia em metros
(y) de Ana até sua casa, apos X horas de corrida é: y=4+5x.

a) Para isso, basta inserir uma funcéo de cada vez na caixa de entrada e em

seguida exibir os graficos no mesmo plano cartesiano.
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Figura 3.9- Insercéo da fungdo y=2+6X
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra

Figura 3.10- Insergdo da fungdo Yy =4+5X
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra
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Figura 3.11- Gréfico das funcdes y=2+6X e y=4+5x
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra

b) Analisando o gréfico das fungbes y=2+6x ey=4+5Xx no mesmo plano
cartesiano, para determinar apds quantas horas de corrida, Ana e Lucas se
encontraram, basta determinar o ponto de intersecao entre as duas retas.

Figura 3.12— Ponto de interse¢do do gréafico das fungdes y=2+6X ey =4+5x
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Como podemos visualizar o ponto de intersecao entre as retas y=2+6x e
y=4+5x é o Ponto A=(214), ou seja, ap6s 2 horas de corrida, os dois atletas,

Lucas e Ana se encontraram a 14 km de sua casa.

Exemplo 3.4: Na carteira de Jeferson havia apenas 17 cédulas, entre cédulas de

R$ 500 e R$ 20,00. Jeferson langou o desafio para que sua filha descobrisse

quantas cédulas de cada havia em sua carteira, sabendo que ao todo ele tinha
apenas R$ 145,00.

a) Escreva as fungbes que expressam a quantidade de cédulas de R$ 5,00 (y)

e de cédulas de R$ 20,00 (x) que estavam na carteira, de acordo com o total

de cédulas e o valor apurado.

b) Faca a representacdo grafica no software GeoGebra das funcdes
determinadas no item anterior e determine a quantidade de cédulas de
R$ 5,00 e de R$ 20,00 que estavam na carteira.

Solucgéo:

a) Seja y a quantidade de cédulas de R$ 5,00 e x a quantidade de cédulas de
R$ 20,00, temos que:

e Aotodo sdo 17 cédulas: x+y=17=y=17-X.

e Ao todo Jeferson tem R$ 145,00:

20x+5y =145= y:@: y =29—4x

b) Para determinar a quantidade de cédulas de R$ 5,00 e de R$ 20,00, basta

desenhar os dois graficos no mesmo plano cartesiano e analisar o ponto de

intersecao entre os dois graficos.
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Figura 3.13- Insercdo da fungdo y =17 — X na caixa de entrada

iceccetee iR ol
Arquivo Editar Exibir Opt;aes Ferramentas Janela Ajuda
ABC | az2| 2 @le
\ v 9%
» Janela deAlgebra » Janela de \
= Reta 65.552)
@ ary=-x+17
4
7 g a 10 T 12 13 18 18 20 21 2
(22,68, -2.86)
Entrada:| 3

:56

PT 4 @ [ il & 29

07/02/2016

Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra

Figura 3.14— Insercdo da fungdo y=29—4x na caixa de entrada
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Fonte: Elaborada pela autora no software GeoGebra



Figura 3.15— Ponto de intercesséo do grafico das fungdes y =17 —-X ey =29—-4x
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Como podemos ver na figura acima, o ponto de intersecdo entre as duas

funcbes é o ponto A=(413), ou seja, na carteira de Jeferson haviam 4 notas de

R$ 20,00e 13 notas de R$ 5,00.

3.6 Gréafico de uma funcgao afim no programa Excel

O Excel é uma ferramenta de facil acesso e utilizagdo. E um programa

especifico para o trabalho com calculos, planilhas, tabelas e graficos. Vejamos

alguns exemplos de como utilizar o programa Excel como ferramenta para o estudo

de funcéo afim.

Exemplo 3.5: Seja f:R—>NR, com f(x)=5x+2, faca o gréfico de f(x) no Excel,

com —4<x<4.

Solucdo: 1° passo: Inserir os valores do dominio da funcao na coluna A.
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Figura 3.16— Insergédo dos valores do dominio de f
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Fonte: Elaborada pela autora no programa Excel

2° passo: Inserir a lei da funcdo na célula Bl e em seguida “arrastar” essa fungéo

na coluna B até a célula B9.

Figura 3.17 — Insercgao da lei da fungdo f na célula Bl
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Fonte: Elaborada pela autora no programa Excel
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Figura 3.18— Dominio e Imagem da fungéo f
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3° passo: Selecionar os valores do dominio e imagem da funcado, na coluna A e B
e “inserir gréafico” de “Dispers&o com linhas e retas”.

Figura 3.19- Inserir grafico de dispersdo com linhas e retas
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Figura 3.20— Gréfico de f(X)=5x+2,com —4<x<4
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Assim, temos o grafico da funcéo desejada, de acordo com o dominio

especificado anteriormente.
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CONSIDERACOES FINAIS

O principal objetivo desse trabalho foi aprofundar conceitos e definicbes
relacionados ao estudo de funcdo afim que, por muitas vezes, ndo sao trabalhados
de forma completa ou até mesmo nem sdo mencionados, partindo-se para a
generalizagao e aplicacao de conceitos por meio de resolucdo de problemas.

Em seguida, foram apresentadas sugestbes de atividades a serem
desenvolvidas com os alunos, a fim de que possibilitem um aprendizado efetivo do
conteudo de funcéo afim.

Acredita-se que, com o desenvolvimento desse trabalho em sala de aula, o
aluno terd condicbes de identificar e caracterizar uma funcéo afim, aplicando suas
propriedades a resolucdo de situacdes-problema. Além disso, mostramos que o
professor pode trazer diversas abordagens para trabalhar o mesmo assunto,
enriguecendo suas aulas e motivando os alunos, principalmente quando sao

trabalhadas questdes relacionadas ao cotidiano do aluno.
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APENDICE A — DEMONSTRACAO DA FORMULA DA AREA DO QUADRADO

Teorema: A area de um quadrado de lado a é igual a a2.

Demonstracédo: Inicialmente tomemos um quadrado cujo valor do lado € um nimero
inteiro n. De acordo com a figura abaixo sdo necessarios n2 quadrados de lado 1
para cobrir inteiramente o quadrado de lado n, logo, como todos os quadrados se
intersectam apenas por pontos de fronteira, o fato de a area ser aditiva garante que

0 quadrado de lado n possui area n2.

Para o caso de um quadrado onde o valor do lado a néo seja igual a um
namero inteiro, mas que seja um numero racional, basta escolher uma nova unidade

de comprimento I, tal que 1=n.l e a=ml, portanto azm, conforme a figura
n

abaixo:

|

Como 1=n.l, temos que o quadrado de lado 1, possui uma area igual a n2
vezes a area do quadrado de lado |. Denotando por A, a area do quadrado de lado

|, teremos:

1=n2A= A=i
n2

Da mesma forma, como a=ml, temos que o quadrado de lado a, por sua
vez, possui uma area igual a m?2 vezes a area do quadrado de lado |, logo a sua

area sera:
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S :mZ.A:mZ.izﬂzza2
nzZ n?
Para 0 caso em que 0 niUmero a € um ndmero irracional, provaremos que
qualguer nimero b < a2 corresponde a area de um quadrado menor que a do
quadrado de lado a, e qualguer numero b > a? corresponde a &area de um

quadrado maior que a do quadrado de lado a.
Primeiramente, € facil verificar que qualquer quadrado de lado racional r < a
esta inteiramente contido em um quadrado de lado a. Da mesma forma, qualquer

guadrado de lado racional s > a contém um quadrado de lado a, como nos ilustra a

figura abaixo. Assim, denotando por A, a area de um quadrado de lado a, teremos

r2< A<s2

Agora, considere o numero real positivo b < a2, podemos verificar facilmente

que /b < a. Como os nimeros racionais sdo densos nos nUmeros reais, existe um
namero racional r, tal que Vb <r <a e, portanto, b<r2<a?. Seja entdo o

quadrado ABCD com a medida AB =a.

D C

A x vy B

No segmento AB , seja um ponto X, tal que AX = Vb, eum ponto Y entre

X e B,tal que AY =r e, portanto, de area r2, este, por sua vez, esta inteiramente
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contido no quadrado de lado AB=a e area A. Assim, em particular, rz= A.

Portanto, qualguer nimero menor que a2 nao podera ser igual a area do quadrado
de lado a.

Efetuando-se um raciocinio analogo para o caso de qualquer numero b > az2,
chegamos a conclusdo que esse numero ndo poderd também ser igual & area do

quadrado ABCD . Portanto, essa area € igual a a2.
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APENDICE B — DEMONSTRACAO DA FORMULA DA AREA DO RETANGULO

Teorema: A area de um retangulo de lados a e b éiguala a-b.

Demonstracdo: Seja o quadrado de lado igual a (a+b), conforme nos ilustra a

figura:

A é&rea total do quadrado € igual a soma das areas do quadrado de lado a,
do quadrado de lado b, e duas vezes a area do retangulo de lados a e b.
Consideremos A(a.b) como a area do retangulo de lados a e b . Assim, temos:
(a+b)2=a2+b2+2.A(a,b) (I)
Por outro lado:
(@a+b)2=az+b2+2ab ()
Comparando as expressodes (1) e (Il), temos que:

2.A(a,b)=2.ab
A(a,b)=ab
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APENDICE C - DEMONSTRACAO DA FORMULA DA AREA DO
PARALELOGRAMO

Teorema: A area de um paralelogramo é igual ao produto da base pela altura.
Demonstracdo: Seja AB=b a medida da base e h a medida da altura do
paralelogramo ABCD . Sejam os segmentos DH L AB e BK L DC, conforme nos

ilustra a figura:

D C K
Temos a congruéncia de triangulos DAH e BCK pelo caso LAA,, pois:
e Pela definicdo de paralelogramo, os lados opostos sdo congruentes,
logo BC=AD

e Pela definicdo de paralelogramo os angulos opostos sdo congruentes,
assim, os angulos BCD e BAD tem a mesma medida, nos levando a
concluir que os angulos BCK e DAH também s&o congruentes.

e Os angulos DHA e BKC séo congruentes e iguais a 90°, pois por

construcdo os segmentos DH L AB e BK LDC.
Assim, pelo fato dos triangulos DAH e BCK serem congruentes, podemos

afirmar que eles possuem a mesma area.

Considere agora o segmento El L AB,com EcABe | eDC, e sejam o0s

segmentos ?gﬁ e IG<=DC, com EF =HA e EE&, conforme

mostrado na figura abaixo:



79

D C K I G

Portanto, temos a seguinte cadeia de congruéncias de triangulos que vocé
podera facilmente verificar que os triangulos abaixo sdo congruentes.
DAH = IFE = FIG = BCK (I)

Logo, todos esses triangulos possuem a mesma area. Temos também que os

triangulos IFE e FIG formam o retangulo EFGI , isto porque EF //1Ge os

angulos IIAEF e Fél sdo angulos retos. A area do retangulo EFGI é igual a
EF -Gl =EF -h. Consideremos A(HBKD)sendo a area do retangulo,
A(DAH) a area do triangulo DAH | A(ABCD) a area do paralelogramo ABCD e
A(BCK) a area do triangulo BCK .Observando a figura acima, temos que:
A(HBKD) = A(DAH) + A(ABCD) + A(BCK) (I1)

Por outro lado, considerando-se as congruéncias em (l), temos que a

expressao (Il) ainda pode ser escrita como:
A(HBKD) = A(IEF) + A(ABCD) + A(FIG) = A(ABCD) + A(EFGI)
Utilizando a expresséo da area do retangulo EFGI e sabendo que a area do

retdngulo HBKD ¢ igual a:

HB-BK = (HA+ AB)-h=(HA+b)-h_
e sabendo que HA= EF , temos finalmente que:
A(HBKD) = (EF +b)-h=EF -h+b.h = A(ABCD) + EF -h

0 que nos leva a concluséo que:
A(ABCD)=b-h
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APENDICE D - DEMONSTRACAO DA FORMULA DA AREA DO TRIANGULO

Teorema: A area de um triangulo é igual a metade do produto da base pela altura.
Demonstracdo: Seja o triangulo ABC de base b=AB e altura h. Seja agora

DC// AB, tal que DC = AB, conforme indicado na figura:

D C

A H B

Temos que DC = AB, por construcéo, CA=AC, por definicdo os angulos

DéA e B,AAC Sado congruentes, pois séo alternos internos entre duas retas
paralelas. Logo, pelo caso LAL, temos os triangulos DCA e BAC sao congruentes,
e, portanto, o quadrilatero ABCD € um paralelogramo de base igual a b e altura
igual a h . Consideremos A(ABC) sendo a area do triangulo ABC, A(DCA)sendo a
area do triangulo DCA e A(ABCD) sendo a area do paralelogramo ABCD.
Dessa forma, teremos:

2- A(ABC) = A(ABC) + A(DCA) = A(ABCD) =h.h
O que nos leva a concluir que:

2A(ABC)=bh

A(ABC) =b;2h
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APENDICE E — DEMONSTRACAO DO TEOREMA DE PITAGORAS

Definicdo: Em um tridngulo retdngulo, denominamos de hipotenusa o lado do
triangulo que é oposto ao angulo reto deste, e denominamos catetos os dois lados
do triangulo retangulo cujo vértice de interseccao é exatamente o vértice do angulo
reto do triangulo.

Teorema: Em um tridngulo reténgulo, a 4rea do quadrado sobre a hipotenusa €&
igual a soma das &reas dos quadrados sobre os catetos.

Demonstracao: Seja AH a altura relativa ao vértice A, e m e n, respectivamente,

as projecdes ortogonais dos catetos AC e AB sobre a hipotenusa BC .

A

Temos que os triangulos AHBe AHC sao semelhantes ao triangulo ABC,

pois BAC =C, que é o complemento de Be C AH =B, complemento de B. Logo,

devido a proporcionalidade entre os lados homélogos, temos que:

Essas igualdades nos fornecem as conhecidas relacbes métricas de Euclides:
c2=am e b2=an. Somando essas duas relacdées membro a membro, encontramos:

c2+b2=am+an=a(m+n)=a.(a) =a?



