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RESUMO

Proponho a continuacdo do estudo de fungdes, no Ensino Médio, através da
insercao do estudo de areas sob graficos e aplicacbes em algumas areas, como
Fisica e Economia. Apresento o conteldo na forma de atividades, para serem
desenvolvidas com o auxilio do professor, a definicdo de logaritmo natural como

area sob um grafico e atividades para explorar a compreensao.

Palavras-chave: Area sob uma Curva, Logaritmo Natural, Sequéncia Didatica,

Ensino Médio.



ABSTRACT

| propose the continuation of the studies of functions on high school by inserting the
study of areas under graphics and applications in some subjects such as physics
and economics. | present the content as activities to be developed with the teacher's
help, the definition of natural logarithm as area under a graph and activities to

explore the understanding.

Key-words: Area under a Curve, Natural Logarithm, Didactic Sequence, High
School.
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INTRODUCAO

Os atuais curriculos de Mateméatica do Ensino Médio encontram-se muito limitados,
possibilitando pouco avanco no estudo de fungdes. Muitas aplicagbes ndao podem
ser desenvolvidas, por falta de ferramentas, muitas restritas a disciplinas de Ensino

Superior.

O trabalho aqui apresentado tem o objetivo de mostrar a possibilidade de insercéao
de conteudos até entdo ndo contemplados nos curriculos da educacao basica, mas
que um dia ja fizeram parte desta. O assunto em questao é o estudo de areas sob
gréaficos, base para o estudo de integral como area, sob o desenvolvimento de uma
sequéncia didatica, como alternativa para enriquecimento do estudo de funcoes.

Por meio da sequéncia didatica, o aluno tera a oportunidade de desenvolver de
forma intuitiva o que é proposto, fazendo suas préprias descobertas e formulando
conceitos. Cada passo foi planejado com cuidado para contemplar todos os alunos
de uma turma regular de segundo ano do Ensino Médio de escola publica,
independente da diversidade encontrada ou das dificuldades prévias. Cada atividade
funciona como degrau de uma escada que procura levar a uma consideravel

evolucao na percepcao do estudo de funcoes.

O primeiro capitulo compreende o desenvolvimento da sequéncia didatica para a
construgcao do conteudo de areas sob curvas.

As atividades iniciais apresentam grau mais elementar de dificuldade, buscando
uma aprimoracéo trivial do conceito de funcdo, com a intencdo de aproximar todos
os alunos daquilo que sera desenvolvido, principalmente os que possuem maior
dificuldade ou determinada aversao a disciplina.

Algumas questdes possuem certo grau de repeticdo, buscando pouca evolucdo em
relacdo ao que foi desenvolvido anteriormente, com o objetivo de fixagdo de ideias.
Isso torna-se importante quando pensamos em alunos do Ensino Médio, pois muitos



destes precisam construir uma base sélida afim de avancar de forma mais segura e

eficaz no que se pretende.

Esta primeira parte apresenta aplicagcbes do estudo de areas sob curvas em
algumas é&reas de conhecimento, como Fisica e Economia. Devemos ter a
percepcao que para um aluno de educagao basica, o significado da aplicacdo sera
um pouco diferente daquele esperado para alunos de ensino profissionalizante,
sendo que este ja possui uma base tedrica mais profunda da area em que estuda.
Porém, a insercdo das aplicacdes pode despertar o interesse e a curiosidade em
matematica dos alunos do Ensino Médio, mostrando que ela pode e deve ser

prazerosa em todos 0s niveis.

No segundo capitulo apresento uma aplicacdo mais especifica: o estudo do

logaritmo natural.

No segundo ano do Ensino Médio, o conteudo de logaritmos ja foi apresentado,
como expoente desconhecido em uma poténcia e como fungao inversa da funcéo
exponencial. Geralmente, o logaritmo € aprendido de maneira puramente mecanica,

sendo o estudante privado de uma visdo mais ampla do que se pode alcangar.

Entdo apresento o logaritmo natural do ponto de vista geométrico, com adaptacdes
referentes ao nivel de ensino em que o aluno se encontra e como aplicagédo do
célculo de areas sob curvas. Ao fim do capitulo, uma atividade é proposta visando a
interacdo do estudante com o que foi apresentado, possibilitando que faca suas
préprias analises.

O terceiro capitulo procura colocar em pratica o que foi estudado, possibilitando
esclarecimentos mais precisos sobre pontos que tornarem-se necessarios. Busco
nao focar simplesmente em repeticdes, mas sim em possibilitar que o aluno perceba
se o0 conteudo trabalhando foi realmente apropriado. Por esse motivo ndo é uma lista
de exercicios vasta, ja que todo o assunto foi trabalhado em atividades.



O professor tem papel fundamental no trabalho proposto: sera o responsavel pelas
indagacdes a respeito do que esta sendo desenvolvido. Fungdo fundamental, uma
vez que o professor tem uma visdo mais ampla do horizonte que se pretende
alcancar, consequéncia de sua formacado. Deve-se sempre adotar uma postura
democratica em relacdo a todos os questionamentos, independente da relevancia da

duvida, procurando sempre manter o foco.

Cada passo desta sequéncia é como uma pequena peca de um quebra cabeca, que
formulei com base em minha experiéncia na educacao basica e também no Ensino
Superior. Muitos alunos chegam ao terceiro grau muito imaturos em conteudos
matematicos elementares, muitas vezes com uma visdo extremamente limitada.
Percebe-se que tudo foi trabalhado de forma pouco critica, com foco apenas em
desenvolvimentos de questées e em como alcancar o resultado mais rapido,

acarretando a aprovacao no vestibular.
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1. AREA SOB UMA CURVA

1.1 Introducao ao estudo do calculo da area sob uma curva

A maior parte do estudo do Calculo baseia-se em torno dos conceitos fundamentais

de derivada e integral. Ambos conceitos tem origem motivada na geometria:

[...] a derivada tem origem geométrica: esta ligada ao problema de tracgar a
tangente a uma curva. A integral também tem uma origem geométrica: esta
ligada ao problema de determinar a area de uma figura plana delimitada por
uma curva qualquer. (AVILA, 2003, p. 239).

O foco da sequéncia didatica é o calculo da area sob uma curva, em particular, no

ensino médio.

O estudo de areas com formas nao poligonais data desde a antiguidade. Os gregos
calculavam areas com contornos curvos, trabalhavam com figuras bem mais gerais
que formas poligonais. Porém, somente com o surgimento dos recursos da
Geometria Analitica, no século XVIII, que métodos mais generalistas puderam ser

desenvolvidos.

Baseado nas ideias de Stewart (2009), dada uma fungao continua f:1 - R, onde
I c R é intervalo, podemos entender a area sob a curva y = f(x) de a até b como a
porcao do plano cartesiano limitada pelo grafico da funcao f, as retas verticais x = a

e x = b, e 0 eixo das abscissas.
Em termos praticos, podemos definiar uma fungdo continua como uma funcéo real

que, ao tracarmos seu grafico no sistema cartesiano ortogonal, ndo precisamos

retirar a "caneta do papel".

11



x=a

a b

Figura 1: &rea sob a curva

1.2 Desenvolvimento da sequéncia didatica

Para o aprendizado de célculo de areas sob curvas, desenvolvi a sequéncia de

questdes a seguir. Cada questdo deve ser desenvolvida com bastante atencao,

buscando explorar ao maximo os conceitos que estdao implicitos. O professor tem

papel fundamental nesse processo.

Questao 1:

Com base na definicdo de area sob uma curva, calcule a area delimitada pelos

seguintes graficos e os eixos coordenados nos intervalos [a, b] definidos:

(a) Intervalo [0,5]

Figura 2 y=flx)

12



(b) Intervalo [0,6]

i Y
y=f(x)
N
1
0
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X
N
Figura 3
(c) Intervalo [0,7]
1y
” y=(x)
Figura 4

(d) Intervalo [0,7]

Figura 5
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Resolugédo comentada:

Nesta primeira questdo, busco uma aproximacao significativa entre o estudo de
areas visto, principalmente, no 9° ano (82 série) e os conhecimentos adquiridos no
estudo de fungdes na 12 série do ensino médio. E interessante que o aluno perceba
com clareza que as formas estudadas no calculo de areas podem ser utilizadas com
relativa facilidade para determinar outras areas, que podem ser decompostas, como
no caso de regides delimitadas por curvas e 0s eixos coordenados.

Para o desenvolvimento do trabalho, consideremos u.c. sendo a abreviagdo para

unidade de comprimento e u.a., unidade de area, sendo u.a.=(u.c.)%

(a) Como os eixos coordenados sao ortogonais, temos que a regido € delimitada por
um tridngulo retangulo com catetos 3 u.c. € 5 u.c (figura 6). Portanto:

A __ base .altura
tridngulo — 2

5.3
3 Atriéngulo = B

Atriéngulo =75ua.

Figura 6

(b) Neste caso, temos a representacao de uma func¢ao constante no intervalo [0,6].
Para que haja uma figura fechada, € necessario nos atentarmos as retas verticais

x = 0 e x = 6 que delimitam a figura.

Temos, entdo, a regido delimitada por um retangulo de dimensdes 6 u.c. e 3 u.c.
(figura 7).

Assim:

’ Aretangulo = base . altura

Areténgulo =6.3=18u.a.

6
14 Figura 7



(c) Neste caso, a area da regiao delimitada pode ser vista de diferentes maneiras,

como:

e Um retdngulo com dimensdes 4 u.c. por 3 u.c. (figura 8) e um tridngulo
retangulo com catetos 3 u.c. e 3 u.c. (figura 9).

e Um trapézio de altura 3 u.c. e bases 4 u.c. e 7 u.c.

E interessante destacar a decomposi¢do de uma area em outras areas menores e
conhecidas, como no caso do trapézio visto como a associagcdo de um retangulo e
um tridngulo retdngulo. Em algumas situacdes futuras ficara evidente o quao
conveniente € a a decomposicdo de uma drea em outras areas menores e

conhecidas.

Assim, usando o primeiro modo:

Aretangulo = base . altura

Areténgulo =4.3=12u.a.

4

Figura 8

A __ cateto. cateto
tridngulo — 2

3.3
Atriéngulo = =4,5u.a.

Figura 9

Composigao das areas = 12 + 4,5 = 16,5 cm?
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(d) No intervalo [0,7] temos a representacdo de um poligono ndo convexo, sendo
uma opcado para o calculo da area a decomposicdo em figuras menores e

conhecidas.

Logo, fazendo adequadamente a decomposicao, temos:

e Trapézio de altura 2 u.c. e bases 1 u.c. e 3 u.c. (figura 10).
¢ Retangulo de dimensdes 2 u.c. e 3 u.c. (figura 11).
e Trapézio de altura 1 u.c. e bases 3 u.c. e 5 u.c. (figura 12).

e Triangulo retangulo com catetos 2 u.c. e 5 u.c. (figura 13).

Assim sendo:
__ (base maior+base menor) . altura
Atrapézio - 2
_(G+1).2 _
3 Atrapézio - 2 =4u.a.
1
2
Figura 10
3 Aretangulo = base . altura
Areténgulo =2.3=6u.a.
2
Figura 11
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A __ (base maior+base menor) . altura
trapézio — 2
_(543).1 _
3 5 Atrapézio - 2 =4 u.a.
1

Figura 12

A __ cateto. cateto
tridngulo — 2
5
2.5
Atriéngulo = B =5u.a.
2
Figura 13

Composicdode areas =4+6+4+5=19u.a.
Ao concluir essa atividade, é razoavel esperar que um percentual consideravel dos
alunos tenham se atentado a certas particularidades do estudo de areas sob
gréficos, principalmente em indagacdes de como seria possivel o célculo quando o
gréafico é uma linha curva.
Questao 2:
Calcule a érea da regido sob o grafico da funcao y = x — 2 no intervalo [3,5].

Resolugcédo comentada:

Vamos, agora, associar o calculo de areas sob curvas ao estudo de fungdes, no

aspecto de representacdes graficas. A partir de agora, o aluno comecgara a trabalhar

17



com representagao grafica para analisar as figuras formadas no plano cartesiano e

decidir a melhor forma de calcular &rea pretendida.

y=f(x)

Figura 14

Observando a representacao grafica (figura 14), temos um trapézio retdngulo com

altura 2 u.c. e bases 1 u.c. e 3 u.c. (figura 15). Entao:

A __ (base maior+base menor) . altura
trapézio — 2

_ (3412

1 Atrapézio - =4u.a.

2

Figura 15

Ao chegarmos a resolucdo deste problema, uma visdo mais ampla do célculo de
areas sob curvas serd concretizada, porém surge margem para uma observagao

interessante: e quando a figura estiver abaixo do eixo das abscissas?
Questao 3:

Calcule a area entre o gréafico da fungéao

—2,sex<?2
f(x) _{x—4,sex2 2

no intervalo [—2, g].

18



Resolugédo comentada:

Essa é a primeira questao utilizando o célculo de areas na porcao abaixo do eixo
das abscissas, além de trazer a discussao fungao definida por duas sentencas.

Assim:

y=f(x)

3 1 3 0 1 2 3

N
@

Figura 16

Temos uma composicao de um retdngulo com dimensdes 4 u.c. € 2 u.c. (figura 17) e
um trapézio de altura 0,5 u.c. e bases 2 u.c. e 1,5 u.c. (figura 18). Segue:

Aretangulo = base . altura

Areténgulo =4.2=8u.a.

Figura 17
0,5
__ (base maior+base menor) . altura
Atrapézio - 2
2 1,5 Atrapézio = w = 0,875 u.a.
Figura 18

Composicao das areas = 8 + 0,875 = 8,875 u. a.
19



Uma reflexdo adequada para este momento pode ser feita sobre a nocdo do que é
area, como a medida da por¢édo do plano ocupada por uma figura, como defendida
por Carvalho e outros (2010). Desta forma, é plausivel compreender que mesmo
estando abaixo do eixo das abscissas ou a esquerda do eixo das ordenadas, a area

sempre sera positiva.

Questao 4:

Determine a area da regiao sob o] grafico da funcéao

f(x) = —x + 3, no intervalo [1,4].
Resolugcédo comentada:
Estamos diante de um problema onde a area se encontra acima do eixo das

abscissas em uma parte do intervalo e abaixo em outra. Partindo do pressuposto de

que a area sera sempre positiva:

y=f(x)

Figura 19

Nesse caso, basta calcular a area dos tridngulos retadngulos e is6sceles de catetos 2

u.c. (figura 20) e 1 u.c. (figura 21). Segue:

20



A __ cateto. cateto
tridngulo — 2

2.2
2 Atriﬁngulo = R =2 u.a.
Figura 20
1
1.1
Atriéngulo =——=05ua
1
Figura 21

Composicao das areas =2 + 0,5 = 2,5 u.a.

Alcancamos, nesse estagio, a percepcao de que a area sob uma curva pode ser

vista como a soma de areas distintas, independente do sinal do eixo das ordenadas.

Questao 5:

Calcule o valor da area entre os graficos das fungbes nos intervalos dados:
(@Q)y=x+2ey=—x+2nointervalo [1,2];

(b) y = —3x e y = |x| no intervalo [_; —1].

Resolugédo comentada:

(a) Inicialmente, vamos analisar a representacao grafica:

21



y=x+2

A x=2

-1 y:_x+2

Figura 22

Essa questdo comega a explorar um pouco mais o raciocinio do estudante.
Poderiamos visualizar a questao de duas formas:

e Temos um trapézio isésceles de bases 4 u.c. e 2 u.c., e altura 1 u.c. (figura

23). Entao:
A __ (base maior+base menor) . altura
trapézio — 2
2 4
_(4+2). 1 _
1 Atrapezm = 2 =3ua
Figura 23

e Temos a area entre duas curvas, logo buscamos o complemento da area sob
o grafico de y=—x+2 na area sob y=x+2 (figura 22). Portanto, a

subtragao entre as areas seria adequada:

Area maior: trapézio de altura 1 u.c. e bases 3 u.c. e 4 u.c.

4+3).1
Amaior = —2 =3,5u.a.

22



Area menor: tridngulo retangulo isésceles de catetos 1 u.c.

1.1
Amenor =—5— =05 u.a.

Area entre as retas:
A = Anaior — Amenor

A=35-05=3u.a.

Deve-se salientar para o aluno que a segunda visao pode ser mais pratica, visto que
nem sempre a area delimitada pela figura que surge entre os graficos é facil de ser
calculada.

Em situacées como essa, em que a area procurada é a area complementar de uma
figura em relagdo a outra, o modulo da diferenga entre as areas torna-se uma
ferramenta de extrema agilidade. Na 12 série do ensino médio, o aluno traz
conhecimentos da determinacado de areas através da subtragdo de areas (quando
uma estd contida na outra) desenvolvidos nas séries anteriores, 0 que torna mais
simples essa assimilacao.

Visto que a diferenca entre dois numeros, em méddulo, é a mesma independente da

ordem, a utilizacdo do médulo garante a obtencédo da area correta, independente da
ordem escolhida.

(b) Vamos desenvolver esse item utilizando o calculo da area através do médulo
entre as areas.

\f(x)=-3x
x=2.5

1=l A

Figura 24
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Aq: triangulo retadngulo is6sceles com catetos medindo 2,5 u.c.
X

2,5.25

A1= 2

25 = 3,125 u.a.

2,5

Figura 25

A, triangulo retdngulo com catetos medindo 2,5 u.c. e 7,5 u.c.

A, =222 =9375u.q.
Figura 26
A= |41 — A,
A =|3,125-9,375| = | — 6,25| = 6,25 u. a.

Pudemos, através dessa questao, observar que o calculo de area entre graficos

independe do quadrante, tomando como base a definicdo da area sendo sempre

positiva.

Questao 6:

Dadas as fungoes afins f(x) = —x + 2, g(x) = 4x € h(x) = —4x + 8, determine:

(a) as interseccoes entre as retas que representam os graficos das fungoes;

(b) a area da regiao limitada pelo poligono formado com os pontos de intersecgcao

obtidos no item (a).

Resolugcédo comentada:

24



(a) Para obter os pontos de interseccdo, basta estabelecer as igualdades entre as
variaveis dependentes (visto que os pontos de intersec¢do possuem coordenadas
iguais):

Ponto A: interseccao entre as fungbes f e g.

f(x) =g() —x+2=4x x=§
2 8 2 8

r(5)=3 AG3)

Ponto B: interseccao entre as fungbes f e h.

f(x) = h(x) —x+2=—-4x+8 x=2

f2)=0 B (2,0)

Ponto C: intersecgéo entre as funcdes g e h.

g(x) = h(x) 4x = —4x+8 x=1

gl) =4 C (1,4)

Logo, os pontos de interseccdes entre as retas dos gréaficos das funcdes f,g e h séo

os pontos A, B e C.

(b) Para este item, vejamos a representacao grafica:

Figura 27

25



Como podemos observar no grafico, o médulo da diferenca entre as areas € de facil
utilizagéo:
A;: triangulo com vértices na origem e nos pontos A e B.

A

8/5 u.c. A=
O C

2 u.cC.

Figura 28

A,: tridngulo isdsceles com vértices na origem e nos pontos B e C.

B
Ay, = % =4u.a
4 u.c.
0O C
2uc
Figura 29
A=]A; — Ay
A= 8 4 _12
= |5 | = z u.a.
Questao 7:

Um movel realiza um movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) segundo a
funcao

v(t) = 10 + 5t
onde v é a velocidade e t o tempo, em unidades do Sl (Sistema Internacional de

Unidades).
26



Determine a distancia percorrida pelo movel entre os instantes 2 se 4 s.

40-

304

20

Figura 30

Resolugédo comentada:

Inicialmente, vamos instigar os alunos a resolverem usando argumentos fisicos:

v(t) = vy +at onde v, é a velocidade inicial e a é a aceleracéo.
v(t) =10 + 5t vo=10m/s ea=5m/s*
Parat=2s:
2
S(t) =Sy + vt + % onde S € a posicao no instante t e Sy é a posi¢ao inicial.

S2)=0+102+2.22  $(2)=30m

Parat=4s:
2
S(t) = So + Vot + - S(4) =0+10.4+3.42 S(4) = 80 m
Entao:
AS=80m —30m onde AS é a distancia percorrida.
AS =50 m

Nessa resolucao, busquei utilizar ao maximo os mesmos termos utilizados em livros
de ensino médio da disciplina de Fisica, para uma maior familiarizagdo por parte do

estudante.
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Agora, pecamos para que os alunos calculem a area sob o grafico da funcéo
v(t) = 10 + 5t, no intervalo [2,4]:

A __ (base maior+base menor) . altura
trapézio — 2

20 30

_ (30+20). 2 _
Atrapézio = —— — = >0 u.a.

2
Figura 31

Apés induzir o aluno a esse resultado, devemos fazé-lo pensar no porqué de se
calcular a area sob o grafico da funcéo velocidade quando buscamos a distancia
percorrida e se sempre sera valido. Porém, o esclarecimento virda no decorrer da

sequéncia didatica.
Questao 8:

Aproxime a area sob a curva f(x) = x* no intervalo [0,1] usando:
(a) dois retangulos aproximantes abaixo da curva;

(b) dois retangulos aproximantes acima da curva;

(c) quatro retangulos aproximantes abaixo da curva;

(d)

d) quatro retangulos aproximantes acima da curva.

Resolugédo comentada:

Nesse momento, nos deparamos com uma funcdo que nédo pode ser decomposta
em um poligono. Para desenvolvermos a resolugao, vamos utilizar como referéncia
a proposta de Thomas (2009, p.354): "muitas quantidades podem ser calculadas se
sdo quebradas em pedacos pequenos e, depois, soma-se a contribuicdo que cada

parte da".

Calcularemos a area usando retangulos aproximantes
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A técnica consiste em dividir o intervalo [a, b] em n subintervalos iguais e construir
um retangulo com base sendo o comprimento do subintervalo e a altura algum ponto
sobre a curva y = f(x) que esta acima (ou abaixo) do subintervalo. Isso deve ser

feito em cada subintervalo.

y=f(x)

Figura 32

Podemos perceber que os retdngulos ndo correspondem exatamente a area
procurada, porém existem formas de melhorar essa precisdo, que serao vistos no
decorrer da sequéncia didatica. De forma geral, quando maior 0 numero de
retdngulos, melhor a precisdo, visto que a quantidade de espacos em relacdo ao

grafico irdo diminuir, tendendo cada vez mais a se tornar o préprio grafico.

(@)

y=f(x)

0.5 1

Figura 33

Percebamos que a altura do segundo retangulo aproximante corresponde a imagem
da funcéo f(x) = x* no ponto x = %
1° retangulo: 4; = £(0).; =10

1

2° retangulo: 4, = f(i) % :%
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Area estimada:
A = soma das areas dos retangulos
A = A1 + Az

A—l
—8u.a.

1 y=f(x)

0.5

Figura 34

Ja é possivel perceber, nesse caso, que a altura do retangulo aproximante
corresponde a imagem da funcao avaliada na extremidade superior do intervalo.

Segue:
A = soma das areas dos retangulos

o) dern

A essa altura, deve o professor encaminhar o educando a percepc¢ao de que:

1 . 5
5 < area procurada < 5
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Figura 35

A = soma das areas dos retangulos

034 () e (s )

A_01+1 1+1 1+9 1_(0+1+1+9)1_14 17
V216422 16 16 2716)2 164 32°%
(d)
Figura 36

A =soma das areas dos retangulos

a=1(3) 3 +1(3) 5+1(5) 3+

4/ 4 2/ 4 4) 4 "4
A= 1 1+1 1+9 1+11_(1+1+9+1) 1 301 15
T16°4 44 164 T4 \16 4 16 ‘2 162 32
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Novamente, o professor deve instruir a comparacao:
7 . 15
3; < area procurada < e

E ainda, ressaltar que a area procurada ficou muito mais préxima da area real com a

utilizagdo de quatro retangulos ao invés de dois.

Em questbes como essa, estamos trabalhando com aproximagdes para valores que
nao sabemos com exatiddao. Nesse caso, surge uma margem de erro, que em

matematica podemos chamar de erro absoluto.

O erro absoluto corresponde ao mddulo da diferenca entre o valor real e o valor
obtido por aproximacdes. E importante que o professor ressalte, no decorrer dessa e
das proximas atividades, que os valores encontrados correspondem a aproximacoes
e que quanto mais retangulos aproximantes forem utilizados, menor sera o erro

absoluto.

Sugiro, ao professor, que em todos os problemas seguintes, tente induzir o aluno a
pensar na quantidade de retdngulos aproximantes cada vez maior, sugerindo a
percepcao dessa quantidade tendendo ao infinito.

Questao 9:

Estime a area sob a curva f(x) = x> + 1 no intervalo [1,2] usando:

(a) seis retdngulos abaixo da curva;

(b) seis retdngulos acima da curva;

(c) seis retangulos cujas alturas correspondem a imagem do ponto médio do

intervalo, na fungdo, ao qual pertence a base.
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y=f(x)

Figura 37
Resolugcédo comentada:

Nessa questdo, espera-se que o aluno desenvolva com maior seguranga alguns
aspectos relacionados ao calculo de areas sob curvas, como a amplitude do
intervalo que correspondera ao comprimento da base do retangulo e altura como a
imagem, na funcdo, de algum ponto desse retdngulo, conforme a abordagem
utilizada. Agora ndo vamos representar graficamente cada item, deixemos que o

aluno trabalhe algebricamente.

(a) Como o intervalo [1,2] sera dividido em seis bases para os retangulos, facilmente

percebe-se que a amplitude de cada subintervalo (base) sera:

2—1 1
AX = —=-
6 6

Como os retangulos estardo abaixo da curva, a altura sera a imagem da

extremidade inferior do subintervalo. Assim:
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Tabela 1

Intervalo (base do .
X; f(x,) (altura do retangulo)

retangulo)

1a7/6 1 2

7/6 a 4/3 7/6 559/216

4/3 a 3/2 4/3 91/27

3/2a5/3 3/2 35/8
5/3a11/6 5/3 152/27

11/6a2 11/6 1547/216

Sendo a area a soma das areas dos retangulos:
1=r0g+ (@) 51 B) 5+ (@) ()5 ()
=+ i)+ G) )G+ (D)5

e [2 559 91 35 152 1547) 1 5427 1_1809
216 72778 " 27 " 21616 216 6 432 *“%

Verifique, com os alunos, o que pode ser concluido a respeito desse resultado e se
esta claro que a area estimada € inferior a area real. Indague-os se isso acontecera
com todas as funcdes e se ele seria capaz de perceber que sempre acontecera com
fungdes crescentes no intervalo considerado.

Crie questionamentos como:

O que aconteceria com essa aproximagdao se a funcao fosse decrescente no

intervalo dado?

E se a funcao se alternasse em crescente e decrescente no referido intervalo?

(b) A amplitude sera mantida, apenas os extremos serao alterados:
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Tabela 2

Intervalo (base do .
X; f(x,) (altura do retangulo)

retangulo)

1a7/6 7/6 559/216

7/6 a 4/3 4/3 91/27
4/3 a 3/2 3/2 35/8
3/2a5/3 5/3 152/27
5/3a11/6 11/6 1547/216

11/6 a2 2 9

Analogamente a questao anterior:
R R R RO RVEE
Qo er e rBerere)

_ 559+91+35+152 1547 ] 6939 1 2313
1216 27 " 8 216 6 216 6 432

u. a.

Ap6s as indagacdes do item (a) desse problema, espera-se que o aluno tenha

clareza em afirmar que esta estimativa de area é superior a area real.

1809 2313 2313 1809 63

3 <A< o que implica no erro absoluto de i T

Chamo a atencao novamente para o numero de retangulos utilizados: quanto maior
a quantidade, melhor a estimativa. Questione também outra formas de aproximacao,
com outros poligonos ou simplesmente outros pontos para o calculo da altura do
retdngulo, como sera feito no item (c) desse problema.

(c) Agora, utilizaremos o ponto médio do intervalo (x}). Segue:
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Tabela 3

Intervalo (base do .
X; f(x,) (altura do retangulo)
retangulo)
1a7/6 13/12 3925/1728
7/6 a 4/3 15/12 5103/1728
4/3 a 3/2 17/12 6641/1728
3/2a5/3 19/12 8587/1728
5/3a11/6 21/12 10989/1728
11/6 a2 23/12 13895/1728
1=l (@) (@) (@) (@) (@) 5
12 12 12 12 12 1271 6
29140 1 455
17286 96 ¢

Compare, com os estudantes, a estimativa encontrada ao realizar os itens (a) e (b) e
o valor encontrado em (c). Debata as vantagens de utilizar o ponto médio do
intervalo ao invés de algum extremo, de aumentar o numero de intervalos
(retdngulos) quando possivel, e de que podemos nos aproximar da area real o

guanto queiramos, tornando a base de cada retangulo a menor possivel.

Nessa questdo, surgirdo oportunidades de estimular o raciocinio de forma a
desenvolver ideias relacionadas ao conceito de limites, porém sem defini-lo.
Ressalto, nesse ponto, que minha abordagem busca estabelecer uma ligacao entre
aproximacao de areas e graficos, porém de forma intuitiva. Sugiro que, sempre que
oportuno, o professor envolva o aluno numa visdo de limites, possibilitando o
despertar de uma curiosidade saudavel e favoravel ao desenvolvimento da

sequéncia didatica.

Questao 10:

Usando trés retangulos, obtenha uma aproximacdo para area sob o grafico da
funcdo f(x) = —x + 1 limitada pelos eixos coordenados:
(a) utilizando a extremidade inferior como altura;
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(b) utilizando a extremidade superior como altura;

(c) utilizando a imagem ponto médio na fungdo como altura.

Em seguida, calcule a area utilizando a area da regido limitada por um triangulo e

compare com os resultados obtidos.

Resolugcédo comentada:

Esse problema tem um papel especial nesse momento da sequéncia didatica:
comparar as técnicas iniciais com a utilizagdo de retangulos para fazer estimativas a
respeito das areas sob curvas. Mas também tem suas desvantagens, principalmente
em relacado a existéncia do erro absoluto. Cabe ao aluno saber se posicionar, de
forma critica, no momento de optar por uma técnica (quando a escolha é possivel).

(a) Como a funcao é decrescente, espera-se que o aluno, de imediato, perceba que
a utilizacdo da extremidade inferior implique em uma aproximacédo acima do valor

real. Entao:
y=f(x)

0.5+

Figura 38

A amplitude de cada intervalo (comprimento de cada base) sera:

1-0 1
Ax = — Ax=§
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Tabela 4

Intervalo (base do .
X; f(x,) (altura do retangulo)
retangulo)
0a1/3 0 1
1/3a2/3 1/3 2/3
2/3ai 2/3 1/3

A=l +r(3)+71

3

2 1711
A:[1+§+—:|.

1
'3

(b) Em contrapartida, esperamos uma aproximacao inferior a area real ao utilizarmos

0s extremos superiores de cada subintervalo.

y=f(x)

\1 y

0.5

0 05 ™ «
Figura 39
Logo:
Tabela 5
Intervalo (base do .
. X; f(x,) (altura do retangulo)
retéangulo)
0a1i/3 1/3 2/3
1/3a2/3 2/3 1/3
2/3ai 1 0
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1
=3z wa

= l@)+ @) ro]d
2 1 1
a=[3+3+0] 3

1

. ~ 1 2
Temos, portanto, uma aproximacéao de ;<A< sendo o erro absoluto 3

(c) Vamos, agora utilizar o ponto médio para o calculo da altura de cada retangulo

em seu respectivo intervalo:

Tabela 6
Intervalo (base do . A
xX; f(x;) (altura do retangulo)
retdngulo)

0a1/3 1/6 5/6
1/3a2/3 1/2 3/6
2/3af 5/6 1/6

1=[r@+r @)+ G 3

6 2 6/1 3

A= E+§+l].l=lu.a
6 6 613 2

Percebamos que, novamente, a aproximacao usando o ponto médio pertence ao

intervalo ] g% [.

Graficamente, temos:
y=f(x)

0.5 1

39 Figura 40



Agora, se olharmos para o grafico da fungéo f(x) = —x + 1 com a mesma visao dos
primeiros problemas da sequéncia didatica, perceberemos que a figura formada pelo

grafico com os eixos coordenados € um tridngulo retangulo isdsceles, 0 que permite

efetuar:
cateto x cateto
- 2
1.1 1
A=——= > u.a.

Podemos, entdo, comparar as técnicas utilizadas para esse exemplo. E possivel
perceber que a técnica do calculo por retangulos aproximantes com altura sendo a
imagem do ponto médio do subintervalo coincidiu com o valor real esperado para

area.

De fato, em uma funcédo decrescente (ou crescente) a altura dos retangulos a partir
de pontos do interior dos intervalos resulta em uma area que aproxima melhor que a
soma inferior ou superior, obtida com o valor da fungéo nos extremos dos intervalos.
Questao 11:

Um movel realiza um movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) segundo a
fungcédo v(t) =5 — 2t, onde v é a velocidade em funcao do tempo t (com grandezas
no Sistema Internacional de Unidades). Calcule a distancia percorrida nos primeiros
2 segundos de movimento utilizando quatro retdngulos e a altura como a imagem do
ponto médio do subintervalo.

Resolugcédo comentada:

Graficamente, temos a seguinte situagéo:
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0 2 \t
o

Figura 41

A amplitude de cada subintervalo sera:

At =222 At =2
4 2

Utilizando o mesmo raciocinio do problema anterior:

Tabela 7
Intervalo (base do . .
t; v(t;) (altura do retangulo)
retdngulo)
1ait/2 1/4 9/2
1/2a 3/4 7/2
1a3/2 5/4 5/2
32a2 7/4 3/2

Como a area sob o grafico da velocidade em funcao do tempo € aproximadamente 6

u.a., consideraremos 6 m a distancia percorrida.

Agora, iniciamos uma nova discussao: como justificar, para o aluno, o porqué de a
area sob o grafico da velocidade em funcdo do tempo corresponder a distancia

percorrida?
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Uma justificativa plausivel seria recorrer a ideia de limite. Temos que a velocidade
varia conforme o tempo no intervalo de 0 a 2 s. Se pensarmos nos retangulos
aproximantes, que representam um intervalo de tempo, com as bases cada vez
menores, isto é, estamos usando um numero maior de retangulos, perceberemos
gue estamos nos aproximando da velocidade instantanea ao calcular o valor de

cada area.

Assim, nos sensibilizaremos de que cada area correspondera a um produto A =
velocidade X tempo, visto que a velocidade se tornara praticamente constante

devido ao intervalo de tempo muito pequeno. Portanto, sendo:

distancia percorrida = velocidade X tempo

para velocidade constante, e sendo a area sob o grafico a soma da area de todos os
retAngulos formados, torna-se viavel interpretar a area sob o grafico como a

distancia percorrida no intervalo de 0 a 2 s.

O problema 10 € muito rico em interpretacdo e reflexao, visto que as anélises aqui
desenvolvidas abrirdo caminho para andalises muito mais ricas na vida escolar do
educando. A visao aqui desenvolvida dara margem para a criacao de significados de
varios outros conceitos que surgirdao nas disciplinas que ainda serdo estudadas,

como nas aplicacdes gréaficas da Fisica, por exemplo.

O conceito de area sob uma curva, embora desenvolvido de forma primitiva e
rudimentar, ajudara o estudante a assimilar topicos que muitas vezes passavam
despercebidos ou tidos como simples complementos. Alguns livros de ensino médio,
como "Fisica Volume unico" de Alberto Gaspar, utilizado na disciplina de Fisica,

chega a abordar o conceito de areas sob curvas, porém de forma superficial em

Embora essa regido seja conhecida como "area sob a curva", a unidade do
deslocamento continua sendo a de comprimento (metro, no Sl), pois nesse
caso ndo estamos falando em area no sentido geométrico da palavra. Por
iSsO € escrita entre aspas.

Pela mesma razao, essa "area" pode ser positiva, quando o sentido do
deslocamento coincide com o sentido do eixo, ou negativa, quando o
sentido for oposto.(GASPAR, 2008, p.48).
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Questao 12:

Um movel desenvolve um movimento variado no intervalo de 0 a 4 s com aceleragao

em funcao do tempo descrita pelo grafico

Figura 42

Sabendo que as unidades séo regidas pelo Sistema Internacional de Unidades,
determine a variacao de velocidade no intervalode 0 a 4 s.

Resolucédo comentada:

Essa questao surge com o intuito de ampliar o raciocinio do problema 10 para outra
aplicacdes. Pensando analogamente ao problema anterior, percebemos que quando
a quantidade de retangulos aproximantes for muito grande, quao grande queiramos,
a aceleragao tendera a ser constante, o que implica em a soma das areas dos

retangulos em questado tender a velocidade procurada.

Buscamos, entao, a area sob o grafico, que, nesse caso, € um trapézio de altura 2

u.c. e bases 1 u.c. e 4 u.c. Segue:

1

4

Figura 43
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A __ (base maior+base menor) .altura
trapézio — 2

_4+D .2
Atrapézio - 2

Atrapézio =5u.a.

Assim, a variagao de velocidade serd 5 m/s no intervalode 0 a 4 s.

Questao 13:

Para calcular a média de valores de uma variavel quantitativa discreta utilizamos a
média aritmética simples ou ponderada, dependendo da situacéo.

Agora calcularemos a média para valores de uma variavel quantitativa continua,
amplamente utilizada na area da ciéncia, como para calcular a média da
temperatura em certo dia. Nesse caso, utilizares o valor médio de uma fungéo.

Para calcular o valor médio de uma fungéo continua em um intervalo [a, b] faremos o
seguinte:

e Calculemos a area sob a curva no intervalo [a, b].
e O valor médio (VM) sera obtido pela expressdo VM = ﬁ A.

Temos, entdo, que o valor médio corresponde corresponde ao quociente entre a
area sob o grafico e a largura do intervalo, uma vez que os valores ndo podem ser
tomados um a um.

Qual é o valor médio da fungéo f(x) = 3 no intervalo [0,2].

y=f(x)

Figura 44
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Resolugédo comentada:

Esse problema estd presente para ilustrar o calculo do valor médio de uma
quantidade continua de valores. Quando a funcao é constante, basta dividir a area
pela largura do intervalo [0,2]. Assim, o valor médio (VM) sera:

Portanto, o valor médio da fungéo f(x) = 3 no intervalo [0,2] € 3.

Questao 14:
Determine o valor médio da fungéo f(x) = 4x no intervalo [0,3].
Resolugcédo comentada:

Analisemos a representacao grafica:

121 y=f(x)

Figura 45

Percebe-se que ndo ha necessidade de uma estimativa por retangulos
aproximantes, visto que o grafico representa um triangulo retdngulo no intervalo
[0,3]. Segue:
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12

3

Figura 46

_ cateto .cateto 1

A= VM =—.A
2 3-0
=31 VM =1.18
2 3
A=18u.a. VM =6

Portanto, o valor médio da fungéo f(x) = 3x no intervalo [0,3] € 6.
Questao 15:
Estime o valor médio da funcdo f(x) = cos x no intervalo [0, g].

Resolugédo comentada:

Agora, temos uma representacdo grafica em forma de curva, logo precisaremos

aproximar utilizando retangulos.

/

0.54

054

Figura 47
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Convenientemente, vamos adotar quatro retangulos aproximantes. A amplitude de

cada subintervalo sera:

Ax=2— =_=0393
Ty T
Tabela 8
Intervalo (base do . A
xX; f(x;) (altura do retangulo)

retdngulo)

0Oamn/8 /16 0,980
n/8 amn/4 3r/16 0,831
n/4 a3m/8 5m/16 0,556
3r/8am/2 7rt/16 0,195

A=l )+ (5e) 1 (5) + /(56
A=2562.0,382=1,007u.a.

Segue o valor médio:

1
VM = ﬁ .1,007 = 0,641
2

A questdo 15 é adequada para a introducéo da calculadora cientifica na sequéncia
didatica. Aconselho a utilizacdo de trés casas decimais, exceto onde for solicitado
uma quantidade diferente..

Questao 16:

A tabela a seguir apresenta informacdes sobre a velocidade de um automével

durante um minuto.
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Tabela 9

TEMPO (s) VELOCIDADE (m/s) TEMPO (s) VELOCIDADE (m/s)
0 0 36 35
6 10 42 30
12 20 48 33
18 20 54 30
24 25 60 20
30 30

(a) Use retangulos aproximantes para estimar a distancia que o carro percorreu em
1 minuto.

(b) Aproximadamente, qual o tempo gasto para o automoével alcangar o ponto médio
do caminho?

(c) Qual a velocidade aproximada no ponto médio do caminho?

Resolugédo comentada:

Antes de iniciar os célculos, o aluno precisa perceber que o tempo é uma grandeza
continua, logo os calculos convencionais para a média ndo sao eficazes. Atentos a

isso, iniciemos a resolugéo:

(a) Inicialmente, a interpretacao grafica sera benéfica:

404 v(m/s

304

20

2

20 -10 0 10 20
t(s)

Figura 48
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Vejamos que nao temos o grafico exato do problema, visto que apenas alguns
pontos, no intervalo de 1 minuto, sdo dados. Assim, o grafico € uma aproximacao
razoavel para a situacdo, pois criando segmentos de reta teremos variacoes

menores para as suposicdes de variacdo de velocidade.
Como buscamos a distancia percorrida, podemos utilizar a area sob o grafico da
funcdo. Utilizaremos, uma vez que o grafico ndo esta expresso fielmente, os pontos

médios das bases dos retangulos e as médias das imagens (velocidades).

Utilizando os retangulos com base 6u.c., temos:

Tabela 10
Intervalo (base do . .
t; v(t;) (altura do retangulo)
retdngulo)
0ab 3 5
6ai2 9 15
12a18 15 20
18 a 24 21 22,5
24 2 30 27 27,5
30a36 33 32,5
36 a42 39 32,5
42 a 48 45 31,5
48 a 54 51 31,5
54 a 60 57 25

A=[5+15+20+22,5+27,5+32,5+32,5+ 31,5+ 31,5+ 25].6
A = 1458 u.a.

Portanto, a distancia percorrida sera aproximadamente 1458 metros.

Esse problema tem importancia pelo fato de mostrar que é possivel fazer estimativas

mesmo nao apresentando o grafico, utilizando tabelas.

49



(b) No ponto médio do caminho, o automével tera percorrido a metade da distancia.
Portanto, buscamos o valor médio da fungéo:

VM =

g - 1458 = 243

Assim, o tempo aproximado para o automével alcancar o ponto médio do segmento
€ 24,3 segundos.

(c) A velocidade aproximada no ponto médio do caminho correspondera a imagem
do ponto t = 4,3 s. Com as informacgdes presentes na tabela, podemos estimar a
velocidade instantanea préxima a 25 m/s.

ApGs desenvolver esse problema, o aluno sera capaz de interpretar questdes mais
abrangentes no contexto da matematica escolar, adotando uma postura mais critica
em situagbes problemas que envolvam variaveis continuas. Estamos diante de
resolucdes que seriam possiveis apenas apdés o estudo do Calculo Diferencial e

Integral, contudo com uma abordagem rudimentar e livre de maior precisao.

Contudo, devemos ainda ressaltar que o retangulo ndo € a unica figura geométrica
que pode ser utilizada. E Gtil no sentido de que o calculo da area que limita é simples
e rapido de ser efetuado, porém outras figuras mais eficazes podem ser utilizadas,

como trapézios.
Questao 17:

Em estudos relacionados a ciéncias econémicas, o conceito de fungdo marginal é
utilizado usualmente para avaliar o efeito causado na imagem da fung&o por uma
pequena variacdo nos valores do dominio. Quando nos é fornecida uma funcao
marginal, a area sob o grafico no intervalo considerado corresponde a funcgao

original.

Assim, o custo marginal f(q) corresponde ao efeito causado no custo quando ocorre

uma pequena variagdo no numero de unidades produzidas q.
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Em certa fabrica, o custo marginal é f(q) = 3(q — 4)? por unidade quando o nivel de
producédo é g unidades. Qual sera o aumento total no custo de producéo se o nivel

de producdo aumentar de 6 para 10 unidades?

Resolugcédo comentada:

Esclarecido o entendimento da variagdo marginal, devemos induzir o estudante a
calcular a area sob o grafico da funcao no intervalo de 6 a 10 unidades. Sugiro,
ainda, que o professor leve o aluno a resolugdo sem interpretacao grafica, utilizando

quatro retangulos e os pontos médios.

Tabela 11
Intervalo (base do . .
q; f(q;) (altura do retangulo)
retdngulo)
6a7 6,5 18,75
7a8 7,5 36,75
8a9 8,5 60,75
9a10 9,5 90,75
Segue:
10—-6

A=[f(65)+ f(7,5) + f(85) + f(9,5)].

A = 18,75+ 36,75 + 60,75 + 90,75
A =207 u.a.

Conclui-se, portanto, que o0 aumento de custo de producédo, se o nivel de producao
aumentar de 6 para 10 unidades, sera aproximadamente 207 reais.

E interessante observar que no ensino superior, na disciplina de Calculo Diferencial
e Integral, célculo de areas sob a curva podem ser efetuados de forma mais eficaz.
A titulo de curiosidade, o valor real é 208 reais, o que implica no resultado obtido ser

uma boa aproximacao.
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Devemos, a partir dessa questao, tentar conduzir ao maximo a interpretacdo das
situacées problemas e suas associacbes com o cotidiano, associando suas
utilizagbes nas mais diversas profissdes. Buscamos assim, conscientizar o aluno de
gue a matematica estd muito mais préxima de nossa realidade do que podemos

imaginar.
Questao 18:

Estima-se que apo6s t dias a quantidade de feijao colhida por um fazendeiro estara
aumentando a razdo de f(t) = 0,3t>+ 0,6t + 1 sacos por dia, ou seja, f(t) é a
quantidade colhida marginal, em sacos de feijao. Qual sera o aumento do valor da
colheita nos préximos 5 dias se o preco do saco de feijdo permanecer constante em
R$ 3,007

Resolugcédo comentada:

Esse problema traz reflexdes a respeito da modelagem matematica em &areas
presentes na vida de muito estudantes, especialmente na zona rural. E fato que
estamos diante de uma situacdo ficticia, visto que o objetivo ndo é fazer a
modelagem do problema, mas sim mostrar uma nova situacdo onde a interpretacéao

do célculo da area sob o grafico de uma funcao ganha significado pratico.
A funcéo f representa a taxa de variagdo do numero de sacos produzidos ao total de
cinco dias. Assim, vamos construir a tabela utilizando cinco retangulos aproximantes

e 0 ponto médio.

f(®) =0,3t>+0,6t+1
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Tabela 12

Intervalo (base do . .
t; f(t,) (altura do retangulo)
retangulo)
0at 0,5 1,375
1a2 1,5 2,575
2a3 2,5 4,375
3a4 3,5 6,775
4a5b 4,5 9,775

5-0
A=T£05) +F(LS) + F(25) + F(3,5) + f(#5)]."——

A=1375+ 2,575+ 4,375+ 6,775 + 9,775

A = 24,875 u.a.

O valor de aproximadamente 25 sacos de feijao precisa ser multiplicado pelo preco

unitario fixo de R$ 3,00, logo, o aumento do valor de colheita nos préximos dias é

estimado em R$ 75,00.

Abaixo temos o gréfico da funcao:

Sacos por dia
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Leia o texto a seguir para desenvolver a questao 19:

Curvas de Lorentz

Segundo Hoffmann (2002), a curva de Lorentz é um dos instrumentos matematicos
mais usados para estudar desigualdades na distribuicdo de renda. Com0<x <1, a
curva y = L(x) mostra a porcentagem de renda recebida pelos menores 100.x% da
populacao. A reta y = x representa o caso onde a renda € homogénea, ou seja, € 0

caso ideal.

% da renda

0.84

0.6 4

0.4+

R1

0.2 y=L(x)

r T T T T T
2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

. 0% Aa familiae
Figura 50

Se o ponto (0,3, 0,1) faz parte da curva de Lorentz, temos que 10% da renda esta
concentrada em 30% da populacdo. Quanto mais afastada de y = x estiver y = L(x),

maior sera a desigualdade social.

Considerando R, a area abaixo daretay=xe Ry aareaentrey=L(x) ey =x. A
razao entre R; € R, é chamada indice de Gini (ou indice de desigualdade de renda).

Entao:

Ry

o . R
indice de Gini = -1 2R,
2

2

Quanto maior o indice de Gini, maior a desigualdade de renda.
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Questao 19:

Em determinado pais, um érgao do governo verifica que as curvas de Lorentz para a
distribuicdo de renda dos professores e dos engenheiros em determinada regido séo
dadas, respectivamente, por Ly =x* e L, =0,9x*+0,1x. A renda serd menos
homogénea para qual das duas profissdes? (Observagdo: utilize nove casas
decimais para obter melhor exatiddo).

Resolugcédo comentada:

Com o estudo desenvolvido até esse ponto, pudemos introduzir a utilizacdo de uma
ferramenta até entdo presente somente em cursos superiores, como Economia ou
Engenharia de Producdo. Sera possivel exemplificar outra situagcdo onde o estudo
de area sob graficos esté presente.

Para obter o indice de Gini para as duas profissdes, vamos calcular a area entre os
gréficos, utilizando quatro retangulos e o ponto médio de cada subintervalo. Assim:

Professores:
Ly(x) =x°
Tabela 13
Intervalo (base do . L1(x;) (altura do
retangulo) 5 retangulo)
0a0,25 0,125 0,001953125
0,25a0,5 0,375 0,052734375
0,5a0,75 0,625 0,244140625
0,75a1 0,875 0,669921875

1
Ay = [L1(0125) + L1(0,375) + L1 (0,625) + L, (0,875)]. 1

A, =0,2421875 u.a.

A area abaixo de = x no intervalo [0,1] € A, = %
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Assim:

Ry =0,5-0,2421875
R; =0,2578125 u.a.

Para os professores, o indice de Gini é:

Engenheiros:

indice de Gini = 0,2578125. 2
indice de Gini = 0,515625

L,(x) = 0,9x* + 0,1x

Tabela 14
Intervalo (base do . Ly(x}) (altura do
retdngulo) i retangulo)
0a0,25 0,125 0,0265625
0,25a0,5 0,375 0,1640625
0,5a0,75 0,625 0,4140625
0,75a1 0,875 0,7765625

1
Ay = [Ly(0,125) + L5(0,375) + L7(0,625) + L, (0,875)]. 7

A area abaixo de y = x no intervalo [0,1] é A, = L

Assim:

A1 =0,3453125 u.a.

2

R, =0,5-0,3453124
R, = 0,1546875 u.a.

Para os engenheiros, o indice de Gini é:
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Como o indice de Gini € maior para os professores, concluimos que a distribuicao de

renda € menos homogénea para estes.

Ao concluir esse problema, o professor podera criar uma discussao relacionando a
razao entre areas, curvas de Lorentz e distribuicdo de renda, fazendo comparacdes
entre 0s possiveis graficos para paises desenvolvidos e subdesenvolvidos.
Contextualiza-se, facilmente, varios aspectos geograficos e matematicos,

apresentando mais aplicabilidades para o estudo de areas sob graficos.

Questao 20:

Em certo experimento, o nimero de bactérias presentes em uma cultura, apos t
minutos, foi Q(t) = 2000e%°5t. Qual foi o nimero médio de bactérias presentes na

cultura durante os primeiros 5 minutos do experimento?

Resolucdo comentada

Sabendo que buscamos o valor médio de uma funcdo onde a variavel tempo esta
presente, ou seja, uma variavel continua esta envolvida, estamos buscando o valor
médio da fungdo. Para isso, vamos construir uma tabela dividindo a regido em 5
retdngulos e usar o ponto médio de cada subintervalo.

Ressalto, também, a vantagem da utilizagdo da calculadora cientifica para a
agilidade do célculo e familiarizacdo com suas funcdes, uma vez que no ensino

médio das escolas estaduais ndo se utiliza muito esse instrumento.

Q(t) = 2000e%05¢
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Tabela 15

Intervalo (base do

t; Q(t;) (altura do retangulo)
retangulo)
Oaf 0,5 2050,630
1a2 1,5 2155,768
2a3 2,5 2266,297
3a4 3,5 2382,492
4a5 4,5 2504,645

A area sob o grafico sera:

5

O valor médio sera:

A =11359,832 u.a.

1
VM =-A = VM = 2271966

Logo, o numero médio de bactérias nos primeiros 5 minutos de experimento sera

aproximadamente 2272 bactérias.

A abordagem desse problema torna-se interessante principalmente por envolver

uma composi¢cao com fungdo exponencial, exemplificando uma pratica no estudo de

ciéncias biolégicas.
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2. 0 LOGARITMO NATURAL COMO AREA

O estudo da integral como area sob uma curva apresenta muitas aplicacdes

praticas, que podem ser utilizadas no ensino médio. Uma aplicacdo extremamente

TS e . , .y 1
util € a definicao de logaritmo natural como area sob a hipérbole y = e

Inicialmente vamos considerar, para cada numero real p > 0, a transformacéao

T = T,: R? - R?, que associa a cada ponto (x,y) € R? o ponto T(x,y) = (px, %)

Um retangulo X de lados paralelos aos eixos com base m e altura n, é transformado
por T, em um retangulo X = T(X), ainda com os lados paralelos aos eixos, porém

com base pm e altura % Logo, os dois retangulos (X e X') tem éareas iguais.

Generalizando, T transforma toda figura F do plano na figura F =T(F), com

mesmas areas.

Vamos aplicar essa transformacao em faixas de hipérbole.

Seja H = {(x, %) x > 0} o ramo positivo da hipérbole equilatera xy =1, logo H é o

grafico da fungéo real h: R* - R, h(x) = =.

X

Figura 51

Dados a,b € R*, chama-se uma faixa de hipérbole o conjunto H% dos pontos (x,y)

do plano tais que x estaentreae b e 0<y < 2 Temos que H2 é o conjunto do
X
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plano limitado inferiormente pelo eixo das abscissas, superiormente pela hipérbole H

e lateralmente pelas retas verticais x = a e x = b.

Figura 52

A transformagéo T = T,: R? - R? leva a faixa H}, na faixa HZ.

Figura 53

Visto que T preserva as areas, podemos afirmar que, para todo p positivo, as faixas

H) e HZ) tém a mesma érea.

No estudo de geometria plana desenvolvido nos ensinos fundamental e médio,
associamos a area limitada por figuras planas a numeros positivos. Agora,
convenientemente, vamos utilizar valores positivos ou negativos, isto &,

trabalharemos com "areas orientadas".
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Por convencao, a area da figura hipérbole H2 sera positiva quando a < b, negativa

quando b < a e zero quando a = b.

Denotemos A,, sendo a area orientada e a,, a area usual (positiva). Assim:
a a

AH3=CLHZS€a<b

AH3=—aH3 sea>b

AH3=OSea=b

Seja a < b < c. Geometricamente temos:

Figura 54

Percebe-se, entao, que a,e = a;» + aye.
Ressalta-se que AHZ = —Ayg, por consequéncia da utilizacao de areas orientadas.
Assim, segue a igualdade:

AHa = AHZ + AH@

para qualquer ordenacao de a, b e c.
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A titulo de demonstragéo, tomemos o caso em que b < ¢ < a. Graficamente, temos:

b c a X

Figura 55

Pela definicao:

Entao:

—Ayy = Ayg — Ang

AHE = AHZ +AHIC,

Analogamente, prova-se para todos 0s outros quatro casos.

Seja f: R* — R uma fungéo tal que, para cada x real positivo, tem que f(x) = Ayx.

y

X 1 X X

Figura 56
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f(x) =ayx,sex>1 f(x) = —ayx, se0<x' <1

Segue pela definicao:

fx)>0 & x>1
f)<0 & 0<x<1
f()=0

f é crescente
E ainda, para quaisquer x,y € R*, temos:
flxy) = Any = AH{‘ + AH,fy

Como x > 0, utilizando a transformacédo T = T1: R? > R?, temos que as faixas de

X

hipérbole HY e H' tem a mesma area, ou seja:
HY = Hy

Portanto:
f(xy) = Hf + HY
fly) =f)+ ()

Pela definicdo, f é uma funcdo crescente e f(xy) = f(x) + f(y) para quaisquer
x,y € R*, logo existe um numero e tal que f(x) =log,x para todo x € R*. Tal
afirmacao decorre do teorema da caracterizacao da fung¢ao logaritmica expresso por
"Seja f: R" - R uma funcédo mondtona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal
que f(xy)=f(x)+ f(y) para quaisquer x,y € R*. Entdo existe a >0 tal que
f(x) =log, x para todo x € R* " (LIMA, et al., 2006, p. 194).

Denotaremos In x ao invés de log, x, chamando de logaritmo natural de x.
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Figura 57

A base dos logaritmos naturais, 0 niumero e, é caracterizado por Aye =1, ou seja,

pelo fato de que seu logaritmo natural é igual a 1. O nimero e € um ndamero

irracional e uma aproximacao é e = 2,7183.

Vamos mostrar que 4. tende a assumir valor 1 atraves do calculo intuitivo de areas

sob curvas.
Questao 21:

Utilizando o ponto médio de cada intervalo, determine uma aproximagao para Apye

através de:
(a) 2 retangulos.
(b) 4 retangulos.

(c) 8 retangulos.

Resolugédo comentada:

~ . ;g I 1 ~
A funcdo que associamos ao grafico é h(x) == Para desenvolver a resolucao,

vamos assumir a aproximagado e = 2,7183 e utilizar quatro casas decimais,

arredondando quando necessario.
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(a) Utilizando dois retangulos aproximantes, a amplitude da base sera 0,8392.

Tabela 16

Intervalo (base do

*
X

f(x},) (altura do

retangulo) retangulo)
1a1,8592 1,4296 0,6995
1,8592 a 2,7183 2,2750 0,4369

A = (0,6995 + 0,4369).0,8592
A =0,9787 u.a.

(b) Com quatro retangulos aproximantes, a amplitude da base sera 0,4296.

Tabela 17

Intervalo (base do

*
X

f(x}) (altura do retangulo)

retangulo)

1a1,4296 1,2148 0,8232
1,4296 a 1,8592 1,6444 0,6081
1,8592 a 2,2888 2,0740 0,4281
2,2888 a 2,7183 2,5036 0,2994

A =(0,8232 + 0,6081 + 0,4821 + 0,3994).0,4296

A =0,9933 u.a.

(c) A amplitude da base sera 0,2148 na utilizacao de oito retangulos aproximantes.

Tabela 18

Intervalo (base do

f(x}) (altura do retangulo)

retangulo)

1a1,2148 1,1074 0,9030
1,2148 a 1,4296 1,3222 0,7563
1,4296 a 1,6444 1,5370 0,6506
1,6444 a 1,8592 1,7518 0,5710
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1,8592 a 2,0740 1,9666 0,5085
2,0740 a 2,2888 2,1814 0,4584
2,2888 a 2,5036 2,3962 0,4173
2,5036 a 2,7183 2,6120 0,3828

A =(0,9030 + 0,7563 + 0,6506 + 0,5710 + 0,5085 + 0,4584 + 0,417 + 0,3828).0,2148
A =0,9984 u.a.

Podemos perceber que, quanto maior o nimero de retdngulos aproximantes, mais

proximo de um sera a area. Entéo, concluimos que 4. = 1.
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3. QUESTOES PROPOSTAS
Ap6s o desenvolvimento da sequéncia didatica e sua aplicagdo no estudo do
logaritmo natural, € necessario trabalhar, de forma independente, com o conteudo

assimilado.

Assim sendo, desenvolvi a sequéncia de atividades a seguir, visando fixar o
conteudo trabalhado e ampliar a dimensao do assunto em questéo.

Questao 1:

Calcule a area aproximada da regido limitada pela curva f(x) = x* — 2x + 3, 0 eixo

das abscissas e asretasx = -1 e x = 1,5.

Questao 2:

Obtenha o valor aproximado da area da regiao limitada pelas retas x = 0,5e x =

N | ol

, O

eixo das abscissas e o grafico de cada funcao a sequir:
a) flx) =x*+3x*+1

b) f(x) = =

¢) f(x) = Inx?

d) f(x) = sen (x — 1)
e) f(x) = e**?

Questao 3:

Aproxime a area da regido limitada pela reta y = 4x e a curva y = x> + 3x°.
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Questao 4:

Estima-se que a demanda por um produto esteja aumentando exponencialmente a
razdo de 4% ao ano. Se a demanda atual € 5000 unidades por ano e o0 preco
permanecer fixo em R$ 400,00 a unidade, qual sera a receita aproximada
contabilizada pelo fabricante com a venda do produto durante os proximos dois

anos?
Questao 5:
Segundo Gaspar (2008), pela Primeira Lei da Termodinamica, para uma variacao de

volume AV, o trabalho(T) envolvido é igual a area correspondente sob a curva do

grafico da presséao (P) em fungao do volume (V).

Figura 58

O grafico P x V a seguir representa uma série de transformagcées em um sistema

termodinamico. Determine o trabalho realizado nos trechos AB, BC e CD e o

trabalho total na transformagéo, de A a D.

P (10%atm)

vV (m*)
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CONSIDERAGCOES FINAIS

Ao desenvolver a sequéncia didatica que é o tema deste trabalho, tive o cuidado de
sempre me preocupar em como o conteludo apresentado atingiria o aluno, em qual

significado faria em sua vida escolar.

Em nenhum momento procurei apresentar o conteido de integracdo desenvolvido
no curso de Calculo Diferencial e Integral presente no ensino superior, seria algo
muito longo para ser desenvolvido nos poucos momentos possiveis para o trabalho
do ensino médio. Estaria simplesmente forcando um estudo que vird posteriormente,
no caso dos que fardo cursos que apresentam a disciplina, em detrimento a outros
tépicos fundamentais para a conclusao da etapa vivenciada neste nivel de ensino.

Procuro, acima de tudo, com essa sequéncia didatica, aprofundar pontos do estudo
de areas limitadas por figuras planas e graficos de funcées, porém na realidade de
um aluno da rede publica estadual do Espirito Santo. Com isso, viso despertar a
curiosidade do estudante no ponto de vista da abordagem de ideias até entdo nao
apresentadas, a vontade de entender conceitos que sao apenas aceitos em muitos

momentos.

Considero, que ao final do desenvolvimento das questdes da sequéncia didatica e
das atividades propostas, o educando pensara de forma um quanto mais critica,
buscando entender muitos porqués presentes em sua vida escolar. Todo e qualquer
aluno do segundo ano do ensino médio pode desenvolver esse trabalho, visto que
conceitos elementares sdao apresentados e uma base simples é exigida para tal.
Com isso, 0 objetivo podera ser atingido de forma eficaz, com menos riscos de
traumas ou experiéncias negativas que acabam por atrapalhar a aprendizagem em

Matematica.

Muitos outros trabalhos precisam ser desenvolvidos na educacédo basica com a
intencdo de despertar a atencdo de nossos alunos pela area de exatas. Nés,
professores, precisamos buscar, no cotidiano, acées que levem a um interesse

maior por nossa area, que sensibilizem criticamente. Porém, trabalhos que
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realmente possam ser aplicados ao aluno que esta na escola publica, que vive com
constantes problemas que influenciam negativamente no aprendizado. Atividades

que possibilitem o crescimento, ndo que causem retragdes e aflicoes.

Por fim, considero que a sequéncia didatica apresentada nesse trabalho pertence a
um momento inovador que vivenciamos, de profunda busca por novas ferramentas
que torne a Matematica mais acessivel e prazerosa. Nao que devamos facilitar o
conteudo trabalhado, mas sim despertar criticamente nossos alunos para a area de

exatas.
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