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RESUMO

Nesta dissertagdo apresenta-se um estudo das fungdes trigonométri-cas hiperbdlicas
complexas e suas propriedades, com foco no ensino médio. A pesquisa foi motivada
pela pouca importancia que se tem dado aos numeros complexos, conforme registra
os Parametros Curriculares Nacionais (PCN). Além disso, a aplicabilidade das fungdes
trigonométricas reais nas ciéncias exatas nos motiva e nos conduz ao estudo do
caso complexo. Mostra-se a possibilidade, através de uma abordagem simplificada do
referido tema, do estudante de iniciagao cientifica do ensino basico ter acesso a essa
rica cultura matematica. Apresenta-se inicialmente um breve histérico da origem dos
numeros complexos, depois as fungdes trigonométricas complexas e suas inversas.
Em seguida, estuda-se as fungdes trigonométricas hiperbdlicas complexas e suas
inversas, juntamente com as propriedades que as caracterizam. E, por fim, compara-se
as fungdes trigonométricas hiperbdlicas complexas com as fung¢des trigonométricas
complexas.

Palavras-chave: Numeros complexos, Trigonometria hiperbdlica, Trigonometria hiper-
bdlica complexa.



ABSTRACT

This thesis presents a study of the hyperbolic trigonometric functions complex and its
properties, focusing on high school. The research was motivated the little importance
has been given to complex numbers as records the National Curriculum Parameters
(PCN). Moreover, the applicability of the real trigonometric function in the exact sciences
motivates us and leads us to study the complex case. Shows the possibility, through
a simplified approach to that theme, undergraduate student of basic education have
access to this rich mathematical culture. It presents initially the complex trigonometric
functions and their inverses. One studies of the complex hyperbolic trigonometric
functions and their inverses, with the properties which characterize them. And finally,
the complex hyperbolic trigonometric functions is matched by the complex trigopnometric
functions.

Key-words: Complex numbers. Complex trigonometry. Complex Hyperbolic Trigono-
metric.
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INTRODUCAO

A Matematica tem se desenvolvido ao longo dos anos devido as necessidades
do homem. Porém, € importante lembrar que o conhecimento matematico, além de ser
uma ferramenta Util na resolucao de problemas, possui seus conceitos de natureza
cientifica e que, mesmo que nao tenha aplicabilidade imediata no contexto do aluno,
tem sua elevada importancia como ciéncia. Por isso, faz-se faz necessario que o
estudante do Ensino Médio a conheca a fim de desenvolver suas potencialidades de
aprendizagem matematica e de producgdo cientifica.

As funcdes trigonométricas, por terem a caracteristica de serem periddicas,
podem ser aplicadas a diversas areas do conhecimento, tais como: estudo do som,
das correntes elétricas, dos movimentos oscilatorios e outros que possuem uma natu-
reza semelhante. Ja as fungdes trigonomeétricas hiperbdlicas complexas também séo
importantes, ndo s6 do ponto de vista matematico, mas por sua aplicabilidade. Neste
contexto, observamos a importancia de se estudar a teoria das funcdes trigonométricas
hiperbodlicas complexas de forma simples, de modo a facilitar o aprendizado do estu-
dante do Ensino Médio através da iniciagao cientifica, como parte flexivel do curriculo,
veja (BRASIL, 2006).

A pesquisa esta estruturada em 3 capitulos. No capitulo 1 serdo apresentadas
as propriedades mais importantes das funcdes trigonométricas hiperbdlicas em R. No
capitulo 2 apresentaremos o conjunto dos numeros complexos, as fungdes trigonomeé-
tricas complexas e suas propriedades. No capitulo 3, principal parte desta dissertagao,
sao apresentadas as fungdes trigonométricas hiperbodlicas complexas e suas inversas,
com suas propriedades. Nesta dissertacdo, encontra-se, também, um apéndice onde
apresenta-se o método do calculo das fung¢des trigonométricas hiperbolicas complexas
inversas.
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1 PRELIMINARES

1.1 FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS REAIS

Nesta secdo serdo apresentadas as definicées das fungdes: seno, cosseno e
tangente hiperbdlicos; como também, a demonstragao das suas propriedades mais
importantes. Veja em (SANTOS, 2014).

Os graficos das fungdes seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico e tangente hi-
perbdlico, que serdo apresentados a seguir, foram construidos utilizando o software
GeoGebra.

1.1.1 Estudo da Funcao Seno Hiperbdlico

Definicao 1.1.1. A fungéo seno hiperbdlico senh : R — R € definida por:

e’ —e€

2

Vo € R, senh(z) =

Figura 1: Grafico da Fungao Seno Hiperbdlico

Fonte: Autor
A funcédo seno hiperbdlico é:

i) impar, isto é senh(—z) = —senha.
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Demonstragdo. Dado x € R, temos que:

senh (—x) =

ii) Injetiva.
Demonstragdo. Dados z1,z, € R, , tais que senh(z,) = senh(zy), entédo, temos
que:

T2 —x2

er2 1 1 er1
etz en
erl = e*2
X1 = T2

Assim, senh(x1) = senh(zy) implica que z; = x9; logo, a fungéo seno hiperbdlico

€ injetiva. n
iii) Sobrejetiva.

Demonstragdo: Dado y € R, devemos mostrar que Jz € R tal que senh(z) = y.

Caso exista, teremos:

et —e "
2 ¥
Dai,
e —e " =2y
Como e” # 0 Vx € R, entdo
2x 1
¢ = 2y.
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Logo,
(%)% —2ye® — 1= 0.
Resolvendo a equacao, obtemos:

e=y+vViy2+loue” =y—y>+1

Visto que paracaday € R, y + v/y?> + 1 > 0, segue-se deste fato e do resultado
do item anterior, que dado y € R 3z € R tal que senh(x) = y. De fato, dado que

y+vy2+1>0,tomemos z = In(y + /% + 1), dai teremos:

In(y+/y?+1) _ o= In(y+/y?+1)
e e
senh(In(y ++/y?2+ 1)) = 5

e+ v?+1) _ eln(y+\/y2+1)_1
2
W+ vy +1) -+ VP +1)
2

| VP -
; [(:Wr\/m)tll
yQ

PERVES
+2vyR 1 +y2+1-1
2y + 22 +1
2% + 2yvy2 + 1
2y + 22 +1
2y + 242 +1
y2y+2\/ﬁ

=Y

Logo, seno hiperbdlico é sobrejetora.
iv) Bijetiva.
Demonstracdo: Segue de ii) e iii).

v) Crescente.

Demonstragcdo. Dados =1 e x5 no conjunto dos reais de modo que x; < x5, vamos
mostrar que senh (z1) < senh ().
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e’ —e T "2 — e ™2
senhxy — senhxy = 5 + 5

B 1.e?® —1 ¥ 1
N 5[ et e |
(e2$1+22 _ 62$2+271) + (e.’El _ 6272)

1
5 eT1t+x2

Como 1 < x5, entdo 2z, + x9 < 2x9 + x1; assim, temos que:

€2$1+9€2 < 62x2+a:1

62x1+x2 _ €2x2+a:1 < 0.

Substituindo-se 1.2 e 1.3 em 1.1 obtemos:

senh(z1) — senh(x2) < 0.

Portanto,
senh(zy) < senh(xs).

Logo, a funcéo seno hiperbdlico € uma fungéo crescente.

1.1.2 Estudo da Funcao Cosseno Hiperbdlico

Definicao 1.1.2. A fungao cosseno hiperbdlico cosh : R — R é definida por:

Vo € R, cosh(x) = 6—'_26
A funcao cosseno hiperbdlico é:
e Par.
Demonstragdo. Dado x € R, temos que:
—x (=)
cosh (—x) = € *e
2
I
B 2
- ex _|_ e—I
B 2
= coshx.

Logo, a funcéo cosseno hiperbdlico é par.
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Figura 2: Grafico da Funcao Coseno Hiperbdlico

Fonte: Autor
e Aimagem € dada por [1, +00).
i) [1,+00) C Im(cosh).

Demonstragdo. Vamos mostrar que, dado y € [1,+00), existe = € R tal que
cosh(z) = y. Caso exista, teremos:

et + e % B
5 =Yy
e +e Tt = 2
1
e+ — = 2
6.’13
e* 4+ 1
e’ =

Logo, temos que:

ou

Visto que para todo y > 1, tem-se que y* — 1 > 0; entdo, v/y> — 1 € R*.. Por outro
lado, y> > y? — 1;assim,y — vy 2 —1>0ey++y2—1> 0.
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Portanto, de fato existe = € R tal que cosh(z) = y. Por exemplo, basta tomar

x=1In(y ++y?>—1).
\/27 eV y?=1) 4 o= In(y+y/y2-1)
h(l -1)) =
cosh(In(y + /s — 1)) -
eny+Vy?=1) o olnly+y/y?-1)

2
v+ VD) + g+ VP =D
2

o D |

[(y+\/ﬁ)2+11

y+vy2—1

2+ 2y(VyP -1+ —1+1
2y + 2(vy2 — 1)

2y% + 2y\/y? — 1

2y + 22 — 1

2y + 2y — 1

2y + 2y — 1

-1

< NI~ N

Y

=Y

Portanto, concluimos que a imagem da fung¢@o cosseno hiperbdlico é [1, +o0).
i) Im(cosh) C [1,400).

Demonstragdo. Dado y € I'm(cosh), vamos provar que y > 1, ou sejay € [1, +00).

Suponha que exista y € Im(cosh) tal que y < 1. Entdo, existe x € R tal que

ex + e—$

=y<l
2 y Y

ou seja,
e —2e*+1<0
logo,
(e —1)* <0,

que é absurdo.
Logo, Para todo y € Im(cosh), tem-se que y > 1.

portanto a imagem da fungao cosseno hiperbdlico é dada por [1, +c0) ]
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1.1.3 Estudo da Funcao tangente Hiperbdlico

Definicao 1.1.3. A funcgéao tangente hiperbolico tgh : R — R é definida por:

et —e™®

Vr e R, tghr = ———.

Figura 3: Grafico da Funcao Tangente Hiperbdlico

5
4

3

Fonte: Autor

A funcao tangente hiperbdlica é:
i) impar.

Demonstracao.

e ® —e (-7
T _ ot
et —e”
Tetes
= —tgh(z).

T

Logo, a tangente hiperbdlica é uma funcao impar. O

ii) Injetiva.
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Demonstragdo. Dados z; e x5 € R tais que tgh(x;) = tgh(xs), teremos:

et —e™™ er2 — 772

erl + e 1 er2 + e~ "2

6961—1—962 + ef1—%2 _ 6—:61-1-:52 e e €x1+m2 _ 12 + e—w1+x2 — e T1a2

eT1TI2 4 pT1mT2 e Tt _|_€—961+902
2e%1—r2  — 2€*I1+5E2
et — Ttz
Ty — Ty = —XT1+ X9
2(131 = 21’2
r1 = 9.
Logo, a tangente hiperbdlica é uma funcao injetiva. O]

iii) Crescente.

. senh(x; — x
Primeiramente vamos Mostrar que tghz; — tghs = (21 = 7o)

cosh(xy)cosh(xs)

Demonstragéo.

senhx senhx
tghxr, — tghxy = L 2
coshxq coshxy

senhxicoshxs — senhxqycoshxy

coshxicoshxs
senh(xq — x3)
coshxicoshxsy

Demonstracdo. Agora vamos mostrar que tgh € uma funcao crescente. Da igual-
dade 1.4 e seja z1, 25 € R tais que x; < 9, teremos:

x1 — x9 < 0. Como o seno hiperbdlico é uma funcao crescente e bijetora, entao
segue dai que senh(z; — x5) < 0. Por outro lado, vimos que cosh(«) > 1; logo,
temos dai que cosh(z1) > 1 e cosh(xs) > 1; assim, cosh(zy)cosh(xs) > 1.

senh(xy — x2)

Portanto, como tgh(z1—x3) = , senh(x1—x2) < 0e cosh(xy)cosh(zy) >

cosh(zy)cosh(xs)
1 concluimos que tgh(z,) — tgh(zy) < 0 = tgh(x1) < tgh(zy).Logo, a fungao
tangente hiperbdlico é crescente. O

iv) Imagem dada por (—1,1).

Demonstragdo. Primeiramente, vamos provar que —1 < tgh(z) < 1.
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Para todo x € R temos que:

et —e "
tgh(z) —1 = prp— 1
et —e*—e"—e”
et +e "
—e T —e™"
et e *
—2e7*

er + e

xT

Observe que, dado =z € R, e™® > 0 e ¢* > 0, segue dai que tgh(z) — 1 < 0; ou
seja, tgh(x) < 1.

Por outro lado, temos que:

et —e T
tgh(r)+1 = —+1
gh(z) pr—
ef—e P +et4e”
et +e %
et + e”
et +e %
2e”

er 4 et

Observe que, dado = € R, e™® > 0 e e* > 0, segue dai que tgh(z) + 1 > 0,logo
tgh(z) > —1.

Portanto, podemos concluir que —1 < tgh(z) < 1.

Agora vamos provar que para cada y € R existe z € R tal que tgh(z) = y. Caso
exista, teremos:

et —e "
et +e™® =Y
6295_1 B
e 41 y
62x_1 — 62$y+y
62x_y62a: — y+1
F(l-y) = y+1
6290 _ y+1
l—y
1 y+1
r = —=In>¥——.
2 11—y
. y+1
Observe que paray € (—1,1) tem-sequey —1 > 0e y + 1 > 0; dai 1 > 0.
-y

Assim, concluimos que existe = € R tal que tgh(z) = y.
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1
De fato, tomemos z = 1 In ‘;J +

5 que teremos:

1 1 -y _ -y
tgh (=m¥4 ) = ¢ ¢
2 11—y

De fato, concluimos que a imagem da fung¢ao tangente hiperbdlica € o intervalo
(—1,1). O

1.2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS INVERSAS REAIS

Nesta se¢éo, apresentaremos as fung¢des trigpnométricas hiperbolicas inversas
e demonstraremos as relacbes matematicas que as definem.

1.2.1 Funcao Inversa da Funcao Seno Hiperbdlico

Sabe-se que a fungao seno hiperbdlico é injetora, ou seja, tem sua imagem e
seu dominio em R, tem assim uma fungao inversa denotada por senh~'que obteremos
a sequir:
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Sejar € Re y € R tais que senh(y) = z, e teremos:

ey_efy

Z - = g
2

ey —e ¥ = 2
2y

e 1

= 2z

ey

e —1 = 2zeY

(e¥)? —2we¥ —1 = 0.
Resolvendo a equacéo quadratica em e obtemos: e¥ = z—+v/22 + 1 ou e? = z++vz2 + 1.
De fato, temos que =z — V22 + 1 < 0 e z + /22 + 1 > 0; logo, temos que:
¢/ = z+Var+l
y = In(z+ Va2 +1).
Portanto, a fungéo senh™! : R — R seno hiperbdlico inversa é dada por:

Vr € R, senh™'(z) =In(x + Va2 + 1).

1.2.2 Funcao Inversa da Funcao Cosseno Hiperbdlico

Sabe-se que a fungéo cosseno hiperbdlico é crescente em R, e que é injetiva
sobre sua imagem neste intervalo. Além disso, cosseno hiperbdlico é par e tem sua
imagem dada por [1,+oc0); assim, a fungdo cosseno hiperbdlico possui uma fungao
inversa cosh™! : [1,+00) — R, dada por:

Tomemos = € [1,+0) e y € R, tais que cosh(x) = y e teremos:

eV +e?

Z T =
2

ey +e ¥ = 2
2y 1

e’ + — o
ey

e +1 = 2xeY

() —2ze¥ +1 = 0.
Resolvendo a equagao quadratica em e¥, obtemos: ¢V = r—+v/x2 —1oue? = x+vx? — 1.

Devemos ter y > 0. Pelas condi¢des de x verificamos que 0 < x — V22 —1 <0
exr++vz?2—12>0;logo, temos que:

e = rv+va2-1
y = In(z+va?-1).

Portanto, a fungéo cosh™! : [1,+00) — R, cosseno hiperbdlico inversa é dada por:

Vo € [1,4+00), cosh™(z) =In(z + Va2 —1).
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1.2.3 Funcao Inversa da Funcao Tangente Hiperbdlico

A funcgao tangente hiperbdlico é injetiva sobre sua imagem, que é o intervalo
(—1,1); deste modo, ela possui uma inversa de (—1,1) — R, denotada por tgh~*.
Tomemos z € (—1,1) e y € R tal que tghy = x, ou seja,

ey — e_y

ey +e7Y

e — 1

e+ 1
ey
e —1
ey +1
e —1

e — re®
e*(1 —x)

ey

re® + x
z+1

z+1
r+1
11—z

1 z+1
—In .
2 1—=z

Portanto, a fungdo tgh~' : (—1,1) — R tangente hiperbdlico inversa é dada por:

Vo € (=1,1), tgh™'(z) = =In

1. x=+1

2 1—a
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2 FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS

Neste capitulo, vamos conhecer as principais definicdes, propriedades e teore-
mas das fung¢des trigonométricas complexas.

2.1 OS NUMEROS COMPLEXOS

Os numeros complexos levaram muitos anos até chegarem a ser definidos
formalmente de maneira aceitavel, sem nenhuma davida. Os nimeros complexos surgi-
ram no século XVI, motivados pela necessidade de encontrar solugdes de equacgdes
polinomiais.

Por muito tempo foram considerados numeros ilegitimos; inclusive, ainda hoje
sdo chamados de nimeros imaginarios e i, tal que i> = —1, o algarismo imagiario.

No século XVIIl, os conceitos dos niumeros complexos tiveram bastante énfase.
Os primeiros resultados podem ser encontrados na dissertagcado de D’Alembert, onde
ele afirma que uma quantidade qualquer, composta de tantos imaginarios quanto
desejarmos, pode ser reduzida a forma A + By/—1 com A e B nimeros reais. Euler
em sua obra Recherches sur les racines imaginaires des équations, onde o principal
teorema Xll que afirma que toda fragdo formada por adi¢do, subtracdo, multiplicacao
ou divisdo com quantidades imaginarias quaisquer da forma A + B+/—1 também tera a
forma A + B\/—1, onde A e B s&o nimeros reais de forma que se B=0, a forma geral
A + B\/—1 representa todo o conjunto dos niimeros reais.

Assim, como podemos verificar em (BOYER, 2010), varios matematicos con-
tribuiram para a construc&o da Teoria dos Numeros Complexos, como por exemplo
o Suico Jean-Robert Argand, O dinamarqués Caspar Wessel, o bolonhés R. Bom-
beli, G. Cardano e W. R. Hamilton. Sendo que Hamilton introduziu a algebra formal
dos numeros complexos, o que podemos constatar em (FERNANDES; BERNARDEZ,
2008).

O passo mais importante na formalizagcdo do conceito foi dado por Gauss ao
representar geometricamente estes nimeros como pontos do plano em sua disserta-
cao escrita em 1797, intitulada Metafisica das grandezas imaginarias, mas que sé foi
exposta ao publico em 1831. Gauss foi o primeiro matematico influente a defender
publicamente as quantidades imaginarias.
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2.1.1 Forma Algébrica e Trigonométrica

Vamos agora iniciar nosso estudo sobre os numeros complexos. Conheceremos
formalmente seus conceitos mais importantes, ou seja, definicdes e propriedades. Veja
em (SPIEGEL, 1972), (IEZZI, 2005) e (AVILA, 2013).

Conforme visto em (AVILA, 2013)

Definicao 2.1.1. Um numero complexo é um numero da forma z = a+bi sendo a,b € R
e i a unidade imaginaria com a seguinte propriedade i* = —1.

O conjunto dos numeros complexos é denotado por C.

Observacao 2.1.1. Dado um numero complexo de forma algébrica = = a + bi, o valor
de a € chamado de parte real e o valor de b é chamado de parte imaginaria. Todo
numero complexo que possui a parte imaginaria nula é chamado de real puro. E todo
numero complexo que possui a parte real nula e a parte imaginaria ndo nula é chamado
de imaginario puro.

Em C sao definidas as operacgdes de soma + : C x C — C e produto . :
C x C — C definidos da seguinte forma:

Dados z; = a; + bii € z9 = a9 + by, entao:
i) 21+ 22 = (a1 + ag) + (b1 + by)i.
ii) 21.22 = (ajas — bibs) + (a1be + byas)i.
As operacoes de soma e produto em C satisfazem as seguintes propriedades:

Proposicao 2.1.1. A soma e o produto possuem as seguintes propriedades para todo
numero complexo z = a + bi, onde a,b € R.

1) Associativa em relagdo a soma.
(214 22) + 23 = 21 + (22 + 23), V21, 22,23 € C

2) Comutativa em relacado a soma.
21+ 29 = 220 + zl,Vzl,ZQ eC
3) Elemento neutro em relagdo a soma.
Dado z € C, entdo 2+ 0 = Z, onde 0 = 0 + 0.

4) Inverso aditivo.
z+(-2)=0,VzeC
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5) Associativa em relagdo ao produto.
(251.252).23 = 21.(22.23),VZ'1, 29,23 € C

6) Comutativa em relacao ao produto.

21.29 = 29.21,V21,29 € C

7) Distributiva do produto em relagdo a som.(a esquerda e a direita)
21.(22 + 23) = 21.20 + 21.23, V21, 29,23 € C
ou
(21 4 22).23 = z1.23 + 29.23
8) Elemento neutro do produto.
z1=2VzeC

9) Inverso multiplicativo.

Dado z = a+bi € C, existe 27! = 2% — b talque 2.2 = 1

Além das propriedades dos numeros complexos, apresentaremos agora uma carcteris-
tica importante sobre suas poténcias.

Observacao 2.1.2. Seja i a unidade imagindria tal que, por definicdo, i* = —1; entdo:

=1 it=i ¢=-1 *=—i
it=1 =i *=-1 i"=—4
Z8:1 29_2’ 10__1 11——Z

Observe que as poténcias de i vao em ciclos 1,i, —1, —1. Logo, dado um n € N existe
uma forma bem pratica de determinar i". Como n € N existe ¢,r € N tal que n = 4q + r,
com 0 < r < 3, ou seja, r é o resto da divisdo de n por 4. Deste modo, temos que:

o= Z-4q+7“

= "
= (@
= 14

= i’

Portanto, " = i", onde r é o resto da divisdo de n por 4.
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Definicao 2.1.2. Dado um numero complexo z de forma algébrica = = a + bi, 0 conju-
gado de z € o numero complexo z = a — bi.

O conjugado de um numero complexo é de grande utilidade para entendimento
de alguns conceitos. O exemplo disto € o conceito de divisdo entre dois numeros
complexos que veremos a seguir. Antes, porém, uma importante propriedade sera
apresentada abaixo.

Observacao 2.1.3. O produto de um numero complexo = = a + bi e seu conjugado
Z = a — bi leva a um nimero real da forma a® + b?, ou seja,

27 = (a+bi).(a — bi) = a® — b** = a* + b*.

A sequir, apresentaremos a operacao de divisdo entre dois nimeros complexos.

Dados z1 = a1 + byi € C e z = ay + byi € C*, entao,

2127 (a1 +bid)(ag —byi)  arag +biby | brag —arby

29 29 29 (&2 + bQi)(CLQ — bQZ) N CL% + b% a% + b%
Definicao 2.1.3. Seja um numero complexo = = a + bi, denomina-se como mddulo de
z ao numero real ndo negativo dado por:

|z| = Va? + b

O médulo de um nimero complexo =z que também pode ser representado por |z|
possui as seguintes propriedades:

1) |z| > 0.
Demonstragdo. a* > 0 e b*> > 0; assim, a* + b*> > 0. Portanto, |z| > 0. O
2) 2| = 2.z

Demonstragdo. Dado z € C tal que z = a + bi entao,
P = (VR
= a® 4 b (2.1)
Agora faremos:
2Z = (a+bi)(a—bi)
= a® — abi + abi — b
= a+ b (2.2)

De 2.1 e 2.2 temos que |z|* = 2.2
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3) || = Izl.
Demonstragdo. |z| = va? + 1? = \/m = [Z] -
4) |z] =0 2=0.

Demonstracdo. Dado z € C tal que z = a + bi entao,

2| =0 <= |2]’=0 < a®+ V=0 < a=b=0 < 2=0. O

Consideremos um numero complexo z = a + bi # 0; podemos representar z em
um plano complexo pelo par ordenado P(a,b), seja (OP) o segmento de reta que une
o ponto P e a origem O dos eixos coordenados, e seja f o angulo formado entre o eixo

real positivo e o segmento OP no sentido anti-horério.

Figura 4: Plano Complexo
Im(z)

b

Fonte:NASCIMENTO 2015
Dai, temos que:

b
sent) = —, cost = g.
p p
Das igualdades acima, temos que:

b= p.senb, a = p.cosb.

Logo, um nimero complexo z pode ser escrito da seguinte forma:

z=a+bi=a= p.cos+ p.i.send = p(cosh + isend),

a

anteriormente, € dado por p = va? + b2.

onde 6 = arctg (b) € o argumento de z e p € o médulo de z e, como ja vimos

Esta forma de escrever um niamero complexo é chamada Forma Trigonomé-
trica ou Polar de z.
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Note que # ndo € unico, pois pode ser substituido por 6 + 2kw com k € Z. Para
que ¢ seja unico, devemos exigir que, por exemplo, 0 < 0 < 2w ou —7 < 6 < 7.

Dado um numero complexo z = a + bi a sua raiz quadrada € dada da seguinte

forma:
vVa+bi=z+vyis (x+yi)?=a+ bi
Logo,
2?4+ 2xyi + (yi)? = a+bi
2 =y + 2ryi = a+bi.
Assim, comparando a parte real com a parte imagindria, obtemos z* — y?> = a e
2zy = b.

2.1.2 Foérmula de Euler

Lembramos que a série de Taylor das fungdes ¢¥, seny e cosy, em torno do ponto
Yo = 0, como pode ser vista em (AVILA, 2013), sdo dadas por:

2 3 4 5
v _ .y . v .y
¢ = Iyt Gyttt (2.3)

_ vy oy
seny = y_§+§_ﬂ+“' (2.4)
2 4 6
_ y_y _y
cosy = 1-— o + A 6l + .. (2.5)
De 2.4 e 2.5, temos que:
2 4 6 3 5 7
) Yy Yy Yy ) Yy Yy Yy
2 30 . 4 5(s 6
Y= (=) Yt () yP(=1)
= 1—|—y2+ o1 + 3] ‘|‘Z+ 51 + 6l =+ ...
B i) i) )t i) ()"
= 14wy + 51 + 3l + 1l + 5l + Gl + ... (2.6)

Comparando 2.3 com 2.6, define-se e¥ da seguinte forma

e’ = cosy +iseny,.

denominada Férmula de Euler.
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2.2 EXPONENCIAL E LOGARITMOS EM C

Definicao 2.2.1. Dado um numero complexo = = x + yi, definimos a exponencial de =
por:

e* = e"(cosy + iseny).
A funcao exponencial e* possui as seguintes propriedades:
i) efle®2 = en1te2,

Demonstracdo. Seja z; = x1 + y1i € z5 = x2 + yoi; €ntédo, temos que:

efle?2 = Tty Loty

= e"'(cosy; + iseny;)e*? (cosys + isenys)

= "2 (cosy,cosyy + icosy,senyy + icosysseny, + i2senysenys)
= M2 (cosyicosys + icosyyseny, + icosyasenyy — senysenys)
= MT2[(cosyicosys — senyisenys) + i(cosyisenys + cosyaseny,)]
= " 2[cos(yy + yo) + isen(yr + y2)]
—  el@tz)ti(yitys)
—  el@rtyri)t(za+ty2i)
_ ot
O
i) 1 =e*
e

Demonstragdo. Seja z=x+yi; entdo, pela definicdo de exponencial de z, temos:

1 1
e e*(cosy + iseny)
1 (cosy — iseny)

e*(cosy + iseny) (cosy — iseny)
cosy — 1Seny

e*(cos?y — i2sen?y)
cosy — 1Seny

e (cos?y + sen?y)
cosy — 1Seny
efz
= e “(cos(—y) +isen(—y))
—x—yi

= €

1
Portanto, — = ¢~ * para todo z € C. O
ez
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Z1

i) — = e
e*2
Demonstragéo.
el er1tyii
672 B er2ty2i
= ePityrip—r2—y2i

—  el@i—z2)+i(y1—y2)

T1—T2 (

= ¢ cos(y1 — y2) + isen(y1 — y2))

zZ1—=z
= e,

Vamos definir agora o logaritmo de um numero complexo z € C.

Dado um numero complexo z = x + yi, com z #* 0, temos que z tem a forma
trigonométrica dada por:
z = p(cosh + isend),

Onde p é o modulo de z e § o argumento de z.Considerando a férmula de Euler
e = cosf + isenf), entdo teremos que:
z = pe”.
Neste caso, 0 numero complexo sera denominado forma exponencial. Como 6§ é o
argumento de z, podemos substitui-lo por 6 + 2k7, com k € Z; e assim, teremos:
o pew
= p(cosf + isenf)

= p(cos(0 + 2km) + isen(0 + 2km))

—  pei0+2hm)

De fato, z pode ser escrito na forma,

z = pe!@t%*m vy, e C.

Devemos lembrar também duas propriedades dos logaritmos em R:

In(x.y) = lnz + Iny

Ine® = b.

Portanto, é natural definirmos o logaritmo de um nimero complexo z da seguinte
forma:
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Defini¢cdo 2.2.2. Dado um niumero complexo » = pe® ndo nulo, definimos o logaritmo
de z como:
Ingz = Inp +i(0 + 2kT),

onde temos que 2kr < 6 < 2(k + 1).

Sabemos que em R um numero positivo possui um Unico logaritmo. Conclui-
mos, desta definicdo, que um numero complexo possui uma infinidade de logaritmos
diferentemente do caso real. E, assim, temos que [n;z € o logaritmo de z num nivel k,
para efeito de simplificacdo, vamos trabalhar as propriedades dos logaritmos somente
no nivel k£ = 0, ou seja lnz = Inp + i, com 0 < 0 < 27.

Proposicao 2.2.1. Dados dois numero complexos z, € z, temos que:

i) et = 2.

i) In(z122) = Inzy + Inz,.
iii) Ine* = z;.
iv) ln% =Inz — lnz.

V) Inz} = n.dnz.

i) Demonstracdo. Usando a definicdo de logaritmo, temos que:

Inz1 Inp1+i61

€ e

elnpl 6101
_ 161
= e

= 2.

Portanto, e/**! = z, para todo z, € C.
i) Demonstracdo. Usando a definicao de logaritmos, temos que:

Inzi +1lnze = Inpy + 101 + Inpy + 16,
= ln(m ,02) + 2(91 + 92)
= In[p1pae’ %]

= In[pipse

= In[pe™p,

191 ezeg]
i@g]

= In(z122).

Portanto, In(z122) = Inz; + Inz, para todo z; e 2z, € C.
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iii) Demonstragdo. Seja z; = =1 + y1i, temos que:

21

Ine® = Ine™ v

= In(e"e™)
= Ine® + [ne™

= x1+Inl+u,

= x1+ yli
= Zi.
]
Portanto [ne** = z; para todo z; € C.
iv) Demonstragao.
Inz; —lnzy = ln,olew1 — lnp26w2

= lnp1 + 291 — (lnpg + 7/92)
= Inpy — Inpy +i(61 — 05)
= L 10, - 6y).

P2

Logo,

Inz, —Ilnze = ln& + (6, — 02).
P2

Agora, seja z; = Inp,e?t e zy = pye'®.

Dai,
ZL_PLi01-62)

22 P2

Assim,

lnﬁ = In (mei(91_02)>

22 P2
S ) + Ine'(01=02)
P2
= 2 i, - 6y).
P2

De fato: Inzy — Inz; = Inf> +i(6h — 02) € InZ = Inl> +i(6) — 6,).

Portanto,

21
Inz; — lnzg = ln—.
22
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v) Demonstragdo. Seja z; = pie?t e n € Z* teremos que:

n o __ i01\n
2z = (pre™)
n vezes
—_——
= e e

n vezes
it + i)

_ p?ei(n&) )

Aplicando o logaritmo natural, teremos:

Inzt = ln(p’fei(”al))
= Inp} + Ine'™™)
= Inp}l +i(nb)
= n(lnp; +i60)

= nlnz.

Portanto, temos que Inz] = ninz, para todo n € Z. H

2.3 FUNCOES COMPLEXAS
Primeiramente, vamos definir uma funcao de variavel complexa. Como consta
em (CHURCHILL, 1975) e (LANG, 1999).

Definicao 2.3.1. Seja D C C . Uma fungéo f : D — C é uma lei que associa a cada
elemento =z € D um unico numero w € C tal que w = f(z) € C.

Agora, vamos conhecer um exemplo de fungao de varidvel complexa de grande
importancia para a trigonometria hiperbdlica:

Exemplo 2.3.1. A funcdo exponencial f : C — C dada por:
VzeC, f(z)=¢€

onde

e* = e"(cosy + iseny).

Uma caracteristica de extrema importancia da fungao f(z) = e* € demonstrada
a sequir:

Proposicao 2.3.1. A fungdo f(z) = e* é tal f(z) # 0 para todo = € C.
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Demonstracdo. Por definicdo, temos que:

z

e* = e*(cosy + iseny) ,Vz=x +yi € C.
Assim,
| = |e"(cosy + iseny)|

= \/(e%cosy)2 + (e*seny)?

= \/62%0323; + e2rsen?y

= \/e2x(cos2y + sen?y)
_ 621
= e".
Como |e?| = e” paratodo z = x4 yi € C e sendo e* > 0, temos que |e*| # 0 Vz €
C. Portanto, f(z) =e* #0,Vz € C. O

No caso complexo, também é importante conhecer o periodo de uma fungéo;
deste modo, definiremos o periodo a seguir:

Definicao 2.3.2. Uma fungéo f : C — C é periddica e de periodop € C se f(z+p) =
f(z) Vz € C.

Proposicéo 2.3.2. A fungdo f(z) = e* é periédica e de periodo 2mi, isto é, e*t*™ =
e*, Vz e C.

Demonstragéo. De fato, seja z = = + yi € C temos:
6z+27ri — 6au—l—yi—}—27ri

ex+(y+27r)i

y+2m)i

= %l

Da formula de Euler e¥! = cosy + isen y temos:

2™ = e®lcos(y + 2m) + isen(y + 27)]
= e"[cosy + iseny]
— exeyi
— eeryi
= e~
Portanto, e**?™ = ¢* para todo z € C. Logo, a fungdo f(z) = ¢* é periddica de
periodo 27i. O]
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Observacao 2.3.1. De forma analoga, também podemos mostrar que dado = € C e
k € Z tem-se que 2T = 7,

De fato, temos:

pFt2kmi  _ jwtyit2kmi
_ €x+(y+2k7r)i
—  eplyt2km)i
= e"[cos(y + 2km) + isen(y + 2km)]

= [cosy + iseny|
— Ty
_ €x+yz

= e°.

Portanto, temos que:

6z+27rz _ ez+4m — €z+6m — 6z—|—87rz _

Outra funcao de variavel complexa de grande importancia é a funcao logaritmica
dada a seguir:

Exemplo 2.3.2. A fungéo logaritmica de base e é a fungéo f : C* — C dada por:

Vz e C*, f(z)=lInz.

2.4 FUNGOES TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS

Trataremos agora sobre as fungdes trigopnométricas com varidvel complexa. Apre-
sentaremos suas definicdes e demonstraremos suas propriedades mais importantes.
Veja em (NASCIMENTO, 2015).

Primeiramente, vamos lembrar da formula de euler:

e = cosy + iseny

Dai, temos que:

e V' =cosy — iseny.

Assim, se subtrairmos a primeira igualdade da segunda, teremos:
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eV’ — eVl = 2iseny
logo,

e¥l — eV
T WeR

seny = 5
)

Dai, temos que para todo y € R,
e — e W

seny = 5
i

2.4.1 Funcao Seno e Suas Propriedades

E natural definirmos a fungao seno de variavel complexa da seguinte forma:

Definicao 2.4.1. A fungéo sen : C — C definida por

eiz — e iz
senzg = ————
2

€ denominada fung&o seno.

Proposicao 2.4.1. A fungao senz é periodica de periodo 2.

Demonstracdo. Pela definicdo da fungédo seno, temos que para todo z € C.

e tem _ efi(z+27r)

sen(z +2m) = ¥
72T _ p—izgi(=2m)
B 2i
_ €*(cos2m + isen2m) — e~ *(cos2m — isen2m)
B ‘ 2
e
B 2
= senz.

Portanto, a funcao seno de uma variavel complexa é periddica de periodo 2.

Propriedade 2.4.1. A fungdo seno é impar, ou seja sen(—z) = —senz,Vz € C.

Demonstragéo.
ei(_z) _ e_i(_z)
21

e~ _ otz

sen(—z) =
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Portanto, para todo z € temos que sen(—z) = —senz; logo, a fungéo seno é
impar. O

Propriedade 2.4.2. Para todo z € C tem-se que sen(z + m) = —senz.

Demonstragéo.

ei(Z-I—Tr) — e—ilztm)
21

tzHiTm efizfiﬂ'

21
T

eize _ e—ize—iﬂ
29 '

sen(z +m) =

e

Aplicando a férmula de Euler e¥* = cosy + iseny, temos:

e¥e’m —e e e"(cosm + isenm) — e~ "*(cosm — isenm)
2i B 2i
_e*(=1+i.0) — e (=1 —i.0)
B A 2
e
B 2i
e
DY
= —Ssencz.
Portanto, temos que sen(z + m) = —senz,Vz € C. O

2.4.2 Funcao Cosseno e Suas Propriedades

De forma anéaloga ao que fizemos na funcédo seno, se somarmos as equacoes
e = cosy + iseny € e”Y' = cosy — isen y, teremos:

eV 4 e¥' = 2cosy.
Logo,
eV +e?
cosy = ———
Y 2

Portanto, € também natural definirmos a fun¢ao cosseno de variavel complexa
da seguinte forma:

Definicao 2.4.2. A fungao cos : C — C definida por

eiz + e—iz
COSZ = ——,

2

é denominada fungdo cosseno.
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Proposicao 2.4.2. A fungdo cosz é periddica de periodo 2.

Demonstracdo. Pela definicdo da fungcédo seno, temos que para todo z € C.

e#t2m + e—i(z+27r)
2
e?e2™ + e—izei(—Zw)
2 .
e*(cos2m + isen2m) + e **(cos2m — isen2m)

2

cos(z +2m) =

e? + e—iz
21
= COSZ.

Portanto, cos(z + 27) para todo z € C. O

Propriedade 2.4.3. A fungéo cosseno é par, ou seja cos(—z) = cosz,Vz € C.

Demonstracéo.

ei(_z) _|_ e_i(_z)

cos(—z) =

e~z + el?
eiz + e—iz

= COSz.

Portanto, para todo z € temos que cos(—z) = cosz; logo, a fungdo cosseno é
par. [

Propriedade 2.4.4. Para todo = € C tem-se que cos(z + m) = —cosz.

Demonstragéo.

6i(z+ﬂ*) + e*i(Zﬁ»ﬂ')
2

eiz—i—iw + e—iz—m
2

eizeiﬂ + efizefiﬂ

2

cos(z+m) =

Novamente, aplicando a férmula de Euler, temos:



Capitulo 2. FUNCOES TRIGONOMETRICAS COMPLEXAS 39

e’ + e e e*(cosT +isenm) + e (cosm — isenT)
2 - 2
CeF(—1440.0) + e (=1 - i.0)
B 2
B —elr iz
B 2
P te”
-2
= —cosz.

Logo, temos que cos(z + m) = —cosz,Vz € C.

Portanto, a funcdo cosseno de uma variavel complexa é periédica de periodo
2. O

2.4.3 Funcao Tangente e Suas propriedades

Nesta secao, conheceremos a defini¢do da fungéo tangente com variavel com-
plexa. Demonstraremos, também, suas propriedades mais importantes.

A fungdo tangente é definida pela fun¢do seno e cosseno;

logo, seja z € C com cosz # 0, temos que a tangente de z é dada por:

Também podemos expressar a tangente pela definicdo de senz e cosz; assim,
teremos:

7 12
e

i(e* 4+ ei%)’

Z_ef

Portanto, a tangente de um numero complexo z € dada por:
eiz _ e—iz

t = 0
gz i(ezz + efzz)

Devemos verificar que a tangente de z é definida apenas para cosz # 0; assim,
z# 5 +kmcomk € Z.

Assim, para definir a fungéao tangente, devemos considerar o conjunto D = {z €
C:z # 5+ knm,Vk € Z}. Portanto, definimos a fung&o tangente de um nimero complexo
z da seguinte forma:
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Definicao 2.4.3. A fungcédotg : D — C definida por
. eiz _ e—iz
zZ= . ,
g i(ezz + e—zz)
€ denominada func&o tangente.
Propriedade 2.4.5. A fungéo tgz é impar, ou sejatg(—z) = —tgz,Vz € D.
Demonstracéo.
sen(—z)
tg(—2) = ——-
9(==) cos(—z)
o —Sez
B Ccosz
= —ig=z.

Portanto, tg(—z) = —tgz para todo z € D; logo, a funcdo tangente € impar. [J
Propriedade 2.4.6. A funcdo tangente é periodica de periodo .
Demonstracao.

ei(z—i—Tr) _ e—i(z+7r)

tg(z +7r) - Z’(ez’(z+7r) 4 e—ilztm)
B eiz—l—iﬂ _ e—iz—iw
- i(etztin 4 g—iz—im)
_ eizeiw _ e—ize—iﬂ'
- Z‘(eizem + efizefiﬂ)
_ €*(cosm +isenm) — e~ *(cosm — isent)
~i(e=(cos + isent) + e~i#(cosm — isent))
(=1 414.0) —e #(—1 —1.0)
—i(e(—141i.0) + e~=(—1 — i.0))
- i(_eiz _ efiz>
_ _(eiz _ e—iz
(e 4 emi2)
_ eiz _ e—iz
(el ei®)
= tgz.

Portanto, tg(z + 7) = tgz, Vz € C; logo, tangente de = € periddica de periodo 7. O

Propriedade 2.4.7. Seja z,w € C tem-se que:

tgz + tgw
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Demonstragéo.

) = G

Senz.cosw + Senw.cosz

COSZ.CoSW — senz.senw'

Visto que cosz # 0 Vz € C entdo temos que cosz.cosw # 0.

Assim tem-se que:

Senz.cosw + Senw.cosz

talz w — cosz.cosw
g( + ) COSZ.COSW — senz.senw

Ccosz.cosw
Senz.cosw i SENW.COSZ

CoSsz.cosw COSz.cosw
CoSsz.cosw SENZ.senw

COSZ.COSW  COSZ.COSW
tgz + tgw

1 —tgz.tqw’

2.4.4 Funcao Cossecante

Agora, conheceremos a definicdo da funcao trigopnométrica cossecante com
variavel complexa.

A funcao cossecante é definida pela funcao seno da seguinte forma:

Seja z € C com senz # 0, temos que a cossecante de z € dada por:
1

senz’

cossecz =

Também podemos expressar a cossecante pela de definicdo de senz; assim,
teremos: ‘
21
cossecz = ————.
BZZ — e—lZ

Devemos também verificar que a funcdo cossecante é definida apenas para
senz # 0, assim z # kxr com k € Z.

Deste modo, para definir a fungdo cossecante, devemos considerar um conjunto
D ={z € C: z # kn,Vk € Z}. Portanto, definimos a fun¢éo cossecante de um nimero
complexo z da seguinte forma:

Definicao 2.4.4. A fungéo cossec : D — C definida por
2

cossecz = ———,
etz — ez

é denominada fungdo cossecante.
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2.4.5 Funcao Secante

Agora, conheceremos a definicdo da funcao trigonométrica secante com variavel
complexa.

A funcao secante é definida pela funcao cosseno da seguinte forma:
Seja z € C com cosz # 0, temos que a secante de z é dada por:

1

cosz’

SECZ =

Também podemos expressar a secante pela de definicao de cosz; assim, tere-

mos:
2

SeCZ = ——.
eix 4 %

Devemos verificar que a secante de z é definida apenas para cosz # 0; assim,
z# 5 +kmcomk € Z.

Assim, para definir a fungéo tangente, devemos considerar o conjunto D = {z €
C:z # 5 +kn,Vk € Z}. Portanto, definimos a fungio tangente de um nimero complexo
z da seguinte forma:

Definicao 2.4.5. A fungéo sec : D — C definida por
2

cossecz = ————,
ez 4 =iz

é denominada fungdo secante.

2.4.6 Funcao Cotangente

Conheceremos agora a definicao da funcao cotangente com variavel complexa.
A funcao cotangente é definida pela fungédo seno e cosseno.

Seja z € C com senz # 0, temos que a cotangente de z € dada por:

cCosz

cotgz = .
senz

Também podemos expressar a cotangente pela definicdo de senz e cosz; assim,
teremos:

eiz + eiz

2 -

— e ¥
21

Z’(eiz + 671'2)

ez — ¢ %1

cotgz = e
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Portanto, a cotangente de um nimero complexo z é dada por:

i(e® + e %)

cotgz = pE———

Devemos também verificar que a fungcao cotangente é definida apenas para
senz # 0; assim, z # kr com k € Z.

Deste modo, para definir a fungcao cotangente, devemos considerar um conjunto
D ={z¢e€C:z+# kn,Vk € Z}. Portanto, definimos a fun¢do cotangente de um nimero
complexo z da seguinte forma:

Definicao 2.4.6. A fungéo cotg : D — C definida por

; 2
cotgz = elr — e—iz’

€ denominada fungao cotangente.

2.4.7 Propriedades das Funcoes Trigonométricas em C

Nesta secdo, vamos conhecer e demonstrar as principais propriedades das
fungbes trigonomeétricas complexas seno e cosseno.

Propriedade 2.4.8. Dado = € C tem-se que senz = cos (5 — z).

Demonstracéo.

s <7r ) ci(5-2) + e—i(5-2)

— —Z —
2 2
ei%fiz + e*i%Jriz
2
eige—iz _i_efz%eiz
2
s ; T\ ,—12 s . T 82
_ (cosy +iseng)e™"* + (cosf — iseny)e
2
i1 —1iz 0—1.1 iz
- (0+il)e™ + (0 —1id)e
2
Z'e—iz _ Z’eiz
2
Z(ezz e*’LZ)
212
eiz —e 12
21
= Ssenz.

Portanto, senz = cos (g — z) , Vz e C. H
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Propriedade 2.4.9. Dado > € C tem-se que cosz = sen (g — z)

Demonstragéo.

- oi(5-2) _ o—i(5-2)
sen <2 - z> = ‘

s

21
(cosT +isenZ)e"* — (cos
. 22’ .
(0+i.1)e ™ — (0 —i.1)e”
2

™

T __ T pt2
5 —isent)e

je—i% 4 el
i(e” +e7"%)
21
e 4+ e "
2

= COSsz.

Portanto, cos = sen (g — z) , Vz e C. ]

Propriedade 2.4.10. Seja um numero complexo z, entdo sen’z + cos’z = 1

Demonstragao.
6iz - e—iz 2 eiz +e—iz 2
sen’z + cos’z = | + | —
24 2

B €2iz . 261',2672'2 _|_ 6721‘2 621'z _|_ Qeizefiz _|_ 672iz
B 442 - 4

_62iz + 2€ize—iz _ e—Qiz €2iz + 2€ize—iz + e—2iz
B 1 * 1

4e**
- 4eiz
= 1

Portanto, para todos os nimeros z € C, tem se que sen’z + cos?z = 1; esta
relacdo é conhecida como relacao trigonométrica fundamental. ]

Propriedade 2.4.11. Dados z,w € C, temos que:

sen(z + w) = senz.cosw + Senw.cosz.
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Demonstragéo.

ei(z-‘,—w) _ e—i(z—i—w)

2
ezzezw _ e—ZZe—Z’LU
21
26126111) _ Qe—zze—zw
4i
ezzezw _l_ ezzezw _ e—zze—zw _ e—zze—zw
43

sen(z +w) =

Agora vamos somar e subtrair do numerador da fracdo as expressoes c¢“e~™ e

e—izeiw:
eizeiw + 6ize—iw _ e—izeiw _ e—ize—iw + eizeiw _ eize—iw + e—izeiw _ e—ize—iw

sen(z +w) = y¥

B eiz(eiw + efiw) _ efiz<€iw + efiw) + eiz(eiw _ efiw) + efiz(eiw _ efiw)

- o | o |

B (ezz _ e—zz>(€zw + e—zw) + (ezw _ e—zw)<ezz + e—zz>

B 4i

_ (eiz _ efiz) (eiw + efiw) (eiw _ 67iw) (eiz + efiz)

- 2i 2 2i 2

= Senkz.cosw -+ Senw.cosz.

Portanto, sen(z + w) = senzcosw + senwcosz para todo z,w € C. O

Propriedade 2.4.12. Dados z,w € C, temos que:

cos(z + w) = cosz.cosw — senz.senw.

Demonstracao.

ei(z+w) + efi(z%»w)
2
eiFei | pizp—iw
2
e el | Qe—izp—iw
4
eiFei | pizgiw | p—izo—iw | o—izp—iw
43 '

cos(z +w) =

Agora vamos somar e subtrair do numerador da fragédo as expressoes e“e~ e

—1Z STW -

€ €
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eizeiw + 6ize—iw + e—izeiw + e—ize—iw + eizeiw _ eize—iw _ e—izeiw + e—ize—iw

sen(z +w) = 1
eizeiw + eizefi'w + efizeiw + efizefiw eizeiw _ eizefiw _ efizeiw + efizefiw
A e
B ezz<€7,w + e—zw) + e—zz(ezw + e—zw) ezz<€7,w _ e—zw) _ e—zz<€zw _ e—zw)
B 4 472
B (eiz + efiz)(eiw + efiw) (eiw _ efiw)(eiz _ efiz)
B (ezz + 6—12) (ezw + e—zw) (67,w _ e—zw) (ezz _ 6_7'Z>
B 2 2 2i 2i
= COSZ.CoOSw — Ssenw.senxz.
Portanto, cos(z + w) = cosz.cosw + senz.senw para todo z,w € C. O

Propriedade 2.4.13. Dado > € C tem se que sen2z = 2senz.cosz.

Demonstragdo. Tomando w = z na propriedade sen(z + w) = senzcosw + senwcosz

temos que:
sen(z+z) = senz.cosz + senz.cosz
sen2z = 2senz.cosz.
Portanto, sen2z = 2senz.cosz para todo z € C. O

Propriedade 2.4.14. Dado = € C tem se que cos2z = cos*z — sen?z.

Demonstragdo. Tomando w = z na propriedade cos(z + w) = coszcosw + senzsenw

temos que:
cos(z+2z) = cosz.cosz — senz.senz
c0s2z = cos’z — sen’z.
Portanto, cos®z — sen®z para todo z € C. O

Propriedade 2.4.15. Dado = € C tem se que sec’z — tg?z = 1.

Demonstragdo. Dada a propriedade sen®z + cos?z = 1, temos que:

sen’z = 1— cos’z
sen?z 1 cos®z
cos?z cos?z  cos?z’

Aplicando as definicdes de tg(.) e sec(.) temos:
tg?z = sec’z—1
sec’z —tg*z = 1.

Portanto, sec’z — tg*z = 1 para todo z € C. O
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Propriedade 2.4.16. Dado = € C tem-se que cossec’*z — cotg*z = 1.

Demonstragdo. Dada a propriedade sen®z + cos?z = 1, temos que:

2

cos’z = 1— sen’z
cos®z 1 sen’z
sen?z sen?z  sen?z’

Aplicando as defini¢gdes de cotg(.) e cossec(.), temos:

cotg’z = cossec’z — 1
cossec’z — cotg®z = 1.
Portanto, cossec’z — cotg®z = 1 para todo z € C. O

2.5 FUNGOES TRIGONOMETRICAS INVERSAS COMPLEXAS

As fungbes inversas das fungdes trigonométricas podem ser demonstradas
facilmente em termos de logaritmos, como veremos a seguir.

2.5.1 Funcao Seno Inversa

A funcdo w = arcsen é a inversa da fungcao cosseno trigopnométrico de z, também
denotada por sen~!. Assim, temos que:

Da definicdo de funcéao inversa, temos:

senw = z <> w = sen” 'z,

Da definicao de cosw, temos:

e —e

21
Logo, temos:
e“’f—e’“" = 2iz
(V-1 _
it

(2.7)

Resolvendo a equagao do segundo grau (e®)? — 2ize™ — 1 = 0, obtemos:
e = dz+V1-22
iw = In(iz+V1—22)
w = —iln(iz + V1 —22).
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Logo, definiremos a fungéo seno trigonométrico inversa da seguinte forma:

Definicao 2.5.1. A fungédo sen! : C — C seno trigonomeétrico inversa é dada por:

Vz € C, sen '(2) = —iln(iz + V1 — 22).

2.5.2 Funcao Cosseno Inversa

A funcdo w = arccos € a inversa da fungdo cosseno trigonométrico de z, também
denotada por cos~!. Assim, temos que:

Da definicdo de funcéao inversa, temos:

COSW = 2 <> W = cos 2.

Da definicao de cosw, temos:

ezw + e—iw
= z.
2
Logo, temos:
e e = 9y
w\2 1
(e ) + = 2z
ezw

(2.8)

Resolvendo a equagao do segundo grau (¢™)? — 2ze¢™ + 1 = 0, obtemos:

e = z422-1
iw = In(z+VvVz2—1)
w = —in(z+Vv22—-1).
Logo, definiremos a fungcédo cosseno trigonométrico inversa da seguinte forma:

Definicao 2.5.2. A fungéo cos™! : C — C cosseno trigonométrico inversa é dada por:
Vz € C, cos (z) = —iln(z + V22 —1).
2.5.3 Funcao Tangente Inversa

A funcdo w = arctg é a inversa da fungdo cosseno trigopnométrico de z, também
denotada por tg—!. Assim, temos que:
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Da defini¢cdo de fungéo inversa, temos:

tgw =z & w = tg_lz.

Da defini¢ao de tgw, temos:

W _ p—iw

i(eiw + e—iw) =<

Logo, temos:
eiw — e
- . = z
i(ezw _i_efzw)
(eiw)Z -1
4 = z
i(e)2 44
()2 —1 = iz(e™)? +iz
(™) —iz(e™)?* = 14z
(1—zi)(e™)? = 14z
, 14 22
w\2
(") = T
) 1 <1 + zz)
w = —=In -
2 1—=
1 l <1 + zz’)
w = —lIn
21 1— 2zt
—il (1 + zi)
w = —In
2 1— 2z

7 1— 2z
w = =In ( ) .
2 1+ 21
Logo, definiremos a fungéo tangente trigopnométrico inversa da seguinte forma:

Definicao 2.5.3. A funcdotg~! : C — C tangente trigonomeétrico inversa é dada por:

: 1 — 5
VzeC, tgl(z) = %ln (1 n Z)

2.5.4 Funcao Cossecante Inversa

A funcdo w = arccossec € a inversa da fungdo cosseno trigopnométrico de z,
também denotada por cossec™!. Assim, temos que:

Da defini¢cao de fungéo inversa, temos:

COSSECW = Z <> W = 008860_12.

Da definicao de cossecw, temos:
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2
eiw _ 6—iw -
Logo, temos:
w\2 _
0 = A=z

e’L’LU

2ie™ = z(e™)? —z

z(e™)? —2ie™ — 2z = 0.

Resolvendo a equagado do segundo grau z(e)? — 2ie™ — z = 0, obtemos:

w V221
e = —.
4
Dai, segue que:
) <i+\/22—1>
mw = ln B —
z
1 (’H—V:ﬂ—l)
w = —-In|——m—m .
1 4

Logo, definiremos a fun¢do cossecante trigonométrico inversa da seguinte forma:

Definicdo 2.5.4. A fungdo cossec™' : C* — C cossecante trigonométrico inversa &
dada por:

Vz € C*, cossec™'(z) = Eln

1 <z+m>

2.5.5 Funcao Secante Inversa

A funcdo w = arcsec € a inversa da fungdo cosseno trigpnométrico de z, também
denotada por sec™!. Assim, temos que:

Da defini¢cao de fungéo inversa, temos:

secw = z <> w = sec ‘2.

Da definicao de secw, temos:

eiw + efiw

Logo, temos:
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w2
5 _ z(e ) +z

. . elw
2™ = z(e“")2 + 2

2(e™)* —2e™ + 2 = 0.

Resolvendo a equagdo do segundo grau z(e™)? — 2¢™ + z = 0, obtemos:

w1+ V1= 22
€ = > .
Dai, segue que:
, <1+\/1—22>
w = In|———
z
1 (1+\/1—22>
w = -—In —
1

Logo, definiremos a fungéo secante trigonométrico inversa da seguinte forma:

Definicao 2.5.5. A funcdo sec™! : C* — C secante trigopnométrico inversa é dada por:
(1 +v1 - 22>
. :

1
Vz € C*, sec”(z) = ~In
i

2.5.6 Funcao Cotangente Inversa em C

A funcdo w = arccotg € a inversa da funcao cotangente trigonométrico de z,
também denotada por cotg~t. Assim, temos que:

Da definicao de funcéao inversa, temos:

cotgqw = z <> w = cotg_lz.
Da defini¢do de cotgw, temos:

i(e™ 4 em )

etw _ p—iw =z

Logo, temos:
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ezw J— e—Z’LU - Z
i(e™)? + i
- = z
(6“”)2 1
i(e™) +i = z(e™)? -z
Z-(eiw>2 _ Z(eiw)Z — —i —
(i—2)(e™)? = —i—z
w\2 —1—z
()" = ——
. 1 z+1
w = —=In < >
2 Z—1
w = iln (Z + Z)
2 \z—1i/)

Logo, definiremos a funcao cotangente trigonométrico inversa da seguinte forma:

Definicao 2.5.6. A fungdo cotg~' : C — C cotangente trigonométrico inversa é dada
por:

1 :
Vz € C, cotg ' (z) = 2—iln <z j Z) :
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3 FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS COMPLEXAS

Neste capitulo, vamos conhecer as principais definicdes, propriedades e teore-
mas das fung¢des trigonométrica hiperbdlica complexa.

As propriedades citadas neste capitulo podem ser encontradas nos livros (CHUR-
CHILL, 1975) e (AVILA, 2013).

3.1 FUNGAO SENO HIPERBOLICO

Vamos tratar sobre a funcéao seno hiperbélico de um nimero complexo. Conhe-
ceremos sua definicdo e demonstraremos suas propriedades mais importantes.

Defini¢ao 3.1.1. Seja z € C a fungéo, f(z) = senhz, seno hiperbdlico de = é dada por:

z —Zz

e —e

2

senhz =

Esta definicdo pode ser encontrada no livro AVILA (2013). Podemos perceber
nesta definicdo que a fungdo senhz possui valores reais para valores reais de z. A
funcéo seno hiperbdlico de um numero complexo z possui propriedades que vamos
conhecer e demonstrar a seguir.

Propriedade 3.1.1. Dado > € C tem-se que senh(z + ir) = —senhz.

Demonstracdo. Dado =z € C, pela definicdo de senhz temos que:
ertim _ 6—(z+i7r)

2
e Fim _ p—z—im
efe'm — e FeT

2
e*(cosm + isenm) — e *(cosm — isenm)

2
e*(=1+1i.0) — e *(—1—1.0)
2

senh(z +im) =

—e* 4 e~
2
e —e”
2
= —senhz.

z

Portanto, senh(z + ir) = —senhz, Vz € C. O
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Propriedade 3.1.2. A funcdo senhz é periodica de periodo 2ri.

Demonstragéo.

e?+2mi _ o= (z+2mi)

senh(z 4 2mi) =

2
ez+27ri _ 6—2—2771'
B 2
_ ez€2ﬂ'i 6—26—271'1'
B 2
_ e*(cos2m +isen2m) — e~ *(cos2m — isen2m)
B 2
(1 +14.0) —e (1 —1i.0)
B 2
A
B 2
= senhz.
Portanto, a funcao seno hiperbdlica de z é periddica de periodo 2mi. O

Propriedade 3.1.3. A funcdo seno hiperbdlico é impar. Dado = € C tem-se que

senh(—z) = —senhz.

Demonstragcgo. Dado z € C, tem-se que:

senh(—z) = 5
et —¢f
B 2
e
T2
= —senhz.
Portanto, a funcao seno hiperbdlica é impar. ]

3.2 FUNGAO COSSENO HIPERBOLICO

Agora, vamos tratar sobre a funcao cosseno hiperbdlico de um niumero complexo.
Inicialmente, apresentaremos sua definicdo e demonstraremos suas propriedades mais
importantes.

Defini¢ao 3.2.1. Seja = € C a fungdo, f(z) = coshz, seno hiperbdlico de = é dada por:

ez + e—Z

hz =
coshz 9

A funcao cosseno hiperbélico em C possui propriedades importantes que de-
monstraremos a seguir.
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Propriedade 3.2.1. Dado = € C, tem-se que cosh(z + im) = —coshz.

Demonstragdo. Dado z € C, pela definigdo de coshz, temos que:

cosh(z + im)

ez tim + 6*(Z+iﬂ')

2
€z+i7r + e—z—iTr

2
ezelﬂ' _I_ 67267271'

2
e*(cosm + isent) 4+ e *(cosm — isenw

2
(=1 +14.0) + e*(—1 — i.0)
2

—e? — e %

2
e+ e *
2
= —coshz.

Propriedade 3.2.2. A funcédo coshz € periddica de periodo 2mi.

Demonstragéo.

cosh(z + 2mi)

ez H2mi +e (z+2mi)

2
€Z+27Fi + e—z—?ﬂ'i

2
€z627ri + 672672771‘
2
e*(cos2m + isen2m) + e *(cos2m — isen2)
2
e*(1+14.0) + e=*(1 — i.0)
2

e +e*
2

coshz.

Portanto, a funcao cosseno hiperbdlico de z é periddica de periodo 2.

Propriedade 3.2.3. A fungdo cosseno hiperbdlico é par. Dado = € C tem-se cosh(—z)

coshz.

]
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Demonstracdo. Dado = € C, tem-se que:

g% 4 e (-7
2
e+ e
2
e +e”?
2
= coshz.

cosh(—z) =

Portanto, a funcao cosseno hiperbdlica € par. O

3.3 FUNGCAO TANGENTE HIPERBOLICO

Vamos definir agora a fungéo tangente hiperbolico para um nimero complexo z.
De modo usual, temos que:

toh senhz
Y —
9 coshz’
onde coshz # 0.
Assim, temos que e* + e~* #£ 0.
Resolvendo a equagéo e* + e % =0
z\2 1
(€241 _
ez
(e)?+1 = 0.

i) Seja e* = 1, utilizando a formula de De Moivre e* = e*(cosy + iseny), tem-se

e“(cosy +iseny) = i

e’cosy + e*seny.i = i. (3.1)
Da parte real da igualdade 3.1, temos
(e"cosy)® = 0
e*cos’y = 0. (3.2)

Da parte imaginaria de 3.1, temos
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e“seny = 1
(e"seny)? = 1
e*sen’y = 1.

Somando a equacgao 3.2 com a equacao 3.3, temos

e*cos’y + e**sen’y = 1
e* (cos®y + sen’y) = 1
e = 1.

Assim, ¢?* =1 «<— z = 0.

Como z = 0; entéo,
e’seny =1 <= seny =1,

e“cosy =0 < cosy = 0.

Logo, temos que y = 5.

Portanto, z = Fi.
i) De forma analoga, seja e* = —i teremos:

ecosy + e’ senyi = —i.

Da parte real de 3.5, temos

e‘cosy = 0
e*cos’y = 0.

Da parte imaginaria de 3.5, temos

e“seny = —1

e sen’y = 1.

Somando as equacbes 3.6 e 3.7, temos

e**(cos®y + sen’y) = 1

e = 1.
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Assim, e?* =1 «<— z =0.

Como x = 0 entéo,
e’cosy =0 <= cosy =0

e’seny = —1 < seny = —1.

Logo, temos que y = .

Portanto, z = 274.

Assim, para definir a fungédo tangente hiperbolica vamos considerar
D:(C—{(gnle)i:keZ}.

Definicao 3.3.1. Segja » € D, a funcdo tangente hiperbdlico de = é dada por:

e — e *

tghy = ———.
gnz= e + e %

A funcéao tangente hiperbdlico de um nimero complexo z também possui proprie-
dades que demonstraremos a seguir:

Propriedade 3.3.1. A funcédo tghz é periodica de periodo .

Demonstragdo. De fato,temos que senh(z+mni) = —senhz e cosh(z+mi) = —coshz,

assim:
. senh(z+m)
tgh(z+mi) = cosh(z + )
_ —senhz
- —coshz
= tghz.
Portanto, a fungao tghz € periddica de periodo . ]
3.4 FUNCAO SECANTE HIPERBOLICO
De modo usual, temos que:
1
hz =
SECRE = oshz’

onde, coshz # 0.

Assim, de forma analoga a funcao tangente hiperbdlica, para definir a funcao
secante vamos considerar o conjunto

D:C—{(g+k7r)z':keZ}.
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Definicao 3.4.1. Sejaz € D, a fungao secante hiperbdlica denotada por sech é definida

por:
2

e* 4+ e %

sechz =

3.5 FUNCAO COSSECANTE HIPERBOLICO

Comecaremos pela definicdo da funcéo cossecante hiperbdlica de um numero
complexo z. Lembrando que podemos entender que:

1
hz = ——
CNE = enhz’
onde senhz # 0.
Resolvendo a equacao e* — e * £ (.
Temos
z2\2 __ 1
@P-1
ez
()2 =1 # 0.

Resolvendo a equagdo do segundo grau (¢*)* — 1 = 0 encontramos:

ou

i) Seja e” = 1, utilizando a féormula de De Moivre, tem-se

e"(cosy +iseny) = 1
e“cosy + e*senyi = 1. (3.8)

Da parte real de 3.8, temos

(e"cosy)® = 1

e*cos’y = 1. (3.9)

Da parte imaginaria de 3.8, temos
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(e"seny)?> = 0
e sen’y = 0. (3.10)
Somando as equagdes 3.9 e 3.10, temos
e* (cos’y + sen’y) = 1
e = 1.
Assim, e?* =1 <= z =0.
Como x = 0 entéo,
e’seny =0 <= seny =0
e
e’cosy =1 <= cosy = 1.
Logo, temos que y = 2kx; onde k € Z.
Portanto, z = 2k7; onde k € Z.
i) De forma analoga, seja e* = —1 teremos:
e’cosy + e*seny = —1. (8.11)
Da parte real de 3.11, temos
(e“cosy)? = —1
e*cos’y = 1. (3.12)
Da parte imaginaria de 3.11, temos
(e"seny)? = 0
e**sen’y = 0. (3.13)

Somando as equacgdbes 3.12 e 3.13, temos

e*(cos®y + sen’y) = 1

e = 1.
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Assim, e?* =1 «<— z =0.

Como z = 0 entao,

e’cosy = —1 <= cosy = —1

e’seny =0 <= seny = 0.

Logo, temos que y = (2k + 1)m com k € Z. Portanto, z = (2k + 1)mi com k € Z.

Assim, para definir a fungdo cossecante hiperbdlica, vamos considerar o conjunto
E=C—{kr:kelZ}.

Definicao 3.5.1. Seja = € E a funcdo cossecante hiperbdlica denotada por cossech é
definida por:

cossechz = 2 )
€Z _ 6—25
3.6 FUNCAO COTANGENTE HIPERBOLICO
De modo usual, temos que:
cotghz = M,
senhz

onde senhz # 0.

Assim, de forma andaloga a func¢ao cossecante hiperbdlica, para definir a fungcéao
cotangente vamos considerar o conjunto

E =C— {0+ 2knr, 7+ 2km}.

Definicao 3.6.1. Seja = € E a fungdo cotangente hiperbdlica denotada por cotgh é
definida por
eZ + 672

er — e—z'

cotghz =

3.7 RELACOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS

Demonstraremos agora algumas identidades mais conhecidas:

Propriedade 3.7.1. Seja » € C tem-se que cosh?z — senh?z = 1.
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Demonstracdo. Dados z € C, entao

e + e ? 2 e — =% 2
cosh?z — senh?z = _ ] - —
2 2

622 + 2e%e™* + 6—22 622 — 2¢%e? + 6—22
4 4
de*e™*

4

Propriedade 3.7.2. Sejam z,, 2, € C, tem-se que:

senh(z1 + z2) = senhzycoshzy + coshzisenhzy

Demonstracgo. Dados 2z, 2z € C, temos que:

el —e A 2 4 g2 el + e 2 — e 2

senhzicoshzy + coshzisenhzy = . .
2 2 2 2
6214—22 —e AT 4 621+22 _ AR
4
2(621-0-22 _ 6—21—22)
4

e*1 +z2 __ o

2
= senh(z; + 22).

Propriedade 3.7.3. Seja z1, 20 € C, tem-se que:

cosh(zy + z9) = coshzycoshzy + senhzysenhzy

Demonstragcdo. Dados 2z, 2, € temos que:

el + e 2 f e el —e A 2 — g2

coshzicoshzy + senhzisenhzy = ) + )
2 2 2 2
e?1t72 + e TR 4 621+Zz + e A2
4
2(€Z1+Z2 +e—21—22>
4
ez1+zg +€—zl—22
2

= cosh(z + z2).
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Propriedade 3.7.4. Segja > € C, tem-se que:
senh(2z) = 2senhzcoshz
Demonstragéo.

senh(2z) = senhzcoshz + senhzcoshz

= 2senhzcoshz.

Propriedade 3.7.5. Seja > € C, tem-se que:

cosh(2z) = cosh®z + senh?z

Demonstracdo. Dados z € C, entao:

cosh(2z) = coshzcoshz + senhzsenhz

= cosh®z + senh?z.

Propriedade 3.7.6. Seja » < C, tem-se que senh*z =

—1+ cosh(2z)

2
Demonstracdo. Dado z € C, entao,

da propriedade cosh?z — senh?z = 1 segue que:

cosh’z = 1 + senh’z.

E da propriedade cosh(2z) = cosh?z + senh?z segue que:

cosh®z = cosh(2z) — senh?z.

Das igualdades 3.14 e 3.15, temos:

1+ senh?’z = cos(2z) — senh®z
senh®*z + senh®’z = —1+ cos(22)

2senh’z = —14 cosh(22)
—1+ cosh(2z)
5 :

senh’z =

1 + cosh(2z)

Propriedade 3.7.7. Seja » € C tem-se que cosh?z = 5

(3.14)

(3.15)
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Demonstracdo. Dado =z € C, entao,

da propriedade cosh?z — senh?z = 1 segue que:

senh?z = cosh®z — 1. (3.16)

E da propriedade cosh(2z) = cosh?®z + senh?z segue que:

senh®z = cosh(2z) — cosh*z. (3.17)

Das igualdades 3.16 e 3.17, temos,

cosh’z —1 = cosh(2z) — cosh*z
cosh®z 4 cosh*z = 1+ cosh(2z)

2cosh*z = 1+ cosh(22)
1 + cosh(2z)
5 :

cosh’z =

Propriedade 3.7.8. Segja z € C, tem-se que sech?z + tgh?z = 1.

Demonstragdo. De fato, temos que cosh? — senh? = 1. Assim, dividindo a equagéo por
cosh?z teremos:

cos’z — sen’z 1
cosh?z cosh?z
cosh?z  senh?z 1
cosh?z  cosh?z cosh?z
senh?z 1
1— = 5 (3.18)
cosh?z cosh?z

Levando em conta a equacao e as definicées de sechz e tghz, temos que:
1 —tgh*z = sech®z

sech®z + tgh*z = 1.

]

Dado z € C, sabemos que cosh?z — senh?z = 1. Assim, dividindo-se a equagéo
por senh?z teremos:

Propriedade 3.7.9. Seja » € C, tem-se que cotgh?z — cossech?z = 1.
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Demonstragdo. De fato, temos que cosh?z — senh?z = 1. Assim, dividindo a equacéo
por senh®z teremos:

cosh?z — senh*z 1
senh?z "~ senh2z

cosh’z  senh®z 1

senh?z  senh?z  senh2z’

Levando em consideracao as definicdes de cotgh e cossech, temos que:

cotgh’z —1 = cossech®z

cotgh?®z — cossech*z = 1.

O
Propriedade 3.7.10. Seja = € C, tem-se que coshz + senhz = e*.
~ . . ez — e_z eZ + e—Z
Demonstragcdo. Primeiramente, vamos lembrar que senhz = — e coshz = —
Vz e C.
Assim,
coshz + senhz = cte +e —°
2 2
B 2e®
2
= e~
O

Propriedade 3.7.11. Seja 21, 2, € C, tem-se que:

tghz; +tghz
tgh = )
ghiz + 2) 1+ tghzitghzs

Demonstracdo. Dados z1, 25 € C, tem-se que:

senh(z + z2)
cosh(zy + 22)
senhzy.coshzy + senhzy.coshz

tgh(z1 + z2) =

coshzy.coshzs + senhz,.senhzy

Visto que coshz # 0 Vz € C entdo temos que coshz.coshzy # 0.

Assim tem-se que:
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senhzy.coshzy + senhzy.coshzy

coshzi.coshzy

tgh(z + 2) = coshzy.coshze + senhzy.senhzo

coshzi.coshzy
senhzy.coshzy  senhzs.coshzy

coshzi.coshze  coshzy.coshzs
coshzy.coshze  senhzi.senhzo

coshzy.coshzy ~ coshzi.coshzs
tghzy + tghzo
1+ tghzi.tghzy

3.8 FUNGCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS INVERSAS

Nesta secao veremos que as fungdes trigopnométricas hiperbdlicas, a exemplo
das funcgdes trigonométricas, possuem fungodes inversas. No Apéndice A, veremos
como se pode calcular as fungdes hiperbdlicas inversas.

Veremos inicialmente, de acordo com (LANG, 1999) e (SOARES, 2014), a
definicao de fungao inversa complexa:

Definicao 3.8.1. Dada uma fungéo f : A — C, dizemos que uma fungdog: B — A
€ uma inversa a direita de f em B = f(A), se

flg(w)) =w Yw € B.

Definicao 3.8.2. Dada uma fungéo f : A — C, dizemos que uma fungdog: B — A
€ uma inversa a esquerda de f em B = f(A), se

9(f(2)) =2 Vz € A

Definicao 3.8.3. Dada uma funcdo f : A — C , dizemos que uma fungdo g : f(A) —
A é uma fungdo inversa de f, se g é a inversa a direita e a esquerda de f.

Observacao 3.8.1. Denota-se a fungéo inversa g de f por f=1.

As fungdes inversas hiperbdlicas complexas sdo encontradas facilmente nos
livros de fungdes de variaveis complexas, como por exemplo, (CHURCHILL, 1975) e
(AVILA, 2013).
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3.8.1 Funcao Inversa da Funcao Seno Hiperbdlico

A fungéo senh™! : C — C, definida por

senh™ (w) = In(w + V1 + w?),

€ denominada fungéo seno hiperbdlica inversa.

Proposicao 3.8.1. A fungdo senh™! : C — C é a inversa da fung¢do senh : C — C.

Demonstragdo. Seja f(z) = senhz e g(w) = senh™!(w), devemos mostrar que f(g(w)) =

weg(f(z) =z

Assim, temos que:

fg(w))

senh[ln(w + V1 + w?)]
eln(w+\/1—i-7) o e—ln(w—k\/m)
2
eln(w+Vitw?) _ lin(w+vIrw?)] !
2
1
wH+ vVt —  ——
w+ V1 +w?
2
w® + 20V +w? +1+w? -1
w+ V1 +w?
2
2w? + 2wv/1 + w?
w+ V14 w?
2
2w (w +V1 +w2>
w+ V14 w?
2
2w
2

w.
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Enquanto que,

g(f(2)) = senh” <ez—e—z>

\/ 2Z+2+6_22)
= In —|—

- n ez+6_z 2
2
(ez _Z+e —|—e_z>
= In
2¢e?
= |
”(2)
)

= In(e*

= In

= Z.

Portanto, a fungdo senh~! : C — C é a fungéo inversa da fungdo seno hiperbo-
lico. [

3.8.2 Funcao Inversa da Funcao Cosseno Hiperbolico
A funcgao cosh™! : C — C definida por
cos Y (w) = In(w + Vw? — 1),
€ denominada fungao cosseno hiperbdlica inversa.

Proposicao 3.8.2. A fungdo cosh™' : C — C é a inversa da fungdo cosh : C — C.

Demonstragcdo. Seja f(z) = coshz e g(w) = cosh™(w), devemos mostrar que f(g(w)) =
weg(f(z) ==z

Assim, temos que
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Enquanto que,

9(f(2))

n

In

In

cosh[ln(w + vw? — 1)]

6ln(w-l—\/ w2—1) + e—ln(w—i-\/ w2—1)

2
eln(w—l—\/w?—l) + e[ln(w—l-\/wz—l)}_l

2
w+ Vw?—1+

1
w+ Vw2 —1

2
w? +2uvuw? —1+w?—1+1
w4+ Vvw? —1
2

2w? + 2wvw? — 1
w+ Vw2 -1
2

2w (w+\/w2—1>
w+ Vw2 -1
2

2w

2

w.
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Portanto, a fungdo cosh™ : C — C é a fungéo inversa da fungéo cosseno
hiperbdlico. O

3.8.3 Funcao Inversa da Funcao Tangente Hiperbdlico

A funcéo tgh™! : C — {—1,1} — C definida por

_ 1 1+ w
toh™(w) = g (70 )

€ denominada inversa da funcao tangente hiperbdélico.

Proposicao 3.8.3. A fungdo tgh™" : C — {—1,1} — C é a inversa da fungéo tgh :
C —C.

Demonstragdo. Seja f(z) = tghz e g(w) = tgh~*(w), devemos mostrar que f(g(w)) = w

eg(f(2) ==

X +w ) 1+ w
§ln —§ln
1—w 1—w
e —e
- 1l<1+w> l<1+w>
1—w Te 1—w

l+w—-—14w
1—w
l1+w+1—w
1—w
2w

2

= w.

Enquanto que,
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Portanto, a fungéo tgh~' : C — {1} — C é a fungéo inversa da fungéo tangente
hiperbalico.

]

3.8.4 Funcao Inversa da Funcao Cossecante Hiperbdlico

A funcao cossech™ : C* — C definida por

1—1—\/1—|—w2>
w bJ

cossec  (w) = In (

€ denominada funcao cossecante hiperbélica inversa.

Proposicao 3.8.4. A fungao cossech™ : C* — C € a inversa da fungao cossech :
C —C.

Demonstragdo. Seja f(z) = cossechz € g(w) = cossech™ (w), devemos mostrar que
flg(w)) = weg(f(z)) =z

Assim, temos que:
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flg(w)) = cossech (m”fﬁ*ﬁ)

2

l 1+ v14w? 1+ v14+w?
n| —————— —n| ———
w w
(& — e
2
1+V1+w? w

w _14—\/14—11)2
2

(1+ V1 +w?)? — w?
w(l+ V1 +w?)
2

14+ 2vV1+ w2 +1+w?—w?
w(l + V14 w?)

2
2+ 2v1+w?
w(l+v1+w?)
2uw(w + V1 + w?)
2(1+ V14 w?)
w.

Enquanto que,
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g(f(2)) = cossech™! (2>

62’ — e—Z

2 2
1+\/1+()
e? — %

= In 5

62 — 6—2

4
1
+ \/1 + €2z — QeZe—% + 6722
= In 5

eZ_e z

622+2+e—2z
1+ 2 -2
e*? — 2+ e %

= [ne®

Portanto, a fungao cossech™' : C* — C é a fungéo inversa da fungédo cossecante

hiperbdlico

3.8.5 Funcao Inversa da Funcao Secante Hiperbdlico

A fungéo sech™! : C* — C definida por

1 \/ 2
w

€ denominada fungéo secante hiperbdlico inversa.

Proposicao 3.8.5. A fungdo sech™ : C* — C é a inversa da fungdo sech : C — C.

O



Capitulo 3. FUNCOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS COMPLEXAS 74

Demonstragdo. Seja f(z) = secz e g(w) = sec™(w), devemos mostrar que f(g(w)) = w
e g(f(2) ==

Assim, temos que:

flg(w)) = sech <ln1+w1_w2>
B 2
B m(1+m) ln(1+M)
w w
e +e
B 2
B 1+m+ w
w 1+V1—w?
2
B (1+vV1—w?)? — w?
w(l+v1—w?)
2
- 142vV1 —w?2+1—w?+w?
w(l+v1—w?)
_ 2w(l+V1—w?)
21+ V1 +w?)

= w.

Enquanto que,

o) = sech” (=)

2 2
wl_ ()
e +e*

= In 5

ez + e—Z

4
1 1-—
+ \/ €2z + 2eze—* + 6—22:
= In 5

eZ + e*Z

eF—e? 2
1 ()
eF+e*

= In 5

62 _I_ e*Z

= ln( 5 >

= [ne®

= Z.
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Portanto, a fungdo sech™! : C* — C é a fungéo inversa da funcio secante
hiperbdlico. O

3.8.6 Funcao Inversa da Funcao Cotangente Hiperbolico

A fungéo cotgh™! : C — {—1,1} — C definida por

1 1
cotgh™ (w) = 5 In (w—l—) ,

€ denominada fungéo cotangente hiperbdlico inversa.

Proposicao 3.8.6. A funcdo cotgh™' : C — {—1,1} — C é a inversa da fungao cotgh :
C —C.

Demonstragéo.

Enquanto que,
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Portanto, a fungéo ctgh™' : C — {1} — C é a inversa da fungao cotangente
hiperbolico. ]

3.9 RELAGOES ENTRE AS FUNGOES TRIGONOMETRICAS HIPERBOLICAS E AS
FUNGOES TRIGONOMETRICAS EM C

As relacdes entre as funcdes trigonométricas hiperbdlicas e as trigopnométricas
circulares de variaveis complexas decorrem em termos das funcdes exponenciais.
Demonstraremos agora essas propriedades:

Propriedade 3.9.1. Dado > € C temos as seqguintes propriedades:
i) senh(iz) = isenz.
ii) sen(iz) = isenhz.
iii) cosh(iz) = cosz.
iv) cos(iz) = coshz

As propriedades citadas podem ser vistas em CHURCHILL (1975).
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Demonstracdo. Dado = € C temos que:

senh(iz)

Portanto, senh(iz) = isenz, z € C.

Portanto, sen(iz) = isenhz, z € C.

ii)

cosh(iz)

Portanto, cosh(iz) = cosz, z € C.
iv)

cos(iz)

Portanto, cos(iz) = coshz, z € C.

B Z,2<e —.e>
21

= 4senhz.

eZZ + 6712

= COSz.

61(12) 4 e—i(iz)
e *+e*
e +e*

= coshz.
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Agora, obteremos, utilizando os itens i) e i) as partes real e imaginaria das
funcbes seno e cosseno hiperbdlicos de z € C:

a) Dados z € C tal que z = x + iy, temos:

senh(z +1y) = senhx.cosh(iy) + coshx.senh(iy)
= senhx.cosy + coshx.iseny

= senhx.cosy + icoshx.seny.

Portanto, Re(senhz) = senhz.cosy € Im(senhz) = coshx.seny.
b) Dados z = x + iy € C, temos:

cosh(x +1iy) = coshx.cosh(iy) + senhx.senh(iy)
= coshx.cosy + senhx.iseny

= coshz.cosy + isenhx.seny.

Portanto, Re(coshz) = coshx.cosy € Im(coshz) = senhx.seny.

Proposicao 3.9.1. Para todo z = x + iy € C, tem-se que:

i) |senhz|? = senh?®z + sen?y.

ii) |coshz|* = senh®x + cos?y.
Demonstragcdo. Dados z € C tal que z = = + iy , temos:

i)
|senhz|? = (senhxcosy)® + (coshzseny)?
= senh®zcos*y + cosh*xsen’y
= senh®zcos*y + senh*zsen®y + cosh’xsen’y — senh*zsen’y
= senh®z(cos®y + sen’y) + sen’y(cosh’x — senh?x)

= senh’z + sen’y.

Portanto, |senhz|* = senh®x + sen?y.
i)
|coshz|> = (coshxzcosy)® + (senhzseny)?
= cosh®zcos®y + senh®xsen’y
= cosh®zcos®y — senh®xcos®y + senh’zsen’y + senh*xcos®y
= cos*y(cosh*x — senh®x) + senh®z(sen’y + cosy)

= cos’y + senh®x.
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Portanto, |coshz|? = senh®z + cos?y.

O

3.10 COMPARACAO ENTRE AS IDENTIDADES DAS FUNGOES TRIGONOMETRI-
CAS E HIPERBOLICAS COMPLEXAS

Faremos, inicialmente, uma analise das principais propriedades das fung¢des
sen, cos € tg em comparagao com as fungdes senh, cosh e tgh.

Funcodes Trigonométricas Funcodes Hiperbolicas
sen(—z) = —senz € sen(z + m) = —senz | senh(z + mi) = —senhz
sen(z + 2mw) = senz senh(z + 2mi) = senhz
cos(—z) = —cosz € cos(z + m) = —cosz | cosh(z + wi) = —coshz
cos(z + 2m) = cosz cosh(z + 2mi) = coshz
tg(z + ) =tgz tgh(z + mi) = tghz

E de fundamental importancia verificar que as funcdes trigonométricas e hiper-
bolicas possuem periodos diferentes, e principalmente notar que as fungdes trigono-
métricas possuem periodos em R, enquanto que as fungdes hiperbdlicas possuem
periodos em C — R.

Faremos, agora, uma analise das principais identidades das funcdes trigpnomé-
tricas em comparacao com as fungdes hiperbdlicas.

Funcoes Trigonométricas Funcoes Hiperbdlicas

sen’z + cos’z =1 cosh?z — senh?z = 1

sen(z +w) = senzcosw + senwcosz | senh(z 4+ w) = senhz.coshw + senhwcoshz

cos(z + w) = cosz.cosw — senz.senw | cosh(z + w) = coshz.coshw + senhz.senhw

sen(2z) = 2senz.cosz senh(2z) = 2senhzcoshz

c0s(2z) = cos?z — sen’z cosh(2z) = cosh?z + senh?z

sec’z —tg*z =1 sech®z +tgh?z =1

cossec’z — cotg®z = 1 cotgh’z — cossech?z = 1

bz +w) = tgz + tgw tgh(z + w) = tghz + tghw
1 —tgztqw 1+ tghz.tghw

E importante verificar que tanto nas fungdes trigonométricas quanto nas hiper-
bolicas existe uma relagao trigopnométrica fundamental, e que elas nao sao idénticas
pois diferem uma da outra na operagao.

Podemos verificar que as relagdes sen e senh para a soma de dois niumeros
complexos sao completamente idénticas, ja as relagdes cos € cosh diferem apenas nas
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operacoes de (+) e (—) entre os termos. Consequentemente, as relagdes de dobro
também sao diferentes para cos2z e cosh2z.

As relacgoes trigonométricas dos quadrados das fungdes sec € tg em comparagao
com as relagdes que envolvem os quadrados das fungdes sech e tgh diferem na
operacao entre os termos. No entanto, as relacdes que envolvem os quadrados das
fungdes cossec e cotg em comparagcao com a relacao que envolvem os quadrados das
fungdes cossech e cotgh diferem na ordem dos termos da subtracao.
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4 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertacado, apresentamos um texto a respeito da trigopnometria hiperbo-
lica complexa para que alunos e professores da iniciagao cientifica do ensino médio
tenham acesso a um material de estudo de trigonometria hiperbdlica complexa com
aplicagdes de recursos matematicos mais elementares.

Apresentamos neste texto as demonstracdes das mais importantes propriedades
das fungdes trigonométricas reais e trigopnométricas complexas, utilizando recursos ba-
sicos da trigonometria circular, conjunto dos numeros complexos, expressdes algébricas
e nocdes basicas de fungdes reais e complexas elementares.

Por fim, apresentamos um estudo das fungdes trigonométricas hiperbdlicas
complexas e suas inversas, com demonstracdes das propriedades mais importantes
de cada funcao e das identidades que as relacionam entre si.

Nas fungoes trigonométricas hiperbdlicas complexas foram usados recursos um
pouco mais avancados de fungdes complexas elementares, como fungdo exponencial ,
logaritmos e séries.

Espera-se que este trabalho contribua de forma significativa com as aulas dos
professores do ensino médio e, consequentemente, contribua com a formacéo em
matematica dos alunos no contexto da iniciagao cientifica.
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A DETERMINACAO DA FUNCAO TRIGONOMETRICA HIPERBOLICA INVERSA
COMPLEXA

Neste apéndice, apresentaremos o processo de resolugdo da equacao que
determina as possiveis funcdes inversas de cada fungao trigonométrica hiperbdlica
complexa, como também, mostraremos que uma das solu¢des de cada equacao nao
pode ser a inversa.

Funcao Seno Hiperbdlica Inversa

Apresentaremos, agora, os procedimentos para determinagao da fungao seno
hiperbdlico inversa.

Resolveremos aqui a equagao senhw = z para encontrar a fungéo inversa da
funcéo seno hiperbdlico.

Da defini¢cdo de funcgéo inversa, temos que,

senhw = z <> w = senh™ 2.

w —w

ev —e N
Como senhw = —5 entao:
e¥ —e ¥
= z
2
eV —e " = 2z
2w
e —1
= 2z
ew

() —1 = 2ze¥

() =2z —1 = 0.

Resolvendo a equacéo do segundo grau (e*)? — 2ze* — 1 = 0, obtemos:

ev =z 4+ V1 + 22
ou
e =z — 1+ 22,
Assim, temos que:
wy = In(z + V1 + 22)
ou

wy = In(z — V1+ 22).
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Agora, mostraremos que a fungéo wy = g(z) = In(z — /1 + 22) néo é a inversa
da funcao seno hiperbdlico z = f(w) = senhw.

E, para isso, devemos mostrar que f(g(z)) # z ou g(f(w)) # w.

Calculemos, inicialmente f(g(z)):

flg(2)) = senh[ln(z — V1 + 22)]

eln(z—v 1+22) _ e~ In(z—v 1422)

2
1
z2—V1+22 - —
_ z—V1+22
2
22— 22/1+ 22414+ 22-1
_ z—1+ 22
2
22(2—\/1+z2>
_ z—V1+22
2
%
2

= Z.

Concluimos, entdo, que g € a funcéao inversa a direita de f. Vamos calcular
agora g(f(w)):

= In(—1)+Ine™™

= In(-1)—w

= In(cosm +isent) — w
= In|—-1|+ir—w

= m—2z

= im—x—1

= —z+(m—y)i.
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Como g(f(w)) # w concluimos que a fung¢ao ¢(z) = In(w — v1+ w?) ndo é a
inversa a esquerda da funcéo f. Portanto, a fun¢do ¢ ndo € a funcao inversa da funcao
seno hiperbdlico.

Funcao Cosseno Hiperbdlico Inversa

Resolveremos aqui a equacgao coshw = z para encontrar a funcéo inversa da
fungéo seno hiperbdlico.

Da defini¢cao de fungéo inversa, temos:

coshw = z <> w = cosh™ 'z

w —w

Como coshw = 6—;6, entao

ev+ev
—_— =z
2
eV +e M = 2z
2w
1
e’ + — 9,
ew

(€2 +1 = 2ze"
(e¥) —2ze" +1 = 0.

Resolvendo a equagao do segundo grau (e“)? — 2ze* + 1 = 0, obtemos:

eV =z2+v22 -1
ou
v =z4+v22—1.
Assim, temos que:
wy = In(z + V22— 1)
ou

wy =In(z+ V22 —1).
Agora mostraremos que a fun¢do w, = In(z++/2% — 1) ndo € a inversa da fungao
cosseno hiperbdlico, z = f(w) = coshw.
E, para isso, devemos mostrar que f(g(z)) # z ou g(f(w)) # w.

Calculemos inicialmente f(g(z)):
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Fo(z) = coshlin(z —VE—T)
6ln(zf\/fol) +67ln(zf\/2271)

2

e VE T
. z—vz22—1
B 2

22 =222 —1+4+22—-1+1
- z—Vz2—1
B 2

222 — 2wv22 —1
B z—z22 -1
B 2

22(2— 22—1>
. z—Vz2—1
B 2
2z
2
= z.

Concluimos, entéao, que g € a fungao inversa a direita de f.

Vamos calcular agora g(f(w)):

g(f(w)) = cosh™! <+>

e + e~ w e2w + DeWe~W + 6—211)
= In — —1

e + e W \/62111 -9 + e—2w
= In —
2 4

Como g(f(w)) # w concluimos que a fungédo g(w) = In(w — vVw? — 1) ndo é a
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inversa a esquerda da funcao f. Portanto, a funcdo ¢ ndo € a funcao inversa da funcao
cosseno hiperbdlico.

Funcao Tangente Hiperbdlica Inversa

Resolveremos aqui a equacgao tghw = z para encontrar a fungéo inversa da
funcao tangente hiperbdlico. Considere z € C — {1}, da definicdo de fungéo inversa
temos:

tghw = z <> w = tgh™ ' 2.

ev —e™¥ -
Como tghw = ——, entdo
ew + e*’w

Logo, temos que:

e’ —e v
e —e = (e¥+e ")z
e —1 ((22“’ + 1)
= 2
ev ev
(e)?—1 = (e")2+2
(1—2)(e")? = 1+2
1+2
w\2
()" = 1—2z

(A1)

Resolvendo a equagao do segundo grau encontramos

w 1+ 2
€ _—
1—2
ou
w 1+=2
e’ = — .
1—2
Assim,
( 1+z)
wl—ln
1—=z2
1 <1+z)
w; = —In
2 1—2
ou
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z - , .
) néo é a inversa da

Agora mostraremos que a fungéo w, = g(z) = In (—
—Z

funcdo tangente hiperbdlico, z = f(w) = tghw.
E para isso devemos mostrar que f(g(w)) # w ou g(f(z)) # =.

Calculemos inicialmente f(g(z)):

z 1+ 2 z 1+ 2
"\ 1—=2 R 11—z
e —e
1+ 2 1+ 2
In| — —In| —
1—2 11—z
e +e
1+2 T+z) "
B 1—=z2 1—2z2
1+Z+ 142 -
11—z 11—z
1
+z_1
11—z
B 142
- 1—2
14z
1
1—z+
1+ 2
1—2
1+z—-14+=2
. 1—=2
T l+z2+1—2
1—=2
_ 2
2
= 2. (A.2)

Concluimos, entao, que g € a fungao inversa a direita de f.

Vamos calcular agora g(f(w)):



APENDICE A. Determinagdo da Fungdo Trigonométrica Hiperbdlica Inversa Complexa 89

—w

e

Rirra—
g(fw) = In|- | —SF0

ev —e™v

— €

e +e W4 ¥ —e ¥
e +e W —ev+e¥

= In(-1) + Ine"

= .7+ w.

1 .
Como ¢(f(w)) # w concluimos que a fungado g(z) = In (—,/Ji) nao € a
inversa a esquerda da funcao f. Portanto, a funcdo ¢ ndo é a funcao inversa da funcao
tangente hiperbolico.

Funcao Cossecante Hiperbdlico Inversa

Resolveremos aqui a equagéo cossechw = z para encontrar a fungao inversa
da fungao cossecante hiperbdlico. Considere z € C*, da definigdo de fungao inversa
temos:

cossechw = z <> w = cossech™ z.
Da definigao de fungéo cossechw, temos:

cossechw = .
ev —e W

Logo, temos que:
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2
- — z
ew J— e—w
2 = (e"—€e™")z
2w 1
2 = (e ) z
e'll)
2" = z(e")? -z
z(e¥)? = 2" —z = 0.

Resolvendo a equacéo do segundo grau z(e*)? — 2¢* — z = 0, obtemos:

w 1+ VI1I4+22
e = —".
z
ou
w L1—V1+22
e = —.
z
Assim,
14+ V14 22
wy = In(———).
z
ou
1 — 1+ 22
wy = In(———).
z
~ 1—v1+22 .
Agora mostraremos que a fungdo wy = In(————) nao é a inversa da
z

funcdo cosseno hiperbdlico z = f(w) = cossechw.
E para isso devemos mostrar que f(g(z)) # z ou g(f(w)) # w.

Calculemos inicialmente f(g(z)):

fg(2)) = cossech (lnl_ZHZQ>
2
- | (1_m) ) (1_m)
) e , —e
(1= VT2 =22
0= VIt
2

T 1-2/I+ 2+ 1422 2

z2(1 =1+ 22)
o 2z2(z = V1422
21— V1+2?)

= Z.
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Concluimos, entédo, que g € a fungao inversa a direita de f.

2 2
L=yt (ew—e—w>
g(fw) = In 5
ew — e—w
B l e?w -9 + 672w
ew — e—w
1 ev+e™™ 2
ew — e—w
= In 5
ew — e—w

1 ev+e™™
o ev —e W
= In 5

ew i e—w

W W oW _ oW

=1
()
= Ine™"
= —w.
] i 1—-VI+22, .
Como g(f(w)) # w concluimos que a fungédo wy, = ln(—ﬂ) nao é a
z

inversa a esquerda da funcao f. Portanto, a funcdo ¢ nao € a funcao inversa da funcao
cossecante hiperbdlico.

Funcao Secante Hiperbdlica Inversa

Resolveremos aqui a equagéo sechw = z para encontrar a fungao inversa da
funcéo secante hiperbdlico.

2 -
Como sechw = ——, entao,
ev 4+ e v
2
_— = z
ev + e W

2 = (e"+e )z

2w 1
2 = (6 + )z
ew

2" = z(e“)*+ 2

2(e®)? = 2" + 2z = 0.

Resolvendo a equagédo do segundo grau z(e¥)? — 2¢* + z = 0, obtemos:
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w 1H+V1I—22
e = —
z
ou
w 1—=V1—=22
e = —.
z
Assim,
1+ V1 —22
wy = In(———)
z
ou
1—+vV1—22
wy = In( ).
z
~ 1—-vV1=22  _ .
Agora mostraremos que a fungéo ws = g(z) = ln(—z) nao é a inversa
z

da funcao secante hiperbdlico z = f(w) = sechw.
E, para isso, devemos mostrar que f(g(z)) # z ou g(f(w)) # w.

Calculemos inicialmente f(g(2)):

flg(w)) = sech (lnl_zl_ZZ>
- 2
a l(l—ﬂ) ) (1—\/1—7,22)
e : +e :
B 2
1122 z
S T
2
Y =
2(1 =1 —22)
2
T 1 /i 41-24 2
2(1 — 1= 22)
2
T o 2-2/1-22
z2(1 =1 —2?)
o 2z(1 - V1 =22
21— V1+22)

= Z.

Concluimos, entédo, que g € a fungéo inversa a direita de f.

Vamos calcular agora g(f(w)):
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2 2
ew + e~w

2

) \/6211; -9 + 67210
e2w + 2+ e 2w

Como ¢g(f(w)) # w concluimos que a fungdo ws = In(

1—+1—22

) ndo é a

z
inversa a esquerda da funcao f. Portanto, a funcdo ¢ ndo é a funcao inversa da funcao

secante hiperbdlico.

Funcao Cotangente Hiperbdlica Inversa

Resolveremos aqui a equacéo ctghw = z para encontrar a fungéo inversa da

funcao cotangente hiperbdlico.

Como cotghw =
e —e

ev+e v
e’ +e v
e+ 1

ow
() +1
(1—2)(e")?

(e")?

e’ + -
—, entao,
w —w

—(z—i—l)'
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Resolvendo a equacao do segundo grau obtemos

w z+1
e =
z—1
ou
w z+1
e’ = —
z—1
assim,
( z+1)
w; = In
z—1
ou

- z+1 ..
Agora mostraremos que a fungéo wy = g(z) = In [ — ~ ) naoéainversa da
Z —

fungao cotangente hiperbdlico z = f(w) = cotghw.
E, para isso, devemos mostrar que f(g(z)) # z ou g(f(w)) # w.

Calculemos inicialmente f(g(z)):

f(9(z)) = cotgh (ln (— fi))

z—i—l+1
z—1
lz+1
- V-1
o oz+1
2—1_1
z+1
V-1
z4+1+2-—-1
. 1—=2
Tooz4+1—2z+41
1—2



APENDICE A. Determinacédo da Funcdo Trigonométrica Hiperbdlica Inversa Complexa

Concluimos, entédo, que g € a fungao inversa a direita de f.

Vamos calcular agora g(f(w)):

Como g(f(w)) # w concluimos que a fungdo wy = In | —

95
ev+ev
|- |G
-1
ew - e*’w
ew +€—w + ew _ e—w
e’ +e —e’ +e
In(—1) + lne"
1.7 + w.
+ 1) .
nao e a
z—1

inversa a esquerda da funcao f. Portanto, a fun¢do ¢ ndo € a funcao inversa da funcao

tangente hiperbolico.
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B EXERCICIOS DE FIXACAO

Os exercicios abaixo podem ser encontrados facilmente nos livros (AVILA, 2013)
e (CHURCHILL, 1975).

Questaol : Determine todas as raizes das equagoes:

a) coshz = %
b) senhz =1

C) coshz = —2
Questao? : Determine todos os zeros de:

a) senhz
b) coshz
Questao3 : Ache os valores de:
a) cosh™'(-1)
b) tgh10
Questao4 : Determinar os valores de:
a) cotgh™'(—1)
b) senh™! (775@)
Questaob : Determine todas as raizes das seguintes equacgoes:
a) senz = cosh4
b) senhz =1
C) coshz = —2
d) coshz = %
Questaot : Seja z € C tal que z = = + iy, mostre que:
a) |senhy| < |senz| < coshy

b) |senhy| < |cosz| < coshy
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