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RESUMO

NOME PARA REFERENCIA. Integrais e aplicacdes. 2016. 111 f. Disserta-
cdo (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matemdtica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo (ICMC/USP), Séao Carlos — SP.

O intuito deste trabalho é fazer uma analise sobre o processo de integracdo de
funcdes. Existem muitas generalizacdes do conceito de integragcdo abordado inicialmente
por meio da integral de Riemann, como por exemplo, a integral de Riemann-Stieltjes,
Lebesgue, Henstock-Kurzweil entre outras. Abordaremos especialmente a integral de
Riemann-Stieltjes, e mostraremos a limitag¢do da integral de Riemann no estudo de con-
vergéncia de fungdes, indicando a necessidade de se generalizar o processo de integracao.
Faremos uma aplica¢do da integral de Riemann-Stieltjes no estudo de variaveis aleatérias
e apresentamos uma proposta de abordagem, para a sala de aula, sobre o deslocamento e
distancia percorrida por um objeto em movimento retilineo uniforme associado a area.

Palavras-chave: Integral de Riemann, Integral de Riemann-Stieltjes, Varidveis Aleatdrias.






ABSTRACT

NOME PARA REFERENCIA. Integrais e aplicacées. 2016. 111 f. Disser-
tacdo (Mestrado — Programa de Mestrado Profissional em Matemadtica) — Instituto de Ciéncias
Matematicas e de Computacdo (ICMC/USP), Séao Carlos — SP.

The aim of this work is analizing the process of integration of functions. There are
many generalizations of the integration concept originally addressed by Riemann integral
such as the Riemann-Stieltjes integral, Lebesgue integral, Henstock-Kurzweil integral,
among others. We will be specially concerned with the integral of Riemann-Stieltjes and we
will show the limitations of Riemann integral about convergence of functions, leading to the
need to generalize the integration process. We will apply Riemann-Stieltjes integral for the
study of random variables and present an approach to the classroom, on the displacement
and distance traveled by an object in uniform rectilinear motion associated to concept of
area.

Key-words: Riemann integral, Riemann-Stieltjes integral, Random Variables.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como proposta fazer um estudo sobre dois tipos de integral, a integral
de Riemann e a integral de Riemann-Stieltjes, mostrando uma aplicacdo de cada uma dessas
integrais. Apresentamos a integral de Riemann e faremos uma aplicacao desta integral no estudo
do espaco percorrido e do deslocamento de um mdvel em movimento retilineo uniforme. De
maneira semelhante, apresentamos a integral de Riemann-Stieltjes, uma integral mais geral que

a de Riemann e que possui aplicagdes interessantes em teoria de probabilidades.

O primeiro capitulo é pré-requisito para os demais. Nele serdo abordados alguns conceitos

basicos de analise na reta.

No segundo capitulo, apresentamos a integral de Riemann, as condi¢des para que uma

func¢do seja Riemann integravel e suas propriedades.

No terceiro capitulo tratamos de probabilidade e varidveis aleatorias, com &nfase para
o cdlculo do valor esperado de uma varidvel aleatéria. Também apresentamos a integral de
Riemann-Stieltjes, suas propriedades, condi¢des de existéncia e como esta integral unifica as

expressoes para o calculo do valor esperado.

O quarto capitulo é uma proposta para o estudo do deslocamento e do espago percorrido
por um moével em movimento retilineo. Faremos um exemplo que mostra como os alunos podem
calcular aproximacdes para a drea de uma regido com contorno curvo, a utilizagdo do software
GeoGebra vai permiti-los uma visualizagdo das aproximagdes por somas superiores e inferiores.
O célculo da area de uma regido serd utilizado para se determinar o deslocamento e o espago

percorrido por um mével em movimento retilineo.
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CAPITULO

PRE-REQUISITOS

Neste capitulo, serdo apresentados alguns conceitos basicos de andlise matemaética que
sdo pré-requisitos para os capitulos seguintes. Nossas principais referéncias para o estudo de
analise na reta sdo [5] e [1]. Na secdo 1.1, o ponto de partida serd o conjunto dos nimeros
reais, com destaque para a propriedade do supremo. Serdo apresentados alguns resultados sobre
sequéncias de nimeros reais e algumas nocdes topoldgicas. As nocdes de limite, continuidade
e derivada serdo abordadas na secdo 1.2. Finalizamos o capitulo com o conjunto e a fun¢do de

Cantor.

1.1 Os Numeros Reais

Designaremos o conjunto dos nimeros reais por R.

Dentre as propriedades do médulo de um ndmero real, destacamos a desigualdade

triangular: dados quaisquer reais x e y, temos que |x+ y| < |x| + |y|.

Um conjunto X C R diz-se limitado superiormente se existe algum b € R tal que x < b
para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de X. Analogamente, diz-se que o
conjunto X C R € limitado inferiormente quando existe a € R tal que a < x paratodox € X. O
nimero a chama-se entdo cota inferior de X. Um conjunto X C R € limitado quando € limitado

superiormente e inferiormente.

Seja X C R limitado superiormente e ndo vazio. O nimero b € R chama-se supremo do
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conjunto X quando cumpre as seguintes condicdes:
I: Para todo x € X, tem-se x < b;
IT: Se c € R € tal que x < ¢ para todo x € X, entdo b < c.
Assim, b € a menor das cotas superiores e escrevemos b = sup X.

Analogamente, se X C R € um conjunto ndo vazio limitado inferiormente, o niimero real
a chama-se infimo do conjunto X, e escreve-se a = inf X se a € a maior das cotas inferiores. Isto

equivale as duas afirmacoes:
I: Para todo x € X, tem-se a < x;
IT: Se ¢ < x para todo x € X, entdo ¢ < a.
Admitiremos a seguinte importante propriedade dos niimeros reais.

Propriedade do supremo: Todo conjunto de nimeros reais, ndo vazio e limitado superi-
ormente, admite supremo. Analogamente, todo conjunto de nimeros reais, ndo vazio e limitado

inferiormente, admite infimo.

Propriedade dos intervalos encaixantes: Dada uma sequéncia de intervalos tais que
LDLD..DI,D...onde I, = [ay, by, com a, < b,, existe pelo menos um ndmero real ¢ tal

que ¢ € I, para todo n € N. De fato, as inclusdes I, D I, significam que
aq<an<..<a,<..<bh,<..<by<bh.

O conjunto A = {ay,ay,...,an, ...} é portanto, limitado superiormente. Seja ¢ = sup A. E

claro que a, < ¢, para todo n € IN. Além disso, como cada b, € cota superior de A, temos ¢ < b,

para todo n € IN. Portanto ¢ € I,, qualquer que sejan € IN.

1.1.1 Sequéncias

Definicao 1.1. Uma sequéncia de nimeros reais é uma funcio f : N — R, que associa a cada

nimero natural n» um nimero real x,,, chamado o n-ésimo termo da sequéncia.

Para representar uma sequéncia, escrevemos (Xq,x2,X3, ...,Xp,...) OU (X,)zeN OU (X,).

Uma sequéncia (x,) se diz limitada superiormente quando existe K € R tal que x, < K e

limitada inferiormente se existir k € R tal que k < x,,, para todo n € N.
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E limitada se for limitada superiormente e inferiormente, isto €, se existir M tal que

|x,| < M,Vn e N.

Definicdo 1.2. Dada uma sequéncia x = (x,),eN, uma subsequéncia de x € a restricdo da fungdo

x a um subconjunto infinito N’ = {n; <np < ... <ny < ...} de N. Escreve-se X' = (x,),en Ou

(xnl axl’lzv "'7xnk7 ) ou (xl’lk)kGN'

Definicdo 1.3. Diz-se que uma sequéncia (x,) converge para o nimero L, ou tem limite L se,

dado qualquer € > 0, € sempre possivel encontrar um niimero N tal que
n>N=|x,—L|<e.

Escreve-se,

lim x,, =L, limx,, =L oux, — L.
n—soo

Uma sequéncia que nao € convergente € dita divergente.

Defini¢do 1.4. Uma sequéncia (x,) chama-se monétona ndo-decrescente quando se tem x,, <
Xn+1 para todo n € N e monoténa ndo-crescente se x,+1 < x, para todo n € IN. No caso em que
Xp41 > X, para todo n, a sequéncia € dita crescente e, no caso em que X, < X, para todo n, a

sequéncia € dita decrescente.

Teorema 1.1. Toda sequéncia convergente € limitada.
Demonstragdo. Dado qualquer € > 0, existe um indice N tal que
n>N=L—e<x,<L+e.

Isto nos diz que, a partir do indice n = N + 1, a sequéncia € limitada superiormente por
L+ € e inferiormente por L — €. Seja K = max{|xi|,|x2|, ..., |xn|,|L— €|, |L+€|}. Entdo |x,| <K,

para todo n € N, o que prova que a sequéncia € limitada. [

Teorema 1.2. Se uma sequéncia (x,) converge para um limite L, e se A < L < B, entdo, a partir

de um indice N, A < x, < B.

Demonstracdo. Dado qualquer € > 0, existe N tal que, a partir desse indice, L — € < x,, < L+ €.
Considere € < min{L —A,B— L}, desta formatemos L—&¢ >L—(L—A)=AeL+e<L+

(B— L) = B. Em consequéncia, n > N = A < x,, < B, 0 que completa a demonstragio. 0



24 Capitulo 1. Pré-Requisitos

Teorema 1.3. Toda sequéncia mondétona limitada é convergente.

Demonstragdo. Seja (x,) mondtona ndo-decrescente e limitada. Considere X = {x,x2,...,
Xn,...} € a=sup X. Podemos afirmar que a = limx, . De fato, dado € > 0, o nimero a — € ndo
¢ cota superior de X (poisa—¢€ <aea=sup X). Logo existe nyp € N tal que a — € < x,, < a.

Como a sequéncia € ndo-decrescente, se n > ny = a — € < x,, < x, <a < a-+ € edailimx, =a.

Analogamente, se (x,) é ndo-crescente e limitada entdo b = limux,, onde b é o infimo
do conjunto dos valores x,,. De fato, para todo € > 0, o nimero b + € ndo é cota inferior de X
(poisb+€>beb=inf X). Logo existe ny € N tal que b < x,, < b+ €. Como a sequéncia é

ndo-crescente, se n > ng, entdo, b — € < b < x, < x,, <b+E&.

Os casos em que a sequéncia € crescente ou decrescente sao provados de modo anélogo.

]

Teorema 1.4. Se lim(x,) = a entdo toda subsequéncia de (x,) converge para o limite a.

Demonstragdo. Seja (X, ,Xny,...,Xn,,...) uma subsequéncia de (x,). Dado qualquer intervalo
aberto I de centro a, existe ng € N tal que todos os termos x,,, com n > ng, pertencem a /. Em

particular, todos os termos x,,, , com n; > ng também pertencem a /. Logo limx,, = a. O

Teorema 1.5. Bolzano-Weierstrass: Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui uma

subsequéncia convergente.

Demonstracdo. Basta mostrar que toda sequéncia (x,) possui uma subsequéncia monétona. Para
i1sso vamos definir o conceito de termo destacado. Um termo x,, da sequéncia dada é destacado
quando x, > x, para todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices 7 tais que x, € um termo
destacado. Se D for um conjunto infinito, D = {n; < np < ... < < ...}, entdo a subsequéncia
(xn)nep sera mondtona nao-crescente. Se, entretanto, D for finito, considere n; € N maior do
que todos os n € D. Entdo x,, ndo € destacado, logo existe n, > n; com x,, < Xx,,. Por sua
vez, x,, ndo € destacado, logo existe n3 > ny com x,, < Xp, < X,;. Prosseguindo, obtemos
uma subsequéncia crescente x,, < X, < ... < X, < ..., mostrando assim que toda sequéncia
possui uma subsequéncia monotona que pelo Teorema 1.3, é convergente, ja que a sequéncia é

limitada. L
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1.1.2 Nocaées topolégicas

Definic¢do 1.5. Um ponto x € interior a um conjunto A C R, se existe um intervalo (a,b) tal que

x € (a,b) C A.

Definicao 1.6. Um conjunto A € aberto se todos os seus pontos sao interiores.

Por exemplo, o intervalo (1,2) é um conjunto aberto pois todos 0s seus pontos sdo
interiores. Todo intervalo aberto (a,b) de nimeros reais € um conjunto aberto. Por outro lado, o
intervalo [1,2) ndo é um conjunto aberto, pois 1 ndo ¢ interior ao conjunto, uma vez que nenhum

intervalo aberto com centro em 1 estd contido em [1,2).

Definicao 1.7. Chama-se vizinhanca de um ponto x, qualquer intervalo aberto que contenha x .
Dado € > 0, o intervalo Vg (x) = (x — €, x+ &) serd chamado, vizinhanca simétrica de x de raio

E.

Assim, um ponto x € A C R € interior a A se existe uma vizinhanga Vg (x) C A.

Teorema 1.6. Se A1,A»,...,A, sdo subconjuntos abertos de IR, entdo A1 UA>U...UA, =) _, A,

A € N, também é um conjunto aberto.

Demonstragdo. Sejax um elemento do conjunto | J} _, A, ou seja, x pertence a algum Ay ,A € N.
Sendo A; aberto, existe Ve(x) C Ay e, € claro que, Ay C |J}_,A;, desta forma temos que

Ve(x) C U} _; Az, 0 que mostra que x € ponto interior ao conjunto | J} _;A;. O

De modo geral podemos dizer que a reunido de uma familia qualquer de conjuntos
abertos é um conjunto aberto. Para mostrar esta afirmag@o, considere (Aj);c; uma familia
qualquer de conjuntos abertos e seja A = [J; .;A, . Se x € A entdo existe AeJtal que x € Ay,
por hipétese A & aberto, entdo existe Ve (x) C Ay e A C A, 0 que mostra que x € ponto interior

ao conjunto A, logo A € aberto.

Teorema 1.7. Se A{, A» C R sdo conjuntos abertos, entdo A; N A, também é um conjunto aberto.

Demonstragcdo. Se x € A1 NA,, entdo x € A| e x € A>. Sendo A um conjunto aberto, existe
Ve, (x) tal que Vg, (x) C Aj. Analogamente sendo A, um conjunto aberto, existe Vg, (x) tal que
Ve, (x) C Ay. Seja € = min{e;, &}, entdo Ve (x) C AjNA; 0 que mostra que x € ponto interior ao

conjunto A| NA; . L]
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Do Teorema 1.7, resulta que a intersecdo A; NAN...NA, de um niimero finito de conjun-
tos abertos € um conjunto aberto. De fato, sejam A,A»,...,A,,A,+1 conjuntos abertos. Suponha
que A|NA> N, ..NA, é aberto, entdo A]NA; N...NA, NA 1 = (A1NAZN...NA) N (Apyr) é

aberto conforme o Teorema 1.7, e o resultado segue por inducdo.

Observacao: Nao é sempre verdade que a intersecao qualquer de uma familia de con-
juntos abertos é um conjunto aberto. Tomemos, por exemplo, o conjunto (,,cn (5 =, n) {0}, a
intersecao desses conjuntos é o conjunto formado apenas pelo elemento 0 e tal conjunto ndo €

aberto.

Definicao 1.8. SejaA C R. Um ponto x € R diz-se aderente a A quando x = limx, com x, € A.

De posse desta defini¢do, fica claro que se x € A entdo x € aderente a A, pois basta

considerar a sequéncia de elementos iguais a x que, obviamente, tal sequéncia converge para x.

Definicdo 1.9. Chama-se fecho de A o conjunto A formado pelos pontos aderentes ao conjunto

A.

Nem todo ponto de A pertence ao conjunto A, por exemplo, se considerarmos o intervalo
(a,b), os pontos a e b sdo aderentes a (a,b) pois a = lim(a + %) comn > lea e analogamente

b= lim(b—%) comn > ﬁ.

Teorema 1.8. Um ponto x € aderente a um conjunto A C R se, e somente se, qualquer vizinhanga

de x contém pontos de A.

Demonstracdo. Seja x aderente a A. Temos que x = limx,, x, € A, considere V(x) tal que
V(x) D (x— €&,x+ ¢€) para algum € > 0. Considerando este &, pela definicio de limite, existe ng

tal que, se n > ng entdo |x —x,| < €, ou seja, x, € (x —&,x+¢€) C V(x), para n > no.

Se toda vizinhanga de x contém pontos de A, tomemos I, = (x — }l,x + }l) Entdo para

cada n, existe x, € I,. Logo, x,, € A e limx,, = x. Isto completa a demonstragao. O

Definicao 1.10. Um conjunto F C R € fechado quando F = F, isto é, quando contém todos os

pontos aderentes a F.

Exemplo 1.1. O conjunto {1, oy g - b € fechado.

7273747
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Teorema 1.9. F C R é fechado se, e somente se, R\F ¢ aberto.

Demonstracdo. Seja F fechado e x € R\F, entdo x ¢ F e desta forma x néio € aderente a F
(pois se fosse aderente a F' ele deveria pertencer a F'), logo existe Ve (x) que ndo possui elementos

de F e concluimos que Ve (x) C R\F, e R\F ¢ aberto.

Por outro lado, suponha R\F aberto e seja x aderente a F. Se x € R\F haveria uma
vizinhanga V(x) C R\F, pois R\F ¢ aberto. Logo V (x) ndo conteria pontos de F e assim x ndo

seria aderente a F'. Logo x € F e F é fechado. [

Teorema 1.10. Se Fj e F;, sdo conjuntos fechados, entdo Fj U F; é fechado.

Demonstracdo. Como F) é fechado entdo R\ Fj € aberto, analogamente R\ F; € aberto. Pela lei
de De Morgan temos, (R\Fj) N (R\F2) = R\(F1 UF), que pelo Teorema 1.7 é aberto, logo
Fi UF, é fechado. [

Do Teorema 1.10, resulta que a unido de um ndmero finito de conjuntos fechados é
fechado. De fato, seja F1, Fa, ..., Fy, F,4+1 conjuntos fechados. Suponha que FfUFR,U...UF;, é
fechado, entdo, UK U..UF,UF, 1 = (UKL U...UF,)U(F,) é fechado conforme o

Teorema 1.10 e o resultado segue por indugdo.

Observacao: A unido qualquer de conjuntos fechados pode nao ser fechado. De fato,
como um conjunto formado por um unico elemento € fechado, se a unido qualquer de fechados
fosse fechado, deveriamos ter (0,1) = Uxe(o,l){x} fechado, o que € um absurdo, pois sabemos

que o intervalo (0, 1) € aberto.

Teorema 1.11. Se Fj e F; sdo conjuntos fechados, entdo F| N F; é fechado.

Demonstra¢do. Sendo R\F; e R\F, abertos, pela lei de De Morgan temos que (R\Fj) U
(R\F>) = R\ (F1 NF) que é aberto pelo Teorema 1.6. Logo pelo Teorema 1.9 F; N F; é fechado.
0

Se (Fj)pcs € uma familia qualquer de conjuntos fechados, entdo a interse¢do F =

N.cs Fy € um conjunto fechado.

De fato, seja x um ponto aderente a F = (3 c;F). Se x € R\F , entdo x ¢ Ny F) =
3 A €J tal que x ¢ Fy = x € R\F; que € aberto. Assim, 3 V5(x) C R\F;. Logo, Vs(x) C

R\ Nacs Fy. 0 que implica que x ndo é ponto aderente a F, o que é uma contradi¢do. Logo x € F.
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Definicao 1.11. Uma cisdo de um conjunto X C R € uma decomposicao X = AU B tal que:
ANB=0eANB =0, isto é, nenhum ponto de A é aderente a B e nenhum ponto de B é aderente

aA. A decomposi¢dao X = X U0 chama-se cisdo trivial.

Exemplo 1.2. Se X = R\{0}, entdo X = Ry UR_ é uma cisdo. Se a < ¢ < b, entdo [a,b] =

[a,c] U (c,b] ndo é uma cisdo.

Teorema 1.12. Um intervalo da reta s6 admite a cisao trivial.

Demonstragdo. Suponhamos por absurdo, que um intervalo / admita uma cisdo ndo trivial
I =AUB. Tomemos a € A, b € B, digamos com a < b, logo [a,b] C I. Seja ¢ o ponto médio do
intervalo [a,b]. Entdo ¢ € A ou ¢ € B. Se ¢ € A, poremos a; = ¢,b; = b. Se ¢ € B, escreveremos
a; = a , by = c. Em qualquer caso, obteremos um intervalo [a;,b;| C |a,b], com by —a; = b’T“
e a; €A, by € B. Por sua vez, o ponto médio de [aj,b;] o decompde em dois intervalos fechados
justapostos de comprimento l%. Um desses intervalos, que chamaremos [az,b;], tem a; € A
e by € B. Seguindo o raciocinio anterior, obteremos uma sequéncia de intervalos encaixados
[a,b] D [a1,b1] D ... D lay,by] D ... com b, —a, = ’% a, € A e b, € Bparatodon € N. Pela
propriedade dos intervalos encaixados, existe d € R tal que a, < d < b, paratodon € N. O
ponto d € I = AU B ndo pode estar em A pois d = limb, € B, nem em B pois d = lima, € A.

Contradigao. [

Definicao 1.12. Diz-se que a € R € ponto de acumulacdo do conjunto X C R quando toda
vizinhanca V' de a contém algum ponto de X diferente do préprio a. Se a € X ndo € ponto de
acumulacdo de X diz-se que a é um ponto isolado de X. Chama-se discreto todo conjunto cujos

elementos sdo todos isolados.
Exemplo 1.3. O conjunto A = {%, %, %, s e } ¢ discreto, pois seus pontos sdo todos isola-

dos, e seu unico ponto de acumulagio é o nimero 1. Considerando o intervalo (a,b) temos que,

todos os pontos do intervalo sdo seus pontos de acumulacdo e também os extremos a e b.

1.1.3 Conjuntos Compactos

Definicao 1.13. Um conjunto X C R chama-se compacto quando ¢ limitado e fechado.

Todo conjunto finito é compacto. Um intervalo do tipo [a,b] é um conjunto compacto.

Por outro lado, (a,b) é limitado mas ndo é fechado, logo ndo é compacto.
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Teorema 1.13. Um conjunto X C R é compacto se, e somente se, toda sequéncia de pontos em

X, possui uma subsequéncia que converge para um ponto de X.

Demonstragcdo. Se X é compacto entdo toda sequéncia de pontos x;,, € X € limitada, logo pelo
Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema 1.5), a sequéncia x,, possui uma subsequéncia que

converge para um ponto de X, pois X é fechado.

Por outro lado, seja X C R um conjunto tal que toda sequéncia de pontos x,, € X possui

uma subsequéncia convergente para um ponto de X.
(I) X é limitado.

Se X nio fosse limitado, para cada n € N, existiria x, € X tal que |x,| > n. Assim, a
sequéncia (x,) obtida ndo possuiria uma subsequéncia limitada e, desta forma, a subsequéncia

ndo seria convergente o que contraria a hipétese, logo X € limitado.
(IT) X é fechado.

Se X ndo fosse fechado existiria um ponto a ¢ X tal que a = limx,,x, € X. A sequéncia
(x,) ndo possuiria entdo subsequéncia alguma convergindo para um ponto de X pois todas
suas subsequéncias teriam limites iguais ao nimero a, o que contraria a hipétese, logo X é

fechado. O]

Definicao 1.14. Chama-se cobertura de um conjunto X a uma familia C de conjuntos Cy,A € L,
cuja reunido contém X. Quando todos os conjuntos Cj, sdo abertos, diz-se que C € uma cobertura
aberta. Quando L = {Ai,...,4,} é um conjunto finito, diz-se que X C C3, U...UC,, € uma
cobertura finita. Se L' C L é tal que, ainda se tem, X C (Jy/cp Cy, diz-se que C' = (Cy/)preps €

uma subcobertura de C.

Teorema 1.14. Borel-Lebesgue: Toda cobertura aberta de um conjunto compacto da reta possui

uma subcobertura finita.

Demonstragdo. Tomemos inicialmente uma cobertura [a,b] C (J; o1 A, do intervalo compacto
[a,D]. Suponhamos, por absurdo, que C = (A} ),z ndo admita subcobertura finita. O ponto
médio do intervalo [a,b] o decompde em dois intervalos de comprimento b%“. Pelo menos um
desses intervalos, o qual chamaremos [a;,b;], ndo pode ser coberto por um nimero finito de

conjuntos A, . Por bisse¢des sucessivas obteremos uma sequéncia decrescente [a,b] D [a;,b1] D
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[az,b3]... D ... D [an,by] D ... de intervalos tais que b, —a, = ’% e nenhum [a,,b,| pode estar

contido numa reunido finita dos abertos A, .

Existe um nimero real ¢ que pertence a todos os intervalos |a,,b,|. Em particular,
¢ € |a,b]. Pela defini¢do de cobertura, existe A € L tal que ¢ € Aj. Como A, é aberto, temos
[c —€,c+ €] CA) para um certo € > 0. Tomando n € N tal que l% < € temos, entdo, ¢ €
[an,by) C [c — €,c+ €], donde [a,,b,] C Ay, logo [an,b,] pode ser coberto por apenas um dos
conjuntos Aj o que € uma contradi¢do. No caso geral, temos uma cobertura X C (J;c; A, do
compacto X. Tomamos um intervalo compacto [a,b]| que contenha X e, acrescentando aos A, o
novo aberto A Ao = R — X, obtemos uma cobertura aberta de [a, ], da qual extraimos, pela parte

ja provada, uma subcobertura finita [a,b] C Ay UA, U...UA, . Como nenhum ponto de X pode

pertencer aA, , temos X C Ay U...UA, e isto completa a demonstragéo. 0

1.2 Funcoes Reais

1.2.1 Limites de Funcoes

Nesta se¢do vamos definir o que € limite de uma fung¢io e demonstrar alguns teoremas

importantes para uso posterior.

Definicao 1.15. Sejam X C R, f: X — R e a um ponto de acumula¢do do conjunto X. Diz-se que
o nimero real L é limite de f(x) quando x tende para a, e escreve-se ;13}1 f(x) =L, quando, para
todo € > 0 dado, pode-se obter & > 0 tal que | f(x) —L| < &, sempre quex € X e 0 < |x —a| < §.
Em simbolos:

limf(x) =L<Ve>0,36>0xeX,0< [x—a|<d=|f(x)—L|<e.

xX—a

A restrigdo 0 < |x — al significa que x # a. Portanto, o valor f(a) ndo tem importancia
alguma quando se quer determinar L, € essencial que a seja um ponto de acumulag¢do do conjunto
X mas € irrelevante que f esteja ou ndo definida no ponto a.

Definicio 1.16. Dizemos que f(x) tem um limite a direita L em a e escrevemos xl_i)lg f(x)=Lse
para todo € > 0, pode-se obter § > 0 tal que , paratodo x € X,coma <x<a+0 = |f(x)—L| < €.
Dizemos que f tem um limite a esquerda L em a e escrevemos lim f(x) = L se para todo € > 0,

X—a—

pode-se obter 6 > 0 tal que, paratodox € X,a—0 <x<a=|f(x) —L| <e.
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Definicao 1.17. Dizemos que f(x) tem limite L para x tendendo a +eo e escrevemos xgl}rloo flx)=
L se, para cada € > 0, existe um nimero N correspondente tal que, para todos os valores de
x€X,comx >N = |f(x)—L| < &. Dizemos que f(x) tem limite L para x tendendo a —co e
€sSCrevemos xl_i}r{loo f(x) =L se, para cada € > 0, existe um nimero M correspondente tal que,

para todos os valores de x € X, comx < M = |f(x) — L| < €.

Teorema 1.15. A unicidade do limite: Sejam f : X — R e a um ponto de acumulacdo de X. Se

lim f(x) = L; e lim f(x) = L, entéo L; = L,.
xX—a xX—a

Demonstracdo. Suponha por absurdo que L # L, temos:

limf(x) =L < Ve>0,36 >0,xeX,0<|x—a| <8 =|f(x)—Li| <e&. (1)

x—a

limf(x) =Ly, =Ve>0,36>0xeX,0<|x—a| <& =|f(x)— L] <&. (2

x—a

Escrevendo L — L, como L — f(x) + f(x) — L e aplicando a desigualdade triangular

temos:

L1 — Lo| = |L1 — f(x) + f(x) — Lo| < [L1 — f(0)| + | f(x) = La| = | f(x) = La | + [ f(x) —
L.
Considerando 6 = min{d;,5,}, temos § < §; e § < &, assim (1) e (2) estdo satisfeitos e

Ve > 0, considerandoeste 0 ex € X,0 < |[x —a| < 6 = |L; — Ly| < 2e.

Se tomarmos € = % segue que para € = M, 36>0,xeXel0<|x—a|l <
0 = |L — Ly| < |L; — L, | que é uma contradigdo e, portanto, a nossa suposi¢do ¢é falsa. Logo

L =L,. O

Teorema 1.16. Teorema do confronto: Sejam f,g,h: X — R, a um ponto de acumulagado de

X e lim f(x) = lim g(x) = L. Se f(x) < h(x) < g(x) para todo x € X— {a} entdo lim h(x) = L.
X—a X—a X—a

Demonstragdo. V€ > 0,38 >0e & >0xeX0< |x—a| <& =L—-e< f(x) <L+e€e
O0<|x—a| <& =L—e<g(x)<L+e.Sejad=min{8,5} Entioxc X,0<|x—a| <=
L—e< f(x) <h(x) <g(x) <L+e€e=|h(x)—L| <e€.Logo li_r>nh(x) =L O

Teorema 1.17. Seja f uma fung¢do mondtona e limitada, definida num intervalo /, do qual x = a
é ponto de acumulagfo 2 direita ou 2 esquerda. Entdo f(x) tem limite comx — a™ oux —a~,

respectivamente.
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Demonstracdo. Suponhamos que f seja uma funcdo ndo-decrescente e x = a seja ponto de

acumulacdo a esquerda. Nesse caso, basta supor que f seja limitada a direita. Seja L o supremo

dos valores de f(x), para todo x € I, x < a. Provaremos que lim f(x) = L. De fato, dado
X—a

qualquer € > 0, existe 6 > 0 tal que L — € < f(a— ) < L. Mas f é ndo-decrescente, assim,

fla—38) < f(x) paraa— 06 <xex €I logo,
x€l,a—d<x<a=L—-e< f(x)<L,

que prova o resultado.

As demonstragdes dos outros casos sdo andlogas. 0

Teorema 1.18. Sejam f: X — R e a um ponto de acumulacdo de X. A fim de que liLn fx)=L¢
X—a
necessdrio e suficiente que, para toda sequéncia de pontos x, € X — {a} com limx, = a, tenha-se

lim f(x,) = L.

Demonstra¢do. Suponhamos que li_r}n f(x) = L e considere uma sequéncia x, € X — {a} com
X—a

li_r>nxn =a.Entdo Ve > 0,36 >0,x € X, 0< [x—a| < 8 = |f(x) — L| < €. Existe também

X—a

np € N tal que n > ny = 0 < |x, —a| < 0 uma vez que x, # a, Vn € N e limx,, = a. Logo se

n > ng entdo, |f(x,) —L| < €= 1i_r>nf(x,,) =L.
X—da

Por outro lado, suponhamos que x, € X — {a} e limx, = a impliquem lim f(x,) =L e

provemos que lim f(x) = L.
x—a

Negar esta igualdade implicaria afirmar a existéncia de um nimero € > 0 com a seguinte
propriedade: Vn € N podemos achar x, € X tal que 0 < |x, —a| < L mas [f(x,) —L| > €.
Entdo, teriamos x, € X — {a},limx, = a sem que lim f(x,) = L. Esta contradi¢do completa a

demonstracao. [

Teorema 1.19. Operacoes com limites: Sejam f,g: X — R e a um ponto de acumulacdo de

X, com lim f(x) = L; e lim g(x) = L, entdo:
X—a xX—a

(a) lim|£(x) + g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = Ly +Lo:

(b) lim[k.f(x)] = k. lim f(x) = k.L;

xX—a

(c) lim[f(x).g(x)] = lim f(x).lim g(x) = Ly.Ly;

xX—a xX—a x—a

lim f(x)
: f(x> _ X=a o L .

(d) )1(13}1 o) timgld) L desde que )1(13}1 g(x) #0.

X_a
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Demonstragao. 1i_r>nf(x) =L &Ve>0,36>0; 0<|x—a| <& =|f(x)—Li| <5

limg(x) =L, < Ve>0,38>0; 0< |x—a| <& =|gx)— L <5.

xX—a
Seja 8 = min{6;,8,}. Assim:
Ve>0exeXtemos, 0<|x—a|<dé=|f(x)—Li|+|g(x) —Ly| < €. Peladesigualdade

triangular segue-se que:

|(f(x) —L1)+ (g(x) —L2)| < | f(x) —L1|+|g(x) — L2| entdo, Ve > 0,3 6 = min{ 6y, 6, };
O0<|x—a|<é=|(f(x)+gx)—(Li+L)| <e. Logoiig;[f(x)%—g(x)] =L; + Ly, 0 que prova
(a).

Provemos que, lim[k.f(x)] = k. lim f(x).
x—a x—a

Sek=0,k.f(x) =0Vx € X, logo limk.f(x) =0=k.lim f(x).
X—a x—a

€
Sek#0, Ve > 0,30 >0; 0<]x—a\<5:>|f(x)—L1|<W.Dal’,0<\x—a|<5:>

lk.f(x) —k.Li] < ]k|% = g, logo li_rgk.f(x) = k.Ly, o que prova (b).

Antes de provarmos que, 1i_r>n [f(x).g(x)] = 1i_r>n f(x).limg(x) , provemos o seguinte lema.
x—a x—a Xa

Lema 1. Sejam (a,) e (b,) duas sequéncias convergentes com limites a e b respectivamente.

Entdo lim(a,.b,) = (limay,).(limb,) = a.b.

Demonstragcdo. De fato, suponha a # 0, b, é limitada por M > 0 pois é convergente (Teorema
1.1). Podemos escrever |a,.b, —ab| = |(an — a)b, + a(b, — b)| < |a, — al|by| + |a||by — b| <
M.|a, — a| +|a||b, — b|.

Tanto |a, — a| como |b, — b| podem ficar arbitrariamente pequenos, desde que n seja
suficientemente grande. Assim , dado qualquer € > 0, podemos fazer |a, — a| < 55; a partir de
um indice N; e |b, — b| < ﬁ a partir de um indice N, , entdo sendo N o maior desses indices ,

n > N satisfard n > N| e n > N, simultaneamente, logo
n>N=|a,b,—ab|<5+5=¢.
O caso a = 0 € andlogo. [

Vamos agora provar (c).
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Supondo que f(x) e g(x) tenham limites L; e L;, respectivamente , com x — a, seja
X, € X — {a} uma sequéncia convergindo para a. Entdo pela hipétese f(x,) — L e g(x,) — La
e pelo lema f(x,).g(x,) — Ly.Ls, logo li_r>nf(x).g(x) =L,.L,.
X—a

1 1
Sendo L, # 0, lim —— = —.
endo L, # 0, vamos provar que lim 0 L

Dado € > 0, sabemos que existe > 0 tal que

8L22
xeX,0< [x—a|<d=|g(x)— Ly < —

Se necessdrio, diminuimos o § de maneira atermosx € X, 0 < |[x—a| < d = |g(x)| > ‘L—Zz‘

Entdo, se x € X, 0 < |x —a| < 6 teremos:

‘ 1 1 . |g(x) —L2| 8L22 < 8.L22 2 .
g(x) Lp| |Lag(x)| = 2|Lag(x)| 2 L 7
) ) 1 1
e isso mostra que lim — = —.
x—a g(x) L,
1 1 L
Pela propriedade (c), ;1_r>r(11 % = }1_r>rcll f (x))lgr; @ =1, o= L_;’ o que prova (d). [

1.2.2  Funcées Continuas

Definicao 1.18. Uma funcdo f : X — R, definida no conjunto X C R, diz-se continua no ponto

acX se:
Ve>0,30>0xeX,|x—al<d=|f(x)—fla)| <e.

Suponha que f estd definida em a, e que a seja um ponto de acumulagdo de X. Com-

parando as definicoes de limite e continuidade, resulta que f € continua em a se, e somente se,
lim £(x) = f(a).
X—a

Teorema 1.20. Sejam f,g: X — R continuas no ponto a € X, com f(a) < g(a). Existe § >0
tal que f(x) < g(x) paratodox € XN (a—38,a+9).
[g(a) + f(a)]

2
g(a) — € = c. Pela definicdo de continuidade existem d; > 0 e & > 0 tais que x € X, [x —a| <

Demonstrag¢do. Tomemos ¢ = ee=g(a)—c=c—f(a).Entdioe >0¢e f(a)+ &=

0= fla)—e< f(x)<cexeX,|x—a| <o =c<gx) <gla)+e. Tome § =min{d;, 5},

dai, x € X, |x —a| < 8 = f(x) < ¢ < g(x), o que prova o teorema. O
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Corolario 1. Seja f : X — R continua no ponto a € X. Se f(a) # 0, existe 6 > 0 tal que, para

todox € XN(a—68,a+6), f(x) tem o mesmo sinal de f(a).

Demonstracdo. De fato, suponhamos f(a) < 0. Entdo, basta tomar g identicamente nula no

Teorema 1.20. ]

Teorema 1.21. A fun¢do f : X — R € continua no ponto a € X se e somente se x, € X,limx,, =

a=limf(x,) = f(a).

Demonstragdo. Suponha que f € continua no ponto a € X e que x, € X com limx, = a. Dai,
Ve>0,30>0xeX,|x—al<d=|f(x)— fla)] <e.

Existe também ny € N tal que se n > ny, entdo, 0 < |x, —a| < 8. Assim, se n > ny,
0<|x,—al<de|f(x,)— fla)| <&, logo, limf(x,) = f(a).

Por outro lado, se f ndo for continua no ponto a, existe um € > 0 tal que V & > 0, pode-se
achar x5 € X de modo que, x5 —a| < § mas |f(x5) — f(a)| > €. Tomemos § = + e fagamos

Xp —a| < L mas |f(x,) — f(a)| > €, 0 que contradiz a hiptese. O

Xp = Xg5. Assim,

Corolario 2. Se f,g: X — R sdo continuas no ponto @ € X e a um ponto de acumulagio de X,

entdo sdo continuas nesse mesmo ponto as funcdes f+g,f.g: X - Re ]—C desde que g(a) # 0.
8

O dominio da fungao f/g é o subconjunto de X formado pelos pontos x tais que g(x) # 0.

Demonstragdo. De fato, das propriedades operatdrias dos limites temos que:
im[f(x) 4+ ¢(x)] = lim f(x) + lim ¢(x) = f(a) + g(a);
x—a xX—a X—a
lim£(x).¢(x)] = lim f(x). lim g(x) = f(a) &(a);

L f) IO f)
Pag()  limg(x)  g(a)

com g(a) # 0. O

Teorema 1.22. Sejam f : X — R continua no ponto a € X,g : Y — R continua no ponto
b= f(a)€Ye f(X)CY,demodo que a composta go f : X — R estd bem definida. Entdo go f

¢ continua no ponto a.

Demonstracdo. Pela continuidade de g no ponto b temos: Ve > 0,31n >0,y €Y, |y—b| <n =
lg(y) — g(b)| < €. Por sua vez , a continuidade de f no ponto a assegura que existe 6 > 0

tal que x € X,|x —a| < 0 = |f(x) — b| < 1. Consequentemente, x € XN (a— §,a+8) =
8(f(x)) —g(b)l =(gof)(x) — (g f)(a)| <e. O
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Teorema 1.23. Teorema do valor intermediario: Seja f : [a,b] — R continua. Se f(a) <d <

f(b) entio existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

Demonstragdo. Por absurdo suponha que ndo exista ¢ € (a,b) tal que f(c) = d. Temos [a,b] =
AUBonde A = {x € [a,b]; f(x) <d} e B={x € [a,b]; f(x) > d}. AUB é uma ciso pois se
x € A, x ndo pode ser aderente a B. Analogamente se x € B, x ndo pode ser aderente a A. Como
um intervalo da reta s6 admite a cisdo trivial entio A =@ ou B =0, porém A #Q poisacAe
B # 0 pois b € B, logo a cisdo ndo é trivial o que é um absurdo. Portanto, existe ¢ € (a,b) tal

que f(c) =d. O

Teorema 1.24. Se f for continua no intervalo fechado [a,b], entdo f serd limitada em [a, D).

Demonstrag¢do. Suponhamos, por absurdo , que f ndo seja limitada em [a,b]. Facamos a = a; e
b = by, existe entdo x| em [ay,b;] tal que |f(x;)| > 1. Seja ¢; o ponto médio de [a;,b;], f ndo
serd limitada em um dos intervalos [aj,c;] ou [c1,b1], suponhamos que ndo seja limitada em
[c1,b1] e facamos ap = ¢| e by = b;. Ndo sendo f limitada em [ay, by], existird x; € [ay,b;] tal
que |f(x2)| > 2. Prosseguindo com este raciocinio, construiremos uma sequéncia de intervalos
la1,b1] D [az,b2] D [az,b3] D ... D |an,by] O ... tal que, para todo natural n > 0, existe x, € [a,, by]
com |f(x,)| > n. Segue que r}l_r)Iolo | f(xn)| = +eo. Seja agora ¢ o tnico real tal que para todo natural

n > 0,c € [an,by], pelo teorema dos intervalos encaixados. Como a sequéncia x, converge

para ¢ e f é continua em c, resulta que li_r}n |f(x2)| = |f(c)| que estd em contradi¢do com
n—oo

li_r>n | f(x,)| = +oo. Portanto f é limitada em |[a, b]. O

n—roo

Teorema 1.25. Teorema de Weierstrass: Seja f continua no conjunto compacto X C R. Exis-

tem x; e x; em X tais que f(x;) < f(x) < f(x2) para todo x € X.

Demonstracdo. ' Sendo f continua em X, pelo Teorema 1.24, f sera limitada em X, daf o
conjunto I, f = A = {f(x);x € X} admitird supremo e infimo. Sejam M = sup{f(x);x € X} e
m=inf{f(x);x € X}. Assim para todox € X , m < f(x) < M. Provemos que M = f(x) para
algum x; em X. Se tivéssemos f(x) < M para todo x € X, a funcdo g(x) = %,x € X seria
continua em X mas ndo limitada em X, pois se g fosse limitada em X, existiria § > 0 tal que,
0< M+ﬂx) <B=f)B+1<BM= f(x)<M-— % Logo M nio seria supremo de A o que

€ um absurdo. Portanto, deve existir um x; € X tal que f(x;) = M.

1 Demonstracio baseada em [3].
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Por outro lado, se f(x) > m para todo x em [a,b] , a fungdo h(x) = f(x)%m seria continua
em X mas nao limitada em X, o que € uma contradi¢io pois se & fosse limitada em X, existiria
1

(x>0talqueO<f(x)—_m<a:>1+ma<af(x):>é+m<f(x)oqueéumabsurdopoism

¢ infimo de A, logo deve existir um x; € X tal que f(x2) = m. O

1.2.3 Continuidade Uniforme

Definicao 1.19. Seja f : X — R continua. f diz-se uniformemente continua se :
Ve>0,36>0x,yeX,x—yl<d=|f(x)—f(y)| <e.

Nem sempre, dado € > 0, pode-se encontrar um & > 0 que sirva em todos os pontos

x € X mesmo sendo f continua em todos esses pontos.

A nocdo de funcdo continua é uma nog¢do local e a nocdo de fun¢do uniformemente
continua € global, isto €, ndo depende do comportamento da fun¢do apenas nas vizinhangas de

um ponto, mas depende do comportamento da funcdo em todo dominio onde ela estd definida.

Teorema 1.26. A fim de que f : X — IR seja uniformemente continua é necessario e suficiente
que, para todo par de sequéncias (x,),(y,) em X com lim(y, —x,) = 0, tenha-se lim[f(y,) —

f(xa)] = 0.

Demonstragdo. Se f € uniformemente continua e lim(y, —x,) = 0 entdo Ve > 0,3 8 > 0;x,y €
X,ly—x|<8=|f(y)—f(x)| < € e, existe, paraeste & >0, ny € N tal que n > ng = |y, —x,| < 6.
Logo n > no = |f(yx) — f(xn)| < € e dai lim[f(y,) — f(x,)] = 0. Reciprocamente, suponhamos
valida a condi¢do do enunciado. Se f ndo fosse uniformemente continua, existiria um € > 0 tal
que para todo n € N poderiamos achar pontos x,, y, € X tais que |y, —x,| < &, e | f(yn) — f(xn)| >
€. Tomando 6, = % terfamos lim(y, — x,) = 0 sem que lim[f(y,) — f(x,)] = 0. Esta contradi¢do

conclui a prova. [

Exemplo 1.4. Do Teorema 1.26 podemos concluir que a fun¢do f: R — R, f(x) = x? ndo é
uniformemente continua. Tomando y, = n+ % e x, =n,com y,x, € R temos lim(y, —x,) =
lim(%) =0. Mas f(y,) — f(x,) =n>+2+ niz —n? =2+ niz e portanto lim[f(y,) — f(x,)] =

lim(2+ %) =2.
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Definicao 1.20. Uma funcdo f : X — R chama-se lipschitziana quando existe uma constante
k > 0, chamada constante de Lipschitz da fung¢do f, tal que |f(x) — f(y)| < k|x — y| para todos
’f

x,y € X. Escrevendo esta condicdo na forma ‘ < k com x # y percebemos que tal

quociente € limitado por k, isto significa que as secantes ndo ficam proximas da vertical.

Se uma funcao € lipschitziana entdo ela € uniformemente continua. De fato para que uma
funcdo f : X — R seja uniformemente continua, dado um € > 0, deve existir um 6 > 0 tal que ,
x,y€eX,|x—y| <8=|f(x)—f(y)| < €. Suponha que uma funcao f seja lipschitziana, tomando-
se 6 = % e substituindo na condigéo descrita acima temos Ve > 0,3 6 = % >0x,yeX, |x—y| <
0 = [f(x) = f(y)| < klx—y| < k.% = €. A reciproca desta implicagdo nao é verdadeira , isto ¢,

existem funcdes que sdo uniformemente continuas que ndo sao lipschitzianas.

Exemplo 1.5. A fun¢io f: R — R dada por f(x) = 2x+ 3 € lipschitziana com constante k = 2

pois |f(y) — f(x)| =12||y —x|- Seja f : [0, 1] — R dada por f(x) = /. Entdo, £ ;f(y) = \/i:;/y

Tomando x # y

Multiplicando o numerador e o denominador por 1/x + ,/y ficamos com T +

7

suficientemente pequenos, podemos tornar /x + ,/y tdo pequeno quanto se deseje, logo o

Y

quociente ¢ ilimitado e a funcao nao € lipschitziana. Porém, como a funcdo € continua

em [0, 1], ela é umformernente continua, pelo Teorema 1.27.

Teorema 1.27. Seja X C R compacto. Toda funcio continua f : X — R € uniformemente

continua.

Demonstragdo. Seja f continua. Se f ndo fosse uniformemente continua, existiriam € > 0 e
duas sequéncias (x,), (y,) em X satisfazendo lim(y, —x,) =0e |f(y») — f(x,)| > € para todo
n € N. Passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor, em virtude da compacidade
de X que limx, = a . Como y, = (y, — x,) + x,, vale também limy, = a. Sendo f continua
no ponto a, temos lim[f (y,) — f(x,)] = lim f(y,) — lim f(x,,) = f(a) — f(a) = 0 contradizendo
|f(vn) — f(xn)| > € paratodon € N. N

A principal referéncia para a préxima subse¢ao serd [11].

1.2.4 Derivadas

Defini¢do 1.21. A derivada de uma fun¢iio f em relagio a varidvel x é a funcdo f/ cujo valor em

s

X e
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) +h)— f(x)

/ — 1 f(x

f(x) = lim .

desde que o limite exista. O dominio de f’ é o conjunto de pontos no dominio de f para o qual o

limite existe.

Exemplo 1.6. Exemplo 1: A derivada de uma funcdo constante € zero. De fato, seja f uma
fungio real tal que f(x) = k para todo x, temos f(x+h) = k para todo x e todo A, logo, f'(x) =

lim &% = 1im 0 =0.
h—0 h—0

Teorema 1.28. Se f: X — R possui um valor maximo ou minimo em um ponto c¢ interior de

seu dominio e se f é definida em ¢, entdo f'(c) = 0.

Demonstra¢do. Suponha que f tenha um valor méximo local em x = ¢, de modo que f(x) —

f(c) <0, para qualquer x préximo de c. Entdo f’(c) é definida por

i L) = £

X—C X—C

o que significa que os limites 2 direita e 2 esquerda, existirdo quando x = ¢ e serdo iguais a f’(c).

Examinando separadamente esses limites temos

7te) = tim T <o pois v e 0e 1) < o).
Por outro lado
fllc)= limw >0, poisx—c<0e f(x) < f(c).

Isto nos mostra que f”(c¢) ndo pode ser positiva nem negativa, logo f’(c) = 0.

O caso em que f tem um valor minimo local em x = ¢ € provado de modo andlogo. [

Teorema 1.29. Teorema de Rolle: Suponha que f : [a,b] — R € continua em [a, b] e derivdvel

em todos os pontos de seu interior (a,b). Se f(a) = f(b), entdo, ha pelo menos um nimero ¢

em (a,b) tal que f'(c) =0.

Demonstragdo. Sendo f continua em [a,b], pelo Teorema de Weierstrass (Teorema 1.25), f
assume minimo m e maximo M em [a,b]. Se 0 mdximo e o minimo ocorrem nas extremidades a

e b, entdo, como f(a) = f(b), f é uma funcdo constante. Assim, f'(x) =0 e o ponto ¢ pode ser
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tomado em qualquer lugar no interior (a,b). Se 0 maximo ou 0 minimo ocorrem num ponto ¢

entre a e b, entdo, pelo Teorema 1.28 temos f’(c) =0. O

Teorema 1.30. Teorema do valor médio: Se f : [a,b] — R ¢é continua em [a, b] e derivavel em

b)) —
(a.b), entdo ha pelo menos um ponto ¢ em (a,b) tal que w = f'(c).

Demonstracdo. Consideremos a fung@o s : [a,b] — R dada por s(x) = f(a) + w (x—a).

Seja t : [a,b] — R dada por t(x) = f(x) —s(x) = f(x) — f(a) — W(x—a). Como ¢ é
continua em |a, b, derivdvel em (a,b) e t(a) =t(b), t é uma fun¢do que satisfaz o teorema de
Rolle (Teorema 1.29), logo existe ¢ em (a,b) tal que t'(c) = 0. Assim ' (x) = f/(x) —5'(x) =
£ (x) = f/(x) = 2829 qa 1/ (c) = /() — LY=L — 0 ¢ portanto f(b) — f(a) = f'(c)(b—

a). O

Corolario 3. Se f’(x) = 0 em todos os pontos de um intervalo (a,b), entdo f(x) = C isto é,

fun¢des com derivadas nulas sdo constantes.

Demonstragdo. Seja f : [a,b] — R e f'(x) = 0 em todos os pontos do intervalo (a,b). Considere

X1,X2 ambos pertencentes ao intervalo (a,b) tais que x; < xp. Observe que f satisfaz a hipétese

do teorema do valor médio no intervalo [x;,x,]. Dessa forma, M = f'(c) em algum
X2 — X1

ponto ¢ entre xj € xp. Como f/ = 0 ao longo de (a,b), temos flo) = flx) =0, logo f(x;) =
X2 — X1

f(x2). O

Corolario 4. Fun¢oes com a mesma derivada diferem por uma constante.

Demonstragdo. Seja f'(x) = g’(x) em cada ponto x de um intervalo (a,b). Em cada ponto
x € (a,b), a derivada da fungéo diferenca h = f — g é h'(x) = f'(x) — g'(x) = 0. Pelo Corolério
3 temos h(x) = C em (a,b), portanto f(x) —g(x) =C. N

1.2.5 O conjunto e a funcao de Cantor

Vamos descrever agora o conjunto de Cantor, um conjunto que possui propriedades
interessantes como veremos a seguir. Para a constru¢do do conjunto, considere o intervalo [0, 1].
Dividimos o intervalo em 3 partes iguais e retiramos o intervalo (1/3,2/3) isto &, retiramos seu
terco médio. Na préxima etapa, retiramos o terco médio de cada um dos intervalos restantes, isto
é, retiramos os intervalos (1/9,2/9) e (7/9,8/9). Repetimos este processo indefinidamente. O

conjunto dos pontos ndo retirados € o conjunto de Cantor.
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Todo extremo de um intervalo omitido pertence ao conjunto de Cantor. O conjunto E
dos intervalos omitidos é enumeravel, logo o conjunto formado pelos extremos dos intervalos é
enumerdvel. Uma pergunta natural que se pode fazer nesse momento é: “Sobra alguma coisa
sem ser os extremos dos intervalos omitidos?". A resposta € , ndo sé sobram mas a maioria dos
pontos do conjunto de Cantor ndo sdo os extremos dos intervalos omitidos. Para mostrar este

fato, mostraremos adiante que o conjunto de Cantor ndo € enumeravel.
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Figura 1: Construindo o conjunto de Cantor.

A seguir listamos as propriedades do conjunto de Cantor.
1 - E compacto.

O conjunto de Cantor é um subconjunto do intervalo [0, 1], portanto € limitado, e também

¢ fechado pelos teoremas 1.9 e 1.11.
2 - Tem interior vazio.

Um conjunto da reta tem interior ndo vazio se contém intervalos, pois um ponto a €
interior ao conjunto X C R quando existe € > 0 tal que (a — €,a+ €) C X. Porém o conjunto de
Cantor ndo contém intervalos, pois, na primeira etapa de sua constru¢io sobram dois intervalos
de comprimento %, na segunda etapa de sua constru¢@o sobram quatro intervalos de comprimento
%, na terceira intervalos de comprimento 21—7 na n-ésima etapa intervalos de comprimento 3%
Portanto, dado qualquer intervalo J C [0, 1] de comprimento ¢ > 0, se tomarmos 7 tal que % <c,
o intervalo J serd dividido depois da n-ésima etapa da formagao do conjunto de Cantor. Assim o

conjunto de Cantor nao contém intervalos.
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3 - Nao possui pontos isolados.

Se x € extremo de um intervalo que foi omitido, x sobrevive a todas as etapas seguintes
na constru¢do do conjunto de Cantor. Cada ponto extremo desses intervalos € limite de uma
sequéncia de pontos formada pelos extremos dos intervalos omitidos, que por sua vez pertencem

ao conjunto de Cantor , ou seja, sdo pontos de acumulagdo do conjunto, logo x nado € isolado.

Se x pertence ao conjunto de Cantor mas ndo € extremo de um intervalo omitido na
construcao do conjunto, entdo x também nao € ponto isolado do conjunto. A justificativa é que x
pertence a um intervalo que sobreviveu a n-€sima etapa na constru¢do do conjunto de Cantor. Na
etapa seguinte os intervalos que sobram tem comprimento 3—1+1 e os extremos destes intervalos

pertencem ao conjunto de Cantor, entdo x € limite de uma sequéncia de pontos que pertencem ao

conjunto de Cantor, logo, x é ponto de acumulagdo do conjunto e, portanto, nao € isolado.

E interessante notar que as somas dos comprimentos dos intervalos removidos converge

para 1, que € o mesmo comprimento do intervalo original.

De fato, a soma dos intervalos removidos é€:

1+2+4+ +2n1 v 2 ri tri 3
3927 1-%2

4 - E nao-enumeravel.

Os pontos do conjunto de Cantor t€m uma caracterizacdo interessante e util em termos
de sua representacdo em base 3. Dado x € [0, 1], representar x na base 3 significa escrever

x = 0,x1x2x3...,onde cada um dos digitos x, € igual a 0,1 ou 2, ou seja:

w|><

L3

Na primeira etapa da constru¢ao do conjunto de Cantor, ao retirar-se o intervalo aberto

—~
L»JIr—A

, 3 ), ficam excluidos os nimeros x € [0, 1] cuja representagdo na base 3 tem x;=1, com exce¢do

de
(55

é =0,01ede % =0,21, que permanecem. Desta forma, ao construirmos o conjunto de Cantor s

que permanece. Na segunda etapa, foram excluidos os nlimeros pertencentes aos intervalos

~—

( ) ou seja, aqueles da forma 0,01x3x4... ou da forma 0,21x3x4... com excecao de

«:no WI= Qo

restardo os nimeros do intervalo [0, 1] cuja representagéo na base 3 s6 contém os algarismos 0 e
2, com excecdo daqueles que contém um tnico algarismo 1 como significativo final, porém estes,
podem ser escritos de tal forma que sempre podemos substituir o algarismo final 1 pela sequéncia

0,02222... =0, 1. Com esta convengdo, pode-se afirmar, sem exce¢des, que os elementos do
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conjunto de Cantor sdo os nimeros do intervalo [0, 1] cuja representa¢do na base 3 s6 contém os
algarismos 0 e 2. Dai resulta que o conjunto de Cantor é ndo-enumeravel como mostraremos a

seguir:

Seja S o conjunto de todas as sequéncias infinitas, como s = (02220020202...), formadas
com os simbolos 0 e 2. Afirmamos que nenhum subconjunto enumeravel X = {s1,...,s,,... }
C S éigual a S. De fato, dado X, indiquemos com s, 0 n-ésimo termo da sequéncia s,, € X.
Formamos uma nova sequéncia s* € S tomando o n-ésimo termo de s* igual a 0 se for s,,, = 2,
ou igual a 2 se for s,, = 0. A sequéncia s* ndo pertence ao conjunto X porque seu n-€simo termo
¢ diferente do n-ésimo termo de s,, portanto S ndo é enumerdvel e concluimos que o conjunto de

Cantor ndo é enumeravel.
Vamos construir agora a fungdo de Cantor que serd ttil mais adiante.
A constru¢do da fun¢do de Cantor serd feita em etapas.

Etapa 0: Seja F(x) =0 parax < 0e F(x) = | para x > 1. Resta definir F em [0, 1].

Etapa 1: Para o intervalo aberto (%, %), referente ao terco central de [0, 1], definimos

F(x) = %. Restam sem definigdo, os valores de F nos intervalos [0, ] e 2

5, 1], cujo comprimento
total é de 2/3.

Etapa 2: Definimos F(x) = % para (%, %) e F(x)= % para (%, %).

Etapa n+ 1: No terco central de cada um dos 2" intervalos restantes apds a etapa n,
seja F(x) igual a média dos valores de F, nos dois intervalos vizinhos para os quais F foi
definida anteriormente. Restardo 2"*! intervalos, de comprimento total (2/3)"*!, em que F ndo
estd definida. Podemos entao definir F, por indu¢do para um nimero enumeravel de intervalos
abertos, assim, F' s6 ndo estard definida no complementar desses intervalos, esse complementar €
justamente o conjunto de Cantor. Para estender o valor de F' para o conjunto de Cantor, denotado
por K, impomos que F' deva ser continua. Considere x € K e sejam a, € b, os valores de F, apds
a etapa n, nos intervalos vizinhos de x, a esquerda e a direita, respectivamente. Sabemos por
construgdo, que a diferenca entre esses valores € de (1/2)". Esse limite vai a zero quando n — co.
Como a fun¢do F € mondtona ndo-decrescente no complementar de K, os limites de a, € b,
existirdo e serdo iguais. Tomamos, entdo, F(x) = ’}1_{130 a, = r}l_rgo by. Logo, a funcdo F tem sua

definicdo concluida em R.
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CAPITULO

A INTEGRAL DE RIEMANN

Leibniz inventou os simbolos usados nos cdlculos diferencial e integral, como os co-
nhecemos hoje. Ele criou o simbolo da integracdo que era visto por ele como uma soma. O
termo integral foi usado pela primeira vez num artigo de um dos irmdos Bernoulli em 1690, e
“Célculo Integral"apareceu como um termo num artigo escrito por Johann Bernoulli juntamente
com Leibniz em 1698. A ideia de integral, como area de uma figura plana ou volume, surgiu e
alcangou um razoavel desenvolvimento com Arquimedes (285-212 a.C), porém naquela época,
a matemadtica era muito geométrica e faltava amadurecimento para o desenvolvimento de um
“cdlculo integral". No século XVI a simbologia se desenvolveu bastante, sobretudo com Frangois
Viéte (1540 - 1603). Depois, com os trabalhos de René Descartes (1596 - 1650), Pierre de Fermat
(1601 - 1665) e outros de seus contemporaneos, a moderna notacdo da Geometria Analitica se
difundia e tornava possivel o surgimento de métodos sistemdticos e unificados de tratamento do

calculo de areas e volumes.

A 1ideia bésica de integracdo € que muitas quantidades podem ser calculadas se sdo
quebradas em pedacos pequenos e, depois, soma-se a contribui¢io que cada parte dd. Em relacio
ao célculo de dreas, se preenchermos interiormente uma regido irregular escolhendo retangulos,
quanto menor as dimensdes das bases dos retangulos escolhidos e consequentemente maior a
quantidade desses retangulos no interior da regido, melhor serd a aproximacao por falta para a

area da regido.

Neste capitulo veremos como € definida a Integral de Riemann, as condicdes para que

uma determinada funcdo seja Riemann integravel, as propriedades da integral e o Teorema
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Fundamental do Célculo que estabelece uma relacdo surpreendente entre as derivadas e as

integrais.

2.1 Integral de Riemann

Defini¢do 2.1. Uma parti¢éo do intervalo [a, b] é um subconjunto finito de pontos P = {1, 11, ..., 1, }
C [a,b] tal que a € P e b € P, esta notagdo serd utlizada de modo que a =1y < t; < ... <t, = b.
O intervalo [f;_1,t;] cujo comprimento é #; —#;_; , serd chamado de i-ésimo intervalo da parti¢do

P.

Sejam P e Q parti¢des do intervalo [a,b]. Diz-se que Q refina P quando P C Q, isto é,

todos os pontos de P estdo em Q.

Dada uma fun¢do limitada f : [a,b] — R, vamos denotar por m; e M; o infimo e o

supremo, respectivamente, de f no i-ésimo intervalo de P, isto &,
mi = inf{f(x);tic1 S x <t;} e Mj = sup{f(x);ti-1 <x <t};

e com ®; = M; —m; a oscilagdo da funcdo f nesse intervalo. Definimos a soma inferior da funcao

f, referente a parti¢do P, denotada por s(f;P) como sendo o nimero
s(fsP)=mi(ti —to) + ... +mp(ty —th—1) = X7 mi(ti —ti_1).
Definimos a soma superior de f, referente a particdo P como sendo o nimero
S(f;P) =M (ti —t0) + ... + Mp(ty —th—1) = X7 | Mi(ti — ti—1).

Sejam m e M o infimo e o supremo de f, respectivamente no intervalo [a,b]. Como

m<m; <M; <M, entdo
m(b—a) <s(f;P) <S(f;P) <M(b—a).

Quando f(x) > 0 para todo x € [a, D] e continua neste intervalo, cada soma inferior € um
valor aproximado por falta da drea da regido limitada pelo grafico de f, pelo eixo das abscissas e

pelas retas x = a e x = b. Analogamente, cada soma superior € um valor aproximado por excesso
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da mesma drea. Quando f(x) < 0 para todo x € [a, D] e continua neste intervalo, essas somas sao

valores aproximados de tal drea, com sinal trocado.

Vemos que o conjunto das somas inferiores é limitado superiormente por M (b — a),

de forma que tem supremo finito. Este supremo € chamado de integral inferior da funcdo f
b

sendo denotada por / f(x)dx. Analogamente, o conjunto das somas superiores ¢ limitado

—a
inferiormente por m(b — a), logo, tem infimo finito, chamado de integral superior de f que serd

—b
denotado por / f(x)dx.
a

Teorema 2.1. Seja P uma parti¢do qualquer do intervalo [a,b] e Q um refinamento de P. Entdo,

s(fsP) < s(f:Q) e S(£:0) < S(f;P),
isto €, refinando-se uma particao a soma inferior ndo diminui e a soma superior nao aumenta.

Demonstra¢do. Suponhamos que Q = PU {r}, isto é, Q contém um s6 ponto a mais que P,
digamos com ;| < r <t;. Sejam m’ e m", respectivamente, os infimos de f nos intervalos
[tj—1,7] e [rtj]. s(f; Q) contém todos os termos de s(f; P) com excegdo daquele que corresponde
ao j-ésimo intervalo que ¢ substituido por m/(r—t;_1) +m" (t; —r). Temos m; < m',m; <m" e

tji—tj—1 = (tj—r)+(r—tj_1). Portanto,

s(f:Q) =s(fsP) = m/(r—tj1) +m"(tj —r) =mj(tj —tj-1) = (m' —mj)(r—t;1) +
(m" —mj)(tj—r) >0, ou seja, s(f;Q) > s(f;P).

Analogamente, sejam M’ e M” os supremos de f nos intervalos [¢j_i,r] e [,¢;]. Temos

M;>M eM;>M". Logo,

S(fsP) =S(f:0) = M;(tj —tj1) —M'(r—tj—1) =M"(tj —r) = (M; —M')(r —tj—1) +
(M;—M")(tj—r) =0, ouseja, S(f;P) = S(f; Q).

O que foi provado faz referéncia as somas no caso em que Q) possui um s6 ponto a mais
que P. O caso em que Q resulta de P pelo acréscimo de mais pontos é tratado com o mesmo

argumento, aplicado repetidamente, um ponto de cada vez. ]

Corolario 5. Para quaisquer parti¢des P, Q do intervalo [a,b] e qualquer fungdo limitada
f:]a,b] = R tem-se s(f;P) < S(f;0Q), ou seja, toda soma inferior € menor ou igual a toda soma

superior.
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Demonstracdo. A particio P U Q refina simultaneamente P e Q uma vez que P C PUQ e

Q C PUQ. Portanto,

s(fsP) <s(f;PUQ) <S(f;PUQ) <S(f;0).

]

Lema 2. Sejam A,B C R ndo vazios, tais que a < b para todo a € A e todo b € B. Entao
sup A < inf B. Temos ainda que sup A = inf B se, e somente se, para todo € > 0 dado, existem

acAebeBcomb—a<e.

Demonstragdo. Todo b € B € cota superior de A, logo sup A < b. Isto mostra que sup A é cota
inferior de B, portanto sup A <inf B. Se sup A < inf Bentdo € =inf B—supA>0eb—a> €
para quaisquer a € A,b € B. Reciprocamente, se sup A = inf B entdo, para todo € > 0 dado,
sup A — 5 ndo é cota superior de A e inf B+ % ndo é cota inferior de B, logo existem a € A e

b € B tais quesupA—% <a§supA:infB§b<infB+§.Segue—sequeb—a<8. 0

Corolario 6. Dada f : [a,b] — R, se m < f(x) < M para todo x € [a,b] entdo

—b
m(b—a) < / )y < / Sx)dx < M(b—a).

Demonstracdo. Pelo Coroldrio 5, temos que s(f;P) < S(f;Q) quaisquer que sejam as parti¢des
P e Q. Sejam A o conjunto das somas inferiores de f e B o conjunto das somas superiores de f.

Pelo Lema 2 sup A < inf B e dai

lzf(x)dx < 7zf(x)dx.

Como m(b—a) < s(f;P) <S(f;0Q) <M(b—a) o coroldrio estd provado. O

Definicdo 2.2. Diz-se que a fungdo limitada f : [a,b] — R € integrdavel quando sua integral
inferior e sua integral superior sdo iguais. Esse valor comum chama-se integral (de Riemann) de

f e é indicado com o simbolo | ;’ fouf : f(x)dx.
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2.2 Condicoes de Integrabilidade

Lema 3. Uma condicao necessdria e suficiente para que uma funcao limitada f seja integravel
no intervalo [a, b] é que, dado qualquer € > 0, existam parti¢des P e Q de [a, b] tais que S(f;P) —
s(f;0) <e.

Demonstragcdo. Suponha que a funcdo f seja integravel. Entdo, dado € > 0, existem parti¢cdes P

e Q, tais que
b e b e
s < [ r+s e sno)> [ -5
a 2 a 2
Somando membro a membro as desigualdades temos,
b e b &
ssp)+ [ =5 < [ r+54sr0)

Portanto, S(f;P) — s(f;Q) < €. Reciprocamente, considere A o conjunto das somas
inferiores de f e B o conjunto das somas superiores de f. Se S(f;P) —s(f;Q) < €, entdo pelo

Lema 2, sup A =inf B, logo

e segue que f € integravel. [

Teorema 2.2. Uma condi¢c@o necessdria e suficiente para que uma fungdo limitada f seja

integrdvel no intervalo [a,b] é que, dado qualquer € > 0, exista uma parti¢do P de [a, b] tal que

n
S(f;P) —S(f;P) = Z(M’ —m,')(l,' —l‘,‘,1> < E.
i=1
Demonstragcdo. Se f é integravel, entdo existem particoes P e P; tal que S(f;Py) — s(f;P2) < €.
Tomemos P = P; U Py, entdo s(f;P2) < s(f;P) < S(f;P) <S(f;P1) e dai, S(f;P)—s(f;P) <€.

Por outro lado se S(f;P) —s(f;P) < € , tomemos P = Q no Lema 3, assim f & integravel. [

Teorema 2.3. Toda fungdo continua f : [a,b] — R € integravel.

Demonstragdo. Como f é continua em [a, b], f é uniformemente continua. Entdo, dado qualquer
€

€ > 0, existe 6 > 0 tal que x,y € [a,b],|y —x| < & implica que |f(y) — f(x)| < P Seja
—d

P ={to,t1,...,tn—1,t, } uma particdo de [a,b] cujos intervalos [t;_1,t;] tém todos comprimento
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menor do que 8. Em todo intervalo [t;_1,] de P, existem x;,y; tais que m; = f(x;) e M; = f(yi)
onde m; e M; sdo respectivamente o valor minimo e o valor maximo de f em [t;_,]. Temos

0<M;—m; :f(yl-) —flx) < ﬁ. Em consequéncia S(f;P) —s(f;P) = Y7 | (M; —m;)(t; —

i —t— 1 O]

ti—1) b

Teorema 2.4. Toda fungdo monétona f : [a,b] — R € integravel.

Demonstracdo. Seja f ndo-decrescente e ndo-constante. Dado € > 0, seja P = {1y, 11, ...,t,} uma
E

particdo de [a,b] cujos intervalos t¢ém todos comprimento menor que JW Para cada
—fla

i=1,2,...,ntemos M; —m; = f(t;) — f(ti—1), portanto, Y o f(t;) — f(ti—1) = f(b) — f(a) e

€ n

Z(f(tz) f(lz 1))(Zi_ti71) < Zf(ti)—f(ll;l):&

Logo f € integravel.

Por outro lado, se f for ndo-crescente e nao-constante, dado € > 0 considere uma parti¢ao

€
Q = {x0,X1,...,X } de |a,b] cujos intervalos tém todos comprimento menor que ,
{ n}de ) Fla)— 7(0)
n € n
temos Y.! M; —m; = f(a) — f(b) portanto M;—m)(xi —xi—1) < ——+= ) (M; —
0" 1 ( ) ( ) ZZZO( l l)( l 1 ) f(a)—f(b) l;o( 1
m;) = € e f € integravel. O

Definicdo 2.3. Se a < b, indicaremos com |I| = b — a o comprimento do intervalo I cujos
extremos sdo a e b. Diz-se que o conjunto X C R tem medida nula quando, para todo € > 0 dado,
existe uma cobertura finita ou infinita enumeravel X C |JI; de X por intervalos abertos [; cuja

soma dos comprimentos é Y |I;| < €.

Todo conjunto enumerdvel X = {xi,...,xx, ...} tem medida nula. De fato, dado &€ > 0,
seja I o intervalo aberto de centro x; e comprimento £/2K1, Entdio X c Ul e ¥ |Il| = £/2 < &.
Um exemplo de conjunto ndo-enumerdvel que tem medida nula € o conjunto de Cantor, que
foi apresentado no capitulo 1, secao 1.2.5 denotado por K. Com efeito, na n-ésima etapa da
construgdo do conjunto, K estd contido na unido de 2" intervalos de comprimento 1/3", assim,

a soma total dos comprimentos é ( ). Portanto, para n suficientemente grande, K C JI; e
Y || = (g)” < E.

Temos também que, toda unido enumerdvel de conjuntos de medida nula € de medida

nula. De fato, seja A = U7 | A; essa unido, onde cada A; € de medida nula. Dado qualquer € > 0,
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Aj pode ser coberto por uma familia enumerdvel de intervalos abertos (J;;)7_; cuja soma dos
comprimentos seja menor do que £/2. Entdo o conjunto A pode ser coberto pela familia de
intervalos J;;:i=1,2,...; j=1,2,..., cuja soma dos comprimentos € menor do que } .~ | 8/2i =g,

donde segue o resultado.

Teorema 2.5. Se o conjunto D dos pontos de descontinuidade de uma funcéo limitada f : [a,b] —

R tem medida nula entdo f € integrdvel.

Demonstra¢do. Dado € > 0, existem intervalos abertos I, ..., Iy, ... taisque D C U e ¥ |I| <
>z» onde K =M —m é a oscilagdo de f em [a,b]. Para cada x € [a,b]\D, seja J, um intervalo
aberto de centro x tal que a oscilagdo de f]| (J:N[a,p]) € menor do que ﬁ. Pelo teorema de Borel-
Lebesgue (Teorema 1.14), a cobertura aberta [a,b] C (Ui k) U (U, Jx) possui uma subcobertura
finita [a,b] C 1 U...UL,UJy, U...UJ,,. Seja P a parti¢do de [a,b] formada pelos pontos a e
b e os extremos desses m + n intervalos que pertencem a [a,b]. Indiquemos com [tg_1,fy] OS
intervalos de P que estdo contidos em algum I; e com tg_1,t5] 0s demais intervalos de P, cada
um dos quais estd contido em algum Jy,. Entdo Y (o —f¢—1) < €/2K e a oscilagdo de f em cada

intervalo [tg_1,tg] € g < €/2(b—a). Logo

S(f;P) —s(f;P) = Zwa(loc _la—l)—f—zmﬁ(tﬁ —1p_1)
< ZK(la—l‘al)‘f‘Z—g(gzl)_jl;)l) < %+—§EZ:Z§ =

Concluimos que f € integravel. 0

Definicdo 2.4. Seja f: X — R limitada no conjunto X C R. A oscilagdo @(f;a) da funcio
limitada f : X — R no ponto a € X é definida da seguinte forma: para cada § > 0, seja @(5) =
Mg —mg, onde Mg e mg sdo respectivamente o sup e o inf de f em [a— 8,a+ 8] C X. A fungdo
®(0) é ndo-negativa, limitada (pois f € limitada) e ndo-decrescente. Seja L o infimo dos valores
de w(8). Dado & > 0, existe § > 0 tal que, ®(8) < L+¢€, com [a—&,a+ 8] C X. Mas @ é
ndo-decrescente e dai, 0(6) < a)(g) para 0 < 5. Assim, 8§ <6 =L< 0(0) < a)(g) <L+e,

logo existe o limite @(f;a) = limg_,y®(0) que chamaremos de oscilagdo de f no ponto a.

Segue-se que @(f;a) > 0 se, e somente se, a fungdo f é descontinua no ponto a. De fato,
suponha que f é descontinua em a, entdo existe € > 0 tal que, paratodo d > 0; x € X, |x—a| <

0= |f(x)—f(a)| > €, mas [Msg —mg| > |f(x) — f(a)| > € e daf concluimos que ®(f;a) > 0.
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Por outro lado suponha que f é continua em a isto é, dado € > 0, existe 6 >0 ; x € X,

x—a| <8 =|f(x) - fla)| <%

Seja Ms = sup(f)|xn(a—s.at+s) € Mms = inf(f)|xn(a—s,a+s)> temos
Ms—% < f(X) paraalgumx € (a—8,a+9) e

ms+ % > f(x) paraalgumX € (a—8,a+9).

Portanto, Mg —mg — 5 < f(X) = f(X) = Ms —ms — 5 < (f(X) — f(a)) + (f(a) - (X)) <
§+§:>M5—m5—§<§:>M5—m5<8:>a)(f;a):0.

Com esta definicao, podemos provar a reciproca do teorema 2.5.

Teorema 2.6. O conjunto D dos pontos de descontinuidade da funcéo integravel f : [a,b] - R

tem medida nula.

Demonstragdo. Para cada k € N, seja Dy = {x € [a,b];®(f;x) > 1/k}. Entdo D = U2 Dy.
Mostremos agora que cada Dy tem medida nula. Fixemos k e tomemos € > 0. Sendo f integrdvel,
existe uma particao P = {to,t1,...,t,, } de [a,b] tal que ¥ @;(t; —t;—1) < €/k, onde @; é a oscilagdo
de f em (t,_1,t;). Um ponto de Dy pode estar no interior de algum intervalo de P, o qual serd
indicado por [tq_1,ty] ou pode ser um ponto de P, estes tiltimos formam um conjunto finito F.

Tem-se Wy > 1/k para cada o e Dy C [U(tg—1,t¢)] U F. Entdo

1 £
zZ(t(x—ta—l) <Y 0o(ta —ta—1) <Y oi(ti—ti—1) < o

logo ¥ (tq —tg—1) < €. Assim, para todo € > 0 dado, é possivel cobrir D; com um conjunto
finito F' mais uma reunido de intervalos cuja soma dos comprimentos é menor que €. Segue-se

que Dy tem medida nula. [

2.3 Propriedades da Integral

Lema4. Sejam A, B C R conjuntos limitados e ¢ € R, tem-se sup(A+B) = sup A+ sup B,inf(A+
B)=inf A+inf B. Se ¢ > 0, entdo sup(c.A) = c.sup A,inf(c.A) = c.inf A e caso ¢ < 0 entdo
sup(c.A) =c.inf Aeinf(c.A) = c.sup A.

Demonstragcdo. Considere a =sup Ae b= sup B,paratodox € Aetodoy € Btem-sex < a,y <

b, logo x+y < a+ b. Portanto, a+ b é cota superior de A+ B = {x+y;x € A,y € B}. Dado
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€>0,existemxc€Aey€cBtaisquea—€e/2<xeb—¢/2<yedai,a+b—¢€ <x+y,0que

mostra que a + b é a menor cota superior de A + B, ou seja, que sup(A+ B) = sup A+ sup B.

Mostremos que se ¢ > 0 vale a igualdade sup(c.A) = c.sup A. De fato, se ¢ = 0 entdo
sup(c.A) =sup(0) =0.sup A. Se ¢ > 0, dado qualquer x € A tem-se x < a, logo cx < ca. Portanto
ca é cota superior do conjunto c¢.A. Dado qualquer nimero d menor do que ca, temos d/c < a,
logo existe x € A tal que d/c < x. Segue-se que d < cx, 0 que mostra que ca € a menor cota
superior de c.A, ou seja, que sup(c.A) = c.sup A. Os casos restantes do lema se provam de modo

andlogo. 0

Corolario 7. Sejam f, g : X — R funcdes limitadas. Para todo ¢ € R sdo limitadas as fungdes f+
g,cf : X — R. Tem-se além disso, sup(f +g) < sup(f)+sup(g), inf(f+g) > inf(f)+inf(g),
sup(cf)=csup(f),einf(cf)=c.inf(f) quando ¢ > 0. Caso ¢ < 0, tem-se sup(cf) = c.inf(f)
einf(cf) = c.sup(f).

Demonstragdo. Sejam A = f(X), B=g(X),C=(f+g)(X) = {f(x) +g(x);x € X}. Evidente-
mente C C A+ B, logo sup(f +g) = sup C < sup(A+B) = sup A+sup B=sup(f) +sup(g).
Além disso, sup(cf) = sup{c.f(x);x € X} =sup(cA) = c.sup A, quando ¢ > 0. Os demais casos

enunciados no corolario se provam de modo analogo. 0

Teorema 2.7. Sejaa < ¢ < b. A fungéo limitada f : [a,b] — R é integrdvel se, e somente se, suas

restri¢des f|q ) € f[p) S0 integrdveis. Neste caso, tem-se fab fx)dx = [ f(x)dx+ fcb f(x)dx.

Demonstrag¢do. Seja A o conjunto das somas inferiores de f restrita ao intervalo [a,c] e B o
conjunto das somas inferiores de f restrita ao intervalo [c,b]. Desta forma A + B é o conjunto

das somas inferiores de f relativas as parti¢des de [a,b] que contém o ponto c. Dat,

b c b
/f(x)dx:sup(A+B):supA+supB:/f(x)dx+/ fx)dx (I).

Analogamente,

7jf(x)dx = 7:f(x)dx—|— 7l:f(x)dx (II).

Fazendo (II) - (I) temos

[ L= L)+ (1),
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As duas parcelas dentro dos parénteses sao maiores do que ou iguais a 0, sua soma
é zero se, e somente se, elas sdo ambas nulas. Assim, f € integrdvel se, e somente se, suas

b c
restri¢des f1(.¢) € fl(, 0 sdo. Observando-se (I) ou (II) temos que / f(x)dx = / f(x)dx+
a a

/c ’ fs. 0

Vamos adotar as seguintes convengdes:

(1) /af(x)dx —0.

@ [ = [ pwax

Teorema 2.8. Se f e g sdo funcdes integraveis em [a, b], 0 mesmo é verdade de f+g e
b b b
/ (f+g)=/ f+/ g.
a a a

Demonstragdo. Dada uma parti¢do arbitrdria P de [a,b], sejam m}, m; e m; respectivamente os
infimos de f, g e f+ g no i-ésimo intervalo de P, pelo Coroldrio 7 temos, m} +m! < m;, logo
s(f;P)+s(g:P) <s(f+gP)< iz(f%—g) para toda parti¢do P. Se tomarmos duas parti¢des P

e Q teremos ainda

s(f;P) +5(8:Q) <s(f;PUQ) +s(g;PUQ) <s(f+&PUQ) < [°(f +¢g) e dai,

1+ [ = sup s(7:P) s s(s:.0) = supls(F:P)-+5(s: 0)] < supls(+.:PUQ)] =

L a “La

b
[+ 8 togo

a

E pelo Corolério 6
b —b
/ (f+g) < / (f+g)

~—a

Temos entdo as seguintes desigualdades

[ [es[ o< uras ]
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Quando f e g sdo integrdveis, as trés desigualdades se reduzem a igualdades, o que prova

0 teorema. O]

Teorema 2.9. Se f é uma fungao integravel em [a, b] e ¢ é uma constante qualquer, ¢ f € integravel

no mesmo intervalo e ff cf =c. fab I

Demonstragcdo. Se ¢ = 0 entdo f: cf = f:O = O.fabf. Se ¢ # 0, dado qualquer € > 0, seja P

uma parti¢do do intervalo [a, ] tal que

S(f:P)—s(f:P) <g/lcl.
Tendo em vista o Coroldrio 7, sabemos que S(cf;P) = c.S(f;P), s(cf;P) = c.s(f;P)
casoc >0e S(cf;P) =c.s(f;P), s(cf;P) =c.S(f;P) caso ¢ < 0. Entdo,

S(cf;P) —s(cf;P) = |c|[S(f;P) —s(f;P)] < |c|.€/|c| = €, 0 que mostra que cf € inte-
gravel. Se ¢ > 0, S(cf; P) = c.S(f; P) e inf[S(cf;P)] = inf[c.S(f;P)] = c.inf[S(f;P)] = c.fabf.
Sec<0,S(cf;P)=c.s(f;P) einf[S(cf;P)| = inflc.s(f;P)] = c.sup[s(f;P)] = c. fabf. O

Teorema 2.10. Se f & integrdvel em |a,b], 0 mesmo é verdade de f.

Demonstrag¢do. Suponha inicialmente que f(x) > 0 para todo x € [a,b]. Dado qualquer € > 0,

como f é integrdvel, existe uma parti¢do P = {1y, ...,#, } de [a, D] tal que
S(fsP)—s(fsP) =X (M;—mj)At; < €.
Seja M o supremo de f no intervalo [a, D], de forma que M; +m; < 2M. Entio,

S(f3P) = s(f%5P) = Ly (M — mi)Av; =

1

Yo (M4 mp)(M; — mi) Aty <2M YT (M —m;)At; < 2Me. Logo f2 é integréavel pelo

Teorema 2.2.

Caso f ndo seja sempre maior do que ou igual a zero, m = inf(f) < 0e (f —m)? é
integravel, pois f(x) —m > 0, e é integrdvel. Como f? = (f —m)? +2mf — m?, vemos que f> é

integravel, o que prova o teorema. [

Teorema 2.11. Se f e g sdo funcdes integrdveis em [a,b] , entdo fg também € integravel no

mesmo intervalo.
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Demonstragdo. Isso € consequéncia imediata de

fe=3l(f+8*—f*—¢l
0

Teorema 2.12. Se f, g : [a,b] — R sdo funcdes integraveis e 0 < k < |g(x)| para todo x € [a, D]

entdo o quociente f/g é integravel.

Demonstragdo. Escrevendo f/g como f.(1/g), basta provar que 1/g é integravel. Sejam x; e
respectivamente as oscilagdes de g e 1/g no i-ésimo intervalo de uma particdo P. Dado € > 0,
tomemos uma particio P de modo que Y. x;(t; —t;_1) < &£.k*. Para quaisquer x,y no i-ésimo
intervalo de P tem-se

1 1

‘g(y) g(x) x_2

_ lg(x) —20)]
18(y)-8(x)]

portanto x: < x;/k? e daf, ¥ xi(t; — t;_1) < kiszi(t,- —ti1) < kiz.e.kz = €, 0 que mostra que 1/g

¢ integravel. 0

Teorema 2.13. Se f,g: [a,b] — R s@o fungdes integraveis e f(x) < g(x) para todo x € [a,b],

entdo fa flx)dx < fa g(x)dx

Demonstragdo. Se f(x) < g(x) para todo x € [a,D] entdo s(f;P) < s(g;P) e S(f;P) < S(g;P)
para toda parti¢do P, logo || ab fx)dx< | f g(x)dx. O

Teorema 2.14. Se f : [a,b] — R é integrdvel, entéo ,

¢ integravel e | [ f(x)dx| < [ |f(x)|dx.

Demonstracdo. A integrabilidade de |f]| segue da desigualdade || f(x)| — |f()|| < |f(x) — f(Y)],
que € valida para todo x,y € [a,b], assim a oscilag¢do de | f| em qualquer subintervalo de uma
particéo P de [a,b] serd menor ou igual a oscila¢do de f no mesmo subintervalo. Assim, sendo

M! —m! e M; — m;, respectivamente, a oscilagdo de | f| e f no i-ésimo intervalo de P temos:

S(If1:P) =s(If1sP) = LM —m}) (ti—ti1) < XM —m;)(ti—ti—1) = S(f;P) —s(f3 P) <

€ e pelo Teorema 2.2 |f| € integravel.

Além disso, como —|f(x)| < f(x) <|f(x)| para todo x € [a, D] tem-se

[ iwiaxs [ rooae< [
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b b
e concluimos que, / flx)dx| < / | f(x)|dx. O
a a

2.4 O Teorema Fundamental do Calculo

O Teorema Fundamental do Célculo estabelece a conexdo entre derivada e integral.

Teorema 2.15. Teorema Fundamental do Calculo: Seja f : I — R continua no intervalo /. As

seguintes afirmacdes a respeito de uma fungdo F : I — R sdo equivalentes:

(1) F é uma integral indefinida de £, isto &, existe a € I tal que F(x) = F(a) + [ f(¢)dt,

para todo x € 1.

(2) F é uma primitiva de f, isto é, F'(x) = f(x) para todo x € I.

Demonstragdo. (1) = (2). Se xo, xo+h € I entdo F (xo+h) — F (xo) = [ f(¢)dt e h.f(x0) =

X0
(X0t £ (x0)dt, portanto

X0

F(xo —|—h) — F(X()) 1 [Xoth

h —fe) =g [ U0~ Sl

Dado € > 0, pela continuidade de f no ponto x, existe § > Otalqueser €le |t —xp| < S

temos | (1) — f(xo)| < €. Entdo 0 < |h| < §, xo + h € I implicam

Flao+h)— F(x) L 0~ stsolar

< —
h 1 [0

Isto mostra que F'(xg) = f(xo).

— f(x0)

1
< —.|hl.e =¢.
7|

(2) = (1). Seja F' = f. Como acabamos de ver na demonstragdo (1) = (2), se ¢(x) =
[ f(#)dt, para a € I fixado, teremos @' = f. As duas funcdes F,@ : I — R, tendo a mesma
derivada, diferem por uma constante ( Capitulo 1, Corolério 4). Como ¢(a) = 0, essa constante

é F(a). Portanto F(x) = F(a) + ¢@(x), isto é, F(x) = F(a) + [ f(t)dt para todo x € I. O

Como F(x) = F(a)+ [, f(t)dt e F' = f, se fizermos F(b) teremos F(b) = F(a) +
/ f F'(t)dt, o que reduz o cdlculo da integral | f f(x)dx a procura de uma primitiva de f, isto é

J2 f(x)dx = F(b) — F(a).
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2.5 A integral como limite de somas de Riemann

Definicdo 2.5. Definimos norma de uma parti¢do P = {1, ...,#,} C [a,b] como sendo o niimero
|P| = max{t; —t;_1,i=1,2,....n}.
Teorema 2.16. Seja f : [a,b] — R limitada. Para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que |P| < &
—b
implica imOS(f;P) = [ f(x)dx!.
_>

1
P

Pl < &= |S(f:P)— [ f(x)dx| < €. que

Demonstragcdo. Devemos provar que Ve > 0,36 > 0;
—b —b

equivale a —£+/ f(x)dx <S(f;P) < / f(x)dx+e.
a a

A desigualdade da esquerda € evidente pois TZ f(x)dx é o infimo das somas superiores.
Suponha inicialmente que f(x) > 0 em [a,b]. Dado € > 0, existe uma particdo Py = {ro,...,t, }

de [a, D] tal que

€

—b
s(rsk) < | F)d+ 3

Tome d tal que 0 < 6 < ﬁ onde M =supf.Seja P={ry,...,r, } uma parti¢io qualquer
de [a,b], com |P| < 8. Vamos denotar por [rq_1,7¢] 0s intervalos de P que estdo contidos em
algum [t;_1,t] de Py e [rg_;,rg] os demais intervalos de P. Observe que, hd no maximo n
intervalos do tipo [rﬁ_l , rﬁ] uma vez que cada um destes intervalos deve conter pelo menos um #;.
Vamos escrever o C i para significar [rq_1,rq] C [ti—1,], € neste caso valem as desigualdades
0< My <MieO<Yqci(ra—ra—1) <Lti—ti-1.Logo YociMu(ra —ra—1) < LMi(ti—ti—1)
e Mg(rg —rg_1) <M., e daf:

S(fsP) =YX Ma(ra —ra—1)+LMp(rg —rg_1) S LMi(ti—tio1) + MY (rg —rg_1)

E
2Mn

—b € € —b
< S(f;Py) + Mn :>S(f;P)</f(x)dx+§+§:/f(x)dx+£.

No caso geral, como f € limitada, existe uma constante ¢ tal que f(x) + ¢ > 0 para

todo x € [a,b]. Tomando g(x) = f(x)+ ¢ temos S(g;P) = S(f;P)+c(b—a) e / g(x)dx =

a

—b
/ f(x)dx+ c(b— a) e recaimos no caso anterior. O
a

' lim considera o limite quando n — oo de sucessivos refinamentos da parti¢do.

|P|—0
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Teorema 2.17. Seja f : [a,b] — R limitada. Para todo € > 0 dado, existe § > 0 tal que |P| <

ifos(f;P) :izf(x)dx.

o= 1
|P|

Demonstra¢do. Devemos provar que Ve > 0,3 8 > 0;|P| < 6 = |s(f;P) —iZf(x)dx < €, que

b b
equivale a —8+/ f(x)dx < s(f;P) </ f(x)dx+e.

b
A desigualdade da direita é evidente uma vez que / f(x)dx é o supremo das somas

. . _a
inferiores.

Suponha inicialmente que f(x) < 0 em [a,b]. Dado € > 0, existe uma particdo Py =

{to,...,tn} de [a,D] tal que

£

s(f;Py) > /bf(x)dx— 5
4

Tome O tal que 0 < e & > % onde m = inf(f). Seja P = {ro,...,r,} uma particdo
qualquer de [a,b], com |P| < &. Vamos denotar por [rq_j,r¢] 0s intervalos de P que estdo
contidos em algum [t;_1,4] de By e [rg_;,7g] os demais intervalos de P. Observe que, hd no
mdximo » intervalos do tipo [rg_;,rg] uma vez que cada um destes intervalos deve conter pelo
menos um #;. Vamos escrever o C i para significar [rq_1,rq| C [ti1,], € neste caso valem as
desigualdades, mqg > mj, Yoci(ra —ra—1) < Yti —ti-1 e mg(rg —rg_1) = mgd > mé. Logo

Zacima(”a - rafl) > Zmi(ti—l‘l;o c m/g(rlg — I‘B,I) > md. Dai:

s(f;P) = Ymoa(ra —ra—1) +Xmg(rg —rg_y) > L mi(t;i —ti—1) +mnd

_ b b
>s(f;P0)—|—mnﬁ >Lf(x)dx—§—§:1af(x)dx—8.

No caso geral, como f ¢ limitada, existe uma constante ¢ tal que f(x) —c < 0 para

b
todo x € [a,b]. Tomando g(x) = f(x) — ¢ temos s(g;P) = s(f;P) —c(b—a) e / g(x)dx =
Y _a
b
/ f(x)dx —c(b— a) e recaimos no caso anterior. O
Y _a

Considere uma particdo qualquer P = {1, ...,#,} do intervalo [a,b], escolhemos um
nimero &; de forma que t; | < §; <t; paracadai=1,2,...,n. O par P* = (P,&;) é chamado de

particdo pontilhada do intervalo [a, b].

Dada uma funcdo limitada f : [a,b] — R e uma parti¢do pontilhada P* de [a,b], tem-se a

soma de Riemann
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Y(f3P7) = Xy f(&) (1 —tiv1).

Seja qual for o modo de pontilhar a particdo P, tem-se

s(f3P) < L(f:P*) < S(f3P).

Teorema 2.18. Se f: [a,b] — R é integravel entdo

/abf(x)dx: lim Y (f;P).

|P|—0

Demonstragdo. Segue-se dos Teoremas 2.16 e 2.17 que se f € integravel entdo

lim s(f:P) = lim S(f;P)— / ’ fw.

|P|—0 |P|—0

Como s(f;P) < Y.(f;P*) < S(f;P), resulta do teorema do confronto (Teorema 1.16) que
lim Y(f:P*) = [? f(x)dx. 0

|P|—0

Vamos encerrar este capitulo com a definicdo de um tipo de integral imprépria, isto €,

integrais de func¢des definidas em intervalos ilimitados.

Defini¢do 2.6. Dada f : [a, +-0) — R, definimos [~ f(x)dx como [ f(x)dx = Jim X r(x)dx.
Se o limite existir, dizemos que a integral é convergente. Se f : (—oo, b] — R, entdo, ffm f(x)dx=
_Emoo f;’f(x)dx. Para f : (—oo, +o0) — R tomamos um ponto a € R e definimos [*° f(x)dx =
Jffoo fx)dx+ [ a+°° f(x)dx, a integral é convergente se ambas as integrais do 2° membro forem

convergentes.
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CAPITULO

A INTEGRAL DE RIEMANN-STIELTIJES

Neste capitulo serd apresentada a integral de Riemann-Stieltjes, formulada por Thomas
Joannes Stieltjes (1856-1894). Essa integral € uma generalizagdo da integral de Riemann apre-
sentada no capitulo 2. Veremos a importancia desta integral no estudo do valor esperado de uma
varidvel aleatdria, no sentido em que podemos unificar as expressdes do valor esperado para
diversos tipos de varidveis. Veremos um resultado importante a respeito do célculo do valor
esperado de uma varidvel aleatdria que nos possibilita obter o valor esperado como a diferenca
de duas integrais de Riemann, esse resultado decorre diretamente de resultados vélidos para a
integral de Riemann-Stieltjes. Na secao 3.1 apresentamos alguns conceitos basicos da teoria
de probabilidade como experimentos aleatdrios e espaco amostral, apresentamos o conceito
de varidvel aleatdria e sua classificacdo em discreta, continua, singular ou mista. Na secao 3.2
apresentamos o conceito de valor esperado de uma varidvel aleatéria. Grande parte dos exemplos
apresentados nessas secoes sdo encontrados em [6] e [9]. A integral de Riemann-Stieltjes, a
existéncia da integral, bem como as suas propriedades sdo apresentadas respectivamente nas
secoes 3.3, 3.4 e 3.5. A definicdo de valor esperado utilizando a integral de Riemann-Stieltjes serd
feita na sec@o 3.6. Encerramos o capitulo com o estudo de sequéncias de funcdes apresentada na

secdo 3.7 como uma motivagdo para a integral de Lebesgue.
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3.1 Probabilidade e Variaveis Aleatorias

Definicao 3.1. Chamamos de experimentos aleatérios aqueles que, repetidos em idénticas

condig¢des, podem produzir resultados diferentes.

Exemplo 3.1. (a) Lancar uma moeda e observar a face de cima.
(b) Langar um dado e observar o nimero da face de cima.

(c) Lancar duas moedas e observar a sequéncia de cara e coroa obtida.

Definicao 3.2. Chamamos de espaco amostral, e indicamos por €2, o conjunto formado por todos
os resultados possiveis de um experimento aleatério. Cada resultado possivel € denominado

evento elementar de Q e denotado genericamente por .

(a) Lancar uma moeda e observar a face de cima.

Q ={C,Cp} onde C representa cara e C coroa.

(b) Langar um dado e observar o nimero da face de cima.
Q=1{1,2,3,4,5,6}.

(c) Lancar duas moedas e observar a sequéncia de cara e coroa obtida.
Q = {(C,C),(C,Co),(Co,C), (Co,Co) }-

Definicao 3.3. Uma classe de subconjuntos de Q, representada por F, é denominada uma

o-algebra se satisfaz as seguintes propriedades:
i) QeT;
(ii) Se A € F, entdo A€ € F;

(iii) Se A; € F, i > 1, entdo | JA; € F.
i=1

Exemplo 3.2. Considere Q = {1,2,3} e as seguintes cole¢des de subconjuntos:
F1=10,Q,{1},{2,3}};
F2={0,Q,{1},{2},{1,3},{2,3}}.
Verifica-se que, J1 é uma o-dlgebra e J, ndo é uma o-dlgebra.

Definicao 3.4. Seja Q um espaco amostral. Uma funcdo P definida na o-dlgebra 3 de subcon-

juntos de Q e com valores em R, € uma probabilidade se:
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(i) 0 < P(A) < 1 para todo subconjunto A € F;
(i) P(Q) = 1

(iii) Para A; € F, i > 1, mutuamente exclusivos!, temos P (UAl-> = Z P(A;).
i=1 i=1

A trinca formada por (Q,F, P) é um espaco de probabilidade.

Definicdo 3.5. Seja (Q, 7, P) um espago de probabilidade. A fungio X : @ — R tal que X ! (I) =

{w e Q:X(w) €I} € F, para todo intervalo I C R, denomina-se varidvel aleatéria.

Exemplo 3.3. Suponha que um experimento consista em lancar 3 moedas honestas para cima
e observar a sequéncia de cara e coroa obtida. Para a o-4lgebra, consideremos o conjunto das
partes de Q que serd denotado por ,,. Se X for o nimero de caras que aparecem, entdo X € uma

varidvel aleatéria que pode assumir um dos valores 0, 1,2 ou 3.

Defini¢do 3.6. Seja X uma varidvel aleatéria em (Q,F, P). A fungdo de distribuicdo de X,
F :R — R, é definida por

Fx)=PX<x)=P{oweQ:X(w) <x}),¥xeR.

Tal funcdo possui as seguintes propriedades:
MO<F(x) <1,
(2) lim F(x)=0;

X——oo

3) lim F(x)=1;

X—>4-o00

(4) F é continua a direita. Isto significa que se considerarmos os eventos [X <x,| ={w €
Q:X(0) <xp}exeR, {x,:n>1,n€ N} uma sequéncia tal que os x,s se aproximam de x
pela direita ou, em outras palavras, por valores maiores que x, entéo, [X < x,| tende a [X < x] e,

assim, para todo x, P(X < x,) tende a P(X < x);
(5) é nao-decrescente.

E importante mencionar que, conhecendo-se a fungio de distribuicio podemos obter

qualquer informacao sobre a varidvel aleatéria, como veremos mais adiante.

Definicao 3.7. Uma varidvel aleatdria € classificada como discreta, se assume somente uma

quantidade enumeravel de valores (finito ou infinito).
1

Dois conjuntos sdo mutuamente exclusivos se sua interse¢do € vazia.
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Exemplo 3.4. Trés bolas sdo sorteadas de uma urna contendo 3 bolas brancas, 3 bolas vermelhas
e 5 bolas pretas. Suponha que ganhamos R$1,00 por cada bola branca sorteada, perdemos
R$1,00 para cada bola vermelha sorteada e ndo perdemos nem ganhamos se uma bola preta for
retirada. Para a o-algebra, consideremos €2,,. Se X representa a quantia final ap6s o experimento,

entdo X € uma varidvel aleatdria discreta que pode assumir os valores —3,—2,—1,0,1,2,3.

A funcido de probabilidade de uma varidvel aleatdria discreta € uma fungdo que atribui
probabilidade a cada um dos possiveis valores assumidos pela varidvel. Isto é, sendo X uma

varidvel com valores x1,x3, ..., temos parai = 1,2, ...,
p(xi) = P(X :xi) = P({CO eQ: X((D) le-}).

A funcdo de probabilidade de X possui as seguintes propriedades:
Ho<px)<LVi=1,2,.;

(ii) Z p(x;) = 1; com a soma percorrendo todos os possiveis valores (eventualmente

infinitos).
Considerando o exemplo 3.3, temos
P(X =0) = P{(Cy,Cy,Co)} = ¢
P(X =1) = P{(Cy,C,C), (Co,C,Cy), (C,Cp,Co)} = 3.
P(X =2) = P{(Cy,C,C),(C,C,,C),(C,C,Co)} = 3.
P(X =3)=P{(C,C,C)} = 3.

Da funcido de probabilidade obtemos a funcdo de distribui¢do e vice-versa. De fato, dada

a func¢do de probabilidade temos

F(x) = Z p(xi), com A, ={i:x; <x} paraA, #0.Se A, =0, F(x) =0.
i€A,

Por outro lado, dada a func¢do de distribui¢do temos
pxi) = F(xi) — F(x;)

em que F(x; ) é o limite de F tendendo a x; pela esquerda.

Para o exemplo 3.3, a funcdo de probabilidade serd dada por:
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X ‘ 0 1 2 3
1 3 3 1
p(xi) ‘ § 8§ 8 %
A funcdo de distribui¢do correspondente sera:
(
0, se x<0;
%, se 0<x<1;
F(x) = %4—%:%, se 1 <x<2;
%-I—%:%, se 2<x<3;
%—F% =1, se x>3

7

Para as varidveis discretas, a funcdo de distribuicio tem a forma de escada sendo descon-
tinua nos valores assumidos pela varidvel, e o tamanho do salto € a probabilidade da varidvel
assumir aquele determinado valor.

1
HJ

| =1

0|

00l

Figura 2: Fung¢@o de Distribui¢do para Nimero de Caras.

Definicio 3.8. Dizemos que uma fungéo F : [a,b] — R é absolutamente continua se dado € > 0,

existe 6 > 0 tal que para qualquer colecéo (finita ou néo) de subintervalos disjuntos [a;, b;] temos

Z(bi —a,‘) <0= Z’F(bi) —F(a,‘)‘ < E.
i i
Se F € absolutamente continua, entdo F € a integral indefinida de sua derivada.
Definicao 3.9. Uma varidvel aleatéria X, com funcao de distribuic@o F, serd classificada como

continua (ou absolutamente continua), se existir uma fun¢@o ndo negativa f tal que:
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F(x) = / f(t)dt, para todo x € R.

—o0

A funcdo f € chamada de funcdo densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X .
A funcdo densidade f da varidvel aleatdria X satisfaz:
() f(x) >0,vx e R;
~+oo
2) f(x)dx=1.

Note que, a partir da defini¢do, temos uma relacao entre a fungdo de distribuicdo e a
func¢do densidade. Dada a funcdo densidade, a funcdo de distribui¢do segue por integragdo. Por

outro lado, derivando a funcao de distribui¢c@o, obtemos a densidade.

Assim, classificamos a varidvel X como continua, se sua funcio de distribuicdo F ¢

absolutamente continua.

Para obter a probabilidade de a varidvel estar num certo intervalo [a, b], fazemos a integral

da funcdo densidade de probabilidade neste intervalo. Assim,

Pla<X <b)— / " fd.

Dessa forma, para as varidveis continuas, a probabilidade da varidvel ser igual a um

particular valor € zero.

Exemplo 3.5. Suponha que, a quantidade de tempo em horas que um computador funciona sem

estragar € uma varidvel aleatdria continua com fun¢do densidade de probabilidade dada por:

).e_x/loo, se x>0;
flx) =

0, se x<0.
Calculemos a probabilidade de que o computador funcione entre 50 e 150 horas.
+oo k
Como | = / f)dx=2A lim [ e /1%dx = 1=1004 e dai, A = 1.
Portanto, a probabilidade de que o computador funcione entre 50 e 150 horas antes de

estragar é dada por

150
ﬁe"/wod}c = —¢ 32 4712 % 0,384.
50

Se estivermos interessados em calcular a probabilidade de o computador funcionar menos

P{50 < X <150} =

de 100 horas fazemos
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100 q
P(X < 100) = / — 1004 — | _ 1 20,633,
o 100

Como mencionamos anteriormente, dada a funcao densidade, a funcdo distribui¢cdo segue
por integragdo, assim, pelo exemplo, temos a seguinte fungdo densidade:

1 ,—1/100 .
T00¢ , se t>0;

ft) =

0, se t<0.

X
Como F(x) = / f(¢)dt entdo, para x < 0, F(x) = 0, pois a funcdo densidade é nula

x ]
neste intervalo. Para x > 0, temos F(x) = / me*t/loodt, logo, F(x) =1— e */100
0

Portanto

-0.2

Figura 3: Funcdo de Distribuicdo para o Exemplo 3.5.

Resta mencionar que uma varidvel aleatdria pode ser classificada como singular, se sua
func¢do de distribuicdo € continua, mas sua derivada € zero em quase todos os pontos, isto €, esta
propriedade s6 ndo € vélida num conjunto de pontos que tem probabilidade zero ou ainda, num
conjunto de medida nula. Um exemplo de func¢do de distribui¢ao singular € a fungcdo de Cantor

que envolve o conjunto de Cantor (que serd denotado por K) ja apresentado em 1.2.5.

Seja X uma varidvel aleatéria com func¢do de distribuicdo de Cantor. Entdo X ndo €

discreta, pois a fun¢do de Cantor é continua em RR. Entretanto, a variavel aleatéria X nao é
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continua, pois F’ (x) é zero em K¢, uma vez que, em cada etapa, foi sempre definida como

constante nos intervalos respectivos. Logo a varidvel X serd classificada como singular.

Dizemos que uma varidvel aleatéria é mista se tem partes em diferentes classificacdes. O

mais comum € a mistura da parte continua com a discreta.

A fungao de distribui¢do de qualquer varidvel sempre pode ser escrita como a ponderacio

de uma funcao de distribuicdo discreta, uma absolutamente continua e uma singular. Isto &,

F(x) = 0gF%(x) + 04 F (x) 4 otsF 5 (x);

9

com Oy ~+ Oy + 05 =1, 0y, Oge, 0t > 0e F d pac e Fs funcdes de distribuicao do tipo discreta,

absolutamente continua e singular, respectivamente.

Exemplo 3.6. Suponha que uma variavel aleatoria X tenha funcdo de distribuicao dada por

0, se x<0;

X

I, se 0<x<1;
F)=4 4

3, se 1 <x<2;

I, se x>2.

\

Observe através do grifico de F(x) que a varidvel aleatéria X é do tipo mista. Ela é

continua nos intervalos (—oo, 1), (1,2) e (2,+) e os pontos de descontinuidade em 1 e 2

indicam os valores de sua parte discreta.

Figura 4: Fung@o de Distribui¢do Mista.
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Existe um grande nimero de modelos que surgiram a partir do estudo de problemas

praticos. Alguns modelos para o caso discreto e continuo podem ser encontrados em [6] e [9].

3.2 Valor Esperado de uma Variavel Aleatoria

Sendo X uma varidvel aleatéria, o valor esperado E(X) de X desempenha um papel
importante na teoria das probabilidades. Historicamente, o valor esperado ou média parece ter
sido desenvolvido para avaliar ganhos em jogos com apostas em dinheiro. A questdo de interesse
era avaliar esse retorno num horizonte de varias jogadas. Seria uma espécie de balanco final
de muitas jogadas, apOs contabilizar perdas e ganhos. Nesta secao, usaremos 0s nomes valor

esperado, esperanga e média de forma indistinta.

Definicdo 3.10. Seja X uma varidvel aleatéria discreta com funcéo de probabilidade p(x) e valor
X; para i num certo conjunto de indices /. O valor esperado ou esperanga ou média de X € definido

por

EXX)= _leip(xi),

desde que a soma esteja determinada.

Exemplo 3.7. Um jogador langa 3 moedas nao viciadas. Ganha R$ 6,00 se 3 caras ocorrerem,
ganha R$ 3,00 se duas caras ocorrerem, ganha R$ 1,00 se somente uma cara ocorrer. Por outro

lado, perde R$ 10,00 se 3 coroas ocorrerem. Calculemos o valor esperado para este jogo.

Vamos escrever C para cara e Cy para coroa. O espaco amostral do jogo é:

Q = {CCC,CCCy,CCyHC,CoCC,CCHCo,CoCCo,CoCoC,CoCoCo}

Xj P(X =x;) | xip(xi)
6,00 : g
3,00 2 3
1,00 2 2
—10,00 5 —
E(X):inp(xi):g—f—g—kg—%:l



70 Capitulo 3. A integral de Riemann-Stieltjes

Portanto, o valor esperado para este jogo € de R$ 1,00. Este valor deve ser interpretado
como uma média, ou seja, jogando-se este jogo uma grande quantidade de vezes, o jogador

ganha em média R$1,00.

Definicao 3.11. Seja X uma varidvel aleatdria continua, com fun¢do densidade de probabilidade

f- Definimos o valor esperado E(X) de X por

desde que a integral esteja bem definida.

Exemplo 3.8. Suponha que o tempo de duracdo de um determinado tipo de bateria seja uma

varidvel aleatdria X, continua, com funcio densidade de probabilidade dada por

%e*xﬂ, se x>0;
0, se x<0.

sendo o tempo medido em anos. Vamos calcular, quanto tempo em média deve durar essa bateria.

oo 1 [+ 1 k
Egyi/_q@ngé “ﬂﬁhzﬁﬁiox{m“

—o0

—k—3
— lim [—ke *3—3¢7*3]+3= lim ——+3=0+3=3
k—stoo k—s—4oo ek/3

Portanto a bateria deve durar em média 3 anos.

Exemplo 3.9. Seja X uma varidvel aleatéria do tipo mista com funcio de distribui¢ido dada por

0, se x< —2;

s (2 +4x+4),  se —2<x<0;
Flx) = %(x+2), se 0<x<1;

6(x+3)’ se 1<x<2;

s (—x2+8x+8), se 2<x<4;

1, se x>4.

Para obter E(X), vamos calcular separadamente o seu valor para a parte discreta e depois

para a parte continua.

Para a parte discreta temos:
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Figura 5: Func¢@o de Distribui¢do Mista.

1 1
Zx,px, =0.— —1—1—:

Note que, para a parte discreta, P(X =0) = % PX=1)= % logo oy = %+% =1 Para
a parte continua obtemos P(X < 0)=F(07) = % PO<X<1)= F(l_) —F(O) =1 —% —
eP(X>1)=1-F(1)= 73,1080 G =g +5+3=

o, =0.

Calculemos a fun¢do de distribuicdo associada a parte continua denotada por F““. Para

isso, derivamos F'(x) e integramos o resultado, multiplicando-o por 1/,.. Assim,

§
0, se x < —2;
%(x+2), se —2<x<0;
dF (x) |
I = %> se 0<x<2;
é(—x+4), se 2<x<4;
| 0, se x>4.

Dessa forma, para x < —2,

1 X
potg = L [0 g
(x) Oge J—oo dx 2 Odx =

Para -2 <x <0,

| ¥ dF(x) 3 [2 3 1 1
Fe(x) = / d:—/ 0d —/— Ddx = — (2 +dx+4).
O = e | Tax ) 0ty [ e ddy = el A d)

Para0 <x <2,
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I % dF(x), 3 [2 3001 341, 1
ac — . — — — JE— —_ — = —
Fé(x) = aac/_w o 2/_00 0dx+2/_2 12(x+2)dx+2/0 dx=(x+1).

Para2 <x < 4,

Lo dRe) 321
ac _ -
F%(x) = aac/oo T / de+2/2 T x+2)dx+2 6dx

+3/X1(— L d)dr= (2 18y
2212 X X—16 X X ).

Para x > 4,

X
F*(x) = L dF(x)dx =1.

Logo

0 x < =2

%)
Y

16( +4x+4), se —2<x<0;
F=q 30+, se 0<x<2

%(—x2+8x), se 2<x<4;

p—

, se x>4.

\

Calculamos a densidade derivando F“ e obtemos:

0, se x<-—2ou x>4,
1
] z(x+2), se —2<x<O0;
fac(x): 8( )
le se 0<x<2;
\ s(—x+4), se 2<x<4.

Finalmente calculamos a esperanca para a parte continua:

e e 22 22x
E>(X) :/ OtaeX f(x )dx—/ —X. 0dx+/ == x+2)dx+ ——dx
_ . 238 0o 34

“Z(—x+4) - =
+238 X+ dx+/ Odx =

Concluimos que
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Nas proximas secoes, faremos a constru¢ao da integral de Riemann-Stieltjes, vamos
analisar as condicdes de existéncia e descreveremos suas propriedades. Mais adiante, veremos

como esta integral nos auxilia no estudo de varidveis aleatorias.

3.3 Somas de Riemann-Stieltjes

Sejam f : [a,b] — R limitada e ¢ : [a,b] — R limitada e ndo-decrescente. Sendo P =
{X0,X1, ..., %y } coma = xp < x| <... <x, =buma parti¢do do intervalo [a,b] e C = {c},c2,...,cn}
uma lista de n nimeros escolhidos de forma que x;_| < ¢ < x; parak =1,2,...,n. Considere a

soma

Fle)[9(x1) = ¢(xo)] + f(c2)[9(x2) = @ (x1)] + .. + f(cn) [0 (xn) — 9 (xn—1)] =

Y F(e)[90w) — 0(u1)] = Y fA9.
k=1

P

Tal soma é chamada de soma de Riemann-Stieltjes.

Obviamente, se ¢ : [a,b] — R for dada por ¢ (x) = x, temos a soma de Riemann. Logo,

as somas de Riemann sdo um caso particular das somas de Riemann-Stieltjes.

Defini¢do 3.12. Seja P uma parti¢do do intervalo [a,b], f : [a,b] — R limitada, ¢ : [a,b] = R

limitada e ndo-decrescente e L um nimero real. Dizemos que L € o limite de Z f-A¢ quando
P
|P| — 0 e escrevemos

lim ) f.A¢ =L

|P|—0 P

quando para todo € > 0 dado, pode-se obter § > 0 tal que Z f-A¢p — L| < € para toda particdao
P

P com |P| < § . Neste caso, dizemos que f é Riemann-Stieltjes integravel com respeito a ¢ em

[a, D] e escrevemos

b
| s@do = L.

3.4 Existéncia da integral de Riemann-Stieltjes

Vamos considerar, inicialmente, algumas situacdes particulares:
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a) Suponha f constante em [a,b] com f(x) = k. Para toda parti¢do P de [a,b] temos
Y fA9 = K[@(x1) = ¢ (x0)] + k[P (x2) — @ (x1)] + .. + K[ (xn) — G (xn—1)] = k[9(xa) —
P
b
6(x0)) = Ki9(b) 9@ Togo [ F(x)d9(x) = Kig(b) ~ 9(@)].

b) Suponha ¢ constante em [a,b] com ¢ (x) = c. Para toda particdo P de [a, b] tem-se

b
A =1[0(xx) — @(xx_1)] =0 parak =1,...,n, logo Zf.A(b:Oedal’/ f(x)do(x)=0.
P a

Agora, vamos analisar situacdes onde temos descontinuidades, na ¢ ou simultaneamente
em fe¢.

1°caso: Seja f continua em [a,b], P = {xo,...,x, } uma parti¢do do intervalo [a,b] e

Bi, se a<x<Xx
o(x) = B, se x=x;

<x<b.

=l

B2, se
Observe que ¢ (x) possui uma descontinuidade do "tipo salto"em X.
a) O que acontece quando X é um ponto da particdo com x = x; para0 < k <n ?

Neste caso, xg—1 < ¢ <X =x; < Cpy1 < Xgg 1. Assim,

Y FA0 = fck)(B—Bi) + fleke) (B —B) =
=
[f(ex) = F)](B — Br) + [f (k1) — FX)] (B2 — B) + f(X) (B2 — Br)-

Fazendo |P| — 0, a continuidade de f faz com que as duas primeiras parcelas se aproxi-

mem de 0, logo

/abf(X)d¢(X)Zf(f)[¢(7€+)—¢(76)],Onde 9(x") = lim ¢(x) e ¢(x7) = lim ¢ (x).

x—xt X=X
b) O que acontece quando X nio é um ponto da particio? Neste caso x;_; <X < xi €
Xk—1 < Ck < Xk - Assim

;f.Aq) = fee)(B2—B1) = [f (ck) = fF(X)] (B2 — B1) + f(x) (B2 — B1) e pela continuidade
de f, quando |P| — O resulta:
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[ 10000 = r@l0E )~ 00 )

Nos casos em que X = a ou X = b a integral de Riemann-Stieltjes tem o mesmo valor.

De modo geral, se f é continua em [a,b] e ¢ é uma fungdo com saltos em X7,X3, ..., X,

em [a, D], a integral de Riemann-Stieltjes de f com respeito a ¢ existe e

com ¢(a’)—¢(a) =(a") —9(a) e p(bT) —¢(b7) = 9 (b) — ¢ (b).

Exemplo 3.10. Suponha que f(x) = x> e ¢(x) = [x] (fungdo maior inteiro), com 0 < x < n.
Temos:
(n+1)2n+1)

/nf(x)d¢(x):12+22—|—32+...+n2:n - .
0

2° caso: O que acontece quando f e ¢ possuem pontos de descontinuidade em comum?
Sejam

1, se x#1;

) 2 ’

fx) = e o(x)=

2, se x:%. 3,

9
Q
o
IN
=

o0}
&
NI—
IA
=
IAN A
=N

Ambas as funcdes sdo descontinuas em x = % Suponha que P é uma parti¢do de [0,1] e

¢ um ponto da parti¢cdo, com x; = % A soma de Riemann-Stieltjes referente a esta parti¢io é:

D=

Y0 = fiea) [0 (5 ) 00| + ) [0t =0 5
= f(e) 3= 1]+ flerr1)[3 —3] =2 (cx).

Se % nao é ponto da parti¢ao o resultado € o mesmo.

Temos problemas uma vez que f(c;) = 1 se ¢ # % ou f(cx) =2secy= % Deste modo a
integral de Riemann-Stieltjes ndo existe. Assim no que segue, assumimos que f e ¢ sdo fungdes

reais limitadas em [a,b] com nenhum ponto de descontinuidade em comum.
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Teorema 3.1. Suponha que f: [a,b] — R e ¢ : [a,b] — R sdo func¢des limitadas sem pontos
comuns de descontinuidade no intervalo [a,b] e que a integral de Riemann-Stieltjes de f com

relacdo a ¢ existe. Entdo a integral de Riemann-Stieltjes de ¢ com relacdo a f existe e

b b
| 0@dre) = r1)ov) — f@o(@)~ [ fx)do ()

Demonstragdo. Seja P = {xp,x1,...,Xx,} uma particdo de [a,b] tal que x; —xx_; < 8/2 para
k=1,2,...,n. Para obtermos a soma de Riemann-Stieltjes, escolhemos pontos c; € [a, b] tais que
Xp—1 < ¢ < xy. Fazendo a = xp = ¢p e b = x,, = ¢+ 1, uma parti¢cdo P de [a,b] pode ser dada por

P ={co,c1,--yCnyCnr1} com cg < xp < Cpuq € Crr1 —cx < 8, k=0, ...,n. Portanto,

Y oas— (1(6)00)~t@ota) - [ o) ‘

b

a

1Y 0ol () — Flser)] - (f(b)¢(b) ~f@ota) — [ f)do <x>) ‘

=~
—

b

a

n

+1 b
6(c) 1) = Y 0(e)flun) + [ F0do )
1 a

k=0 k=

M= I

n

[ 10009 Y- rtsloter) — oteu)

k=0

< E,

pois Y} _o f(x)[@ (ck+1) — @ (ck)] estd associada a uma particdo P = {cg,C1,...,Cn,Cnt1} de [a,b]

cuja norma é menor do que § e por hipétese a integral de Riemann-Stieltjes de f com relagdo a
b
¢ existe, isto €, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que |ZfA¢> —/ fdo (x)| < € para toda particio
P a

de norma menor do que 9§ e isto prova o teorema.

Somas de Darboux-Stieltjes

Assim como definimos a integral de Riemann utilizando as no¢des de soma inferior e
soma superior, podemos fazer o mesmo para as integrais de Riemann-Stieltjes. Seja f : [a,b] — R
limitada, ¢(x) : [a,b] — R uma fun¢do ndo-decrescente e P = {xo,...,Xx,} uma particdo do

intervalo [a, D).

A soma inferior de f com respeito a ¢ e P € o nimero
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s(f:93P) = Xiiymi(fP)[9 (xi) — ¢ (xi-1)], onde mi(f; P) = inf{f(x);xi-1 < x < xi}.

A soma superior de f com respeito a ¢ e P é o nimero
S(f,9:P) = Xiiy Mi(f3P)[¢ (xi) — ¢ (xi—1)], onde M;(f; P) = sup{f(x);xi-1 <x < xi}.

Lema 5. Suponha que P e Q sdo duas parti¢des do intervalo [a,b], f é uma fungdo limitada e ¢

¢ uma funcdo nao-decrescente em [a, b|. Tem-se

@) s(f,9;P) <S<S(f,0;P) para toda soma de Riemann-Stieltjes S de f com respeito
ageP,

(b) s(f,0;P) <s(f,0;0) e S(f,9;0) < S(f,9;P) caso Q seja um refinamento de P,

(© s(f,0;P) <S(f,9:0),

(d) sup s(f,¢;P) <inf S(f,9;P), onde o infimo e o supremo sdo tomados em relagdo a

todas as parti¢des de [a, b].

A prova deste lema pode ser encontrada em [7].

A definicao de Integral de Riemann-Stieltjes a partir das somas de
Darboux-Stieltjes

Considere um intervalo [a,b], uma fun¢éo ndo-decrescente ¢ [a,b] — R, a funcdo limitada
f(x) definida em [a,b] e suponha que ha um niimero, por exemplo I, que pode ser aproximado
arbitrariamente pelas somas inferiores e superiores de Darboux-Stieltjes de f com respeito a ¢.

Em seguida, pelo Lema 5 (d), temos que

sup s(f,¢;P) =1=inf S(f,0;P),

onde o infimo e o supremo sdo tomados em relagdo a todas as parti¢cdes P de [a, b]. Isto significa
que para cada nimero positivo € haverd parti¢des P e Q de [a,b] tal que 0 < I —s(f,¢;P) < €e
0<S(f,0;0)—1<e¢g,eoLlemas5 (a)e (b) implica que

s(f,0:P) <s(f,9:R) <I<S(f,¢:R) < S(f.9:0),

para qualquer refinamento R de P e Q e | — S| < € para toda soma de Riemann-Stieltjes S de f
com respeito a ¢ e R. Portanto, este nimero / parece ter todas as propriedades de aproximacado
necessdrias para se ter a integral de Riemann-Stieltjes de f em relago a ¢ sobre [a,b] e isso

motiva a seguinte defini¢do:
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Definicio 3.13. Seja ¢ (x) uma funcdo nao-decrescente definida no intervalo fechado [a,b]. A
funcdo limitada f definida em [a,b] é Riemann-Stieltjes integravel em [a,b] com respeito a ¢
se sup s(f,9;P) = inf S(f,9;P) onde o infimo e o supremo sdo tomados em relacdo a todas as
particdes P de [a,b], e neste caso o valor comum do supremo e do infimo é chamado de integral

de Riemann-Stieltjes de f em [a,b] com respeito a ¢ e é indicada por | ab f(x)do(x).
Teorema 3.2. Sejam f limitada e ¢ uma funcdo nio-decrescente, ambas definidas no intervalo

[a, D], as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(a) Dado € > 0, existe uma particéo P de [a, D] tal que

0<S(f,9:P)—s(f,9:P) <e.

(b) f é Riemann-Stieltjes integravel.

(c) Existe um nimero I com a propriedade de que dado € > 0, existe uma parti¢do P de

[a,D] tal que |I — S| < €, para toda soma de Riemann-Stieltjes S de f com respeito a ¢ e P.
Além disso, se estas condigdes sao satisfeitas, o nimero / em (c) € necessariamente igual
b
a f, f(x)d¢(x).
A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [7].

O préximo teorema mostra que, em certas condicdes podemos substituir uma integral
de Riemann-Stieltjes por uma integral de Riemann. A demonstracio deste teorema foi baseado

em [10].

Teorema 3.3. Seja f : [a,b] — R limitada em [a, b]. Considere ¢ mondtona ndo-decrescente e
¢’ Riemann integravel em [a,b]. Temos f Riemann-Stieltjes integravel com relagdo a ¢ se e

somente f¢’ € Riemann integravel. Neste caso

/ " fdp = / )0/ (1)

Demonstragdo. Dado € > 0, sendo ¢’ Riemann integrével, existe uma parti¢do P = {x,..., X, }

de [a, D] tal que
S(¢';P)—s(¢';P) < €.

O teorema do valor médio fornece pontos #; € [x;_1,x;] de modo que
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A = ¢’ (1) Ax;

parai=1,...,n. Se s; € [x;_1,x;], temos

n

Z"pl(sl) ¢'(1:)|Ax; < €.

Sendo M = sup|f(x)| e

n

Z Si A¢z Zf Sl i 1,

i

segue que

n

1) Y. F(s)A0i— Y £ls1)6" (si)Ax| < Me.
i=1

i=1
Em particular,

™=

f(si)Adi < S(f9"P)+Me,

i=1

para todas as escolhas de s; € [x;_1,x;], temos

S(f,9:P) < S(f¢';P)+ Me.

O mesmo argumento, conduz a partir de (1) que

S(f9';P) < S(f,0:P) + Me.

Assim,

(2) |S(f,9:P) = S(f9'sP)| < Me.
Note que S(¢’;P) — s(¢’;P) < € se mantém verdadeira para qualquer refinamento da

parti¢do P e a desigualdade (2) também se mantém verdadeira. Concluimos que

/fd¢ /f *)dx

Sendo € arbitrario, consequentemente

[ a0 = [ rsyo'coas

< Me.
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para toda funcdo limitada f. A igualdade das integrais inferiores segue de (1) de modo andlogo.

]

Exemplo 3.11. Seja f(x) =xe ¢(x) =x*> em [0, 1].

/Olf(x)dqb(x) = /le.2xdx: %

3.5 Propriedades da integral de Riemann-Stieltjes

Teorema 3.4. Sejam f e g fun¢des limitadas e ¢ uma funcdo néo-decrescente no intervalo [a, b].

(a) Se f, g sdo Riemann-Stieltjes integraveis com relacéo a ¢ em [a,b], entdo [+ g é

Riemann-Stieltjes integravel com relagdo a ¢ em [a,D] e

[ u+oaot = [ aow)+ [ gasts

(b) Se f é Riemann-Stieltjes integravel com relagdo a ¢ em [a,b] e ¢ € R, entdo cf é

Riemann-Stieltjes integravel com relagdo a ¢ em [a,D] e

/ " efag() = c / ’ fdo ()

(c) Se f, g sdo Riemann-Stieltjes integraveis com relacdo a ¢ em [a,b] e f < g em [a,b],

entao

/abqu,(x)g/abgdw).

(d) Se f é Riemann-Stieltjes integrdvel com relagdo a ¢ em [a,b], entdo |f| também é

Riemann-Stieltjes integravel e

[ aoo| < [ 1714000

As demonstragdes destas propriedades podem ser encontradas em [7].

Teorema 3.5. Seja ¢ : [a,b] — R ndo-decrescente e ¢ € (a,b). Sendo f : [a,b] — R limitada, f
¢ Riemann-Stieltjes integravel em relacdo a ¢ em [a, D] se e somente se suas restri¢cdes f|[a,c| e

fl[c, b] sdo integrdveis e tem-se
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[ raot0 = [ raow+ [ raote

A demonstracdo deste teorema pode ser encontrada em [7].

Teorema 3.6. Teorema Fundamental do Calculo para as integrais de Riemann-Stieltjes.

Seja f continua no intervalo [a,b] e ¢(x) monétona ndo-decrescente em [a,b], entdo
P f(x)de (x) existe.

Definimos uma nova fung¢fo no intervalo [a,b] por

_ / " F(1)do (¢) entio

(a) F € continua em qualquer ponto onde ¢ é continua e

(b) F é diferencidvel em cada ponto onde ¢ é diferencidvel e F' = f.¢" em tal ponto.

Demonstragdo. A existéncia de || f f(x)d¢(x) é 6bvia se ¢ (a) = ¢ (b) pois neste caso para toda
parti¢do P de [a,b], Y.p fAQ(x) = 0 e dai fff(x)dq) (x) = 0. Suponha ¢ (b) — ¢(a) > 0. Temos
s(f,0:P) < S(f.:P). Observe que S(f,9:P) —s(f,6:P) = ¥ (sup(f) — inf(f))Ad pode ficar

P
tdo pequena quanto se queira devido a continuidade uniforme de f, entdo pelo Teorema 3.2 a

integral de Riemann-Stieltjes existe.

Para mostrarmos o item (a), podemos assumir que | f(¢)| < B, V¢ € [a,b] com B # 0 assim

Y
| fwag)| e

para qualquer parti¢do P = {xo,...,x,} de [a, D] temos
ZP‘,me = fer)[9(x1) = O (xo)] + f(c2)[@(x2) = @ (x1)] + .. +Fcn)[9 (xn) — @ (xn—1)]
< B[§(x1) — ¢(x0)] + ... + B[¢ (xn) — ¢ (xa—1)] = B[ (xn) — ¢ (x0)] = B[¢(D) — ¢ (a)]
= ; fA¢ < B[¢(b) — ¢(a)]. Analogamente —B[ (b) — ¢(a)] < Z fA@. Logo

[F(y) —F(x)| =

—B[p(b) — 9(a)] < ) fA < B[9(b) — ¢(a)] = —B[9(b) — ¢(a)] < lim ) fA$ <

|P|—0
B[¢ (D) — ¢(a)]. Dado que a integral existe temos, —B[@(b) — ¢(a)] < fa fd¢ < B[¢(b) —
¢(a)] =

< B|¢(b) — ¢(a)| e portanto
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[ rinag(o

Se ¢ € continua em y, dado € > 0, existe 6 > Otal que [y —x| < 6 = |¢(y) —9(x)| < &/B
e dai B¢ (y) — ¢(x)| <e&.

< Blo(y) —¢(x)].

Assim |F(y) — F(x)| < B|¢(y) — ¢(x)| < € e concluimos que F é continua em y.

Para provar (b), suponha que a < x < b e que ¢ seja diferencidvel no ponto x. Sendo

f continua, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que para todo ¢ € [a,b] com 0 < |x —t| < d temos

f()—fx)l<ee

Entdo, se y é qualquer ponto de [a,b]((x,x+ &), temos

‘F(y%f(x)‘f (0'(x)| = y%x / yf<t>d¢(r>—y%x [ ot
+ Lf?(MM) 7@9'()
y x/ £) x)|de(r) )f /d‘p ()‘P/(X)
= = [ =10 P -—%}?ﬁ—ﬂmwu>
= x/|f x)|de(t)+|f(x |‘%_¢’(x)

< / d¢(t)+M8:8[¢(y)_¢( )]
y—XJx y—X
onde M = sup{|f(x)|;x € [a,b]}. Isto prova que F ¢é diferencidvel a direita do ponto x e que

+Me < g’ (x) + €] + Me,

neste ponto F' = f.¢’.

O caso em que y é qualquer ponto de [a,b]((x — §,x) é anédlogo. O

3.6 Valor esperado e Integral de Riemann-Stieltjes

Podemos unificar as defini¢des de valor esperado de uma varidvel aleatdria discreta e

varidvel aleatdria continua através da integral de Riemann-Stieltjes.

Definicao 3.14. Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de distribuicao F. Definimos valor

esperado ou esperanca matemaética ou média de X por



3.6. Valor esperado e Integral de Riemann-Stieltjes 83

E(X) = / T P (x),

—o00

desde que a integral esteja bem definida.

Exemplo 3.12. Vamos calcular o valor esperado para a varidvel discreta do Exemplo 3.7 utili-
zando a integral de Riemann-Stieltjes. Um jogador lan¢a 3 moedas ndo viciadas. Ganha R$ 6,00
se 3 caras ocorrerem, ganha R$ 3,00 se duas caras ocorrerem, ganha R$ 1,00 se somente uma
cara ocorrer. Por outro lado, perde R$ 10,00 se 3 coroas ocorrerem. Neste caso, temos a seguinte

funcdo de distribuigdo:

0, se x < —10;
%, se —10<x<1;
Fx)=P(X<x){ t+3=3% se 1<x<3;
%—l—%:%, se 3<x<6;
\ %—i—é:l, se x> 6.
y
7 1
* 8
%
of 2 Flz) =P X <)

00 | —

Figura 6: Grafico da func¢do de distribui¢do.

Como observado anteriormente na secao 3.3, como F possui descontinuidades do tipo

salto, o valor esperado € dado por
—+oo

E(X)= / wdF(x)= Y x[F(x)—F(x")] e portanto

- —ool X< +o0
oo 1 4 1 4
E(X):/ xdF(x):—lO(§—0>+l <§—§)+3(g—§>+6(1—g> =1

No caso de X ser uma varidvel aleatoria continua, a fungao de distribuicdo F € absoluta-

mente continua e temos
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com f sendo a derivada de F. Neste caso
oo oo
E(X) :/ xdF (x) :/ xf(x)dx.

Exemplo 3.13. Seja X uma varidvel continua com a seguinte funcao de distribuicao:

0, se x<2;

1—e* 2 se x>2.

)

Para o célculo do valor esperado, usaremos que dF (x) = 2¢**dx para x em [2,) e,
portanto:

oo oo
E(X) :/ xdF (x) :/2 x2e* P dx = %

—00

Encerramos a secdo, com um teorema que pode tornar mais simples o cdlculo do valor
esperado para varidveis aleatdrias. Tal resultado € muito util, pois possibilita a obteng¢ao do valor

esperado de uma varidvel aleatoria qualquer, como a diferenga de duas integrais de Riemann.

Teorema 3.7. Seja X uma varidvel aleatéria com funcao de distribuicdo F e cujo valor esperado

existe. Entdo,

E(X) = / T dF (x) = /0 = P — / " P,

—o0 —o00

Demonstracdo. Dividindo o intervalo de integracdo em duas partes, vamos mostrar que

/0 T dF (x) = /0 i FPldx e /_ (;xdF(x)z— /_OMF(x)dx_

Aplicando integragdo por partes (Teorema 3.1), temos para b > 0,

b b b

[F(b) — F(x)|dx < /0 [1— F(x)]dx

F(x)dx = /

0

b
/ xdF (x) = bF (b) — OF (0) — /
0 0
e passando ao limite para b — 4-oo,

(1) /0+°°xdF(x) < /O+°°[1 _F(x))dx.

Considere, agora, ¢ > 0 tal que ¢ < b. Temos

b b c
/0 xdF (x) = /0 [F(b) — F(x)]dx > /0 [F(b)— F(x)]dx
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:/0 [F(b)—l]dx+/o (1 — F(x))dx

— [ (b)—1] +/OC[1 _F(0)]dx:

entdo, passando ao limite para b — +oo, obtemos

oo c
/ xdF (x) > / [1—F(x)]dx,
0 0
€, agora, com ¢ — —+o° segue que

2) /0 T dF(x) > /0 = P,

Das desigualdades (1) e (2), concluimos que

/O T dF (x) = /O = ()],

Para a parte negativa, seja b < 0, aplicando integracdo por partes temos

0 0
/ xdF (x) = OF (0) — bF (b) — / F(x)dx;
b b

passando ao limite, para b — —oo, obtemos

/O xdF (x) = —/0 F(x)dx,

e isto completa a demonstragao.

]

Exemplo 3.14. A varidvel X do Exemplo 3.9 € do tipo mista e sua fun¢@o de distribuicdo é

reapresentada a seguir:

0, se x< —2;

s (2 +dx+4), se —2<x<0;
%(x—i—Z), se 0<x<lI;
%(x+3), se 1<x<2;

ﬁ(—x2+8x—|—8), se 2<x<4;

L L se x>4.

Pelo Teorema 3.7 temos
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E(X) :/()+w[1—F(x)]dx—/O F(x)dx

—o0

:/()l(él—gx)dx-l—/f@dx

4 (16 +x* — 8x) 0 (x*44x+4) 5
—dx— | ————d :
+/2 24 g /_2 24 Y76

Observe que esse valor ja havia sido obtido antes. Entretanto, agora, calculamos o valor esperado
sem a necessidade de obtermos a decomposicao na parte continua. Outras propriedades do valor

esperado utilizando a integral de Riemann-Stieltjes podem ser encontradas em [6].

3.7 Sequéncias de Funcoes

Definicao 3.15. Seja X C R. Se para cada n € N fizermos corresponder uma funcio f,,, definida

em X, isto é, f,, : X — R entdo, f,, € uma sequéncia de funcdes.

Definicao 3.16. Uma sequéncia de fungdes f, : X — R, n = 1,2, ... converge simplesmente para
a fungdo f : X — R quando para todo x € X, a sequéncia de nimeros fj(x), ..., f,(x) converge

para f(x). Isto significa que dado € > 0 e x € X, existe ngp € N ( dependendo de € e de x) tal que

n>ny=|falx)—f(x)| <e.

Graficamente, dado x € X, tragcando-se uma reta vertical pelo ponto x, a interse¢do da
reta com os graficos de cada f,, determinam uma sequéncia de pontos (x, f1(x)), ..., (x, fu(x)), ...

que convergem para (x, f(x)).

Exemplo 3.15. A sequéncia de fungdes f, : R — R definidas por f,(x) = x/n convergem
simplesmente para a fun¢do identicamente nula. A Figura 7 ilustra o fato de que, fixado um
€>0,sex=1,5temos ng =2 e se x = 3,25 temos ny = 4 deixando claro que ng depende nao

apenas de € mas também de x.

Definicao 3.17. Uma sequéncia de fungdes f, : X — R converge uniformemente para a fung¢ao
f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe np € N (dependendo apenas de €) tal que

n>ny=|fu(x) — f(x)| < € seja qual for x € X.

No plano R2, dado € > 0, a faixa de raio € em torno do grifico de f é o conjunto
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- -+

Figura 7: Convergéncia simples ou pontual.

F(fie)={(x,y) e R:x e X, f(x) —e <y < f(x)+e}.

Geometricamente, dizer que f,, — f uniformemente significa que para todo € > 0, existe
no € N tal que o grafico de f,,, para todo n > ng, estd contido na faixa de raio € em torno do

gréfico de f.

Exemplo 3.16. A sequéncia de fun¢des f, : R — R definidas por f,(x) = x/n ndo converge
uniformemente para zero em R pois, nenhuma faixa de raio € em torno do gréfico da funcdo
identicamente nula pode conter o gréafico de uma fungéo f,(x) = x/n. Porém se X C R é um
conjunto limitado, digamos com |x| < ¢ para todo x € X, entdo f, — 0 uniformemente em X. De
fato, dado € > 0, tome ny > ¢/¢€, entdo para n > ng, | f,(x)| = ‘2' <p < < cf =¢e. A Figura 8
ilustra o caso em que |x| < 3, observe que dado € = 0,8 tomando n > 3, fn (x) = x/n esté contida

na faixa de raio € em torno do gréafico da funcdo identicamente nula, assim, a convergéncia ¢

uniforme.

Teorema 3.8. Passagem ao limite sob o sinal de integral. Se a sequéncia de fungdes integraveis

fn:[a,b] = R converge uniformemente para f : [a,b] — R entdo f é integrdvel e

b
/ lim f,(x)dx = hm/ Sn(x)dx
a N— a

Demonstra¢do. Dado € > 0, existe ng € N tal que n > ng = | f(x) — fu(x)| < €/4(b —a) para

todo x € [a,b]. Tome m > ny. Como f, é integrdavel, existe uma particdo P de [a,b]| tal que,
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e=—0,8

Figura 8: A convergéncia é uniforme se f, : [—3,3] = R, com f,(x) =x/n.

indicando com ; € a)i’ respectivamente as oscilagdes de f e f, no intervalo [t;_1,7;] de P, tem-se

Y o/ (ti —ti_1) < €/2. Mas, para x, y € [t,_1,1;] quaisquer, aplicando a desigualdade tridngular

sucessivas vezes temos:

fO) =S =1 B) = fn ) + (fn(y) = fn () + fin () = F)] <) = Fn (W) +

|(fin(¥) = fn () 4 (fin () = F O S NS ) = Sin )|+ | in (9) = fon () [+ fom () — f () | < &/4(b—
a)+ ol +e/4(b—a)=w/+e/2(b—a).

Portanto @; < @] + €/2(b — a). Segue-se que

Zwi(t,-—t,-,l) < Z(L){(l‘i—lFl)-i- [8/2(b—a)]2(t,~—ti,1) < 8/2+8/2 = €. Isto mostra

que f € integravel. Além disso, se n > ny,

/abf(x)dx— /abfn(x)dx

/\f () [dx < 4([9_ 5 <E

Logo, lim [ fu(x)dx = [ f(x)dx. O
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A seguir vamos listar alguns exemplos que ilustram a necessidade da convergéncia ser

uniforme no Teorema 3.8.

Exemplo 3.17. Se uma sequéncia de fungdes integraveis f, : [a,b] — R converge simplesmente
para f : [a,b] — R, pode ocorrer que f ndo seja integravel. Por exemplo, se {r,r2,...,7y,...} for
uma enumeragdo dos nimeros racionais de [a,b] e definirmos f,, como a fun¢do que assume o
valor 1 nos pontos ry, ..., r, € é zero nos demais pontos de [a,b] entdo (f,,) converge simplesmente
para uma fungdo f : [a,b] — R tal que f(x) =1 se x € QNJa,b] e f(x) =0 se x é irracional.
Observe que cada f, € integrdvel pois iz fn(x)dx = TZ fn(x)dx =0 mas f ndo é uma vez que

iZf(X)dx: 0 eTZf(X)dXZ b—a.

Exemplo 3.18. Mesmo quando a sequéncia de fung¢des integraveis f, : [a,b] — R converge
simplesmente para a fungdo integrdvel f : [a,b] — R e as integrais existem, pode ocorrer que
r}l_rgolo ff fn(x)dx # fab f(x)dx. Por exemplo, para cada n € N, seja f, : [0,1] — R definida por
fn(x) =nx"(1 —x"). Temos r}grolo nx" =0se 0 <x < 1.Portanto (f,,) converge simplesmente em

[0, 1] para a fun¢@o identicamente nula. Entretanto
2

/Olfn(x)dx:/ (nx"—nxzn)dxzn/ol(x"—xz”)dx: " n n

1
0 n+1 2n+1 202+43n+1

n2

1

1 1 1
}Eﬂom =5 ou seja, '}glgo/() Sn(x)dx = 3 enquanto /0 (nli_r&fn(x))dx =0.

Vale mencionar aqui que a hipotese da convergéncia uniforme € muito forte. O matema-
tico Arzela conseguiu enfraquecer essa hipétese, porém, seu teorema € apenas um caso particular

do teorema que em 1902 o matemdtico Henri Lebesgue apresentou como resultado central de

sua extensao do conceito de integral, o Teorema da Convergéncia Dominada.

O conceito de integral tem vdrias extensOes, podemos citar a integral de Lebesgue,
integral de Henstock-Kurzweil, integral de Wiener, entre outros e, consequentemente, permitem
a obtenc¢do de novos resultados, a aplicabilidade de outros, o avango da Matemadtica. Detalhes
sobre as integrais citadas aqui podem ser encontradas em [2]. Nao abordaremos, neste trabalho,
a defini¢cdo de integral de Lebesgue, mas vamos apontar um problema sobre convergéncia de
funcdes integraveis e um resultado obtido da teoria de integracio de Lebesgue que nos auxilia na

resolucdo deste problema, o conhecido Teorema da Convergéncia Dominada.

Teorema 3.9. Teorema da Convergéncia Dominada. Se uma sequéncia de fung¢des integraveis

fnétal que f,(x) — f(x) para todo x, e se existe alguma fun¢do integravel g tal que g(x) > | f,,(x)|
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para todo n e todo x, entdo f € integravel (a Lebesgue) e a integral de f € o limite da integral de

Jn:

Para funcdes f,, > 0 integraveis a Lebesgue vale

b & o b
/a';fn(X)dx:’;/a fa(x)dx,

mas a Riemann, a integral a esquerda pode ndo estar definida como vimos no exemplo 3.18 desta

secao.

Este problema de trocar os limites aparece, por exemplo, na teoria de equagdes diferenci-

ais, quando queremos mostrar a existéncia de solucdes de uma equacao diferencial ordinéria.

Vimos que uma fun¢éo limitada é integrdvel a Riemann em [a,b] se e somente se o
conjunto de seus pontos de descontinuidade tem medida nula (medida de Lebesgue zero). A
condi¢dao da medida de Lebesgue zero nos mostra que a teoria de Lebesgue veio generalizar a

teoria de Riemann.
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CAPITULO

APLICACOES DA INTEGRAL DE RIEMANN

A soma inferior e superior para integrais de Riemann apresentadas no capitulo 2, podem
ser interpretadas como um valor aproximado, respectivamente, por falta e por excesso, da drea da
regido limitada pelo grafico de uma fung@o continua e positiva f : [a,b] — R, pelas retas verticais
levantadas nos pontos a e b e pelo intervalo [a, b] do eixo x. Neste capitulo, vamos utilizar a ideia
de aproximacao por retdngulos, tomando retangulos cada vez mais estreitos e consequentemente,
vamos nos aproximando cada vez mais da drea da regido. Para uma melhor visualizagao deste
procedimento, vamos utilizar o software GeoGebra (Versao 5.0.166.0) para construir as somas

inferiores e superiores.

Com o uso do GeoGebra, podemos dar uma nog¢do intuitiva para os alunos de como
calcular a drea de uma regido com o contorno curvo somando as dreas de um conjunto de
retangulos, o software é de facil acesso, os comandos s@o simples, € nos permite criar uma

animacao, preenchendo a drea da regido com retangulos cada vez mais estreitos.

Vamos utilizar essas aproximagdes da drea de uma regido para estudarmos o deslo-
camento e o espago percorrido por um mével em movimento retilineo uniforme (MRU) e
movimento retilineo uniformemente variado (MRUYV). Através das aproximacdes, estudamos
também o deslocamento e o espago percorrido para movimentos cuja fungio velocidade ndo é

necessariamente afim.
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4.1 Fazendo estimativas com somas finitas

Seja f continua em [a,b], com f(x) >0em [a,bl]e P:a=1y <t} < ..<t,=buma
particdo de [a,b]. A medida que a norma da parti¢do P se aproxima de zero, a soma inferior e a
soma superior se aproximam cada vez mais da drea da regido limitada pelo grafico de f, pelo
intervalo [a, b] do eixo x e pelas retas x = a e x = b. Mas sabemos que, o valor limite € a integral
de Riemann como apresentada no capitulo 2, e como descrito na se¢do 2.5, essa aproximagao
ndo necessariamente precisa ser feita por falta ou por excesso, podemos considerar qualquer
retingulo considerando as parti¢cdes pontilhadas. Assim, a drea sob a curvay = f(x) em [a, D]

serd a integral de f de a até b:

A= /abf(x)dx.

Por meio deste conceito de drea de uma regido com contorno curvo, podemos propor aos
alunos a tarefa de calcular aproximacdes desta drea, utilizando retangulos cada vez mais estreitos.
Para isso, mostramos a eles como fazer uma estimativa para a drea de uma regido somando a
area de um conjunto de retangulos. Usando-se uma quantidade maior de retangulos podemos
aumentar a precisao dessa estimativa. Tomemos como exemplo a drea da regido que se encontra

2

acima do eixo x, abaixo da curva y = 1 —x~, e entre as retas verticaisx =0ex = 1.

2 21
0,1) 0.1) 10° 25

5l
S
~——

8 9
04 04 10° 25

Figura 9: Somas Superiores.

Vamos denotar a drea desta regido por S e estimar o seu valor através de somas superiores,

usando dois retangulos que contém S e, em seguida, cinco retangulos.
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Para isso, consideramos a particdo P, = {0; 0,5; 1} de [0,1] e calculamos a soma

superior, obtendo como estimativa da drea da regido (Figura 9 (a))

S~ 51+3.3=17=0,875.

rol—

Na Figura 9 (b), melhoramos nossa estimativa ao considerarmos a parti¢do P, = {0; 0,2;
0,4; 0,6; 0,8; 1} de [0, 1] e, consequentemente obtendo retadngulos mais estreitos, cada um de
largura 1/5. A soma da drea desses cinco retingulos nos fornece a seguinte aproximagao

A+ =+

%)
2
Dl—
Dil—
B
Ol &
+
D|—
1\3|N
Gl —
_|_
Dl—
l\)lr—
Giloy

9 _ 95 _
.ﬁ—m—0776.

| —

Ambas as estimativas fornecem valores que ultrapassam o valor real da area.

Vamos agora, estimar a drea da regido com somas inferiores, primeiro considerando a
particdo P; = {0; 0,5; 1} e depois a particdo P, = {0; 0,2; 0,4; 0,6; 0,8; 1} de [0,1] como

mostra a Figura 10:

N
ot =
m‘m
(SR
N

—
SN
SIS
Sl =
~—

. (1,0) . (1,0)

0 02 04 06 08 h x 0 02 04 06 08 A x

Figura 10: Somas Inferiores.

No primeiro caso, temos a seguinte estimativa para a area da regidao
~L13_3_
S~ 5.7=5=0,375.

Ja no segundo caso, temos
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Agora, ambas as estimativas fornecem valores que subestimam o valor real da area.

O verdadeiro valor de S fica em algum ponto entre as somas superior e inferior. Pelos

exemplos anteriores

0,56 < §<0,76.

Para melhorar as estimativas, podemos considerar retangulos cada vez mais estreitos,

vemos 1sso observando as figuras com 10 retangulos.

Figura 11: Soma inferior e superior com 10 retangulos.

Para essa visualizagcdo, podemos utilizar o software GeoGebra (Versao 5.0.166.0) se-

guindo os trés passos descritos a seguir:

1°: Para inserir a fungdo f: [0, 1] — R, levamos o cursor na barra de entrada localizada

na parte inferior e inserimos o comando “Se[0 <=x <= 1,1 —x?]".

2°: Para determinar a quantidade de retangulos que desejamos inserir, utilizamos a
ferramenta “Controle deslizante". Criamos um controle deslizante com o nome 7, com incremento
1 e com intervalo min : 0 e max : 50, este intervalo determina a quantidade minima e maxima de

retangulos.

3°: Inserimos na barra de entrada o comando “SomaDeRiemannSuperior|[f,0,1,n]".
Neste comando, f € a funcdo determinada no passo 1, os nimeros O e 1 indicam o intervalo onde
serdo inseridos os retangulos e n faz referéncia ao controle deslizante criado no passo 2. Agora,
basta movimentar o botdo da barra do controle deslizante para inserir a quantidade de retangulos

desejado.
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Para a soma inferior o procedimento é o mesmo, bastando inserir o comando “SomaDe-

RiemannlInferior"ao invés de “SomaDeRiemannSuperior".

Se quisermos criar uma animacao, basta clicar com o botao direito do mouse no controle
deslizante e selecionar a opcdo animacdo, com isso, o botdao da barra do controle deslizante vai
se movimentar sozinho, percorrendo o intervalo de 0 a 50 como determinamos em sua criagao.
Assim, o software nos permite criar um “movimento". Colocamos, a seguir, algumas imagens

estaticas obtidas durante o processo.

Figura 13: Soma inferior e superior com 50 retangulos.

Observe neste caso que, a medida que tomamos retangulos cada vez mais estreitos, as
somas inferiores e superiores ficam cada vez mais proximas. Apés a realizacdo destas atividades,
espera-se que os alunos tenham adquirido uma nog¢ao da interpretacdo da integral de Riemann

como drea, mesmo sem mencionar o termo integral de Riemann e o processo de limite.
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4.2 Deslocamento e espaco percorrido

Nesta secao, nossas principais referéncias foram [4] e [8]. Localizar um objeto significa
determinar a posicao do objeto em relacao a um ponto de referéncia, frequentemente a origem
(marco zero). Na trajetoria de um movel, escolhemos um marco zero a partir do qual medimos
os comprimentos que indicam a posi¢do do mével. Observe que um modvel pode encontrar-se de
um lado ou de outro em relacdo ao marco zero, sendo portanto conveniente orientar a trajetoria,
adotando-se um sentido positivo. A uma mudanc¢a de uma posicdo s; para uma posi¢ao s €

associado um deslocamento AS dado por
AS = 52 —51.

Se um movel se desloca a favor da orientacdo positiva da trajetoria, temos um desloca-
mento positivo, se 0 mével se desloca em sentido oposto ao da orientag@o positiva da trajetdria
o deslocamento € negativo. Observe que o deslocamento de um moével ndo depende da traje-
téria descrita por ele, sendo necessario saber apenas a posicao final e a posi¢do inicial para se

determinar o mddulo do deslocamento.

O espago percorrido € a medida referente a trajetdria descrita no movimento e o seu valor

depende da trajetoria.

Quando a velocidade de um movel € positiva, significa que o mével estd caminhando a
favor da orientacao positiva da trajetéria e se a velocidade € negativa significa que o mével esta
caminhando em sentido contrdrio ao da orientacao da trajetéria. Em um movimento retilineo, se
a velocidade em um determinado intervalo de tempo ndo muda de sinal, entdo, o valor absoluto
do médulo do deslocamento € igual ao espago percorrido. Se em um determinado movimento a
velocidade do mével mudar de sinal, entdo, hd mudanga de sentido no movimento e, com isso, o

valor absoluto do médulo do deslocamento nao serd o espaco percorrido.

Vamos usar a ideia de aproximacdo da drea de uma regido por retangulos cada vez mais
estreitos apresentada na secdo 4.1 para estudar o deslocamento e o espago percorrido por um

moével em movimento retilineo, ou seja, um movimento em que a trajetéria do mével € uma reta.

No movimento retilineo uniforme, a velocidade escalar ¢ uma fun¢do constante com
o tempo e a aceleracdo € nula. No grafico da Figura 14, a drea da regido limitada pela funcao

v(t) =wVt € [t1,1], pelas retas t =1, t =1, e pelo eixo £, é numericamente igual ao valor
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absoluto do médulo do deslocamento AS no intervalo de tempo | a ;.

v

t to t

Figura 14: A 4rea do retangulo € numericamente igual ao médulo do deslocamento AS.

Se denotarmos a drea do retdngulo por A temos que A = (t; —t;)v. Comot, —t; = At e

v:vm:AA—f,vem

A= At.% = A = AS (numericamente).
Pelo resultado anterior AS = vAr. Fazendo 1, =t e t; = 0 temos s(7) — s(0) = v(t —0).

Sendo sp = 5(0) obtemos s(t) = so + vt (fun¢@o horaria do MU).

A seguir, damos alguns exemplos que podem ser aplicados em sala de aula apds uma
abordagem inicial de cinemdtica. O objetivo € fazer com que os alunos percebam que os valores
do deslocamento e do espaco percorrido pelo mével em movimento retilineo, podem ser obtidos

pelas funcdes usuais, ja conhecidas por eles, ou através do calculo de édreas.

Exemplo 4.1. Um mével em movimento retilineo uniforme tem velocidade de 8m/s.
(a) Calcule o deslocamento e o espago percorrido pelo mével no intervalo de 4s a 10s.
(b) Esboce o grifico da velocidade em fun¢do do tempo para esse movimento.

(c) Calcule a drea da regido limitada pela fungado velocidade, pelas retast =4, =10e

pelo eixo 7.

(d) Compare o resultado do item ¢ com o resultado do item a. O que podemos concluir a
respeito do deslocamento e do espago percorrido pelo mével?

Resolucao:

(a) Como o movimento € uniforme, a fun¢do dos espagos em relagdo ao tempo é dada

por s(t) = so + vt.
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No instante #; = 4s a posi¢do do mével € s; = 5o+ 8.4 = 51 = 50+ 32.
No instante , = 10s a posi¢ao do mével € s, = 59+ 8.10 = 55 = 59 + 80.
O deslocamento entre os instantes #; e t; € AS = 5, — 51 = 48m.

Como o movimento € retilineo e a velocidade € positiva, o valor do deslocamento coincide

com o valor do espacgo percorrido d pelo mével, logo d = 48m.

(b)
v(m/s)

Figura 15: Movimento uniforme.

(c) Denotando a area da regido por A temos A = 6.8 = 48.

(d) Podemos concluir que a drea da regido A é numericamente igual ao médulo do

deslocamento e igual a distancia percorrida.

Exemplo 4.2. Um mével em movimento retilineo uniforme tem velocidade de —6m/s.

(a) Calcule o deslocamento e o espacgo percorrido pelo mével no intervalo de 3s a 8s.
(b) Esboce o grafico da velocidade em fun¢do do tempo para esse movimento.

(c) Calcule a area da regido limitada pela fun¢ao velocidade, pelas retast = 3,7 =8 e

pelo eixo t.

(d) Compare o resultado do item ¢ com o resultado do item a. O que podemos concluir a

respeito do deslocamento e do espaco percorrido pelo mével?
Resolucao:
(a) No instante t; = 3s a posi¢do do mével € s; =59 — 6.3 = 51 =59 — 18.

No instante #, = 8s a posi¢do do movel € sp = s — 6.8 = 50 = 59 — 48.
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O deslocamento entre os instantes é AS = s, —s; = —48 + 18 = —30m.
Ja o espaco percorrido pelo mével é d = 30m.
(b)

ﬂ v(m/s)

0 1 2 4 5 B 7 9 t(S)

u(t) = —6

Figura 16: Movimento uniforme.

(c) Denotando a 4rea da regido por A temos A = 5.6 = 30.

(d) Podemos concluir que a drea da regido A é numericamente igual ao valor absoluto do

modulo do deslocamento e que ela coincide com o espaco percorrido.

No movimento uniformemente variado (MUV) a velocidade é uma func¢ao do tipo
v(t) = at + b onde a é a aceleragido do mével e b € a velocidade inicial. Considere um mével em
MUYV, com b > 0 e a > 0. Calculemos a drea sob o grafico de v, limitado pelas retas t =0, ¢ =¢

e pelo eixo ¢.

—

v(t) =at+b

Figura 17: Calculando o deslocamento de um mével em MUV.

Observe que temos um trapézio e sua area é dada por
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(0 +1(0).(=0) _ (@ +bb)D) o 20 _ P

= = —+ — = —+bf =AS, ou seja, a area sob
2 2 2 T2 T2 !
o gréfico de v nos d4, numericamente, o mddulo do deslocamento do mével entre os instantes
2 2

_ . _ t _ _ _ t
0 e 7. Temos b = v(0) = vy, assim, AS = s(7) —5(0) = % + bt = s(f) = so+ vol + %, como
aprendido pelos alunos.

Vamos utilizar outra estratégia, vamos nos aproximar da area real através de somas

superiores tomando retangulos cada vez mais estreitos.

v(t)=at+b

Figura 18: Calculando o deslocamento de um mével em MUV.

Para isso, dividimos o intervalo [0,] em n intervalos de mesmo comprimento e calcula-
kt

mos a soma das dreas de todos os retingulos de base ¢/n e altura v(°'), k =1,2,3,...,n como

mostrado na Figura 18. Denotando por A a soma dessas dreas temos:

t sat t [ 2at t (3at t — Dat t
A:_<a_+b>+_(i+b)+—<i+b>+...+—(u+b)+—(ar+b)
n n n n n n n n n

t fat 2at 3at t rat
= (—+—+——|—...+at> +bt = — [—(1+2+3+...+n)} + bt
n n n nln

n

¢ 1 2 1
zla_w]m:ﬂwm_

n 2 2 n

Observe que a medida que tornamos os retangulos mais estreitos, isto é, fazendo n cada

n

. . . 2 L . 2

vez maior, A se aproxima cada vez mais de % + bt pois lim % = 1. Assim, AS = % + bt.
n—oo

Logo a drea da regido limitada pela fungdo v(t), pelo eixo ¢ e pelas retas x = 0 e x = ¢ nos da,

numericamente, o médulo do deslocamento do médvel.

Considere um moével que se desloca com uma velocidade conforme mostra o grafico a

seguir
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v(t) =at+b

Figura 19: Neste movimento hd mudanca de sentido.

Sejam s, 52 € 53 a posicdo do mdvel respectivamente nos instantes t1, t, € 13 € 5o a
posic¢do inicial, isto €, a posic@o no instante ¢t = 0. Mostremos que a diferenca das dreas dos
triangulos ABC e CDE € numericamente igual ao deslocamento do movel entre os instantes 71 e

13.

De fato, tal diferenca é dada por:
(t3—t2)(at3+b) B <_ (lz—tl)(at1+b)> o at1t2+bt2 at12 by Clt32 bts _at2t3

2 2 2 "2 2 2 "2 T2 2
bty at% btz atlz bty atitr ants at32 atlz bty bty atitp
2 2?2 222+2 2 , O 2, ! 22+2 2
antsy ar; ary I 13 at; aty I
_S T b — Tl b R aty b)) — S (aty+b) = =3 £ bts — =L — bt + 2 y(t
2 5 This— 5 —bnt o (an+b) =5 (an+b) = =5 4 bty = == —bi + S v(n)
3

—Ev(tz). Observe que v(t;) = 0 e ficamos com

2 2
at at
73—1—bt3 — 71 —bt; = (S3 —S()) — (S] —S()) =53 —85] =AS.
No intervalo (¢1,#,), 0 mével se desloca contra a orientagdo positiva da trajetdria pois
neste intervalo v < 0. H4 uma mudanga de sentido no instante 7, e a partir dai, o movel se
desloca a favor da orientacdo positiva da trajetéria. Neste caso o espago percorrido pelo mével

no intervalo (¢1,#3) serd (s3 —s3) + (s1 — s2). Podemos calcular o espago percorrido pelo mével,

somando a drea do tridngulo CDE com a area do tridangulo ABC. De fato



102 Capitulo 4. Aplicacbes da integral de Riemann

at32 bty atty bt

2 2 2 2

(l‘3 —l‘z)éal"j —l—b) n (_ (l‘z—ll)éatl +b)>

atit +bt2 at}  bty\ a3 b3 anhty bty ant, bty atf by
2 2 2 2/

2 "2 2 2 2 2 "2 "2

bty at? by ants  atit
- 1 — btz - - Z
2 2 2 2 2 2

2 2

aty aty bty by anty atitr
= 24+bts+—+bty —————bt) — —— — —=
> + btz + > + bt 5 5 2 5 3
—at32+bt +at12+bt D (aty+b) = 2 (atr +b) — b
=5 31T 5 =5 atp 5 aty 2
2 2 2 2
=—=+bts+—+bt; —=(v(tr)) — =(v(tr)) — bty = —= + bt + — + bt] — bt
5 T b3+ =+ b 2(V(2)) 2(V(z)) 2= b+ =+ bty by
2 2 2
art at at
:S3—S0+SI—S0—bt2—72—|—72ZS3—S0—|—51—S0—(S2—S0)+72

2

at
=(s3—s2)+ (sl — 50— 72 —btz—i—at%—I—btz) = (s3—52)+ (51— (s2—50) — 50 +at22+bt2)

= (S3 —S2) + (Sl —S2) —i—tz(atz —|—b) = (S3 —Sz) -+ (Sl —Sz) +1n (V(tz)) = (S3 —Sz) -+ (Sl —Sz).

Exemplo 4.3. Um mdvel em movimento retilineo uniformemente variado (MRUV) tem veloci-

dade inicial vy = 2m/s e aceleragio a = 3m/s’.
(a) Calcule o deslocamento e o espaco percorrido pelo mével entre os instantes 2s e 6s.

(b) Esboce o grafico da fun¢ao velocidade em funcdo do tempo para esse movimento.

(c) Calcule a area da regido limitada pela fun¢do velocidade, pelas retast =2,r =6 ¢
pelo eixo t.

(d) Compare o resultado do item ¢ com o resultado do item a. O que podemos concluir a

respeito do deslocamento e do espaco percorrido pelo mével?

Resolucao:

(a) Como o movimento € uniformemente variado, a fun¢ao dos espagos em relagdo ao

tempo ¢é dada por s(7) = so + vot + %atz.
No instante #; = 2s, a posi¢do do movel € s = so+2.2+ %.3.22 = 51 = 59+ 10.

No instante t, = 6s, a posicdo do mével € s, = 59+ 2.6 + %.3.62 = 57 = 50 + 66.
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Portanto, o deslocamento entre os instantes € AS = s, —s1 = 56m.

O espaco percorrido coincide com o deslocamento, portanto, d = 56m.
(b)

v(m/s)

25

20

v/(t):2—|—3t

Figura 20: Movimento uniformemente variado.

(c) Trata-se da drea de um trapézio. Denotando esta drea por A temos A = (20 + 8).% =

A = 56.

(d) Concluimos que, a drea da regido A € numericamente igual ao deslocamento e igual a

distancia percorrida.

Exemplo 4.4. Um mével em MRUV tem velocidade inicial vo = —4m/s e a = 2m/s>.

(a) Calcule o deslocamento e o espaco percorrido pelo mével entre os instantes 1s e 5s.
(b) Esboce o grafico da fun¢do velocidade em funcdo do tempo para esse movimento.

(c) Calcule a area da regido limitada pela fun¢do velocidade, pelas retast =1,t =5 ¢

pelo eixo t.

(d) Compare o resultado do item ¢ com o resultado do item a. O que podemos concluir a

respeito do deslocamento e do espago percorrido pelo mével?
Resolucao:
(a) No instante #; = 1s a posicdo do mével é s; =59 —4.1+ %.2.12 =51 = 50— 3.
No instante t, = 5s a posi¢do do movel € sp = s —4.5+ %.2.52 =5y =50 +3.

O deslocamento do mével é AS = s, — 51 = 8m.
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Observe que neste movimento hd mudanca de sentido. A mudanca de sentido ocorre em
um instante ¢ tal que v(¢) = 0. Para esse movimento, v(¢) = —4 + 2¢, fazendo v(¢) = 0 obtemos

t = 2. Logo a mudanca de sentido ocorre no instante ¢ = 2s.
A posi¢ao do mével no instante t = 2s € 53 =59 — 4.2+ %.2.22 = 53 =50 —4.
O espaco percorrido pelo mével é d = 1+9 = 10m.

(b)

v(m/s)

v(t) = —4+42¢

: / T T )

Figura 21: Movimento uniformemente variado.

(c) Seja A; a drea limitada pela fun¢do velocidade, pelas retast = 1, =2 e peloeixoz e

A a drea limitada pela funcao velocidade, pelas retas t = 2, ¢ = 5 e pelo eixo t. Temos
Ai=12 =1eA, =30 =9 A dreadesejada é A = A +A, = 10.

(d) Concluimos que, a soma das dreas das regides A e A, é numericamente igual ao

espago percorrido e a diferenca A — A € numericamente igual ao deslocamento.

Vimos que, se a velocidade de um mével nao muda de sinal entdo, a drea limitada
pelo grifico da funcdo velocidade, pelas retas verticais t =t,, t =t} € pelo eixo horizontal ¢ €
numericamente igual ao valor absoluto do médulo do deslocamento. Essa propriedade € vélida
em qualquer tipo de movimento, como mostraremos a seguir para o caso em que a velocidade

entre os instantes #, € t;, € positiva.
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t(l tp1 by tb t

Figura 22: A 4rea é numericamente igual ao deslocamento.

Suponha que entre os instantes de tempo ¢, € #;, um determinado movimento tenha uma
fun¢do velocidade v(¢) como mostrado na Figura 22. Seja Sy = At.v(#;_1) a drea do retdngulo de
base (fy —t;_1). Se o comprimento (#; — ;1) € pequeno, a velocidade do movimento entre os
instantes #;_ e f; € praticamente constante e a drea do retangulo Sy € aproximadamente o valor
do deslocamento entre esses instantes. Particionando o intervalo [t,,#,] como fizemos na Figura
22 e somando a drea de cada um dos retangulos temos uma boa aproximagao para o valor do
deslocamento entre os instantes ¢, e t,. Considerando retdngulos cada vez mais estreitos, a soma
das areas de todos esses retangulos se aproximam cada vez mais do valor real do deslocamento.

Logo

)
AS= [ v(t)dt.

la

O caso em que a velocidade entre os instantes 7, € #, € negativa se prova de modo andlogo.

v >0 v< 0
— — B @
300m 500m. 1000m

L//_

Figura 23: Espaco percorrido e deslocamento.

A Figura 23 ilustra a seguinte situacdo. Um mével em movimento retilineo parte do
ponto A no instante ¢z, com velocidade v > 0 e dirigi-se até o ponto B atingindo este ponto no

instante 7, depois, retorna atingindo o ponto C no instante 7.. Assim o valor do deslocamento
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do mével no intervalo de tempo At = ¢, —t, foi AS = 700m — 500m = 200m enquanto o espago
percorrido foi de 700m + 500m = 1200m. Isso pode ser interpretado graficamente da seguinte

forma. v(t) > 0 em [t,,75) € v(t) < 0 em [tp,1].

Figura 24: O deslocamento é dado por A; — A, e o espago percorrido é dado por A| +A5.

O valor do deslocamento entre os instantes f, € ¢, sera

te
Ay —A2:/ V(t)dt.
Ia

Ja o espaco percorrido entre estes instantes sera

te t fe
/ v(£)|dt = / " (1)t — / v(t)di = A +As.
Iq tq 1,

b

Exemplo 4.5. Com o uso do GeoGebra e dos conhecimentos obtidos nas atividades anteriores,
vamos calcular aproximagdes para o deslocamento e o espago percorrido por um mével em
movimento retilineo com fungio velocidade dada por v(t) = —t% +t, ¢ > 0, entre os instantes

t = 0s et =2s (Considere a velocidade em m/s).

Vamos seguir os mesmos passos ja mencionados anteriormente, porém, ao criar o controle
deslizante, determinamos o valor minimo igual a 1 e méximo igual a 100 para que tenhamos

maior precisao nas aproximagoes.

Na figura a seguir, criamos aproximacdes que subestimam a drea da regido limitada pelas
retas 1 = 0, t = 2, pelo eixo t e pelo gréfico da funcéo v(¢). No intervalo [0, 1] aproximamos por
somas inferiores, no intervalo [1,2] por somas superiores. Escolhendo o valor 20 para o controle
deslizante, o software nos dd uma aproximacao de 0, 15 para o intervalo [0, 1] e de 0,78 para o

intervalo [1,2].
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Figura 25: Grafico da fungdio v(¢) = —> +t com valor 20 para o controle deslizante.

Assim, o deslocamento do mdvel entre os instantes t; = Os e t, = 2s € aproximadamente
igual a 0,15 —0,78 = —0,63m. J4 o espago percorrido pelo mével é de aproximadamente

0,78 +0,15 = 0,93m.

Escolhendo o valor n = 100 no controle deslizante, obtemos para o deslocamento, o

valor —0,66m e para o espaco percorrido 0,98m.

v(m/s)

o(t) = —t* +t

Figura 26: Grifico da fungio v(¢) = —> +¢ com valor 100 para o controle deslizante.

A seguir propomos uma série de exercios que podem ser aplicados em sala de aula para
fixacdo do conteudo. Os exercicios podem ser usados como modelo para a criacdo de outros, o

professor também pode modific-los de acordo com sua preferéncia.
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Exercicio proposto 1: Considere um mével em MRU e seja v a velocidade desenvolvida

pelo moével. Responda os itens (a), (b), (c) e (d) para cada caso a seguir.
M v(t)=v=12m/s, t; =2set) =8s.
(D v(t) =v=—5m/s,t; =3set, =1Ts.
(MD) v(t) =v=—10m/s, t; = 4s ety = 6s.
IV)v(t) =v=15m/s,t; = lse t, =9s.
(a) Calcule o deslocamento e o espaco percorrido pelo mével entre os instantes 71 € ;.
(b) Esboce o grafico da fun¢do velocidade em funcao do tempo para esse movimento.

(c) Calcule a area da regido limitada pela fungdo velocidade, pelas retas t =1, t =t €

pelo eixo z.

(d) Compare o resultado do item ¢ com o resultado do item a. O que podemos concluir a

respeito do deslocamento e do espago percorrido pelo mével?

Exercicio proposto 2: Considere um mével em MRUV. Seja v a velocidade inicial e a

a aceleracdo do mdvel. Responda os itens (a), (b), (c) e (d) para cada caso.
@) vo=>5m/s,a=2m/s* t; =3set, =>5s.
(D) vo = —6m/s,a =4m/s>, t; = lse t, = 3s.
(1) vo = 10m/s, a = —2m/s*, t; = 4ds ety = 9s.
(V) vg = —3m/s,a = —5m/s>, t; =4set, = 8s.
(a) Calcule o deslocamento e o espaco percorrido pelo mdvel entre os instantes ¢y € 7;.
(b) Esboce o grafico da fun¢do velocidade em funcdo do tempo para esse movimento.

(c) Calcule a area da regido limitada pela fun¢do velocidade, pelas retast =t,t =t e

pelo eixo 7.

(d) Compare o resultado do item ¢ com o resultado do item a. O que podemos concluir a

respeito do deslocamento e do espaco percorrido pelo movel?

Exercicio proposto 3: Considere um mével em MRUV com fung¢éo velocidade dada por

v(t) =t> =2t —3,t > 0. Calcule aproximacdes para o deslocamento e para o espaco percorrido
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pelo mével entre os instantes 1 = Os e t = 45 (Considere a velocidade em m/s).

Respostas dos Exercicios Propostos

1.
@) (@A) AS =72m,d = 72m.
(b) D) (a) AS = —20m, d = 20m.
) v(m/s) (b)
o(t) =12 v(m/s)
—1 - t(83
— “t(s)
’l o(t) = -5
(c)A=T72. (c) A =20.
(d) Pode-se concluir que A = AS =d. (d) Pode-se concluir que A = |AS| =d.
(IV) (a) AS = 120m, d = 120m.
(IID) (a) AS = —20m, d = 20m. (b)
(b)
|o(m/s)
#(s)
(c) A =20. (c) A =120.

(d) Pode-se concluir que A = |AS| =d. (d) Pode-se concluir que A = AS =d.
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2.

(@ (a) AS =26m, d = 26m.

(b)
“lv(m/s)

/
3 / v(t) =5+ 2t

0

t(s)

-2

(c) A =26.
(d) Pode-se concluir que A = AS =d.

(IID) (a) AS = —15m,d = 17m.
(b)

{0(m/9) \ w(t) = 10 -2t

0 2 6 8 10 12 t(‘;j‘l
o \
(c)A=17.

(d) Pode-se concluir que AS =A| —A»
ed=A1+A, =A.

@) (a) AS =4m, d = 5m.
(b)

olmfs) u(t) = —6 + 4t

Ty

(c)A=5.
(d) Pode-se concluir que AS = A, —A;
ed=A,+A =A.

V) (a) AS = —132m,d = 132m.

(b)
ofo(m/s)

0 2 6 10 12 24(8)
h v(t) = —3 -5t
(c)A=132.

(d) Pode-se concluir que A = |AS| =d.

3. Utilizando o software GeoGebra temos AS ~ —6,67me d ~ 11,32m.
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