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RESUMO

DANCZUK, Fabulo Eugenio. DIVERSIFICAC}AO DE TAREFAS COMO PROPOSTA
METODOLOGICA NO ENSINO DOS NUMEROS INTEIROS. 194 f. Dissertacido —
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Pato Branco, 2016.

Este trabalho teve como principal objetivo apresentar uma Proposta Metodolégica
fundamentada na teoria de Ponte (2005, 2006, 2014) sobre Diversificacédo de Tarefas,
afim de que esta coloque os alunos em Atividade e possibilite o aprendizado
significativo dos conceitos formais de Numeros Inteiros, do contexto histérico e das
quatro operacBes. Para completar nossa Proposta, buscamos referéncias nas
pesquisas que versam sobre Registros de Representacdes Semidticas, de Duval
(1993, 2003) e nas teorias sobre Jogos em Matematica. Deste modo, nossa Proposta
foi planejada e construida com base no movimento de acao-reflexdo-agcdo, sendo
aplicada em uma turma regular do 7° ano (62 série) do Ensino Fundamental 2, na qual
0 pesquisador é o professor de Matemética. Esta pesquisa-acdo é majoritariamente
qualitativa, visando avaliar se as mudancas realizadas na metodologia provocarao
melhorias na pratica do professor. Posteriormente, com base nos dados coletados por
meio das Tarefas aplicadas, tecemos consideracdes estruturadas em Categorias de
Andlise, em acordo com a teoria de Bardin (1977), sobre Analise de Conteudos. Os
resultados apontam para uma real necessidade da diversificacdo de Tarefas no
planejamento metodolégico de qualquer professor que busque a apropriacdo do
conhecimento por seus alunos.

Palavras-chave: Diversificacdo de Tarefas. Registros de Representacdes
Semiéticas. Numeros Inteiros. Jogos Matematicos.



ABSTRACT

DANCZUK, Fabulo Eugenio. DIVERSIFICATION OF TASKS AS A
METHODOLOGICAL PROPOSAL ON TEACHING INTEGER. 194 f. Dissertation —
Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT,
Universidade Tecnoldgica Federal do Parana. Pato Branco, 2016.

This piece of work has as its main goal to present a Methodological Proposal based
on the theory of Ponte (2005, 2006, and 2014) about Diversification of Tasks, in order
that this put the students in Activity and make the process of learning possible and
meaningful of the formal concepts of Integer, on the historical concept and the four
operations. In order to accomplish our Proposal, we sought references on the
researches that deal with Records of Semiotic Representations, of Duval (1993, 2003)
and on the theories about Games in Math. This way, our Proposal was planned and
built based on the movement of action-reflection-action, being applied in a regular
classroom of the 7" year (6" grade) of the Middle School, in which the researcher is
the Math teacher. This research-action is mostly qualitative, seeking to evaluate if the
changes accomplished on the methodology will cause positive impact on the teacher’s
role. Later on, based on the collected data through the applied Tasks, according to the
theory of Bardin (1977), about Content Analysis. The results point to a real need of the
diversification of Tasks on the methodological planning of any teacher that seeks the
appropriation of knowledge for their students.

Keywords: Diversification of Tasks. Records of Semiotic Representations. Integer.
Math Games.
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1 INTRODUCAO

Os Numeros Inteiros, também chamados de ndameros relativos, diferente do
conjunto dos Numeros Naturais — o qual seu uso pragmatico faz parecer que as
operacfes matematicas decorrem naturalmente da acdo do homem sobre objetos —
apresentaram uma trajetéria evolutiva histérica conturbada e de dificil aceitagéao.

Este percurso histérico deixou marcas profundas no que diz respeito ao
ensino e aprendizagem deste contelido nos dias atuais: obstaculos! de origem
epistemoldgica que se devem as resisténcias advindas do proprio conhecimento e que
fazem parte da construgdo do saber matematico, de acordo com a histéria do
desenvolvimento e evolugéo de tais conceitos.

Um possivel caminho de superacdo desses obstaculos € a via semantica,
considerando contextos nas diversas formas de expressdo matematica, tais como a
textual, aritmética, algébrica, gréfica, entre outras, combinados com a manipulacéo
sintética, viabilizando diversas formas de expressao na linguagem matemética.

Para que isso ocorra, o professor precisa tomar consciéncia da necessidade
de um ensino exploratério em oposicdo ao tradicional modelo de exposicdo de
contetdo. Assim, Ponte (2014) defende a Diversificacdo de Tarefas no Ensino da
Matematica, quando faz jus as palavras de Christiansen e Walther (1986):

A tarefa proposta torna-se o objeto da atividade dos alunos e a proposta de
tarefas em conjunto com as acfes a elas respeitantes realizada pelo
professor constitui o principal método pelo qual se espera que a Matemética
seja transmitida aos alunos. (CHRISTIANSEN e WALTHER, 1986, p. 224
apud PONTE, 2014, p. 15)

Em acordo com Ponte (2014), as Tarefas séao ferramentas fundamentais de
mediacao no ensino e aprendizagem dos conteudos de Matematica, pois quando um
conjunto delas séo planejadas pelo professor visando objetivos especificos e gerais
do conhecimento matematico, 0 encadeamento sequencial das mesmas favorece a

Atividade do aluno, que resulta na aprendizagem significativa.

1 De acordo com Bachelard (2005, p. 17), Obstaculos epistemoldgicos sdo as causas das estagnacgfes
e até regressdes no progresso da ciéncia, os quais ndo sao obstaculos externos, como a complexidade
e a fugacidade dos fendmenos, nem a fragilidade dos sentidos e do espirito humano, mas “é no amago
do proprio ato de conhecer que aparecem, por uma espécie de imperativo funcional, lentiddes e

conflitos”
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Entre tantos objetivos que o ensino por meio de Tarefas pode oferecer, o
modo pelo qual os alunos acessam o0s objetos mateméaticos, que sao abstratos, deve
estar presente na reflexdo do professor. Um mesmo objeto matematico pode ser
representado de diversos modos, e é por meio da conversdo destas representacdes
gue pode ocorrer o conhecimento.

Assim, Duval (2003) coloca que

as representacdes semidticas — ou, mais exatamente, a diversidade dos
registros de representacdes — tém um papel central na compreenséo. A
compreensdao requer a coordenacgdo dos diferentes registros (DUVAL, 2003,
p. 29).

Neste sentido, a variabilidade de registros indicada por Duval (1993, 2003), a
qual designou de Registros de Representacdes Semibticas, pode ocorrer por meio da
proposta da diversificacao de Tarefas no Ensino da Matematica, conforme perspectiva
apontada por Ponte (2005, 2006, 2014).

Logo, a busca por novas estratégias e metodologias tem se tornado uma
necessidade mais frequente objetivando proporcionar aulas mais dinamicas e
interessantes, sem perder o formalismo e a esséncia matematica, embora existam
professores que, em suas abordagens didaticas cotidianas ndo levem em conta este
fato.

Visando amenizar estes entraves da dinamica escolar, entendemos que 0s
Jogos Matematicos se constituem em Tarefas apropriadas que podem favorecer a
diversificacao dos Registros de Representacdes Semidticas.

Os Jogos contemplam essa proposta de ensino ao mesmo tempo em que
propiciam uma dinamica em grupo, onde as corre¢cdes dos erros matematicos
presentes na vida escolar acontecem naturalmente e de modo menos traumaticas,
elevando o sucesso individual do aluno frente a um conteudo.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica destacam que 0sS jogos
constituem uma forma interessante de propor problemas, permitindo que estes sejam
apresentados de maneira atrativa, favorecendo a criatividade na busca de solugdes.

Além disso, destaca que 0s jogos

propiciam a simulacdo de situacdes problema que exigem solucdes vivas e
imediatas, o que estimula o planejamento das acfes; possibilitam a
construcdo de uma atitude positiva perante os erros, uma vez que as
situacdes sucedem-se rapidamente e podem ser corrigidas de forma natural,
no decorrer da acdo, sem deixar marcas negativas. (BRASIL, 1998, p. 46)
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A adocao de jogos em sala de aula enquanto Tarefa Matematica pode ser
uma ferramenta de grande proficuidade quando associados a um conteudo
matematico, principalmente agueles que se caracterizam com um grau de maior
dificuldade por parte dos alunos, como por exemplo, a introducdo dos numeros
negativos no Ensino Fundamental que, quando ndo compreendido, torna-se um
grande obstéaculo aos alunos mesmo depois, quando no Ensino Médio.

Todavia, a escolha dessas intervencdes didaticas bem como o0 momento de
aplica-las em sala de aula deve ser criteriosamente pensada e analisada pelo
professor, uma vez que a histéria do desenvolvimento dos NUmeros Inteiros acena
que o homem superou tais obstaculos quando desapegou dos modelos concretos
ligados ao cotidiano e adentrou em um novo universo formal e algébrico.

Sob esta perspectiva, nossa pesquisa tem por objetivo apresentar uma
Proposta Metodolégica pautada na Diversificacdo de Tarefas Mateméticas sobre
Numeros Inteiros e aplicar em uma turma regular de sétimo ano, afim de verificar as
contribuicdes desta Proposta para o processo de ensino e aprendizagem deste
conteudo, além de favorecer o transito entre os diferentes Registros de
Representacfes Semioticas.

A partir deste objetivo, a questdo que norteia este trabalho pode ser descrita
nas seguintes palavras: quais sdo as contribuicées da Diversificacdo de Tarefas que
podem favorecer 0 acesso aos objetos matematicos relacionados aos NUmeros
Inteiros? A partir desta indagacado, podemos refletir os seguintes questionamentos:
qual € a importancia do transito entre os diversos Registros de Representacdes
Semidticas para a aprendizagem em Matematica? Esta Proposta Metodologica
poderd superar os obstaculos epistemoldgicos e didaticos citados na Histéria dos
Numeros Inteiros? Quais mudancas esta proposta causara na postura dos alunos
qgquanto ao modo pela busca de conhecimentos? Como o0s alunos passardo a
compreender a importancia do erro em Matematica?

Nossa pesquisa foi desenvolvida em seis capitulos além desta introducdo. No
capitulo 2 tratamos essencialmente dos Numeros Negativos e a trajetéria historica que
os levou a ser reconhecidos hoje como um conjunto, denominado Inteiros.
Apresentamos o cenario deste conteddo nos documentos oficiais que regimentam seu
ensino nas escolas, para entdo construirmos formalmente este conjunto por meio das
estruturas formais e necessarias a qualquer docente para um ensino mais

fundamentado e seguro.
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No capitulo 3 apresentamos os alicerces teoricos que fundamentam nossa
pesquisa em sala de aula e norteiam as propostas metodolégicas utilizadas.
Apresentamos a perspectiva tedrica que diferencia Atividades de Tarefas no ensino
da Matematica, proposta por Ponte (2005, 2006, 2014) que, explicitamente sugere a
necessidade da diversificacdo dos registros em Matematica. Para isso, nos
aprofundamos na Teoria dos Registros de Representacdes Semibticas em
Matematica, proposta por Duval (1993, 2003). Por fim, apresentamos a justificativa do
uso de Jogos em Matematica enquanto uma Tarefa que propicia uma grande
diversidade de registros e saberes matematicos.

No capitulo 4 apresentamos os aspectos metodolégicos da pesquisa, seguido
do capitulo 5, onde apresentamos a proposta metodologica sobre o ensino dos
NuUmeros Inteiros para o sétimo ano do Ensino Fundamental.

No capitulo 6 discutimos quais foram as contribuicbes para o0 ensino e
aprendizagem do conteddo NUumeros Inteiros, que a sequéncia didatico-metodolégica
por meio de Tarefas e Registros de Representacfes Semidticas trouxe a essa turma
que participou da pesquisa, além de tabular os dados coletados durante a aplicacéo
da sequéncia para concretizar nosso trabalho.

Por fim, no capitulo 7 tecemos consideragcdes, que no momento séo finais,
acerca do desenvolvimento desta pesquisa, apresentando uma visao geral para os

professores que se habilitem a aplicar tal sequéncia.
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2 NUMEROS INTEIROS

A insercdo de situagBes contextualizadas, materiais manipulaveis e jogos,
guando combinadas ao uso da linguagem matematica, viabilizam um trabalho didatico
que pode contribuir para a superacdo dos obstaculos epistemoldgicos, quando
esclarece escolhas realizadas ao longo do trajeto de construgcdo do conhecimento
matematico.

Neste sentido, faz-se presente a Histéria desta Ciéncia que, além de nortear
o desenvolvimento de todo o conhecimento, tragca um caminho sobre os diversos
modos que o homem utilizou num determinado periodo para representar os objetos
inacessiveis da Matematica. A evolucéo e aceitacdo dos Numeros Negativos nao foi
diferente até chegar no que hoje chamamos de Conjunto dos Inteiros.

Neste capitulo, portanto, apresentamos alguns aspectos historicos no
desenvolvimento deste conjunto numérico, que consideramos importantes ressaltar,
no sentido de compreendermos algumas possiveis dificuldades dos alunos na
aprendizagem deste conceito, ao mesmo tempo em que podem auxiliar na
organizacao da proposta metodoldgica, objeto desta pesquisa. Além disso, discutimos
algumas ideias sobre o ensino dos Numeros Negativos e no final apresentamos as

ideias matematicas com maior formalismo sobre este objeto matematico.
2.1 UM OLHAR HISTORICO SOBRE OS NUMEROS INTEIROS

O conceito e compreensao dos numeros, 0s simbolos operatoérios, bem como
o significado dos simbolos ocupam um lugar de destaque na Matematica escolar. Os
povos das antigas civilizacdes desenvolveram os primeiros conhecimentos que vieram

compor a Matematica conhecida hoje. Ponte (2006) destaca que

desenvolver o sentido de numero, ou seja, adquirir uma nogéo global de
nuamero e das operagfes e usa-las de modo flexivel para analisar situacdes
e desenvolver estratégias Uteis para lidar com os nimeros e operagdes é um
objetivo central da aprendizagem da matemética (PONTE, 2006, p. 55).

Todavia, os simbolos que usamos hoje na Mateméatica nem sempre foram
assim, pois sofreram muitas mudancas visuais e adaptacoes de significados durante
a historia, a fim de melhorar e simplificar seu uso nas operacoes. “Ha mencdes na
historia da Matematica de que os babilénios, por volta de 2000 a.C., acumulavam
registros do que hoje podem ser classificados como algebra elementar” (DCE, 2008,
p. 38).
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As quantidades negativas estdo presentes a muitos anos na historia da
Matematica, muito embora a sua aceitagdo ndo foi imediata e direta. Esses numeros
ditos problematicos ja apareciam na resolucdo de equacfes em praticas antigas.
Antes do século XIX, os niumeros negativos recebiam a designacédo de quantidades
falsas, ficticias, impossiveis ou imaginéarias, devido a dificuldade de admitir sua
existéncia e até mesmo ndo eram admitidos como numeros. Esta dificuldade se traduz
na associacado dos numeros a geometria.

De acordo com Eves, ja existia certo simbolismo na élgebra egipcia, pois

no papiro Rhind encontram-se simbolos para mais e menos. O primeiro deles
representa um par de pernas caminhando da esquerda para a direita, o
sentido normal da escrita egipcia, € 0 outro representa um par de pernas
caminhando da direita para a esquerda, em sentido contrario a escrita
egipcia. (Eves, 2004, p. 74).

Contudo, “estes foram os primeiros registros da humanidade a respeito de
ideias que se originaram das configuracdes fisicas e geométricas, da comparacao das
formas, tamanhos e quantidades” (DCE, 2008, p. 38). Com o advento da agricultura,
0 homem passou a fixar moradia em terras férteis, além de desenvolver outros oficios
(ceramica, carpintaria e tecelagem). Com isso, desenvolveu o senso de contagem
expresso em registros numéricos por agrupamentos, entalnes em madeira, nés em
cordas, entre outros métodos que favoreceram o surgimento de simbolos especiais
para a contagem e a escrita.

No entanto, o simbolo utilizado hoje para representar a operacdo de
subtracdo, bem como simbolizar quantidades negativas, ndo aparecia explicitamente
nas escritas antigas, até porque nao se tinha nocdo destes conhecimentos
matematicos.

O desenvolvimento desta no¢cdo demorou a se concretizar e enfrentou muitos
preconceitos no decorrer da histéria dos numeros negativos e suas operacdes.
Notoriamente, a ideia de numeros negativos e suas operacbes comecam a se
desenvolver de maneira mais significativa a partir do século XV.

O matemético Khayyam (séc. Xl), por exemplo, necessitava considerar
quatorze casos diferentes de equacdes cubicas ao alegar ser o primeiro matematico
a resolver varios tipos delas, tendo raizes positivas. O fato é que ele ndo admitia
coeficientes com numeros negativos nas equacgdes cubicas.

Embora ja se conhecesse a ideia da operacéo subtracdo e os simbolos que a

representavam, nao se tinha clareza das quantidades negativas. Solugbes negativas
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eram constantemente descartadas e por muitas vezes traduzidas como grandezas
falsas, ficticias. Essas solucbes estavam intimamente ligadas a resolucdo de
equacoes.

No século VII, Brahmagupta introduziu o termo numeros negativos e até
desenvolveu uma regra satisfatoria para a obtencédo de duas raizes de uma equacgéo
quadratica, mesmo nos casos em que uma delas fosse negativa (Eves, 2004).

Segundo Eves (2004), os Arabes reconheceram a existéncia dessas duas
solucbes para as equacdes quadraticas — algo nunca feito por Euclides ou pelos
Babilénicos — porém, consideravam somente a solucdo positiva. Eles ndo perceberam
a real existéncia da solucéo negativa de uma equacao.

Esse entendimento é de origem mais recente. De acordo com Eves (2004),
nas obras de al-Khowarizmi e outras obras de algebra Arabes, 0s nimeros negativos
séo consistentemente evitados. A existéncia e a validade do negativo, bem como
raizes positivas, foram afirmadas pela primeira vez pelo matematico Hindu Bhaskara,
ainda no século VII. Os europeus admitiram esses numeros apenas nos séculos XVI
ou XVII.

Os chineses apresentaram uso aceitavel de nimeros negativos durante a
realizacdo dos calculos de matrizes, onde usavam barras vermelhas nas entradas da
matriz para representar nimeros negativos, enquanto que para 0s positivos eram
brancos. Para o zero eram deixados espacos em branco. A ideia de nUmero negativo
estava familiarizada com autores chineses bem antes de sua aceitacdo na Europa,
usando esquema de cores. Eves (2004) descreve que Li Ye (séc. Xlll) deu uma
original contribuicdo para a Matematica chinesa para indicar quantidades negativas
com a notacdo do desenho de um traco diagonal até o ultimo digito do nUmero em
questéo, a exemplo do nimero 43Z.

Fibonacci (séc. Xlll), acostumado com a Matematica arabe, onde na solucao
de uma equacédo quadratica se rejeitava os valores negativos, deu um passo a frente
em seu livro Flos, quando interpretou um nimero negativo em um problema financeiro
para significar uma perda em vez de um ganho.

O livro Summa de arithmetica, geométrica, proportioni et proportionalita, (final
do séc. XV), conhecida apenas por Summa, de Luca Pacioli, uma compilacao livre de
muitas fontes, pretendia ser um sumario da aritmética, da algebra e da geometria da

época. Eves (2004) afirma que nele, a algebra € sincopada, com o uso de abreviagfes
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como p (de piu, que significa mais) para indicar adicdo, m (de meno, que significa
menos) para indicar a subtracao.

Depois da publicagdo de Summa, a algebra fora negligenciada por dois
séculos, sendo retomada intensamente na Italia, mas também com grande
crescimento na Alemanha, Inglaterra e Franca. Com isso, Eves (2004) destaca que o
primeiro registro dos simbolos + e — ocorreu numa aritmética de autoria de Johann
Widman, publicada em Leipzig, no ano de 1489. Todavia, eles eram usados
meramente para indicar excesso ou deficiéncia, e ndo com os significados
operacionais de hoje.

Francois Viete (1540-1603) foi um dos precursores na utilizacdo dos mesmos
simbolos referindo-se a operacdes entre nimeros. Porém, a operacao de subtracdo
SO ocorria entre numeros verdadeiros, isto €, positivos. Contudo, Viéte contribuiu para
o amadurecimento dos numeros relativos, com a insercdo de uma nova notacao na
Matematica que passou a ser abundantemente utilizada pelos matematicos no futuro.

Acredita-se que o simbolo “+” seja uma contracdo da palavra latina et, que

era frequentemente usada para indicar adicdo, ao passo em que o0 simbolo “—
decorra da abreviacdo de “m” para menos. Em 1514, o matemético holandés Vander
Hoecke usou tais simbolos (+ e — ) como simbolos de operacdes algébricas, muito
embora seja provavel que estes simbolos ja tivessem sido usados antes com 0 mesmo
significado, mas nunca antes publicado.

O simbolo anglo-americano da divisdo + apareceu impresso pela primeira vez
numa algebra de Johann Heinrich Rahn, no século XVII. Este simbolo tornou-se
conhecido na Inglaterra alguns anos mais tarde quando esse trabalho foi traduzido,
muito embora fora usado longamente no continente europeu para indicar uma
subtracao.

Diofanto também n&o compreendia a concepcdo de quantias negativas,
afirmando que a subtracdo € uma operacédo. No problema 2 do livro V, ele relata que
a equacao 4x + 20 = 4 é absurda, pois a solugdo x = — 4 € uma solucéo impossivel.
Eves (2004) ressalta que Diofanto s6 admitia respostas entre numeros racionais
positivos e, na maioria dos casos, satisfazia-se com uma resposta apenas do
problema. Em seus livros, nos problemas que se referem a encontrar nimeros, estes
devem ser racionais e positivos, instigando que se houvesse quantidades nao

positivas, entdo ndo eram numeros.
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De acordo com Roque (2012), alguns matematicos indianos, bem como
Fibonacci, em épocas muito distintas, propunham interpretar um nimero negativo
como uma perda, no lugar de ganho. Roque complementa que no século XV, o sinal

—” ainda ndo era um atributo do numero, pois Nicolas Chuquet representava um
ndamero negativo como “0 — a”, sendo ainda o sinal negativo reconhecido apenas
COmo uma operagao.

Nos séculos XV e XVI, os esfor¢os para encontrar raizes de equacdes cubicas
nao levavam em conta os coeficientes negativos, havendo uma classificacdo para
cada modelo de equacado. Girolamo Cardano publicou, em 1545, uma férmula para
resolver equacdes cubicas, que aparentemente fora obtida de Tartaglia. De acordo
com Roque (2012), ainda que os coeficientes devessem ser numeros positivos,
Cardano chega a admitir solugdes negativas para as equagdes, denominadas “raizes
menos puras” ou “numeros ficticios”. Em sua obra Ars Magna, escritos de Cardano
nos leva a crer que ele tinha algum conhecimento das regras de sinais de Descartes.

A terceira parte de La géomeétrie, livro de Rene Descartes, trata da resolucéo
de equacdes de grau maior que dois, fazendo uso do que chamamos de regra de
sinais de Descartes, cuja finalidade é determinar limites para o niumero de raizes
positivas e 0 numero de raizes negativas de um polinémio.

A resolucdo de equacdes expbs o problema dos numeros negativos que,
muito embora surgissem no célculo das solu¢des das equacdes, ndo possuiam uma
teoria bem definida. Nas civiliza¢gdes mais antigas, ndo se usavam nimeros negativos
no sentido proprio. Em alguns casos, eram efetuadas operagfes de subtracdo do
namero maior de um menor, porém a resposta negativa ndo era admitida.

Muito embora a natureza dos nameros negativos nao estivesse clara neste
periodo, os matematicos investigavam as regras de operagcdo com esses numeros.
Mesmo dada a importancia da utilidade pratica dos nimeros negativos nos célculos,
eles ndo eram considerados numeros verdadeiros, pois “os objetos que deviam ser
admitidos na Matematica ainda se confundiam com as grandezas geomeétricas e, por
esta razdo, o sentido matematico de um namero negativo ndao podia ser plenamente
admitido” (Roque, 2012, p. 213).

Numa tentativa de atribuir sentido matematico aos numeros negativos,
Bombelli chegou a enunciar, no século XVI que, por exemplo, se tivesse 15 unidades
de moeda e devesse 20, pagando as 15 continuaria devendo 5, e assim representou

como p15 com m20 d4 m5 (Roque, 2012).
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Em 1629, Albert Girard afirmou que uma equacao possui tantas solucdes
quanto o grau da quantidade de maior grau, conhecido hoje como o teorema
fundamental da algebra. Nesta perspectiva, para manter a validade do teorema, era
necessario admitir como valida as solu¢cdes que ele chamava de impossiveis. Mais
tarde, Descartes reafirma a validade do teorema e coloca que pode acontecer que
algumas destas raizes sejam falsas ou menos que nada, ou seja, exprime que
algumas raizes podem ser negativas.

De acordo com Glaeser (1985), o matematico belga Simon Stevin (1548 -
1620) contribuiu para o processo de incorporacdo dos numeros negativos no meio
académico quando aceitou esse tipo de numero como raizes e coeficientes de
equacdes com o uso da proposicdo de que as raizes negativas das equacdes sdo as
raizes positivas da equacado obtida pela substituicdo de x por (—x). Por exemplo, se
—2 for raiz de uma equacéo x? — px = q, entdo +2 é raiz de —x? + px = —q.

Além disso, Stevin admitiu a adicdo de x + (—y) em lugar de considerar a
subtracdo de y de x. Também justificou geometricamente a regra da multiplicacdo de
ndmeros negativos proposta por Diofanto no século lll, utilizando uso da identidade
algébrica: (a—b) - (c—d) = ac —bc —ad + bd.

A critério de exemplificacdo, Diofanto desenhou um retangulo de lados a e c,
dividiu geometricamente para obter o retangulo b e d e propés o calculo de area do
retangulo destacado, cujos lados medem (a — b) e (¢ — d). Para evitar a multiplicacao
de parcelas negativas, obteve a area por meio de subtracdo de areas conhecidas. A

figura abaixo exemplifica a ideia de Diofanto:

| c |
I d

c-d
a-b

Figura 1: Retangulo utilizado por Diofanto
Fonte: o autor

Assim, para calcular a &rea da regido destacada, calcula-se a &rea ac do
retdngulo maior e destes retira as areas bc e ad dos retangulos laterais. Apds adiciona

a area bd do retangulo menor, pois esta regido foi retirada duas vezes.
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Este calculo de area demonstra geometricamente o desenvolvimento do
produto de (a — b) - (c — d), que é a area do retangulo requerido. Com isso, Diofanto
mostrou a comunidade académica que o produto de negativos deveria ser positivo,
propondo assim a aceitacao de tal fato devido a identidade da area.

Ao final do século XVII, Colin MacLaurin (1698-1746) chegou préximo de
compreender as quantidades negativas ao afirmar a real existéncia de um nimero
negativo tanto quanto um namero positivo, quando tomado como o oposto de um
positivo em relacédo a origem.

JA no século XVIII, a busca pelo rigor matematico gerou criticas a
fundamentacdo de nocbes basicas da Mateméatica sobre a ideia de quantidade. A
discussdo sobre as quantidades negativas mostrava que era necessario migrar para
um novo conceito abstrato de numero, agora ndo mais subordinado a ideia de
guantidade, em que somente 0os nameros absolutos eram aceitos em funcao de se
relacionar com a realidade.

Deste periodo em diante, diferentes representacdes geométricas comecam a
ser sugeridas para 0s nUmeros negativos na tentativa de garantir sua aceitacdo no
universo dos numeros. De acordo com Roque (2012, p. 320), “Argand principia com
as quantidades negativas, uma vez que elas ndo podiam ser rejeitadas, sob o risco
de termos que questionar diversos resultados algébricos importantes”.

Para melhor explicar e assegurar a existéncia dos numeros negativos, Argand
faz analogia com uma balanca de pratos, onde se toma as grandezas a, 2a, 3a, 4a, €
assim sucessivamente, e as coloca em um prato da balanca denominado prato A,
fazendo com que este fique pendido em relagdo ao prato B.

Depois, subtrai-se uma quantidade a de cada vez deste prato A, afim de
reestabelecer o equilibrio. Chegara um momento que sobrarad zero no prato A e,
Argand questiona a possibilidade de continuar o processo de retirada, pois ndo ha
mais o que retirar do prato A. Logo, ele justifica que é possivel continuar o processo,
agora acrescentando as grandezas no prato B, ou seja, (Roque, 2012, p. 320)
introduz-se aqui uma nocéo relativa de que o termo retirar do prato A significa
acrescentar ao prato B. Deste modo, as quantidades negativas puderam deixar de ser
“‘imaginarias” para se tornar “relativas”.

Roque relata que
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a representacdo proposta por Argand permite atribuir um sentido as
operacdes com numeros negativos como, por exemplo, a multiplicagao por
-1, que passa a ser vista como uma reflexdo em relagdo a origem. Isto
possibilita entender mais faciimente porque —1x—1= 41, pois basta
observar que, apos a reflexdo de —1 em relagdo a origem, obtém-se +1
(ROQUE, 2012, p. 321).

Ao passo em que Argand introduz a reta numérica 0s numeros negativos,
Gauss, defensor da abstracdo como caracteristica essencial da Matematica, coloca
gue “0s numeros negativos s6 podem ser compreendidos [...] quando entendemos
que as ‘coisas contadas’ podem ser de espécies opostas de modo que a unidade de
uma espécie possa neutralizar a unidade de outra espécie (como +1 e —1)” (Roque,
2012, p. 323).

Além disso, afirma que as coisas contadas ndo podem ser admitidas como
substancias ou objetos considerados em si mesmos, mas como relacdes entre esses
objetos. Explica que esses objetos formam uma série e a relacao existente entre o
primeiro e 0 segundo possa ser igual a relacédo entre o segundo e o terceiro, e assim
sucessivamente.

De acordo com Boyer (1996), Leonhard Euler foi um dos matematicos de
maior destaque nesta corrida para a descoberta dos nUmeros negativos, ao tratar com
extrema naturalidade a manipulacdo de nUmeros negativos e complexos. Entretanto,
Euler ndo conseguiu demonstrar ou justificar com satisfacéo a terceira regra, onde o
produto de dois negativos resulta em um positivo, o0 que mostra que nem Euler
apresentava conhecimentos suficientes para justificar estes resultados.

Ja no inicio do século XIX, Augustin Louis Cauchy (1789-1857) provoca
discussbes no que se refere aos sinais de adicdo e subtracdo quando tratados como
operacdes ou como quantidades. Cauchy definiu, em um de seus artigos, leis de
crescimento e diminuicdo enquanto operagoes, e quantidades negativas e positivas
de acordo com sinal precedido do numero. Apesar de cair em contradi¢gbes, Cauchy
define as regras de sinais.

Finalmente, Richard Dedekind (1831-1916), na transi¢do do século XIX para
0 século XX, estabelece uma relacdo de equivaléncia entre pares de niumeros naturais
e faz referéncia da subtragdo como inversa da adicdo: a—b = c—d, logo a +d =
¢ + b. Dedekind demonstrou que esta relagdo € de equivaléncia, e que o conjunto das
classes de equivaléncia sera o conjunto dos Numeros Inteiros, muito embora a

legitimidade dos nameros negativos deve-se definitivamente a Hermann Hankel.
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Em sua obra Theorie der komplexen Zahlensysteme (Teoria dos Numeros
Complexos), publicada em 1867, Hankel amplia o conceito de nimero de modo mais
claro e explicito, superando obstaculos persistentes na Historia da Matematica no que
diz respeito a aceitacdo dos niumeros negativos, muito embora esse néao fosse o foco
de sua obra.

Hankel abordou os Numeros Negativos justificando-os em nove axiomas,
sendo quatro para a adicdo, quatro para a multiplicacdo e um para a distributiva da
multiplicacdo em relacdo a adicdo. Esse fato historico ocorreu quando Hankel
abandonou os modelos associados a natureza e ao concreto e tratou dos negativos
de modo formal.

Hoje, este conjunto esta bem definido e aceito no meio académico, embora
ainda existam dificuldades de seu ensino na Educacédo Basica. O conjunto dos
NUmeros Inteiros € simbolizado por Z, devido a palavra Zahl advinda do alem&o, que
significa Numeros, a exemplo do titulo da obra de Hankel citada anteriormente.

Contudo, fica evidente que o desenvolvimento, a aceitacdo dos numeros
negativos e as operacdes relacionadas ndo foram simples e imediatos. A historia
revela um caminho cheio de rejeicdo e obstaculos, fatos que podem justificar as
dificuldades — Obstaculos Epistemoldgicos — enfrentada pelos alunos em sala de aula
ao estudar o contetdo Numeros Negativos, que tradicionalmente se inicia no sétimo
ano.

Logo, ao que se observa nas salas de aula, as dificuldades apresentadas
pelos alunos e os erros injustificaveis que eles cometem podem ter sua origem
explicada na Histéria da construcdo dos Numeros Negativos. Esses erros se
propagam sem ruptura e € perfeitamente aceitavel quando comparamos o tempo de
exposicdo deste contetdo aos alunos com o tempo de desenvolvimento na historia. A
nos professores, resta a tentativa de amenizar os prejuizos causados pela Histéria, a
exemplo de Hankel: revolucionar a abordagem dos numeros negativos em sala de
aula sob uma nova perspectiva, abandonando a ideia de associagao estritamente com
0 concreto e uniformizar a apresentacao formal desses nimeros, de acordo com a
capacidade cognitiva em relagéo a idade dos alunos.

Abaixo, apresentamos um quadro que sintetiza as principais evolu¢cdes dos
simbolos utilizados ao longo da Histéria para representar os Numeros Negativos no
decorrer dos tempos. Todavia, 0os simbolos expostos tém sua origem em nossa

interpretacédo, visto que a literatura pesquisada néo traz representacdes gréficas:



SIMBOLO

ORIGEM

Significado

Par de pernas andando

QU

Autor desconhecido.
Apareceu no Papiro de Rhind,
no Egito, cerca de 1650 a. C.

Para direita: Adicdo, quando
colocado entre dois numeros.
Para esquerda: Subtragéo,
colocado entre dois numeros.

Barra vermelha sobre os
ndmeros, nas entradas de
uma matriz.

|417|

Autor desconhecido.
Apareceu em escritos na
China, no século XI.

Quando o0s numeros séao
colocados dentro do par de
barras, tal namero é negativo.

Trago diagonal desenhado
sobre todos os digitos de um

numero
7165

Surgiu na China, utilizado
oficialmente pelo matematico
Li Ye, no século XIIlI.

Quando o ndmero é tracado
na diagonal, o numero é
negativo.

Simbolo p (abreviagdo da
palavra pid)

5p 8igual 13

Utilizado oficialmente pelo
matematico Luca Pacioli, em
seu livro Summa, no século
XV, na ltalia.

O simbolo p tém o significado
de adicdo quando colocado
entre dois nimeros.

Simbolo m (abreviacdo da
palavra meno)

13 m 8 igual 5

Utilizado oficialmente pelo
matematico Luca Pacioli, em
seu livro Summa, no século
XV, na ltalia.

O simbolo m tém o significado
de subtracao guando
colocado entre dois nimeros.

Simbolo de adicdo e
subtracdo usado atualmente,
também chamado de simbolo
de mais e de menos

+e-

Utilizado oficialmente na
cidade de Leipzig, na
Alemanha, pelo matemético
Johann Widman, em 1489.

(0] matematico Johann
Widman utilizou tais simbolos
para representar excesso e
falta, respectivamente.

Simbolo de adicdo e
subtracdo usado atualmente,
também chamado de simbolo
de mais e de menos

Utilizado pelo matematico
Vander Hoecke, em 1514,
porém com significado

diferente de Widman

O matemético Vander Hoecke
utilizou tais simbolos para
representar adicdo e
subtracao, respectivamente.

+e—
Simbolo anglo americano, | Utilizado pelo matematico | Utilizado, sem sucesso para
gue utilizamos hoje para | Johann Heinrich Rahn, no | representar a operacdo de

representar a operacdo de
diviséo

século XVII

Subtracéo

Numero recedido do zero
seguido do simbolo de
subtracdo

0-5

Escrita utilizada pelo
matematico Nicolas Chuquet,
no século XV

Chuquet em recusa aos
ndameros negativos, precedia
0o zero do simbolo e do
ndmero, para representar
uma guantidade negativa.

Simbolo p e m antes dos
ndmeros

p15 com m20 d& m5

O mateméatico Bombelli, j& no
século XVI, se utilizou da
simbologia proposta por Luca
Pacioli

Bombelli utilizou tal
simbologia em equacdes,
para representar numero

positivo e negativo.

Quadro 1: Evolucao dos simbolos matematicos de adi¢éo e subtracao

Fonte: o autor
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2.2 O ENSINO DOS NUMEROS INTEIROS

O ato de ensinar nunca foi uma acéo facil, seja para pais, professores e outros
profissionais que se dispunham a esta arte natural e necessaria. Quando o tema traz
um histérico conturbado de construcdo e aceitacdo ao longo de séculos, sua
abordagem pode se constituir em um grande obstéculo didatico tanto para o professor
como para o aluno.

A construcdo dos Numeros Inteiros, que por décadas foram chamados de
Numeros Relativos, nédo foi diferente. Aceitar quantidades negativas, algo menor que
nada, gerou graves entraves que foram superados em um processo lento, mas que
ainda hoje trazem uma série de obstaculos de dificil superacéo tanto por parte do
aluno quanto por parte do professor. Nao é dificil encontrar tais dificuldades em um
nivel mais avancado de escolaridade, como no Ensino Médio ou até mesmo em nivel
de graduacéo, considerando que sua primeira abordagem formal se da no sétimo ano
do Ensino Fundamental.

Deste modo, o professor deve estar preparado para transpor tais obstaculos,
ja que “um dos mais importantes objetivos da didatica da Matematica é determinar os
obstaculos que se opdéem a compreensdo e ao aprendizado dessa ciéncia”
(GLAESER, 1985, p. 4). Ainda nas palavras deste autor, “muitos professores nao
percebem que a aprendizagem da regra dos sinais possa comportar dificuldades”.

E notavel a verificac&o destes obstaculos presentes no ato de ensinar a regra
de sinais quando de modo desconexo e direto, pois supde-se que o aluno ja tenha
ultrapassado a fase de soma com numeros negativos e lhe seja apresentado a regra
de sinais, para entdo poder operar com a multiplicacdo. Tao logo, o aluno aprende
que “menos com menos” resulta em “mais”. Ora, entao € natural e bastante frequente
observar o aluno resolvendo um calculo do tipo —2 —3 e atribuindo resultado +5, por
assim “entender” a regra de sinais.

Neste sentido, os Parametros Curriculares Nacionais destacam que

para desempenhar seu papel de mediador entre o conhecimento matematico
e o aluno, o professor precisa ter um sélido conhecimento dos conceitos e
procedimentos dessa area e uma concep¢do de Matematica como ciéncia
gue néo trata de verdades infaliveis e imutaveis, mas como ciéncia dinamica,
sempre aberta a incorporacdo de novos conhecimentos (BRASIL, 1998, p.
36).

Muitos autores, tais como Glaeser (1985), Bachelard (2005), Brasil (1998),
D’Amore (2007), Moretti (2012), Ponte (2005, 2006, 2014), entre outros, apontaram,
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ainda em décadas passadas, alguns obstaculos presentes no ensino e aprendizagem
dos nimeros negativos. Nao obstante, ainda hoje esses obstaculos se perpetuam nas
salas de aula, em grande parte devido ao formalismo que tal conteddo exige no ato
de ensinar, desde quando Hankel rejeitou a ideologia impregnada de que os objetos
matematicos devam ter uma estrita associa¢cdo com objetos do cotidiano.

Entende-se assim que, tal como foi a constru¢cdo dos NUumeros Inteiros, alguns
conteudos matematicos nao apresentam associacao direta com o concreto, com 0
real, e precisam ser tratados formalmente. Muitas vezes os professores tentam
erroneamente contextualizar tais conteddos com o cotidiano e ndo se atentam aos
obstaculos didaticos e epistemoldgicos, tdo menos em supera-los, transpor esses
obstaculos ja conhecidos.

“Essa transposi¢ao implica conhecer os obstaculos envolvidos no processo
de construcéo de conceitos e procedimentos para que o professor possa compreender
melhor alguns aspectos da aprendizagem dos alunos” (BRASIL, 1998, p. 36).

N&o € consenso de que somente por meio de exemplos praticos e associacao
com o cotidiano, como o que podemos denominar de “modelo comercial” — no qual a
ideia de ganho e lucro sédo associados as quantidades positivas, dividas e prejuizos
sdo associados as quantidades negativas —propiciam a melhor forma de ensinar.

Os Parametros Curriculares Nacionais destacam que “[...] € preciso levar em
conta que os alunos desenvolvem, ja nas séries iniciais, uma nocao intuitiva dos
numeros negativos, que emergem de experiéncias praticas” (BRASIL, 1998, p. 98),
advertindo logo em seguida que o estudo de tais nimeros nao pode limitar-se a esse
aspecto, mas incorporar situacdes que favorecam a compreensao de regras de
calculo com esses numeros.

A abstracao formal é algo importante no processo de ensino e aprendizagem
da Matematica, o que € possivel ser colocado em pratica ja no inicio do Ensino
Fundamental — Séries Finais, mais precisamente no 7° Ano, série na qual se introduz
e desenvolve o contetdo envolvendo os NUmeros Inteiros e 0s negativos.

Neste sentido, os Parametros Curriculares Nacionais colocam que

0 exercicio da inducdao e da deducdo em Matematica reveste-se de
importancia no desenvolvimento da capacidade de resolver problemas, de
formular e testar hipoteses, de induzir, de generalizar e de inferir dentro de
determinada ldgica, o que assegura um papel de relevo ao aprendizado
dessa ciéncia em todos os niveis de ensino (BRASIL, 1998, p. 26).
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Os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica (1998, p. 97) destacam
que “na escola o estudo dos numeros inteiros costuma ser cercado de dificuldades, e
os resultados, no que se refere a sua aprendizagem ao longo do ensino fundamental,
tém sido bastante insatisfatorios”. Além disso, destaca que o tratamento pedagdgico
deste conteudo se enfatiza na memorizagcdo de regras para efetuar célculos,

geralmente descontextualizados, onde

uma decorréncia dessa abordagem é que muitos alunos ndo chegam a
reconhecer o0s inteiros como extensdo dos naturais e, apesar de
memorizarem as regras de calculo, ndo as conseguem aplicar
adequadamente, por ndo terem desenvolvido uma maior compreensédo do
gue seja o0 numero inteiro. (BRASIL, 1998, p. 98)

Dada a importancia da aplicacdo dos NuUmeros Inteiros nas séries
subsequentes, faz-se de extrema importancia ensinar de modo que os alunos
realmente apreendam o contetdo de maneira significativa, compreendendo o objeto
matematico para ndo apenas decorar ou aprender regras para o0 uso destes numeros.

Os Parametros Curriculares Nacionais de Matemética ainda enfatizam que

ao desenvolver um tratamento exclusivamente formal no trabalho com os
nameros inteiros, corre-se o risco de reduzir seu estudo a um formalismo
vazio, que geralmente leva a equivocos e é facilmente esquecido. Assim,
devem-se buscar situacfes que permitam aos alunos reconhecer alguns
aspectos formais dos nimeros inteiros a partir de experiéncias préticas e do
conhecimento que possuem sobre os nimeros naturais. (BRASIL, 1998, p. 100)

Desta forma, apresentar o objeto matematico em variadas Tarefas e
representacdes podera facilitar ao aluno a compreensdo do mesmo, uma vez que se
pode buscar o equilibrio entre a proposicado de situacdes que fujam do formalismo
vazio e a ndo reduc¢do do contetdo a uma gama de situacdes préaticas que venham
conduzir o processo de ensino e aprendizagem a obstaculos epistemoldgicos ja
experimentados antes.

Atualmente, ha muitas sugestdes didaticas em livros, artigos, dissertacdes e
teses, entre outros materiais cientificos (Glaeser: 1985, Brasil: 1998, Moretti: 2012),
gue visam apresentar e desenvolver o conteido de Numeros Inteiros e a inclusdo dos
Numeros Negativos na vida escolar dos alunos. Algumas destas sugestdes sao
criticadas pela ineficiéncia, pois apresentam generalizacbes por meio de regras
diretas sem a devida argumentacao que possibilitaria a verdadeira aprendizagem do
aluno, gerando muitas vezes obstaculos que sao dificeis de serem transpostos.

Em contrapartida, Moretti (2012) apresenta alguns modelos didaticos que nos

leva a acreditar numa melhor eficiéncia didatica para o ensino dos Numeros Inteiros.
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Em seu discurso, o autor evita o0 modelo comercial (lucros e dividas) para o
ensino das operacbes com negativos, propondo o que chamou de Principio da
Extensao, ou seja, desenvolver todo o contetdo do objeto NUmeros Inteiros por meio
da reta numérica estendida a partir dos Naturais.

Estes modelos que se utilizam de associagdo com o concreto, com o real, por
hora atendem satisfatoriamente o ensino da regra de sinais e suas operagdes no
campo aditivo. Mas € na transposicdo dos mesmos conceitos para 0 campo
multiplicativo que muitos erros sdo cometidos pelos alunos, quando Moretti (2012)

destaca que

a regra do sinal para a multiplicacdo € artificial, pura invengdo da mente
humana. O Teorema Hankel faz cair por terra a ideia da existéncia de um
bom modelo de explicagdo. Por exemplo, o modelo comercial pode se tornar
um obstaculo & compreensdo das propriedades multiplicativas (MORETTI,
2012, p. 703).

Um dos obstaculos que se nota com bastante frequéncia € a falta de sentido
real quando se multiplicam dois nUmeros negativos e se obtém um resultado positivo.
N&o faz sentido multiplicar duas dividas e obter um lucro. Outra situacdo se apresenta
guando os alunos ja sdo conhecedores das regras de sinais e, erroneamente,
atribuem resultado +5 quando a expressao é —2 — 3, por exemplo. Isso ocorre devido
o aluno tentar aplicar a regra de sinais na soma, um obstaculo didatico criado a partir
da regra de sinais para a multiplicagéo.

Contudo, abordar este conteido de maneira tradicional seria apenas mais
uma metodologia com grandes possibilidades de nado ser satisfatoria, quando
disponibilizamos de varios recursos em tempos modernos onde se exige o diferente,
sem deixar de lado o formalismo que se faz necessario na construcéo desta ciéncia.

Moretti (2012) sugere que o desenvolvimento deste conteudo, para uma
melhor compreenséo por parte do aluno, deva ocorrer em dois momentos, utilizando
o principio de prolongamento da reta numérica dos naturais, ja citado nos Parametros
Curriculares Nacionais, para desenvolver os problemas aditivos, e o principio de
extensdo dos naturais apresentado por Hankel para os problemas multiplicativos,
mostrando a preservacao de resultados de acordo com a distributividade a direita e a

esquerda e a regra de sinais usual.
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2.3 FORMALISMO NOS INTEIROS

O conjunto dos Numeros Naturais, tradicionalmente simbolizado por N, é o

primeiro conjunto que aparece na Histéria da Matematica de todas as civilizacgdes.

Os nimeros naturais formam um dos conceitos mais antigos conhecidos pelo
ser humano. Entretanto, a sua evolu¢gdo de uma nog&o intuitiva para um
conceito mais elaborado foi muito lenta. S6 no final do século XIX, quando os
fundamentos de toda a Matematica foram questionados e intensamente
repensados, é que a ho¢do de nimero passou a ser baseada em conceitos
da teoria dos conjuntos, considerados mais primitivos (CATTAI, 2007, p. 6).

Todavia, o conjunto dos Numeros Inteiros, simbolizado por Z, demorou a se
desenvolver e se apresentar de modo formal. Assim, nesta se¢ao seréo tratados de
forma axiomatica os Numeros Inteiros, ndo nos atendo as questdes de origem
historicas ou conceitos da natureza dos numeros.

Héa varios modos de construir e apresentar o conjunto dos Numeros Inteiros.
Vamos construi-lo a partir da extensdo dos Numeros Naturais por meio de classes de
pares ordenados de Naturais. Para isso, trataremos das definicbes de Anéis, ou seja,
apresentaremos 0s conceitos pertinentes a Anéis e mostraremos, em particular, que
0 conjunto dos NuUmeros Inteiros, em sua construcdo, € um Anel. Por fim,
apresentaremos propriedades desse conjunto numérico.

Para efeito de construcdo dos Inteiros, adotaremos que o numero zero
pertence aos Naturais, por entendermos que a nivel basico de escolarizacéo, os livros
didaticos apresentam o zero como sendo o primeiro elemento do Conjunto dos
Naturais.

A elaboracdo desta secdo, a qual trata da construcdo e formalizagcdo do
conjunto dos Numeros Inteiros a partir do conjunto dos Numeros Naturais, foi
fundamentada nos autores Monteiro (1968), Milies e Coelho (2001), e Lima (2007,
2008).

Apresentamos esta construcdo sob duas oticas, sendo uma como extensao
do Conjunto dos Numeros Naturais, ja que trataremos do Principio de Extensdo dos
Naturais em nossa pesquisa, e outra de modo axioméatico tradicionalmente encontrado

nos livros de graduacéo.
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2.3.1 Conjunto dos Numeros Naturais

O conjunto dos Numeros Naturais, que simbolizamos por N, é caracterizado
pelos seguintes fatos que aqui apresentamos.

Existe uma funcéo injetiva s: N — N. A imagem s(n) de cada numero natural
n € N chama-se o sucessor de n. Assim, todo nimero natural tem um sucessor, que
ainda é um namero natural. Numeros diferentes tém sucessores diferentes.

Existe um Unico nimero natural, chamado de zero e simbolizado por 0, tal que
0 # s(n) paratodon € N, isto é, 0 zero ndo € sucessor de nenhum outro natural.

Seumconjunto X c N étalque 0 € X e x € N, onde s(x) c X € 0 sucessor
de x, entdo X = N. Com efeito, se um conjunto de nimeros naturais contém o numero
zero e contém também o sucessor de cada um dos seus elementos, entdo esse
conjunto contém todos 0s numeros naturais.

Assim, partimos do pressuposto de que o conjunto dos Numeros Naturais
podera ser representado por N = {0,1,2,3,4,5,6, ... }.

A introducé@o e aceitacdo do numero zero nado foi imediato na Histéria da
Matematica, por se tratar de um numero abstrato, o qual ndo podemos mostrar, mas
devemos convencer que existe.

As trés propriedades acima derivam dos axiomas de Peano, embora alguns
autores, por questao de conveniéncia, ndo adotem o zero como numero natural. Por
uma questdo de convenc¢do aos livros didaticos do ensino basico, consideraremos o

zero como elemento pertencente ao conjunto dos Naturais.
2.3.2 Anéis

Um conjunto A é dito Anel quando em A estdo definidas duas operagdes
(x,y) = x+ye(x,y) — x-yaos pares de elementos de A em A. Seja A um conjunto
nao vazio com duas operacgdes internas que devem satisfazer as seguintes condicdes:
1. Paratodo x e y € A vale a comutatividade da soma, ou seja,

xX+y=y+x
2. Paratodo x e y € A vale a associatividade da soma, isto €,
x+y)+z=x+(y+2);

3. Existe um elemento e € A de modo que x + e = x. Tal elemento € chamado de

neutro, onde e = 0, ;
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4. Para todo elemento x € A existe y em A tal que x+y =0. Logo, y=—x, e €

chamado de simétrico de x;
5. Paratodo x,y,z € A vale a associatividade da multiplicacéo, onde

(x-y)z=x-(y-2),
6. Paratodo x,y,z € A vale a distributividade da multiplicacdo a direita e a esquerda,

onde
xX'y+x-z

x(y+2)=
b+z2) ' x=yx+z-x
Observe que a operacdo multiplicacdo ndo necessariamente deve ser
comutativa. Todavia, se isto ocorrer, o conjunto A serd denominado anel comutativo.
Além disso, um anel ndo necessita ter elemento neutro da multiplicacéo, ou
seja, um elemento y tal que x - y = x, para todo x € A. Quando houver, este elemento

€ chamado de unidade do anel e denotado por 1. Quando o anel A possui o elemento

neutro multiplicativo, € chamado de anel com unidade.
Nota-se que os elementos ndo nulos de um anel ndo necessitam ter inversos

multiplicativos, ou seja, y é inverso multiplicativo de x se e somente se
xy=y-x=1
Os elementos de um anel A que possuem inverso multiplicativo sdo chamados

de invertiveis de A ou unidades de A.
Veremos agora a constru¢do dos Numeros Inteiros a partir da extensdo dos

NUmeros Naturais, em consonancia com o conceito de Anéis.

2.3.3 Construcédo dos Numeros Inteiros
Para construir o conjunto dos Numeros Inteiros, vamos adotar a estratégia de

equivaléncia a partir do conjunto dos niumeros naturais.

Assim, consideremos o conjunto NxN = {(a, b); a,b € N} de todos os pares
utilizaremos uma relacao

ordenados de numeros naturais. Neste conjunto,

simbolizada por =, do seguinte modo:
Definicao 1
Dados dois elementos (a, b) e (c,d) do conjunto NxN, diremos que

(a,b) = (c,d), se esomentese,a+d =b +c.
Por exemplo, (2,7) = (5,10) , pois 2+10=7+5. Do mesmo modo que

(1,4) = (5, 8),pois1+8=4+5.
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Proposicao 1

A relacdo definida anteriormente é uma relacdo de equivaléncia, isto €, uma
relacdo binaria entre elementos de um dado conjunto que satisfaz as propriedades de
reflexividade, simetria e transitividade.

Agora consideraremos 0 conjunto quociente, ou seja, 0 conjunto de todas as
classes de equivaléncia definidas por esta relagéo. Denotaremos a classe do par (a, b)

pelo simbolo (a, b), onde teremos que
(a,b) = {(x,y) € NxN; (x,y) = (a,b)}

Definicédo 2
Denotaremos por Z o conjunto NxN, e chamaremos de nameros inteiros os

elementos desse conjunto. No que segue, introduziremos opera¢cdes neste conjunto.
Definicdo 3

Sejam a = (a, b) e B = (c,d) elementos de Z. Definimos a soma de a e 8

por: « + 8 = (a+c, b+d). Logo, vamos mostrar que a soma esta bem definida,

independente dos representantes escolhidos.

Lemal

Se (a, b) = (a’, b") e(c,d) = (c’,d") sdo nimeros inteiros. Entao

(a+c,b+d)=(a’"+c',b'+d")
Demonstracdo: por hipotese, das igualdades temos que:
a+b' =a +b
c+d =c'"+d
Logo, somando membro a membro das duas igualdades, temos que:
(a+c)+B'+d)Y=(@+cH)+(b+a)
De onde segue pela definicdo 1 que

(a+c,b+d)=(a"+c, b +d)

Proposicao 2

A soma em Z tem as seguintes propriedades:

(1) Associativa: Para toda ternaa, S,y € Z, tem-se que
(a+p)+y=a+B+y).
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(i) Existéncia de Neutro: Existe um Unico elemento, denotado por 0 € Z, tal que
a+0=0+a=a,Va EZ.

(i)  Existéncia do Oposto: para cada inteiro a existe um unico elemento, que

chamaremos de oposto e denotaremos por —atal que

a+(—a)=(—a)+a=0.

(iv)  Comutatividade: para todo a, f € Z, tem-se que

a+pf=p+a.
Notemos que o elemento neutro da soma é (0,0), que também pode ser
representado como (a,a), para qualquer a € Z. Outra observacéo importante é que

dado @ = (a,b), entdo —a = (b,a)
Definicéo 4
Sejam a = (a, b) e B = (c,d) numeros inteiros. Definimos o produto de «

por S por

a-f = (ac+ bd,ad + bc).

Lema 2

Sejam (a, b) = (a’, b") e (c,d) = (c¢’,d") nUmeros inteiros. Entao,
(ac +bd,ad + bc) = (a’c’ + b'd’,a’d" + b’'c").

Demonstracdo: faremos a demonstracdo em duas etapas:

Afirmamos primeiro que
(ac+bd,ad + bc) = (a’'c+ b'd,a’d + b'c).

Para provar esta afirmacédo, notemos que, da hipotese temos:

a+b' =a +b
Multiplicando toda a equacéo por ¢, obtemos:
ac+b'c =a'c+ bc
E multiplicando a mesma equacéo por d, e trocando os membros, obtemos:
bd +ad'd =ad+b'd
Somando as duas equac0des obtidas, resulta em:
ac+bd+a'd+b'c=ad+bc+ac+bd

donde

(ac + bd,ad + bc) = (a’'c + b'd,a’d + b’'c),
0 gque prova a primeira afirmacao.

Afirmamos agora que
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(a'c+b'd,a'd+b'c)=(a'c’"+b'd',a'd +Db'c").
Novamente, da hipbtese, temos que
c+d =c"+d
Multiplicando essa equacao por b’, obtemos:
b'c+b'd =b'c"+b'd
Agora multiplicando a mesma equacao por a’' e trocando a posicdo dos
membros, obtemos
a'c’+a'd=dc+dd
Somando as duas equacdes obtidas pela multiplicacdo, resulta em
ac"+b'd +a'd+b'c=b'd +a'd +b'd+ac

Donde

(a'c+b'd,a'd +b'c)=(a'c’"+b'd,a’d +b'c),
Agora, a partir das duas afirmacdes que foram mostradas:
(ac+bd,ad + bc) = (a’'c+ b'd,a’'d +b'c) e
(a'c+b'd,a'd +b'c)=(a'c’"+b'd,a’d +b'c).
Temos por transitividade que:

(ac + bd,ad + bc) = (a’'c’ + b'd',a’d’ + b'c’"),

demonstrando o resultado que queriamos!

Proposicao 3

A multiplicagdo em Z tem as seguintes propriedades:

(1) Associativa: Para toda terna «, 5, y € Z, tem-se que

(aB)y = a(By).
(i) Existéncia de Neutro: Existe um unico elemento, denotado por 1 € Z, tal que

la=al=a, Va €Z.
(i)  Cancelativa: Paratodaternaa, B, y € Z,comy # 0, se ay = fy, entdao a = f.
(iv)  Comutativa: paratodo a, g € Z, tem-se que
a.f=p0.a.
(v) Distributiva: Para toda terna a, 8, vy € Z, tem-se que
a(B+y)=ap + ay.

Observacgao: notemos que 1 = (1,0) = (a,a — 1).
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Definicdo 5

Dados os numeros inteiros a = (a, b) e f = (c,d), diremos que a é menor

ou igual a B, eescrevemosa < fsea+d < b +c.
Proposicao 4

(1) Reflexiva: Para todo a € Z, tem-se que a < a.

(i) Simétrica: Dados a, f€EZ,sea<fef < a,entdo a = .

(i)  Transitiva: Dadosa, B, y €EZ,sea<pfef <y,entdoa <y.

(iv)  Tricotomia: Dados a, f € Z,tem-sequeoua < f,0uf < a,0ua = .
(v) Dadosa, B, YEZ,sea<f,entdoa+y <f +y.

(vii Dadosa, B, yeEZ,sea<pBe0<y,entdo ay < fBy.

Um inteiro @ = (a, b) diz-se positivo se a > 0 e diz-se negativo se a > 0. Note
gue a é positivo se e somente se a > b e negativo se e somente se b > a. Note ainda
que os inteiros positivos podem ser representados na forma a = (m,0), em que m =
a — b, e 0s negativos, na forma a = (0,m), em que m = b —a. Também ¢é notdrio
que o conjunto dos inteiros ndo negativos € uma “cépia” dos Naturais, no sentido que
se da a sequir.

SejaZ* = {(a,0) ; a € N} o conjunto dos inteiros ndo negativos. Consideramos
a funcdo ¢: N — Z* definida por

a €N — (a,0) € Z*.

O modelo apresentado anteriormente trata-se da constru¢cdo dos Inteiros a
partir de pares ordenados de numeros naturais, o qual tratamos algebricamente.
Todavia, podemos apresentar 0s numeros Inteiros de outro modo, seguindo a teoria
axiomatica de conjuntos. Este modelo € tradicionalmente proposto em livros

universitarios de Calculo.
2.3.4 Modelo Axiomatico dos Inteiros

Do modo que definimos o conjunto dos Numeros Naturais no inicio desta
secdo, temos que Z = N U{—n;n € N}. Em acordo com a propriedade de anéis,

podemos definir dois axiomas e uma propriedade que seguem:

Axioma 1 (A existéncia do Elemento Neutro):
Va € Z,a+0=a ea.l=a.
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Axioma 2 (A existéncia do Oposto): para cada a € Z existe um Unico oposto aditivo,
denotado por —a, tal que

a+ (—a)=0.

Propriedade 1 (Propriedade cancelativa para a multiplicacéo): V a,b,c € Z, com a # 0,
tem-se que

a-b=a-c=>b=c.

A partir dos axiomas e da propriedade acima, podemos enunciar as quatro

proposicdes que seguem:

Proposicao 5 (Propriedade Cancelativa da Adicdo): Sejam V a,b,c € Z, com a # 0,
tem-se que

a+b=a+c=>b=c.

Prova: Se a+ b = a+ c, somando o elemento oposto de ambos os membros da
igualdade, temo que
(—a)+ (a@a+b) =(—a)+ (a+0).
Da propriedade associativa, temos
[(—a)+al+b=[(—a)+a]+c.
Ou seja, 0 + b = 0 + ¢, donde segue que b = ¢, como queriamos demonstrar!

Proposicao 6: Para todo inteiro a, tem-se que a- 0 = 0.

Prova: Como 0 = 0+ 0, podemos multiplicar ambos os membros por a, e assim

escrevendoa-0=a-(0+0)=a-0+a-0.
Comoa-0=a-0+0,temosquea-0+0=a-0+a-0, e pela propriedade

cancelativa da adicédo, temos que a - 0 = 0.

Proposicdo 7: Sejam a e b inteiros, tais que a-b = 0. Entdo, a = 0 ou b = 0.

Prova: Se a-b =0, usando a proposicdo 2 podemos escrever essa igualdade na
formaa-b=a-0. Se a =0, a proposicdo esta demonstrada e, pelo contrario,

podemos usar a propriedade 1 para cancelar e obtermos b = 0.

Proposicao 8 (Regra dos Sinais): Sejam a e b inteiros. Ento:

() —(-a)=a
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Prova: Note que o oposto de um elemento a € o Unico que verifica a equagédo a + x =
0. Deste modo, a verifica a equacéo (—a) + x = 0, implicando que a é o oposto de —a,

que é indicado por —(—a).

[
(i) (—a)-b=—(a-b)=a-(—b)
Prova: para a primeira igualdade, perceba que(—a) - b é a solucédo da equacéo
a-b+x=0,jAquea-b+(—a)-b=[(—a)+a]l-b=0-b=0.
Analogamente, verifica-se quea-b + a - (—b) = 0.
|
(ii)(—a)-(-=b) =a-b
Prova: Observe que aplicando (ii) diretamente, temos que
(=) (=b) = —(a* (=b)) = —(=(a- b)),
e logo por (i), seque que (—a) - (—=b) = a-b.
|

Para todos os efeitos, definiremos em Z a relagdo menor do que ou igual,
simbolizada por <, a qual € uma relacdo de ordem e permite comparar seus elementos

da seguinte forma:

Definicdo 6 (Relagdo de Ordem em Z): Dados a,b € Z, dizemos que a é menor do
que ou igual a b, simbolizado por a < b, se existe um inteiro ndo negativo c tal que
b = a + c. Utilizamos também a notagéo b > a, onde se |é b maior do que ou igual a
a, para representar a < b.

Com esta definicdo, podemos reescrever a seguinte proposicéo valida nos

Inteiros, a qual ja enunciamos anteriormente:

Proposicao 9
(1) A relagdo menor do que ou igual é reflexiva:
VaeZ, tem-sea<a
(i) A relagdo menor do que ou igual € anti-simétrica:
Va,b€eZ sea<beb<a,entdoa = b.
(i)  Arelacdo menor do que ou igual é transitiva:
Vabc€Z,sea<beb<c entdaoa <c.
(iv) A adicdo é compativel e cancelativa com respeito a relagdo menor do que ou

igual:
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VYab,c€Z, a<bse esomentese,a+c<b+c.
(v) A multiplicacdo € compativel e cancelativa com respeito a relacdo menor do
gue ou igual:

Vab,c€Z, a<b,c=>0se, esomentese,a-c<b-c.
Subtragdo em Z

Dados dois ndmeros inteiros a e b, com a < b, sabemos que existe um
namero inteiro ndo negativo c tal que b = a + c¢. Neste caso, definimos o numero b
menos a, denotado por b — a, como sendo 0 nimero c. Em simbolos, temos:

c=b—ase esomentese,b=a-+c.

Dizemos que c é o resultado da subtracdo do a de b. Assim:

- IXZ > 7
(a,b) — c=b—aeSb=a+c.

De outro modo, pela existéncia do simétrico aditivo, podemos definir em Z a

subtracédo, estabelecendo que a — b := a + (—b), para todos a e b pertencentes a Z.
- IXZ - L
(a,b) +— a-b:=a+ (-b).

No universo dos numeros naturais, nem sempre existe a subtracdo de dois
nameros, ou seja, existira b — a quando a < b. No universo dos niumeros inteiros nao
existe esta preocupacao, pois toda subtracédo esta definida em Z.

Conforme as propriedades de Anéis que vimos ao inicio do capitulo, podemos
afirmar que o conjunto dos Numeros Inteiros, quando munido da adicdo e da

multiplicacéo usuais € um Anel comutativo e com unidade, porém nao invertivel.
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3 APORTE TEORICO

E notavel as adaptacdes e mudancas de significados que os simbolos
matematicos sofreram ao longo de seu desenvolvimento historico, isto é, as
representacfes matematicas foram se adequando de acordo com a necessidade do
homem.

Essas diversas representagcdes que existem hoje para cada objeto
matematico podem contribuir no aprendizado dos alunos, como também dificultar o
aprendizado necessario acerca de um conteudo.

Em meio aos diversos fatores envolvidos no ato do ensino e aprendizagem,
0s quais estdo muito além do dominio do professor, faz-se necessario que este seja
um mediador dos conteudos matematicos por meio da diversificagcdo de exemplos,
tratamento das representacdes dos objetos matematicos, inclusive as Tarefas que
possam colocar o aluno em Atividade mental.

Sobre estes diversos modos de representar o mesmo objeto, bem como o
processo cognitivo existente na transicdo de uma representacdo a outra, o francés
Raymond Duval? propde a Teoria dos Registros de Representacdes Semibticas, na
qual o sujeito deve recorrer a representacao dos objetos abstratos da Matematica a
fim de apropriar-se deles.

Em sua teoria, Duval (1993, 2003) destaca a importancia das Tarefas em sala
de aula. Para isto, Ponte (2014) faz a necessaria diferenciacéo de Atividades e Tarefas
em Matematica, bem como a importancia de cada uma delas no ato de ensinar.

Duval (2003) também evidencia os obstaculos epistemologicos existentes no
ato de ensinar. Para Bachelard (2005), séo dificuldades que os matematicos sentiram
ao longo do desenvolvimento historico desta ciéncia. Tais dificuldades residem na
prépria natureza do conhecimento matematico e ndo podem ser evitados, além de que
continuam arraigados nas salas de aula, seja pela origem historica do conhecimento
cientifico ou pelo método didatico utilizado pelo professor.

O professor precisa tomar consciéncia de que as adapta¢des no processo de
ensino sdo constantemente necessarias assim como foram as adaptacfes no proprio

desenvolvimento da Matematica. As constantes mudancas na sociedade alavancam

2 Raymond Duval € psic6logo e fildsofo de formacgéo e investiga sobre a aprendizagem matematica.
Atualmente é professor emérito na Université du Littoral Cote d’'Opale, Franca.
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nosso trabalho a fim de apresentar alternativas pertinentes ao professor na tentativa
de melhorar o ensino da Matemética.

Tendo estas perspectivas como encaminhamento para a organizacdo da
proposta metodoldgica para o objeto matematico NUmeros Inteiros, trataremos neste
capitulo sobre os principais fundamentos que sustentam a teoria das Tarefas de Ponte
(2005, 2014), a teoria dos Registros das Representacdes Semidticas (RRS) de Duval
(1996, 2006) e a teoria dos Obstaculos Epistemolégicos de Brousseau (1976).

3.1 AS TAREFAS E O ENSINO DE MATEMATICA

Atividade e Tarefa sdo elementos constantemente confundidos em livros
escolares de Matematica e até mesmo por parte dos professores desta disciplina.

Ponte (2014) afirma que

0 ensino da Matemética baseado na exposi¢do magistral do professor nédo
pode mostrar muito interesse na noc¢éo de tarefa. Em contrapartida, o ensino
que valoriza o papel ativo do aluno na aprendizagem precisa de forma
fundamental desta nocdo, uma vez que as tarefas sdo o elemento
organizador da atividade de quem aprende. Note-se, no entanto, que as
tarefas podem desempenhar uma variedade de papéis (PONTE, 2014, p. 14).

As Tarefas no Ensino de Matematica, constantemente confundidas como a
repeticdo mecanica de exercicios e que, por muito tempo foi evitada tal terminologia
na Educacdo Matematica, mostram-se de grande importancia ao professor que
pretenda colocar os alunos em Atividade mental, quando séo devidamente variadas e
planejadas para tal objetivo.

Atividade e Tarefa sdo conceitos basicos e diferentes. A Atividade requer um
sistema de acdes e pode incluir a execucédo de diversas Tarefas, podendo ser ela
fisica ou mental. A Atividade diz respeito ao aluno em sua esséncia e refere-se as
acdes num dado contexto.

Por outro lado, a Tarefa refere-se ao objetivo de cada uma das a¢des em que
a Atividade se desdobra, sendo externa ao aluno. Entdo, compete ao professor, em
grande parte, propor as Tarefas aos alunos afim de coloca-los em Atividade.

Embora Ponte (2014) destaque a importancia da Atividade nos processos

cognitivos, a Tarefa representa

0 objetivo de cada uma das acdes em que a atividade se desdobra e é
exterior ao aluno (embora possa ser decidida por ele). Na verdade, as tarefas
sdo usualmente (mas ndo necessariamente) propostas pelo professor, mas,
uma vez propostas, tém de ser interpretadas pelo aluno e podem dar origem
a atividades muito diversas (ou a nenhuma atividade) (PONTE, 2014, p. 15).
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A proposta de Tarefas e a condugcdo de sua resolugdo, ao nosso ver,
constituem a principal forma de ensinar Matematica na sala de aula. A Tarefa torna-
se 0 objeto da Atividade dos alunos e sua proposta em conjunto com as acdes
pertinentes a ela constitui o principal método pelo qual se espera que a Matematica
seja ensinada e aprendida.

Neste sentido, Ponte (2014) destaca existirem

tarefas cuja principal finalidade é apoiar a aprendizagem, outras que servem
para verificar o que aluno aprendeu (tarefas para avaliacdo), outras, ainda,
gue servem para compreender de modo aprofundado as capacidades,
processos de pensamento e dificuldades dos alunos (tarefas para
investigacdo) (PONTE, 2014, p. 14).

Como o autor destaca existirem Tarefas com finalidades diversas, o professor
pode props-las afim de contemplar cada finalidade, ou um grupo delas, no momento
oportuno de suas aulas. Deste modo, ha Tarefas de alto grau cognitivo que exigirdo
maior mobilizacdo por parte do aluno, ao passo em que ha Tarefas de menor grau
cognitivo, que muitas vezes sao exercicios de repeticao e execugdo de passos.

Todavia, entende-se que toda Tarefa tenha seu valor e seu objetivo. Nao
podemos menosprezar um modelo de Tarefa a exaltar outro. Tarefas nos modelos
mecanicos e repetitivos tem seu objetivo no processo de ensino e aprendizagem,
assim como nao é ideal trabalhar um ano todo com Tarefas de investigacgéo.

Assim, ndo nos resta davidas sobre a necessidade de que, ao professor
mediador e reflexivo, compete a organizacdo e planejamento de uma sucesséo de
Tarefas com objetivos especificos bem delineados, os quais, sequencialmente,
possam conduzir o aluno ao conhecimento significativo de um conteddo matematico.

Deste modo, 0 autor resume que

as tarefas séo ferramentas de mediacdo fundamentais no ensino e na
aprendizagem da Matematica. Uma tarefa pode ter ou ndo potencialidades
em termos de conceitos e processos matematicos que pode ajudar a
mobilizar. Pode dar lugar a atividades diversas, conforme o modo como for
proposta, a forma de organizagdo do trabalho dos alunos, o ambiente de
aprendizagem, e a sua prépria capacidade e experiéncia anterior (PONTE,
2014, p. 16).

Nesta perspectiva, durante a resolucdo de uma Tarefa, torna-se decisivo o
modo como o0s alunos interpretam as representacoes indicadas nos enunciados e
como criam e interpretam as suas proprias representacdes. Para isso, no decorrer
desta pesquisa, vamos destacar a teoria dos Registros de Representacdes Semidticas

de Duval e suas conexdes com as Tarefas no ensino da Matematica.
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Podemos inferir que as Atividades s&o estritamente neurais, devem partir do
aluno, sendo interno a ele, uma vez que as Tarefas s&o externas, constituindo um
conjunto de elementos concretos ou ndo, que partem como proposta do professor ao
aluno, afim de colocar o aluno em atividade. Por esta razdo, no ensino deve-se sempre
pensar e possibilitar aos alunos boas Tarefas visando a diversificacdo das mesmas.

As Tarefas sé@o os projetos, as questdes, os problemas, as construcdes, 0s
exercicios e tudo mais que o professor possa propor aos alunos objetivando envolvé-
los em Atividade. Esta, por sua vez, pode incluir a execucédo de numerosas Tarefas,
podendo ser fisica ou mental, diz respeito essencialmente ao aluno e refere-se aquilo
que ele faz em determinado contexto. As Tarefas fornecem o contexto intelectual para
gue o aluno desenvolva o conhecimento matematico e entre em Atividade.

Para Ponte, ha duas dimensdes fundamentais das Tarefas: o grau de desafio

matematico e o seu grau de estrutura, onde o autor expde que

o grau de desafio matematico depende da percepcdo da dificuldade da
guestao, variando entre o “reduzido” e “elevado”. Por outro lado, o grau de
estrutura varia entre os polos “aberto” e “fechado”. Numa tarefa fechada é
claramente dito o que é dado e o que é pedido e uma tarefa aberta comporta
alguma indeterminacg&o pelo menos num destes aspetos. (PONTE, 2014, p.
21).

De acordo com o exposto e cruzando as informacdes que classificam as
Tarefas por meio das duas dimensdes, obtém-se 0s quatro tipos de Tarefa seguintes,
de acordo com Ponte (2014):

e Exercicio € uma Tarefa fechada e de desafio reduzido;
e Problema é uma Tarefa fechada e com desafio elevado;
e Exploracdo é uma Tarefa aberta e desafio reduzido;

e Investigagdo € uma Tarefa aberta com desafio elevado;

Todavia, ndo é clara a fronteira que separa os tipos de Tarefas apresentadas
acima, ou seja, uma Tarefa que se apresente como exercicio para um aluno pode, por
hora, apresentar-se como problema para outro aluno, pois ha muitas variaveis de
conhecimento entre alunos. Além disso, entendemos que uma mesma Tarefa pode
apresentar mais de uma tipologia em sua estrutura, isto €, o professor pode propor
uma Tarefa com questdes do tipo exercicio, problema e exploracao simultaneamente.

Deste modo, a tipologia da Tarefa esta relacionada com o nivel de
conhecimento prévio do aluno frente a Tarefa. Este conhecimento prévio tem

fundamental importancia, pois mesmo que o aluno ndo seja ensinado anteriormente
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para resolver uma Tarefa, ele ter4 condi¢cdes de mobilizar conhecimentos aprendidos
fora do contexto escolar, entrar em Atividade mental e dar cabo de sua solucao.

Sendo assim, no planejamento de seu trabalho, o professor deve considerar
habitualmente diversos tipos de Tarefa no sentido de ampliar as possibilidades de
aprendizagens, visto que os alunos, em uma sala de aula regular, apresentam
diferentes niveis de aptiddes e conhecimentos matematicos.

Ponte (2005, p. 26) destaca que essa diversificacdo € necessaria, pois cada
tipo de Tarefa desempenha o seu papel relativamente a aprendizagem. As Tarefas de
natureza mais fechada (exercicios e problemas) séo importantes para o
desenvolvimento do raciocinio matematico, este que se baseia em uma relacdo
estreita e rigorosa entre dados e resultados. De outro modo, as Tarefas de natureza
mais acessiveis (exercicios, exploracdes), possibilitam a maioria dos alunos certo
grau de sucesso, contribuindo para a autoconfiancga.

Além destas duas colocac¢des apresentadas por Ponte (2005), ha as Tarefas
de natureza mais desafiantes (investigacdes e problemas), necesséarias aos alunos
para que estes tenham uma efetiva experiéncia matematica, e as Tarefas de cunho
mais aberto, que sdo essenciais para o desenvolvimento de capacidades como a
autonomia e administracao de situacdes complexas.

As Tarefas organizadas pelo professor devem ir além de Tarefas isoladas, isto
€, devem ser sequéncias devidamente organizadas para que possam atingir 0s
objetivos previstos. Ponte (2005) evidencia que além da diversificacdo, faz-se
importante que estas propiciem um percurso de aprendizagem coerente e que permita
a construcdo dos conceitos, conhecimento das formas de representacdo e as
conexdes existentes. Assim, € necessario fazer escolhas e estabelecer percursos de
ensino com Tarefas selecionadas cuidadosamente.

Para que isto ocorra, Ponte (2005) destaca quatro dimensdes a se considerar
durante a proposta de uma Tarefa, sendo elas: o grau de estruturacdo, o grau de
desafio matematico, a relacdo com a realidade e a duragéo da realizacdo. A variagdo
das duas primeiras dimensdes origina diferentes tipos de Tarefa, jA mencionadas
anteriormente.

Segundo Carvalho e Ponte (2014, p. 33), “as tarefas sdo o ponto de partida
para a atividade matematica dos alunos e a sua realizacdo na sala de aula deve ser

sistematica, promover a reflexdo e ser objeto de discusséo e partilha”.
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De tal modo, propiciar a diversificagao de Tarefas com diferentes registros,
em que o aluno possa transitar de um sistema de representacdo a outro, € uma
necessidade ainda pouco presente nas salas de aula, em grande parte, acreditamos,
pela falta de conhecimento dos professores de Matematica sobre tal assunto.

Para Ponte (2014, p. 23), “na resolugdo de uma Tarefa é decisivo 0 modo
como os alunos interpretam as representagdes indicadas nos enunciados e como
criam e interpretam as suas proprias representacdes”.

Esta conexao pode ser vista quando Ponte afirma que

em Matematica os objetos séo abstragBes que ndo existem no mundo real,
s6 sendo possivel pensar neles através de representacdes. No entanto, a
relagdo entre a representacédo e o objeto ndo é biunivoca. Assim, um dado
objeto matematico pode ter diversas representacdes. (Ponte, 2014, p. 23)

N&o temos acesso aos objetos matematicos, pois se tratam de entidades
abstratas. Para manipula-los, precisamos de representacdes, existindo varias delas
para um mesmo objeto. Sera na diversificacdo das Tarefas que emergird o acesso as
diversas representacgfes, facilitando o ensino e aprendizagem da Matematica.

Por outro lado, uma mesma representacao pode ter diversos significados de
acordo com o contexto matematico em que esteja inserido. “Por isso, ndo podemos
interpretar uma representacdo matematica a ndo ser num contexto bem determinado
e a luz de um sistema de representagdo com as suas regras e significados” (PONTE,
2014, p. 23).

Carvalho e Ponte (2014) reafirmam que as Tarefas permitem o uso de
diferentes representacdes dos nameros inteiros, além do desenvolvimento das mais
variadas estratégias e formas de comunicacdo matematica, uma vez que os alunos
tém de explicar e justificar os seus raciocinios e ser criticos face as explicacbes dos
colegas.

As representacdes dos objetos matematicos sdo essenciais em todos 0s
guesitos para que esta ciéncia se desenvolva em sala de aula. Tédo logo, faz-se
necessario criar oportunidades para que os alunos se conectem com estas diversas
formas de representacfes das ideias, transitando de uma forma a outra, a fim de
estabelecer diferentes ideias matematicas.

O professor tem a oportunidade de incentivar o uso das multiplas
representacdes quando planeja, escolhe ou cria Tarefas para a sala de aula. Nao
estamos nos referindo a Tarefas dificultosas ou extensas, complexas ou de longa



48

duracéo, mas sim Tarefas com planejamento do ponto de vista das representacdes
semidticas e com potencialidades diferentes como exposto anteriormente.

Uma Tarefa, mesmo que simples, mas bem planejada sobressai a uma Tarefa
complexa sem planejamento. E neste sentido que acreditamos e apostamos: na
diversificacdo de Tarefas nas propostas metodoldgicas para o Ensino da Matematica.
Quando apresentamos Tarefas diferentes, com potencialidades diversas e niveis de
dificuldades variados, temos a possibilidade de atingir um maior nimero de alunos e
coloca-los em Atividade.

Deste modo, nossa pesquisa apresenta uma proposta metodoldgica para o
ensino dos NUmeros Inteiros, havendo uma diversificacdo das Tarefas e dos Registros
de Representacdes Semidticas, afim de colocar os alunos em Atividade por meio dos
diversos niveis de dificuldade. Entendemos que estas Tarefas podem ser desde o0s
simples exercicios de repeticdo mecanica, que de certo modo tém sua validade, até
as Tarefas investigativas ou ludicas, as quais apresentam maior grau de dificuldade.

Nesta perspectiva, 0 jogo matematico apresenta-se como uma Tarefa de tal
importancia em nossa pesquisa que sera de cunho avaliativo no processo de ensino
e aprendizagem, visando modificar as estruturas tradicionais de avaliagdo, a qual
coloca o aluno sob a presséao do sistema e da obtengcéo de nota, momento em que
muitos deles ndo conseguem desenvolver e apresentar o conhecimento adquirido.
Compreendemos que o jogo matematico é uma ferramenta que possibilita a correcéao
imediata do erro e sem marcas profundas no inconsciente das pessoas, pois ocorre

de modo simples e natural, espontaneo durante o momento ludico.
3.2 REGISTROS DE REPRESENTAC@ES SEMIOTICAS

Ensinar Matematica ndao tem sido algo facil aos professores e muitas vezes
exigem-se manobras pedagdgicas diferentes das tradicionais em sala de aula. Por
outro lado, a compreensao das dificuldades enfrentadas pelos alunos nao deve ficar
restrita tdo somente ao campo matematico e pedagdgico. Visando o real
funcionamento cognitivo do aluno, Duval propde a importante teoria dos Registros de
Representacfes Semidticas no que tange a complexidade da aprendizagem.

Representacdo Semidtica € “notagdo, signo ou conjunto de simbolos que
representa (quer apresentar) algum aspecto do mundo externo ou de nossa

imaginagéo, na auséncia dela” (Eysenck; Keane, 1991, p. 202 apud Colombo 2010).



49

Neste contexto, faz-se necessario observar a Historia da Matematica para
concluir que o desenvolvimento das Representacdes Semidticas foi uma condicao
essencial para a evolucdo do pensamento matematico. Colombo (2010, p. 106)
destaca que o conhecimento humano € resultado das praticas sociais desenvolvidas
pelo homem ao longo da sua histéria.

As representacfes semidticas sdo producdes constituidas pelo emprego de
signos pertencentes a um sistema, com significados e funcionamentos proprios que,
segundo Colombo (2010) se caracteriza pela correspondéncia entre duas entidades,
relacionada uma com a outra por um individuo que visa evocar 0s objetos
representados, ainda que n&do estejam presentes.

Essa diversidade de signos (representacdes semidticas) utilizados para
representar o conhecimento matematico é denominado por Duval como Registro de
Representacfes Semibticas (RRS). Cabe ressaltar que o conhecimento matematico
estritamente puro e cientifico, juntamente com o conjunto de Registros de
Representacdes e seu tratamento, se difere do conhecimento matematico escolar.

Nesta perspectiva, Colombo (2010, p. 106) destaca que

0s elementos que importam para a matematica escolar sdo aqueles
relacionados ao desenvolvimento da aprendizagem como uma pratica
pedagoégica que possibilita a compreensdo dos objetos em estudo, a
elaboracéo e construcao de justificativas para que o aluno possa se apropriar
dos significados dos objetos e utiliza-los de maneira coerente e conveniente
na sua vida escolar e extraescolar.

A compreensdo em Matematica e os bloqueios cognitivos e processuais
experimentados pelos alunos concentram-se nos conceitos matematicos e suas
complexidades epistemoldgicas, podendo ser explicados pela histéria de suas
descobertas.

A conversao de determinado sistema de registros de representacbes
semidticas ndo garante a volta para o sistema anterior, isto €, se o aluno converteu
registros escritos na linguagem materna para registros simbélicos numéricos, isto ndo
garante que o aluno saiba converter o0s mesmos registros simbdélico numéricos em
registros escritos na linguagem materna.

Esse processo é de fundamental importancia para que o aluno possa, de fato,
compreender 0s objetos matematicos que estdo acessando por meio dos registros. A
esse processo de conversdao de um sistema a outro e o retorno, chamaremos de

Converséo Bilateral em nossa pesquisa.
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Assim, para a Matematica escolar e o processo de ensino e aprendizagem,
Duval aponta a restricdo de se usar um Unico Registro de Representacdo Semiotica
para acessar um mesmo objeto matematico, visto que uma Unica via ndo garante a
compreensao, tdo pouco contribui para o processo de constru¢do do conhecimento.

Deste modo, os bloqueios cognitivos e processuais apresentados pelos
alunos tendem a aumentar cada vez que uma mudanca de registro € necesséria ou
gue a mobilizacdo simultanea de dois registros é requerida.

Essas mobilizaces simultaneas e a conversao de registros sdo fundamentais
na producao de conhecimento e na aprendizagem deste, pois realizam fungcbes que
abrangem diferentes aspectos, como o desenvolvimento das representacdes mentais,
a realizacao de diferentes funcdes cognitivas e a producdo de conhecimento.

De acordo com Colombo (2010), os variados tipos de escritura para 0S
nameros, escrituras algébricas para expressar relacdes e operacdes, figuras
geométricas, graficos, diagramas, esquemas sao exemplos de registros de
representacfes semioticas, constituidos dentro de um sistema de representacdo com
capacidades especificas para denotar ou descrever objetos, acdes e relacdes entre
objetos.

Ainda em consonancia com Colombo, no que tange os conceitos de nimeros

inteiros, por exemplo, tem-se que

as informacdes que a representacéo da reta numeérica fornece a respeito dos
nameros inteiros [...] referem-se aos aspectos de simetria, valor absoluto,
oposto de um nimero. J& o registro numérico permite a realizagao de céalculos
especificos que s6 podem ser realizados por se tratar de uma representacao
discursiva (sistemas de escritas numéricas, algébricas, simbdlicas). Assim,
de um ponto de vista cognitivo, uma representacdo ndo é completa em
relacdo ao objeto que representa e, portanto, de um registro a outro ndo sédo
0s mesmos contelidos de uma situacao que séo representados (COLOMBO,
2010, p. 120).

Duval deixa evidente a necessidade de mobilizar sistemas cognitivos
especificos para cada atividade matematica, que estd essencialmente ligada as
operacdes matematicas. Logo, a Matematica se constitui em um campo de estudos
privilegiado para a analise de atividades cognitivas, que requerem regras de
codificacdo proprias, j& que cada registro apresenta limitagbes representativas
especificas. Com isso, nota-se a necessidade da utilizacdo de outros sistemas de
expressao e de representacdo, aléem da linguagem natural e das imagens.

D’Amore explicita que
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a Matematica possui uma linguagem especifica (ou até mesmo, é uma
linguagem especifica); um dos objetivos principais de quem a ensina é o de
fazer com que os alunos apreendam, ndo apenas entendam, mas também de
que se apropriem dessa linguagem especializada. (D’Amore, 2007, p. 249)

Essas diferentes representacfes sao constantemente requeridas por
situacOes (Tarefas) diferentes. Colombo (2010, p. 107) esclarece que a importancia
das Tarefas no contexto curricular se d4 em dois aspectos: o da natureza das Tarefas
simultaneo a necesséaria diversificacdo e o da caracterizagcdo do objeto matematico
em estudo a partir da realizacdo das Tarefas.

Nesta perspectiva, Duval (2003, p. 14) aponta a existéncia de quatro tipos

muito diferentes de registros, de acordo com a tabela:

REPRESENTACAO REPRESENTACAO NAO
DISCURSIVA DISCURSIVA
Lingua natural Figuras geométricas planas ou
REGISTROS Associacdes verbais (conceituais). | em perspectivas (configuracdes
MULTIFUNCIONAIS: | Forma de raciocinar: em dimenséo 0, 1, 2 ou 3).
e Argumentacdo a partir de | ¢ Apreensdo operatéria e ndo
Os tratamentos néo observacgfes, de crencas; somente perceptiva,;
séo algoritmizaveis. | e¢ Deducdo valida a partir de | ¢ Construcédo com
definices ou de teoremas; instrumentos.
REGISTROS Sistemas de escritas: Gréficos cartesianos.
MONOEUNCIONAIS: | ® Numéricas (binaria, decimal, | ¢ Mudancas de sistema de
fracionaria,...); coordenadas;
Os tratamentos sao e Algébricas; e Interpolacéo, extrapolacgéo.
principalmente e Simbodlicas (linguas formais);
algoritmos. e Calculo.

Quadro 2: Tipologia dos Registros proposta por Duval
Fonte: Duval (2003, p. 14)

Tais representacdes podem ser de dois modos: internas, isto €, mentais,
descrevendo a cogni¢cdo do individuo, e emergem no decurso da atividade do
individuo, nas suas interacbes com os contextos material e social; ou externas, as
quais sao as representacdes semioticas, constituidas por sistemas de signos criados
pelo homem a fim de mediar as relagbes com o conhecimento e as coisas mundanas.

No que se refere aos modos de representacoes, Ponte (2014) reafirma que

as representagdes externas que um aluno produz sao faceis de observar mas
0 mesmo ndo se passa com as suas representacdes internas. No entanto,
pode procurar-se interpretar as representacfes externas usadas pelo aluno
no decurso da realizacdo de uma tarefa para perceber a sua representacdo
interna e o seu raciocinio (Ponte, 2014, p. 25).

Duval (1993) apud Colombo (2010) estabelece como operacdes fundamentais
a compreensao da Matematica escolar o Tratamento e a Conversao, ressaltando a
importancia de se privilegiar as atividades que propiciem as operagdes de conversao

entre os Registros de Representacdes Semiaoticas.
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O Tratamento é a operacdo na qual se trabalha com registros do mesmo
sistema semidtico, que possui um conjunto de regras especificas de tratamento e
funcionamento, que ndo sdo necessariamente validas para outros sistemas. Por
exemplo, resolver uma expressdo numeérica com inteiros, onde se valem das
operacbes e regras especificas, ndo havendo necessidade de outro sistema
semigtico.

A Conversao € quando se opera com diferentes sistemas semioticos, sao
transformacdes que ocorrem entre registros diferentes. E preciso destacar que a
operacdo tratamento € diferente e independente da operacdo conversdo. Por
exemplo, esbogar um grafico de uma simples fungéo, onde ha a necessidade de
converter registros algébricos em registros numéricos, seguidos de registros gréaficos,
podendo ser adicionado registros tabelados, entre outros. Ou ainda, resolver uma
operacdo com numeros negativos se valendo da reta numérica, isto é, convertendo
registros numéricos em registros gréficos, ressaltando o sentido usual dos nimeros.

Tao importante quanto converter um sistema semiotico em outro, é desfazer
a conversdo dos registros, isto €, ndo privilegiar um caminho sé de ida entre os
registros requeridos. Segundo Colombo (2008), Duval ressalta que € no transito entre
os diversos registros de representacdo que ocorre a aprendizagem significativa em
Matemética.

Ha& vezes em que os bloqueios dos alunos aumentam cada vez que uma
mudanca de registro € necessaria ou que a mobilizacao simultanea de dois registros
€ requerida, pois Duval (2003, p. 20) expde que geralmente, no ensino, um sentido de
converséo é privilegiado, pela ideia de que o treinamento efetuado num sentido estaria
automaticamente treinando a converséo no outro sentido.

Acreditamos que o ensino e aprendizagem devem ser pautados na construcao
de conceitos, ocorrendo o enfrentamento de diversas situagdes novas, as quais
propiciam novos esquemas, novas representacoes, elevando a possibilidade real de
compreensao do objeto de estudos. Assim, por meio das vérias situagdes postas para
o desenvolvimento do ensino da Matematica escolar, distintas representacdes
semidticas podem ser suscitadas e mais de um conceito pode estar envolvido.

Deste modo, Duval expde que o sujeito deva aprender Matematica pela
utilizacdo das representacfes semiodticas do objeto matematico, sendo necessario a
mobilizacdo de tais representagdes, ou seja, operar e converter instantaneamente tais

representacdes, afim de ser mais econdmico cognitivamente frente a um problema.
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No que se refere ao objeto matemético, Duval esclarece que ndo se deve
confundi-lo com sua representacdo. Duval (2003) complementa salientando que os
objetos matematicos, comecando pelos numeros, ndo séo objetos diretamente
perceptiveis ou observaveis com a ajuda de instrumentos.

Notavelmente, muitos professores fazem tal confusdo, quando D’Amore

(2007) coloca que

ha o problema do simbolismo. Para muitos professores do primeiro ciclo da
Escola Fundamental, existe identidade entre o conceito que se deseja
ensinar, o seu simbolo matematico e suas referéncias algoritmicas. [...]
Muitas vezes ouvi reclamacdes dos professores, acusando os alunos de nédo
ter entendido o “conceito de divisao”; [...] ficou claro que nédo se tratava de
conceito, mas de algoritmo. (D’Amore, 2007, p. 251)

De outro modo a exemplificar, os numeros sdo objetos mateméaticos
intangiveis, isto €, objetos abstratos que podem ser representados por diversos
simbolos, tais como os simbolos hindu-arabicos, os simbolos romanos, entre outros
que, em seu tratado e manipulacdo, vém acompanhado de regras operatorias
proprias.

Em tese, Duval (2003) esclarece que o contetdo de uma representacéo
depende mais do registro da representacdo do que do objeto representado, pois
passar de um registro de representacdo a outro ndo € tdo somente mudar de modo
de tratamento, e sim, também explicar as propriedades ou aspectos diferentes de um
mesmo objeto.

Na concepcao de D’Amore,

a lingua na qual se faz matematica possui um “cédigo semiolégico préprio”;
isso acarreta varias convengdes, mais ou menos explicitas: existe o uso de
escritas especificas, as expressées simbdlicas, como férmulas. As vezes,
elas se encontram inseridas em frases que, de resto, pertencem a lingua
comum. (D’Amore, 2007, p. 254)

O reconhecimento de um objeto matematico, por meio de mdultiplas
representacfes que podem ser feitas em diferentes registros de representacoes, € a
condi¢cédo fundamental para que o aluno possa transferir ou modificar formulagdes ou
representacdes de informacdes durante uma resolucdo de problema.

Deste modo, Duval (2003) manifesta que a originalidade da atividade
Matemética estd na mobilizacdo simultinea de ao menos dois registros de
representacdo, ou na possibilidade de trocar a todo o momento de registro de
representacdo. A aprendizagem da Matemética necessita da diversificagdo dos
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registros de representacao, a diferenciacdo entre o representante e o representado,
bem como a coordenagé&o dos diferentes registros.

As dificuldades presentes no Ensino da Matematica podem ser amenizadas,
em nosso entendimento, quando os professores valorizarem o0s Registros de
Representacdes Semidticas e primariamente suas conversdes, onde o tratamento das
representacodes fica em segundo plano. A busca pela articulagdo da grande variedade
de Registros de Representacdo de um mesmo objeto pode levar a real compreenséo
em Matematica e a transposi¢cdo dos blogueios cognitivos e processuais que ainda
permeiam diversos topicos da Matemética.

Esses bloqueios citados anteriormente e por muitas vezes experimentados
pelos alunos podem ter sua origem em diversos fatores presentes no processo de
ensino e aprendizagem, tais como erros didaticos, metodologias incoerentes,
conhecimentos prévios, dificuldades ndo superadas historicamente ou mau
concluidas, entre outros.

Sobre as dificuldades enfrentadas pelo homem ao longo da construcédo de um
conceito matematico, Bachelard (2005) as nomeia de Obstaculos Epistemolégicos,

onde o autor define que

obstaculos epistemoldgicos sdo habitos incrustados no conhecimento néo
guestionado, que invariavelmente bloqueiam o processo de constru¢do do
novo conhecimento. Cabe aos educadores estarem atentos a estes entraves
na aprendizagem, para que ndo estejam presentes no seu modo de ensinar,
tanto em sala de aula, quanto nos materiais didaticos utilizados
(BACHELARD, 2005, p. 329).

Com isso, o professor de Matematica em especial, precisa estar atento para
nao disseminar oportunidades em que os obstaculos presentes nesta disciplina se
propaguem ainda mais durante as aulas.

Para que isso ocorra, ndo basta apenas ao professor conhecer o obstaculo
em si, mas faz-se necessario que o professor compreenda esta teoria para que, além
dos obstaculos ja citados por outros professores e pesquisadores da Matematica, ele
também seja capaz de identificar obstaculos que ainda ndo foram mapeados ou que
podem surgir da propria metodologia utilizada.

O texto que que segue refere-se ao conceito formal dos obstaculos
epistemoldgicos apresentados por Gaston Bachelard enquanto teoria geral para todas
as Ciéncias e a teoria dos Obstaculos Epistemologicos presentes na Matematica, que

mais tarde foi adaptado e apresentado por Guy Brousseau.
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3.3 OBSTACULOS EPISTEMOLOGICOS

Dificuldades encontradas no proprio ato de conhecer fundamentado na ideia
pré-concebida é a descricdo dada por Gaston Bachelard® ao que chamou de obstaculo
epistemoldgico. Essa ideia pré-concebida quando interpreta fatos segundo a
necessidade acabam por bloquear o conhecimento.

Tais obstaculos ndo sdo uma decorréncia da complexidade ou da fugacidade
dos fenbmenos, nem das limitacdes dos sentidos humanos, mas ha a necessidade de
supera-los para que se atinja o nivel de espirito cientifico.

Para Bachelard, “o conhecimento cientifico ndo podia ser concebido como o
aperfeicoamento, como um refinamento do conhecimento comum, ao contrério,
pregava que aquele s6 era possivel pela ruptura com este” (GOMES, 2006, p. 72).
Assim, ele afirma que “no fundo, o ato de conhecer da-se contra um conhecimento
anterior, destruindo conhecimentos mal estabelecidos, superando o que, no proprio
espirito, € obstaculo a espiritualizagdo” (BACHELARD, 2005, p. 17).

Dessa forma, a teoria salienta a necessidade de romper com a concepc¢éao de
Ciéncia como um corpo de conhecimentos fechado a ser incorporado pelo aluno. A
aprendizagem ocorre a partir da ruptura, da desconstrucdo dessa ideia. A
aprendizagem é promovida pela destruicao dos obstaculos epistemologicos advindos
do senso comum presentes no cotidiano.

Contudo, a teoria eleva o papel do erro como uma necessidade a Ciéncia,
uma das maiores contribuicdes da epistemologia historica, que em tempos passados,
era concebido como uma heresia ou anomalia que deveria ser combatido. Assim, faz-
se necessario propagar nas salas de aula a importancia do erro no processo de
aprendizagem, pois é por meio deles que avangcamos ao quebrar conhecimentos
petrificados e inquestionaveis.

Logo, é preciso romper com 0 conhecimento comum para avangar, questionar
0 erro e suas possibilidades, pois um fato mal interpretado torna-se um obstaculo. “Um
obstaculo epistemoldgico se incrusta no conhecimento ndo questionado. Habitos
intelectuais que foram uteis e sadios podem, com o tempo, entravar a pesquisa”
(BACHELARD, 2005, p. 19). Nesta perspectiva, a funcédo do professor ndo é a de

transmitir novas culturas, novos conhecimentos e sim, contribuir para a mudanca

3 Gaston Bachelard é filésofo (1884-1962) foi filésofo e poeta francés. Seu trabalho foca as questdes
referentes a filosofia da ciéncia e a constru¢ao do objeto cientifico.
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desta cultura, isto é, auxiliar na superacdo dos obstaculos sedimentados pelo
cotidiano.

Todavia, devemos ter cautela ao se discutir a nocdo de obstaculos
epistemoldgicos em Matematica. Assim, para Gomes (2006) ndo deve ser
generalizado, pois cada erro deve ser objeto de analise por ndo ser casual, mas estar
ligado a um conhecimento do passado que apresentava significado e sentido.

A Matematica, que por hora é citada como uma Ciéncia insuperavel e infalivel,
pode ser entendida com base numa concepc¢éo mais aberta e dindmica, na qual o erro
possa ser encarado como parte do processo de constru¢cdo do conhecimento e nao
mais como um fracasso.

O francés Guy Brousseau foi o primeiro tedrico a associar a teoria de
obstaculos epistemoldgicos com a Ciéncia Matematica, por meio de adaptacfes da
teoria apresentada por Bachelard. Para ele, “um obstaculo se manifesta através de
um conjunto de dificuldades comuns a diversas pessoas que partiham uma
concepgdo equivocada de uma determinada nogdo ou conceito matematico”
(GOMES, 2006, p. 79).

De acordo com Gomes, o tedrico Brousseau

concebe o erro como uma manifestacdo explicita de um conjunto de
concepcgdes espontaneas que se tornam obstaculo a aquisicdo e ao dominio
de novos conceitos. A superacao desses obstaculos deve integrar o projeto
de ensino e o erro constituir em passagem obrigatéria, uma vez que ele é
necessario para desencadear o processo de aprendizagem do aluno e
contribuir para o professor situar as concepc¢des deste aluno, compreendendo
os obstaculos subjacentes e, assim, poder agir. (GOMES, 2006, p. 80).

Para compreender os obstaculos presentes em sala de aula, Gomes (2006)
apresenta quatro casos citados por Brousseau, sendo eles:
e de origem didatica: conhecimentos mal elaborados, incompletos que séo
transmitidos pelo professor;
e de origem ontogénica: limitacdo do aluno em um determinado momento de seu
desenvolvimento;
e de origem cultural: concepcdes erréneas e certas maneiras de pensar que nao sao
reconhecidas cientificamente;
e de origem epistemoldgica: dificuldades dos matematicos em superar um conceito
na Historia da Matemaética.
Brousseau (1983) apud Gomes (2006) salienta que o estudo dos obstaculos

pelos pesquisadores deve estar voltado para identificar os erros comuns e mostrar
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que geralmente estes se agrupam em torno de concepgdes, buscar obstaculos na
Histéria da Matematica e confrontar os obstaculos histéricos com os obstaculos da
aprendizagem para estabelecer seu carater epistemoldgico.

Tao logo cabe ressaltar que toda concepc¢ao de senso comum se constitui em
um obstaculo na aquisicdo de novos conhecimentos, muito embora ndo significativo
para a maioria das pessoas que superam facilmente estas dificuldades ao ponto de
nao serem tratados como obstaculos.

Assim, buscamos desenvolver nossa pesquisa por meio da proposta de
diversas Tarefas que, de forma previamente planejada, possibilitardo ao aluno
transitar em diferentes representacdes do NUmero Inteiro e que 0s seus possiveis
erros poderdo alavancar novas aprendizagens.

Os erros provenientes das Tarefas resolvidas pelos alunos, se bem
explorados, poderdo produzir conhecimentos sobre o conteido desenvolvido.
Entendemos que muitas vezes a palavra do professor, figura inquestionavel e ndo
passivel ao erro, pode deixar marcas profundas na concepc¢édo desta Ciéncia e no
aprendizado futuro dos alunos.

Né&o é dificil encontrarmos alunos que, pelos motivos variados, abandonaram
a Matematica ao ponto de repudia-la. Para isto, propomos a insercdo de Jogos
matematicos enquanto Tarefa, na esperanca de amenizar tais marcas e para além
disso, tratar dos erros com maior naturalidade.

Estudos comprovam que as correcles feitas pelos colegas em situacdes
lidicas sobre os conteudos matematicos tendem a ser menos traumaticas do que as
correcdes feitas pelo professor em sala de aula, em condic¢des tradicionais e coletivas,
gue na maioria das vezes ocorrem de modo autoritario e inquestionavel.

Na secéo a seguir, discutiremos a importancia dos Jogos matematicos em
sala de aula, e os colocamos dentro de uma perspectiva de Tarefas, a qual pode
oferecer uma variedade de Registros de Representacfes Semidtica de um mesmo

objeto matematico.
3.4 0 JOGO ENQUANTO TAREFA SEMIOTICA

A ideia de que a crianca aprende se divertindo é muito antiga, comeca com
0S gregos e romanos, mas com 0s novos modelos educacionais e seus ideais, 0 jogo

vem sendo cada vez mais utilizado visando facilitar as Tarefas escolares.
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Toda metodologia utilizada em sala de aula requer planejamento, seja ela qual
for. A utilizacdo de jogos nas aulas de Matematica € uma delas que, quando
devidamente planejada, pode trazer resultados satisfatorios no que diz respeito ao

aprendizado dos alunos. De acordo com Smole,

[...] o uso de jogos implica uma mudancga significativa nos processos de
ensino e aprendizagem que permite alterar o0 modelo tradicional de ensino,
gue muitas vezes tem no livro e em exercicios padronizados seu principal
recurso didatico. O trabalho com jogos nas aulas de matematica, quando bem
planejado e orientado, auxilia o desenvolvimento de habilidades como
observacdo, andlise, levantamento de hipéteses, busca de suposi¢oes,
reflexdes, tomadas de decisdo, argumentacéo e organizagéo, as quais estéo
estreitamente relacionadas ao assim chamado raciocinio l6gico (SMOLE et
al, 2007, p. 9).

Ao contrario do que muitos defendem ao afirmar que os jogos sdo momentos
de descanso e passatempo, seu carater, quando associado aos conteudos
matematicos, determinam um momento rico que estimula aprendizagens e
desenvolvem habilidades na disciplina.

Mas néo podemos deixar de afirmar que

todo jogo por natureza desafia, encanta, traz movimento, barulho e uma certa
alegria para o espaco no qual normalmente entram apenas o livro, o caderno
e o lapis. Essa dimensdo ndo pode ser perdida apenas porque 0S jogos
envolvem conceitos mateméticos. Ao contrario, ela é determinante para que
os alunos sintam-se chamados a participar das atividades com interesse.
(SMOLE et al, 2007, p. 10).

N&o menos importante, o0 jogo propicia situacdes confortaveis frente ao erro,
o qual é tratado e corrigido naturalmente dentro da esfera ludica. Os colegas de jogo,
guando atentos as jogadas, imediatamente corrigem o jogador que errou, todavia, néo
causando nenhum tipo de constrangimento ou abalo psiquico que, quando em
situacgOes tradicionais de sala de aula poderiam causar.

Sobre isto, Smole afirma que

no jogo, os erros sao revistos de forma natural na acdo das jogadas, sem
deixar marcas negativas, mas propiciando novas tentativas, estimulando
previsGes e checagem. O planejamento de melhores jogadas e a utilizagédo
de conhecimentos adquiridos anteriormente propiciam a aquisicao de novas
ideias e novos conhecimentos. (SMOLE et al, 2007, p. 10).

Além disso, uma jogada incorreta constitui uma oportunidade de intervencéao
do professor, “voltando-se para analisar os erros, ou seja, as acdes da crianca que
prejudicam o resultado almejado e as estratégias, isto €, no modo como sdo armadas
as jogadas visando ao objetivo final” (BRENELLI, 1996, p. 26).
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Em consonéncia com o exposto, € de extrema importancia a sequéncia de
Tarefas desenvolvida pelo professor em sala de aula que antecede a aplicacédo do
jogo, este que também se constitui numa importante Tarefa em Matematica.

Esta sequéncia de Tarefas tem por objetivo valorizar o conhecimento prévio
apresentado pelos alunos, podendo propiciar novos conhecimentos e
aprofundamentos em um dado conteddo matematico quando tratados juntamente ao
contexto de jogos matematicos.

Assim, o jogo aqui tratado como uma Tarefa de nivel elevado, ndo tem caréater
de substituir a apresentacado formal e cientifica de certo conteddo, mas sim de
potencializar as conversdes de Registros de Representacdes Semidticas e oferecer a
maior quantidade possivel de Tarefas dentro de um dnico sistema.

As ideias de Petty vem ao encontro de nossa proposta, ao afirmar que

jogar é uma das atividades em que a criangca pode agir e produzir seus
préprios conhecimentos. No entanto, nossa proposta ndo é substituir as
atividades em sala de aula por situacdes de jogos. (...) a ideia ser4 sempre
considera-los como outra possibilidade de exercitar ou estimular a construgéo
de conceitos e nocgdes também exigidos para a realizacdo de tarefas
escolares (Petty,1995, p.11).

Para além disso, 0 jogo propicia a troca de ideias e pontos de vista, 0 que
colabora para o pleno desenvolvimento do conhecimento. O confronto com as

oposicdes alavancam o pensamento critico das préprias ideias, uma vez que

sem a interacdo social, a légica de uma pessoa ndo se desenvolveria
plenamente, porque € nas situacdes interpessoais que ela se sente obrigada
a ser coerente. Sozinha podera dizer e fazer o que quiser pelo prazer e pela
contingéncia do momento; porém em grupo, diante de outras pessoas, sentira
a necessidade de pensar naquilo que dird, que fara, para que possa ser
compreendida (SMOLE et al, 2007, p. 11).

A escolha do jogo deve ser criteriosa e bem definida, ndo restando duvidas
aos jogadores, tdo pouco ao professor. As regras, bem como a eficacia da proposta
do jogo ndo sado atingidas ja na primeira jogada. Fazem-se necessarias varias
jogadas. Assim, o jogo deve gerar curiosidades e desenvolver o interesse dos alunos,
nao se apresentando como um simples jogo (o que n&o traria nenhum desafio aos
alunos) nem como um jogo complexo e inatingivel (0 que causaria a desisténcia dos
alunos).

De acordo com Grando, o jogo, quando de regras, trabalha com a deducéo,

implicando numa
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formulagdo logica baseada em um raciocinio hipotético-dedutivo, capaz de
levar os alunos a formula¢des de teste de regularidades e variacdes, controle
das condicbes favoraveis, observacao das partidas e registro, analise dos
riscos e possibilidades de cada jogada, pesquisar, problematizar sobre o jogo,
produzindo conhecimento (GRANDO, 2000, p. 16).

Uma proposta mais complexa, mas que permite utilizar os conhecimentos em
novas situacdes para estabelecer relacdes € solicitar aos alunos para que modifiquem
ou criem novas regras ou ainda inventem um jogo.

Em consonancia com Smole et al,

uma ultima forma de problematizar o jogo é pedir aos alunos que modifiquem
as regras, ou que inventem um jogo parecido com aquele que foi dado. Nessa
proposta, seré preciso que eles elaborem um plano sobre como o sera o jogo
e de quais recursos necessitardo para fazé-lo, criem regras, joguem 0s jogos
gue elaboraram, analisem as producdes uns dos outros e tenham tempo para
aprimora-las, de modo que qualquer pessoa que desejar possa jogar. Essa é
uma proposta mais complexa, mas permite aos alunos perceberem como
acontece a estruturacdo de regras, a relacéo delas com as jogadas e o seu
grau de complexidade, selecionar o conhecimento matematico necessario
para produzir as situacdes de jogo. E uma proposta que permite aos alunos
utilizarem seus conhecimentos em uma nova situagéo, estabelecendo novas
relacdes de significado para eles (SMOLE et al, 2007, p. 20).

Com isso, propomo-nos a elaborar um jogo com propriedades matematicas
ao final de toda a sequéncia de Tarefas, no qual o aluno, além de aplicar todo o
conhecimento desenvolvido até o0 momento, possa avancar ainda mais no conteudo
ao propor novas regras ao jogo.

Brenelli reforca esta importante ponderagéo, quando

ao construir ou inventar regras, observa-se a organizacdo de partida e a
pratica das mesmas. Ao jogar, segundo as regras, analisam-se as
coordenacdes do jogo e o0 modo como a crianga as compreende para obter
melhor desempenho (BRENELLI, 1996, p. 27).

Para o teorico Piaget, o jogo tem sua importancia no desenvolvimento social,
afetivo, cognitivo e moral, além de propor uma estrutura de jogos segundo as trés
formas basicas de assimilacéo, sendo elas o exercicio, o simbolo e a regra.

Na estrutura de exercicio, a crianca exercita as estruturas subjacentes ao
jogo, sem modifica-las, enquanto que na estrutura simbdlica, ocorre a representacao
simbdlica do objeto ausente. O jogo de regras engloba as duas estruturas, onde as
regras devem ser respeitadas mutuamente, podendo haver mudancas conforme a
necessidade do grupo.

Por outro lado, o jogo enquanto desenvolvedor social possibilita a participacao

e interacdo de todos os alunos, além da afetividade presente no ato de jogar. O jogo
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permite ao aluno se auto avaliar, conhecer seus limites e aceitar a derrota quando for
0 caso.

Neste ambiente, todos sdo chamados a participar, de modo a respeitar
agueles que ainda ndo se sentem confortaveis de executar o0 jogo. Assim, € importante
gue estes alunos sejam inseridos neste ambiente e possam cooperar com 0 momento.
Para isso, é importante que o jogo escolhido apresente alternativas de participacéo
para estes alunos, onde ele possa ser o monitor ou juiz do jogo, ou ainda que realize
0 registro das jogadas e pontuacdes.

Os registros existentes durante o jogo podem ser uma poderosa ferramenta
de avaliacao para o professor e para o préprio aluno, para que estes possam rever as
situacdes ocorridas durante o desenvolvimento lidico. O aluno pode rever suas
jogadas e repensar estratégias por meio dos registros ocorridos durante o jogo e, 0
professor, por sua vez, pode utilizar os registros para verificar o conhecimento e
realizar as intervencfes necessarias.

Logo, Grando teoriza que

a linguagem matematica, de dificil acesso e compreensao do aluno, pode ser
simplificada através da ag¢é@o no jogo. A construgdo, pelo aluno, de uma
linguagem auxiliar, coerente com a situacdo de jogo, propicia estabelecer
uma "ponte" para a compreensao da linguagem matematica, enquanto forma
de expressdo de um conceito, e ndo como algo abstrato, distante e
incompreensivel, que se possa manipular independentemente da
compreensdo dos conceitos envolvidos nesta exploracdo. O registro no jogo,
gerado por uma necessidade, pode representar um dos caminhos a
construgdo desta linguagem mateméatica (GRANDO, 2000, p.37).

O jogo, além de outros pontos positivos quando da sua aplicacdo em sala de
aula, possibilita o trabalho com os diferentes registros de representacdes de um
mesmo objeto matematico existente nas jogadas. Essas representacdes permitem a
existéncia de divergéncias entre os jogadores que s6 tendem a enriquecer o momento.

Smole sintetiza que

o trabalho com jogos € um dos recursos que favorece o desenvolvimento da
linguagem, diferentes processos de raciocinio e de interagéo entre os alunos,
uma vez que durante um jogo cada jogador tem a possibilidade de
acompanhar o trabalho de todos os outros, defender pontos de vista e
aprender a ser critico e confiante em si mesmo (SMOLE et al, 2007, p. 9).

De todo modo, utilizar a metodologia de jogos no contexto escolar tende a
somar e enriquecer a pratica pedagdgica, além de que poderia ser eficaz aos alunos

em dois sentidos, como



62

[...] garantir-lhe-ia, de uma lado, o interesse, a motivagéo, ha tanto reclamada
pelos seus professores, e, por outro, estaria atuando a fim de possibilitar-lhes
construir ou aprimorar seus instrumentos cognitivos e favorecer a
aprendizagem de contelidos. Muitas vezes, pela pobreza de oportunidades,
é-lhes imputado um fracasso que traca para elas um caminho de
desesperanca, evasao e repeténcia (BRENELLI, 1996, p. 28)

O jogo permite aos sujeitos vivenciarem as nocdes matematicas contidas na
acdo do jogo, onde o processo de conceituacdo matematica esta relacionado a
intervencao pedagdgica realizada pelo pesquisador e ndo apenas na simples acao do
jogo. Portanto, a aprendizagem néo esta no jogo, mas nas intervengdes pedagdgicas
realizadas pelo professor.

Para tanto, visto os beneficios que a teoria dos jogos em Matematica propicia
no ato do ensino e aprendizagem, elencamos 0s Jogos como parte integrante de
nossa pesquisa e principalmente como uma Tarefa aberta de grau elevado, a qual
pode (e deve) conter uma variedade de Registros de Representacdes Semidticas de
objetos matematicos e suas conversdes, além das regras que contemplem o contetdo
matematico estudado, afim de torna-lo um recurso pedagdgico que coloque o aluno
em Atividade.
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4 ASPECTOS METODOLOGICOS

Neste capitulo apresentamos o delineamento metodolégico da pesquisa,
destacando a classificacdo da mesma, os instrumentos utilizados para a coleta de
dados e os procedimentos para a sistematizacdo e analise, bem como os sujeitos

envolvidos nesta investigacao.
4.1 ABORDAGEM METODOLOGICA

Desenvolver um trabalho de pesquisa com pessoas obviamente difere-se em
muito ao realizar pesquisa sobre objetos. Ndo se resume somente a contagem e
tabulacéo de dados, ainda mais quando os sujeitos da pesquisa séo alunos e estao
inseridos em um cenario que requer atencao de todos. Os saberes inerentes da
educacdo sao muito complexos e oscilantes, com muitas variaveis que interferem no
processo de ensino e aprendizagem.

Neste sentido, nossa pesquisa se apresenta majoritariamente como
qualitativa, a fim de melhor compreender os fendmenos de estudo proposto neste
trabalho a partir das perspectivas dos alunos envolvidos, sujeitos desta pesquisa.

Na pesquisa qualitativa, h4 uma dinamica entre o mundo real e o sujeito da
pesquisa, ou seja, “um vinculo indissociavel entre 0 mundo objetivo e a subjetividade
do sujeito que ndo pode ser traduzido em numeros” (Prodanov, 2013, p. 70). A
interpretacdo e a atribuicdo de significados sdo elementos basicos neste processo,
nao requerendo necessariamente uso de técnicas e recursos estatisticos.

Segundo Prodanov (2013), na abordagem qualitativa, o ambiente é fonte
direta de coleta de dados, onde o pesquisador mantém o contato com o objeto de
estudos, necessitando assim de um trabalho mais intenso no campo. Esta abordagem
difere da quantitativa pois néo requer a necessidade de numerar e medir unidades,
muito embora possa ser realizado em consonéncia com as analises qualitativas.

Neste caso, 0 pesquisador € o professor da turma que, por meio do contato
direto com os sujeitos, realizou uma pesquisa-a¢ao, na qual o objetivo € avaliar se as
mudancgas realizadas na metodologia, bem como no tratamento do ensino dos
NUumeros Inteiros, provocardo melhorias no aprendizado dos alunos e
consequentemente podem refletir positivamente na pratica do professor, pois o
processo de construcdo da proposta metodolégica foi baseando no movimento de

acao-reflexao-agao.
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De acordo com Thiollent (1986),

a pesquisa-acdo é um tipo de pesquisa social com base empirica que é
concebida e realizada em estreita associagdo com um acdo ou com a
resolucdo de um problema coletivo e no qual os pesquisadores e 0s
participantes representativos da situa¢éo ou do problema estdo envolvidos
de modo cooperativo ou participativo (THIOLLENT, 1986, p. 14)

Na pesquisa-acdo, segundo o autor, os pesquisadores desempenham um
papel ativo na busca da solug&o dos problemas, no acompanhamento e na avaliagao
das acbes desencadeadas em fungdo do problema. Por meio dela é possivel estudar
dinamicamente os problemas, as decisfes, acbes, conflitos, tomadas de consciéncia
que podem ocorrer durante o0 processo.

Com isso, pode-se dizer que a pesquisa-a¢do ndo € engessada, muito pelo
contrario, seu planejamento € muito flexivel, “ha sempre um vaivém entre varias
preocupacdes a serem adaptadas em funcéo das circunstancias e da dinamica interna
do grupo de pesquisadores no seu relacionamento com a situagao investigada”
(THIOLLENT, 1986, p. 47). Logo, a pesquisa pode mudar seus rumos de acordo com
a coleta de dados e as reflexdes acerca dela.

Durante o periodo vigente de pesquisa, varias adaptacdes foram realizadas
no processo de coleta de dados, tais como inclusédo de novas Tarefas, adaptacdo de
outras j4 elaboradas e até mesmo a exclusdo de Tarefas inapropriadas para o
momento, visto que a pré-analise foi feita simultaneamente a aplicacdo das mesmas,
por se tratar de uma pesquisa no ambiente de ensino e aprendizagem.

Neste sentido, os instrumentos para a coleta de dados utilizados nesta
pesquisa foram constituidos de duas unidades principais: 0s registros escritos dos
sujeitos (alunos participantes) em Folhas de Tarefas e o Diario de Campo do
pesquisador. Os dados foram coletados em 24 encontros, totalizando 45 horas-aula,
no periodo de 07 de abril de 2016 a 17 de junho de 2016.

A analise seguiu um percurso, onde inicialmente consideramos duas
categorias prévias, os seguintes blocos de Tarefas: Introdu¢do aos Numeros Inteiros
e Tarefas de Operacdes com Numeros Inteiros. Apos a leitura flutuante j& foi possivel
perceber outras categorias emergindo das prévias, como veremos na organizacao das

Tarefas e posteriormente no capitulo de analise delas.
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4.2 LOCAL E SUJEITOS DA PESQUISA

A pesquisa foi desenvolvida em um Colégio que oferta o Ensino Fundamental
2 e Ensino Médio no municipio de Laranjeiras do Sul, Parana. O mesmo é um Colégio
da rede Estadual de Ensino e esta situado na regido central da cidade, pertencendo
ao Nucleo Regional de Laranjeiras do Sul.

A turma que participou da pesquisa € formada por 33 alunos regularmente
matriculados, com alto numero (pode-se dizer a maioria) de alunos que ja reprovaram
ao menos uma vez, nado necessariamente nesta série. Salvo esta particularidade, é
uma turma normal e tradicional como qualquer outra, apresentando situagbes
corrigueiras que ocorrem no ambiente escolar.

No gue diz respeito ao sucesso escolar, podemos perceber que a carateristica
da turma € bastante peculiar, apresentando sérios problemas de aprendizagem. Este
€ um dos fatos que nos motivou para a realizacdo desta proposta metodoldgica
pautada na diversificagcdo de Tarefas, uma vez que estas irdo apresentar diferentes
objetivos e niveis de dificuldade, possibilitando alcancar um maior nimero de alunos
frente as estratégias de aprendizagem.

Como a proposta foi organizada em blocos de Tarefas com objetivos definidos
e especificos para cada um, optamos em realizar a analise dos dados coletados com
0S sujeitos que participaram de todas as Tarefas propostas em cada bloco.

Isso significa, que de um modo ou outro, todos os alunos constituem-se como
sujeitos da pesquisa, uma vez que, por exemplo, determinado aluno podera
apresentar assiduidade em todas as Tarefas de um bloco e deste modo ser
considerado, por hora, um dos sujeitos da pesquisa, mas também podera apresentar
faltas na execucéo de Tarefas de outro bloco, e assim n&o ser sujeito da pesquisa.

Pelo fato da pesquisa ser gqualitativa, na qual o professor € o pesquisador, se
faz importante, portanto, considerar todos o0s alunos que sao participantes desta turma
COMo sujeitos da pesquisa, pois trata-se de uma pesquisa desenvolvida no ambiente
natural, sendo este a sala de aula, e todos os alunos compde este cenario, no qual as

auséncias fazem parte do cotidiano escolar.
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5 A PROPOSTA METODOLOGICA

Neste capitulo apresentamos o conjunto de Tarefas elaborado para compor
uma proposta metodolégica para o ensino dos Numeros Negativos, baseada na
premissa da diversificacdo de Tarefas e do transito entre diferentes Registros de
Representacdo Semiottica do objeto matematico em estudo.

A aplicacao desta proposta teve como publico alvo adolescentes com idades
entre 12 e 15 anos, os quais compde uma turma de 7° ano do Ensino Fundamental 2,
de uma escola estadual localizada no centro-oeste do Parana.

Dos 33 alunos que compdem a turma, apenas 14 deles estdo em idade/série
corretos. Estas informacdes foram obtidas a partir da coleta de dados realizada em
documentos oficiais (SERE — Sistema Estadual de Registro Escolar) disponibilizados
pelo Colégio.

Do total de alunos, 15 deles participam, em contra turno escolar, da Sala de
Apoio de Matematica, projeto do governo que visa reduzir os prejuizos causados pela
defasagem matematica ao longo da vida escolar.

O turno de frequéncia regular desta turma é matutino, sendo que as aulas de
Matematica somam 5 (cinco) horas/aula de 50 minutos cada durante a semana,
distribuidas da seguinte forma: 2 aulas na segunda-feira (1° e 3° horarios), 1 aula na
quinta-feira (4° horério) e 2 aulas na sexta-feira (1° e 2° horarios).

Em consonancia com a realidade escolar deste Colégio, uma pequena parte
€ oriunda do campo e utiliza transporte escolar para se deslocar até a cidade. O nivel
sécio econdémico dos alunos € predominantemente médio e baixo, sendo eles filhos
de profissionais liberais, agricultores, comerciantes e assalariados, e um pequeno
grupo de pais que possuem baixo nivel de escolaridade e depositam as esperancas
na educacao de seus filhos para garantir um futuro melhor a eles.

Para efetivacdo da pesquisa, serdo utilizadas as aulas regulares de
Matematica do periodo matutino, num processo continuo de cinco horas/aula
semanais durante 7 semanas (cerca de 35 horas/aula), salvo situa¢cdes em que hajam
atividades extraclasse que compde o cotidiano escolar.

No decorrer das aulas, os alunos, sujeitos desta pesquisa, responderam um
conjunto de questdes que compde cada Tarefa previamente pensada e elaborada pelo
professor pesquisador, de acordo com o0 andamento regular do conteido matematico
Numeros Inteiros. Estas Tarefas valorizam a diversificacdo dos Registros de
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Representagbes Semidticas e variagdo do grau de dificuldade, além de oferecer
momentos ludicos durante as aulas.

As Tarefas sdo explicativas e exemplificadas, onde por meio da leitura
reflexiva o aluno sera capaz de respondé-las. Cabe ao professor atuar como mediador
entre o objeto matematico em estudo e o aprendizado do aluno. Quando necessario,
e as Tarefas de grau elevado exigirem, o professor podera intervir no processo como
melhor convir.

O modo como os alunos aprendem, de acordo com nossa fundamentacéo
tedrica, resulta de dois fatores principais, a saber: a Atividade que realizam e a
reflexdo que atuam sobre ela. Assim, este conjunto de Tarefas visa colocar o aluno
em Atividade e reflexdo sobre a mesma, onde na oportunidade o conteudo ndo sera
apresentado de maneira tradicional centrada no professor.

Nesta proposta, o aluno, por meio de seus erros e acertos, buscara construir
seu conhecimento matemético sobre NuUmeros Inteiros. As Tarefas visam
prioritariamente a qualidade em detrimento da quantidade, sem deixar o formalismo
matematico que o tema exige. Esta premissa esteve presente durante toda a
investigacdo, desde a fase de exploragdo tedrica, desenvolvimento das Tarefas,
aplicacdo e analise das mesmas.

Para cada conjunto de Tarefas, as quais denominaremos por um periodo de
blocos de Tarefas, se fard necessario um momento reflexivo dialogado entre o
professor pesquisador e os alunos sujeitos da pesquisa. Neste momento, se fara as
ponderacdes sobre o0s erros e acertos dos principais topicos e se¢des que compde 0
bloco de Tarefas. Podemos dizer que este momento também se constitui numa
importante Tarefa de aprendizagem e reflexao.

A proposta metodoldgica contempla desde Tarefas cujo foco é a repeticéo
mecanica, que também tem seu objetivo na aprendizagem, até Tarefas abertas de
grau elevado, permeadas por dois momentos ludicos, onde os Jogos matematicos
entram em cena como uma Tarefa tdo importante quanto qualquer outra que compde
esta proposta.

Logo, esta proposta metodologica € bastante ambiciosa e apresenta uma
mescla dos varios tipos e niveis de Tarefas a fim de que ocorra um aprendizado

progressivo e significativo do conteudo proposto.
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5.1 A ELABORACAO DAS TAREFAS

O foco desta proposta metodologica € apresentar Tarefas diversificadas
quanto as duas dimensdes destacadas em Ponte (2014): o grau de desafio
matematico (nivel de dificuldade) e o seu grau de estrutura (organizacao da Tarefa
em aberta ou fechada), e que ao mesmo tempo possibilitem o transito entre os
diferentes Registros de Representacdo Semidtica envolvidos no estudo do objeto
matematico NUmeros Negativos.

Além disso, as dimensfes duracdo da Tarefa e relacdo com a realidade foram
consideradas ao longo da proposta, esta ultima que define haver ou ndo uma relacao
concreta com o0 objeto mateméatico em estudo. Esta relagédo € de extrema importancia,
visto que muitos objetos matematicos ndo devem ser relacionados com objetos
concretos e sim tratados formalmente com uma linguagem adequada ao nivel dos
alunos, assim como revela a Historia da Matematica.

Para elaborar as Tarefas, buscamos construi-las de modo a favorecer a
discusséo dos topicos abordados progressivamente sobre os Numeros Inteiros. Um
dos principais objetivos das Tarefas apresentadas € a reflexdo por parte do aluno,
onde este seja o0 protagonista de seu conhecimento e o professor seja um mediador
de fundamental importéancia, formando o tripé aluno, professor e conhecimento.

Neste sentido, ndo buscamos apenas apresentar o contelldo matematico,
mas sim favorecer a reflexdo e construir um conhecimento significativo e que possa
ser consolidado pelo aluno, buscando responder a questao proposta nesta pesquisa:
a diversificacdo de Tarefas, sob a perspectiva dos Registros de Representacbes
Semidticas e dos Obstaculos Epistemolégicos, pode contribuir para o ensino e
aprendizagem dos NUumeros Inteiros?

Com isso, evitamos apresentar em nossa proposta metodolégica Tarefas que
possam conduzir a obstaculos, de origem epistemoldgicas, de conhecimento ou até
mesmo obstaculos didaticos. Todavia, ndo extinguimos a possibilidade de que alunos,
num processo natural, encontrem obstaculos durante a resolucdo das Tarefas, os
guais serédo tratados como parte importante do processo escolar, para que o aluno
possa entrar em Atividade e superar tais obstaculos.

Diferente daquilo que possa parecer, nao iremos apresentar um acumulo de
exercicios variados, tratados mecanicamente, pois isso os livros didaticos e os

conteudos disponibilizados na internet suprem e muito bem esta opc¢ao. Enfatizamos
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ao leitor que esta diversidade de Tarefas ndo implica em mais um grande compéndio
de exercicios sobre o conteldo, mas sim uma diversidade de objetivos e
competéncias requeridos ao aluno durante a execucdo das mesmas.

Os niveis das Tarefas propostas sdo progressivos em acordo com as
variantes apresentadas por Ponte (1996, 2006) e a execu¢cao das mesmas exigem as
operacdes de conversédo e tratamento dos Registros de Representacdes Semioticas
que, se bem compreendidos pelo aluno, os colocard em Atividade, resultando em
conhecimento.

Esta proposta metodolégica ndo tem por objetivo desenvolver todo o contetdo
sobre Numeros Inteiros tradicionalmente desenvolvidos nesta série. Entendemos que
a execucao das quatro operacdes com Numeros Inteiros, se bem compreendidas pelo
aluno, é suficiente para alavancar novos conhecimentos em outros contetdos que 0s
exijam.

Procuramos tratar os Numeros Inteiros por meio da representacdo da Reta
Numeérica e o Principio de Extensdo dos Numeros Naturais, onde 0s numeros
Negativos sdo tomados como oposto simétrico dos Naturais. Evitamos apresentar
regras em que se exija a memoriza¢do: o aluno sera conduzido a generalizar as
propriedades formais deste conjunto.

As Tarefas foram pensadas e elaboradas anteriormente a sua aplicacao e
constituem uma proposta metodolégica sequenciada, visando atender as quatro
dimensdes destacadas inicialmente. Elas estdo prontas e formatadas para que o
professor leitor possa aplica-las enquanto proposta metodologica.

Além disso, classificamos cada Tarefa quanto as Atividades requeridas ao
aluno no momento de resolvé-las. Essas Atividades mobilizadas pelo aluno séo
cognitivas e internas, onde as Tarefas propostas pelo professor sdo a ponte de
mediacao entre o objeto matematico e conhecimento.

No que segue, apresentamos uma sequéncia de 25 Tarefas que, além do
objetivo de colocar o aluno em Atividade, valoriza momentos de discussao coletiva,
sobretudo a reflexdo do professor sobre sua metodologia e a andlise da real
aprendizagem.

O quadro abaixo mostra a organizacédo das Tarefas que propomos em dois
blocos principais, que traduz, sob nossa perspectiva, 0 ensino dos NUumeros Inteiros
nesta série. O primeiro bloco se desdobra em trés sec¢des, enquanto que o segundo

bloco se desdobra em quatro sec¢des, com as respectivas Tarefas:



70

BLOCO

SECAO

TAREFAS

Tarefas de
Introducéo aos

Inteiros

Tarefas de Reconstrucao Histérica e Reconhecimento dos

Inteiros

Tarefa 1
Tarefa 2
Tarefa 3
Tarefa 4

Tarefas de Compreensao e Representacao dos Inteiros

Tarefa 5
Tarefa 6
Tarefa 7

Tarefa 8

Tarefas de Comparacao entre os NUmeros Inteiros

Tarefa 9
Tarefa 10
Tarefa 11
Tarefa 12
Tarefa 13

Tarefas de
Operacdes com

Ndmeros Inteiros

Tarefas de Soma Simples com NUmeros Inteiros

Tarefa 14
Tarefa 15

Tarefas de Soma Complexa com NUmeros Inteiros

Tarefa 16
Tarefa 17
Tarefa 18
Tarefa 19
Tarefa 20

Tarefas de Multiplicagéo e Divisdo com Numeros Inteiros

Tarefa 21
Tarefa 22
Tarefa 23
Tarefa 24

Tarefa De Multiplas Operactes

Tarefa 25

Quadro 3: Organizacéo das Tarefas em Blocos e Secbes

Fonte: o autor
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5.2 TAREFAS DE INTRODUCAO AOS INTEIROS

Classificamos como Tarefas de Introducdo aquelas que permitem ao
professor adentrar no conteddo de numeros inteiros, fornecendo a base para o
primeiro contato dos alunos para com este conteudo, explorar os conceitos iniciais de
nameros negativos, tais como classificad-los, ordena-los, compara-los, entre outros
atributos dos numeros.

Acreditamos que o melhor modo de apresentar este novo conjunto aos alunos
nao seja diretamente por meio da exposi¢cdo, como tradicionalmente ocorrem nas
salas de aula — a exemplo do proprio autor, que por muitas vezes se utilizou desta
metodologia — mas de modo que o préprio aluno perceba a necessidade de existir um
novo conjunto que venha suprir calculos que até entdo nao lhes é possivel.

Assim, nossas primeiras Tarefas se desdobram em situacdes problemas que
favorecem o dialogo com a turma, resgatando o conhecimento prévio que sera
necessario e quebrando paradigmas que os alunos desenvolvem ao longo de sua vida

escolar até o presente momento.
5.2.1 Tarefas de Reconstrucao Histérica e Reconhecimento dos Inteiros

Este bloco € composto pelas Tarefas 1, 2, 3 e 4, onde o objetivo é oferecer ao
aluno a percepc¢éo da necessidade da existéncia de um conjunto numérico que atenda
situacdes de subtracdo onde o subtraendo € maior que o minuendo. Deste modo,
busca-se por meio das Tarefas 1 e 2 apresentar situacdes matematicas em que o
conjunto dos Numeros Naturais ndo consegue atender, afim de que os alunos
percebam a necessidade da existéncia de um conjunto que satisfaca as
impossibilidades de célculo.

Na Tarefa 3, os alunos irdo conhecer a Historia e formalizacdo dos NUumeros
Negativos e Numeros Inteiros, bem como as dificuldades encontradas pelos
matematicos antigos ao se deparar com situacdes semelhantes as reproduzidas
nestas Tarefas.

A Tarefa 4 constitui-se num momento de reflexao das trés Tarefas anteriores,
onde o professor podera apresentar 0s erros mais comuns que os alunos cometeram
e refletir para promover o aprendizado. Além disso, deve-se discutir as dificuldades

encontradas
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TAREFA 1 (Uma hora aula)

Esta Tarefa permite ao professor introduzir o conteddo de Numeros Inteiros
de modo indireto, menos impactante, pois conduzird os alunos a perceberem a
necessidade da existéncia de um conjunto de numeros diferente daqueles que ja
conhecem até entdo. Para isto, a situacdo problema aqui posta podera causar conflito
cognitivo aos alunos e requer a intervencao do professor para que eles percebam que
essas mesmas dificuldades ja foram saboreadas pelos povos de antigamente.

Esta Tarefa permitirA observar os Registros de Representacdes Semiodticas
do objeto matematico numero escritos pelos alunos, bem como as operacdes
envolvidas no desenvolvimento, além de verificar a capacidade de abreviacéo afim de

facilitar e economizar registros.

Tarefa Registros de Representagdes Semidticas
. ) Conversao: do registro escrito na linguagem
Tipologia: Problema ) S B
materna para o registro simbdlico numérico.
Grau de ‘?Qsaf'o Elevado Tratamento: dos registros simbdlico numérico,
matematico:
onde 0 mesmo se utilizar4 de um conjunto de
Grau de estrutura: Fechada

regras operatdrias para resolver as expressdes

Relacdo com a
realidade:

Sim convertidas.

Representagdes: Discursivas
Duracgéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais

Quadro 4: ClassificacOes da Tarefa 1
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor pode entregar a Tarefa aos alunos, sem fazer mencéo aos
nameros negativos, 0s quais deverdo resolver de acordo com sua leitura e
interpretacdo. No valor da nota do quinto aluno ficticio da Tarefa, podera haver
indagacdes dos alunos quanto a impossibilidade de resolugao.

O professor pode orientar aos alunos que resolvam de acordo com suas
interpretacdes, ja que o0 objetivo € justamente verificar como os alunos irdo enfrentar
e superar esta situacdo. Apos o término da Tarefa por todos, o professor deve recolher
e iniciar uma breve discussédo sobre as dificuldades encontradas na resolucdo da

mesma, sem corrigi-las, pois, isso sera feito ao final do bloco de Tarefas.
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Nome:

Analise a situacéo problema e resolva corretamente registrando seus calculos de

acordo com a representacao simbolico numeérica:

Ao elaborar uma prova de Matematica, o professor Juca decidiu modificar a
contagem dos acertos e erros apresentados pelos alunos. No cabecalho da prova
havia descrito: “Para cada questéo correta serd atribuida nota 2. Para cada questao
errada sera descontada nota 1. Para cada questdo sem responder, sera atribuida

nota zero”. Registre o calculo da nota final da prova de cada aluno:

1. O aluno Abrao acertou 10 questdes e

errou 12:

2. A aluna Bia acertou 8 questdes e

errou 5:

3. O aluno Chico acertou 5 questdes e

errou 1:

4. A aluna Dara acertou 10 questdes e
errou 12:

5. O aluno Ernesto acertou 1 questédo e

errou 5:

Vocé calculou a nota final das provas dos alunos. Para entregar as provas aos alunos,

o professor ordenou-as da maior nota para a menor:

6. Escreva a ordem que o professor entregou as provas aos alunos, de acordo com

as notas obtidas na prova:

7. Qual foi a diferenca de nota entre o aluno que apresentou melhor desempenho e

o aluno que apresentou pior desempenho?

8. Vocé notou alguma diferenca ou dificuldade ao resolver esta Tarefa? Explique:
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TAREFA 2 (Uma hora aula)

Esta Tarefa € semelhante a anterior, onde por meio desta o aluno deveréa
sentir a necessidade de haver um conjunto numerico que possa suprir a subtracéo de
um numero maior de um menor, resultando assim em um ndimero negativo. Para que
o aluno perceba esta necessidade, elaboramos uma situagcdo problema sobre o
tradicional jogo de Pega Varetas, onde cada cor de vareta corresponde a uma
pontuacéo ao final do jogo. Assim, havera jogadores que devem receber pontuagcao

negativa de acordo com as varetas coletadas durante o jogo.

Tarefa Registros de Representacdes Semidticas
) ) Converséo: do registro escrito na linguagem
Tipologia: Problema ) o B
materna para o registro simbdlico numérico.
Grau de quaflo Médio-Elevado Tratamento: dos registros simbélicos numéricos,
matematico:
onde o mesmo se utilizard de um conjunto de
Grau de estrutura: Fechada

regras operatdrias para resolver as expressoes

Relacdo com a
realidade:

sim convertidas.

Representacdes: Discursivas.
Duragéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 5: Classificacdes da Tarefa 2
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

A exemplo da primeira Tarefa, esta devera ser entregue aos alunos sem
relaciona-la aos numeros negativos, uma vez que buscamos verificar quais registros
e operacOes os alunos utilizardo ao realiza-la. Todavia, o professor devera explicar
sobre o0 jogo de Pega Varetas para que os alunos se contextualizem com a situagéo
descrita, visto que pode haver alguns que ndo o conhecem.

Os alunos poderdo questionar sobre a pontuacédo negativa obtida pelos dois
ultimos jogadores ou a impossibilidade de resolver a subtracdo, mas € importante que
0 professor os oriente para que reflitam sobre qual procedimento ou simbologia irdo
utilizar para atribuir a pontuacgéo no jogo, afinal em um outro momento seréo discutidas
estas situacoes. Esta Tarefa ndo devera ainda ser corrigida coletivamente, pois sera

realizada ao final do bloco de Tarefas.
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Nome:

O professor Jacé modificou um tradicional jogo, conhecido como Pega Varetas. O

modo de jogar continua 0 mesmo: os alunos devem retirar as varetas sem mover as

demais. Porém, cada cor de varetas tem uma pontuagdo ganha ou perdida no score

do jogador. Assim, cada cor de varetas:

Azul

Verde

Amarelo

Branco

Vermelho

Preto

Ganha 5

Ganha 2

Ganha 1

Perde 1

Perde 3

Perde 5

1. De acordo com a tabela de pontos atribuidos por cor de varetas, verifiqgue a

pontuacao de cada jogador ao final do jogo, registrando o calculo a partir das

varetas retiradas durante o jogo:

ALUNO Azul Verde Amarelo | Branco | Vermelho Preto
Amarildo 3 2 0 1 1
Bernardo 2 2 2 2 1

Camila 4 0 3 0 2
Danilo 3 1 2 2 4
Emilio 4 1 2 2 5

2. Escreva o nome dos alunos, em ordem decrescente, de acordo com o nimero

de varetas que cada um pegou:

3. Escreva o nome dos alunos, em ordem decrescente, de acordo com a pontuagao

obtida por cada um durante o jogo.
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TAREFA 3 (2 horas/aula)

Esta Tarefa trata da Converséo de registros na lingua materna para o registro
simbdlico numérico, na qual os alunos devem ler as frases propositalmente
envolvendo nameros negativos a fim de verificar se ele tomou ciéncia dos registros
corretos desses numeros, ainda que em caréater informal. A partir desta Tarefa e das
duas anteriores, a Histéria dos Numeros Inteiros podera ser exposta oralmente e/ou
com auxilio de recursos audiovisuais, comparando-os com as dificuldades que os
préprios alunos encontraram ao resolver as situacdes anteriores. Além da Historia,
neste momento € importante entdo formalizar a introdugcdo a este conjunto e
apresentando aos alunos os registros simbdélicos pertinentes a este inicio de contetudo.

Assim, esta Tarefa se classifica em:

Tarefa Registros de Representagdes Semidticas
Conversao: do registro escrito na linguagem

Tipologia: Exercicio _ S B
materna para o registro simbolico numérico.

Grau de desafio

. Reduzido - Médio Tratamento: ndo ha operacdo de tratamento
matematico:

dentro de um mesmo sistema de representagao.

Grau de estrutura: Fechada S .
Representagoes: Discursivas.

Relacdo com a
realidade:

Sim Registros: Monofuncionais.

Duracéo: 1 hora/aula

Quadro 6: ClassificacOes da Tarefa 3
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor deve entregar a Tarefa 3 aos alunos, ainda sem mencionar a
existéncia dos numeros negativos e a simbologia necesséaria para a correta
representacdo. Apos o término da Tarefa por todos os alunos, o professor deve
recolhe-las e iniciar a discussdo das principais dificuldades encontradas no
desenvolvimento das Tarefas deste bloco, a fim de prolongar a discussao sobre a
Historia dos Numeros Inteiros e as dificuldades na aceitacdo e formalizacdo deste
conjunto. ApGs o contexto historico, o professor devera formalizar os conceitos iniciais
deste conjunto, apresentando o titulo Nameros Inteiros, que sera objeto de estudo a
partir de entdo, bem como a representacdo simbdlica do conjunto e dos elementos, o
simbolo de menos utilizado como atributo do nUmero e como operacao, entre outros

conceitos.
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Nome:

Situacgéo

Registro Simbdlico Numérico

A temperatura média durante o verao no
Polo Sul é de menos trinta e cinco graus

Celsius!

No ultimo inverno, a temperatura atingiu

cinco graus abaixo de zero.

Minha geladeira esta programada para a
temperatura de dez graus Celsius

negativos.

A sensacdo térmica no Rio de Janeiro

chegou a quarenta e sete graus Celsius.

A temperatura das aguas de uma fonte
termal mineral € de quarenta graus

durante o verao.

O elevador do meu prédio levou-me ao

segundo andar abaixo do térreo!

Gastei todo meu dinheiro da Conta
bancéria e agora estou devendo mil e

duzentos reais ao banco!

A regido mais baixa do pais Holanda é de

seis metros abaixo do nivel do mar.

Estabeleci como meta que devo

emagrecer vinte gramas por dia.

A bolsa de valores registrou uma queda de
oito por cento na cotacao do doélar ao fim
do dia.
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TAREFA 4 (Uma hora aula)

Esta Tarefa se constitui na anélise e reflexdo das trés Tarefas desenvolvidas
anteriormente, as quais nao foram corrigidas simultaneamente as suas aplicacdes.
Entendemos que a analise do erro tem tanta importancia quanto a analise do acerto,
pois se constitui num rico momento que pode gerar conhecimento. A discussao e troca
de informagfes podera enriquecer este momento, onde os alunos apresentam suas
respostas verbalmente aos colegas e, com intervencao do professor, podera ocorrer
a ampliacdo das noc¢des dos Numeros Inteiros a todos os alunos. Faz-se necessario
a pratica do professor orientar a turma quanto a necessidade da reflexdo do erro em

Matematica e a importancia de discuti-lo coletivamente.

Tarefa Registros de Representagdes Semiobticas
. . o L Conversao: bilateral entre registros escritos na
Tipologia: Exercicio de Fixagéo . ) o
linguagem materna, registros  simbdlico-
Gral de Qe_saﬁo Reduzido numeéricos e registros gréficos;
matematico:
Grau de estrutura: Fechada Tratamento: onde o aluno se utilizara de um

conjunto de regras operatérias dentro de um

Relacdo com a

realidade: Sim sistema de registro de representacdo semidtica.

Representacdes: Discursivas

Duragao: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais

Quadro 7: ClassificacOes da Tarefa 4
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor devera observar atentamente as respostas apresentadas pelos
alunos nas trés Tarefas aplicadas até o momento, atentando-se para 0s erros mais
frequentes e as colocacgdes mais pertinentes do ponto de vista de nossa pesquisa. A
reflexdo e exposicédo dos principais fatores podera ser coletiva e os alunos podem

participar da construcdo dos elementos que irdo surgindo durante a corregao.
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5.2.2 Tarefas de Compreensao e Representacao dos Inteiros

Este bloco é composta pelas Tarefas 5, 6, 7 e 8 nas quais o0 objetivo geral é
contextualizar o conteudo dos Numeros Inteiros, esperando a compreensao e
aceitacdo desta nova classe numérica. Assim como na Historia da Matematica, é
possivel observar que os alunos evitam manipular os nUmeros deste conjunto. Assim,
visamos que 0s alunos consigam transpor conhecimentos ja consolidados e avancem
na busca pela estabilidade cognitiva.

Na Tarefa 5 os alunos deverdo, a partir da apresentacdo historica e da
discussao das Tarefas anteriores, elaborar contextos a partir do registro escrito na
linguagem materna e posteriormente em registros simbdlicos numéricos, que se
facam presentes os Numeros Inteiros. Também deverao elaborar situacdes escritas
para Numeros Inteiros fornecidos na Tarefa.

A Tarefa 6 dispbe da representacdo grafica de termdmetros, nos quais a
escala termométrica € o Celsius. Neles, ha registros de nUmeros positivos e negativos,
afim de que o aluno os observe, colete os dados, processe-o0s e responda as questoes.

A Tarefa 7 também tem base nos registros graficos do termémetro, mas as
guestdes sao do tipo qualitativas, onde busca-se a reflexdo do aluno acerca dos
nameros negativos comparados aos positivos, processo que ocorre a partir da
observacdo e andlise dos registros presentes no termdémetro, associado ao
conhecimento empirico do aluno sobre temperatura e sensacao térmica. Também se
busca com esta Tarefa introduzir a importancia do zero sobre a reta vertical e a
qualidade dos numeros acima e abaixo do zero.

Por fim, a Tarefa 8 consiste numa analise sobre as Tarefas anteriores por
meio da discussédo direta com os alunos sobre os novos conceitos, as dificuldades
encontradas e o conhecimento desenvolvido por meio delas. E importante que o
professor conduza esta discussao com énfase na importancia do erro em Matematica

e posteriormente a reflexdo do mesmo.
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TAREFA 5 (1 hora/aula)

Esta € uma Tarefa que se constitui como um exercicio de fixagdo, onde os
alunos poderdo associar situacfes cotidianas aos Numeros Inteiros, a partir da
Historia dos Numeros Negativos apresentada pelo professor e a reflexdo das Tarefas
do primeiro bloco. Os alunos precisam compreender que o Conjunto dos NUmeros
Inteiros surgiu a partir da necessidade humana, mas sua simbologia e formalizac&o
demorou a se concretizar.

Esta Tarefa é simples mas requer mobilizacdo de conhecimentos por parte
dos alunos, e a socializacdo dos exemplos produzidos por eles pode trazer maior
familiaridade com o novo contetdo que irdo estudar nas préximas aulas, além de que
ird valorizar o conhecimento prévio do aluno.

Podemos caracterizar esta atividade, do ponto de vista:

Tarefa Atividade
) _ . Converséo: bilateral do registro escrito na
Tipologia: Exercicio ) ) ) )
linguagem materna para o registro simbdlico
Grau de Qgsaflo Reduzido NUMErco.
matematico:
Tratamento: ndo ha operacdo de tratamento
Grau de estrutura: Fechada

dentro de um mesmo sistema de registros de

Relacdo com a
realidade:

Sim representacdes semidticas.

Representa¢Bes: Discursivas

Duragéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais

Quadro 8: ClassificacGes da Tarefa 5
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor pode realizar a leitura do enunciado juntamente com os alunos,
para que ndo haja duvidas quanto ao registro simbdlico numérico que os alunos
deverdo escrever. Se necessario for, o professor podera se utilizar de um exemplo de
Conversdo, pois esta operacéo € uma das bases para promover o aprendizado.

E importante observar que esta Tarefa exige a Conversdo Bilateral dos
registros envolvidos, isto é, permitira com que o aluno converta registros da linguagem
materna para registros da linguagem simbdlico numéricas, e da linguagem simbalico
numeérica para a linguagem materna. Este tipo de conversao de duas vias é importante
para haver a consolidacédo do conhecimento matematico. Ao final, € necessario corrigir

coletivamente a Tarefa afim de que ocorra a troca de informacdes e conhecimento.
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Nome:

1. Crie trés situacdes tomadas como exemplo de onde podemos empregar 0 uso

dos numeros negativos. Depois, escreva o0 registro simbdlico numérico que

traduz a situacéo descrita:

Situacéo

Registro Simbolico Numérico

2. Neste item, vocé deve inventar um contexto (uma situacdo) que envolva os dois

nameros a seguir: cinco e menos trés.

3. Com base no que vocé estudou até 0 momento, ao se deparar com um calculo

do tipo 2 — 5, vocé classifica como sendo possivel resolver esta situacédo?

Justifique sua resposta.
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TAREFA 6 (1 hora/aula)

Esta é uma Tarefa de Conversdo de Registros, na qual o aluno precisa
associar o registro simbdlico numérico com o registro grafico. Neste contexto, os
termbémetros podem representar a reta numerica, afim de que o aluno compreenda a
ideia de continuidade e organizacdo da mesma. Além disso, esta Tarefa valoriza as
operacfes mentais envolvendo os Numeros Inteiros, embora o aluno ainda nao
domine nenhuma operacao neste campo de conteudo, mas por meio da Converséo
de registros o mesmo podera responder as questdes associadas aos termémetros.

A classificagédo desta Tarefa se resume em:

Tarefa Atividade

i , Converséao: do registro de representagéo grafica
Tipologia: Problema . . .
e registros escritos na linguagem materna para o

Grau de desafio

. Elevado registro simbdélico numérico.
matematico:
Tratamento: operagdo realizada entre o0s
Grau de estrutura: Fechado . T -
registros simbdlico numéricos, que representam
Relacdo com a Sim temperaturas.
realidade: ~ . :
Representacdes: Discursivas;
Duracao: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais;

Quadro 9: ClassificacGes da Tarefa 6
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Ao entregar esta Tarefa aos alunos, o professor pode salientar, conforme
Tarefa anterior, que uma das aplicagbes dos Numeros Inteiros € as escalas de
temperatura. Logo, os desenhos que compdes esta Tarefa sdo termdmetros que
servirdo de base para a correta resolucao desta.

O professor deve propor aos alunos a realizacdo individual a partir de suas
interpretacdes, pois as Conversdes dos Registros existentes nesta Tarefa sdo de
fundamental importancia para a compreensédo dos Numeros Inteiros.

Alguns alunos apresentardo dificuldade ao realizar a diferenca entre as
temperaturas registradas no termémetro, principalmente aqueles que envolvem
temperaturas representadas por numeros negativos. Salientamos que o0 erro
matematico faz parte de um processo importante e necessario ao estudo dos
conteudos, os quais podem ser discutidos com a turma durante a correcao coletiva

desta Tarefa.
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Nome:

esta medindo:

O desenho abaixo mostra seis termémetros que marcam diferentes temperaturas,
em grau Celsius (°C). Abaixo do desenho, descreva a temperatura que cada um

Agora que vocé observou o registro das temperaturas que cada termdémetro esta

medindo, organize-os de forma crescente, ou seja, do termdmetro que registrou menor

temperatura até o que registrou maior. Para isso, utilize o registro simbdlico numérico

gue representa cada temperatura:

Ainda com base nos termémetros, observe e responda qual é a diferenca de

temperatura entre os termémetros:

AeB AeC AeD AeE AeF
BeC BeD BeE BeF CebD
CeE CeF DeE DeF EeF
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TAREFA 7 (1 hora/aula)

Nesta Tarefa trataremos novamente da operagéo de Conversao dos registros
e a interpretacdo dos mesmos. O objetivo é a introducéo e a organizacao dos Numeros
Inteiros reta numérica. Com esta introducdo, sera possivel explorar a sequéncia
numérica e a comparagdo entre os numeros, tratar da igualdade (ou diferenca) de
nameros de acordo com o sinal que antecede o numero, bem como realizar o
tratamento da reta e sua disposicao grafica (horizontal ou vertical).

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade

. _ 5 Converséo: do registro de representacéo gréfica
Tipologia: Exploragéo ) _ _
e registros escritos na linguagem materna para o

Grau de desafio

o Reduzido registro simbélico numérico.
matematico:
Tratamento: operagdo realizada entre o0s
Grau de estrutura: Aberto : T L
registros simbolico numéricos, que representam
Relacdo com a Sim temperaturas.

realidade: ~ . .
Representacdes: Discursivas;

Duragéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 10: ClassificacGes da Tarefa 7
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Por meio da Tarefa anterior, o aluno ja desenvolveu condi¢cdes de
contextualizar os NuUmeros Inteiros ao cotidiano, principalmente com escalas
termométricas. Logo, podera ser de imediato a Conversao da reta numérica presente
na Representacdo grafica de um termémetro para a Representacdo grafica de um
segmento de reta numeérica ordenado, o qual utilizaremos como principal base de
apoio nessa Proposta Metodologica. Assim, € necessario ao aluno a compreensao
deste elemento grafico e geométrico para o desenvolvimento das demais Tarefas.

O professor pode orientar aos alunos quanto a representacdo vertical e
horizontal da reta e que esta disposicdo espacial ndo altera a interpretacdo dos
Numeros Inteiros. Além disso, é importante lembrar que a reta dos NUumeros Inteiros
apresenta sentido bilateral, ou seja, as flechas devem ser orientadas para ambos

sentidos da reta, o que garantira observar a continuidade numérica.
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Nome:

Vocé ja observou que o0s termdmetros
representam de certa forma uma reta
numérica, onde nela aparecem os nameros

positivos, 0s negativos e o zero?

Com base nesta observacado, responda as

guestdes abaixo:

°C
120-
100-
80 -
60 -
40 -
20-
=
-20-
-40-

——i

.

°C :

120+
100 ==

804
60
404
204
o4
-20==
-30-1-

a) O numero 20 e o numero —20 sédo iguais? Justifiqgue sua resposta.

b) De acordo com a sua resposta anterior, qual nimero € maior: 40 ou —407?

Justifique.

c) E entre os numeros — 5 e 20, qual deles é maior? E entre — 5 e — 20? Por que?

d) Quantos nimeros existem no sentido positivo da reta? Por que?

e) Qual o significado do zero nesta reta numeérica?

f) Quantos numeros existem no sentido negativo da reta? Por que?

g) Ha algum outro modo de representar esta mesma reta numérica? Desenhe esta

possibilidade.




86

TAREFA 8 (Uma hora/aula)

Esta Tarefa se constitui em um momento de andlise e reflexdo das Tarefas
desenvolvidas anteriormente e o resgate dos principais conceitos apresentados até o
momento. E importante que os alunos participem ativamente e colaborem com
exemplos e experiéncias ocorridas durante a execucao das Tarefas. Assim se faz um
momento rico de didlogo onde os alunos podem aprender com 0s préprios colegas
sob a orientacéo do professor.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
) . o L Converséo: bilateral entre registros escritos na
Tipologia: Exercicio de Fixagdo ) _ .
linguagem  materna, registros  simbolico
Grau de quaflo Reduzido numeéricos e registros graficos;
matemaético:
Tratamento: onde o aluno se utilizara de um
Grau de estrutura: Fechada

conjunto de regras operatérias dentro de um

Relacdo com a
realidade:

sim sistema de registro de representacéo semiotica.

Representagbes: Discursivas;

Duragéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 11: ClassificacGes da Tarefa 8
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

E necessario ao professor observar atentamente as respostas apresentadas
pelos alunos nas trés Tarefas aplicadas até o momento, apontando 0s erros mais
frequentes e as colocac¢des mais pertinentes do ponto de vista de nossa pesquisa. A
correcdo deverd ser coletiva e os alunos devem participar da construcao dos conceitos

que irdo surgindo durante a correcao.
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5.2.3 Tarefas de Comparacédo entre os Numeros Inteiros

Neste bloco de Tarefas, o principal objetivo € a comparacgédo e classificacao
de maioridade entre os Numeros Inteiros, afim de que o aluno construa a ideia linear
deste conjunto quando disposto em uma reta, seja ela horizontal ou vertical. Esta
proposta se desdobra nas Tarefas 9, 10, 11 e 12.

A Tarefa 9 apresenta 0s primeiros conceitos de comparacdao entre o0s
Numeros Inteiros por meio da ideia intuitiva que pode se desenvolver a partir do
registro grafico do termdémetro. Assim, o aluno estara realizando operacfes, mesmo
que implicitamente, com NUmeros Inteiros presentes na reta.

Na Tarefa 10, mediante orientacéo do professor, os alunos deverdo desenhar
uma reta numérica horizontal, separando os nimeros positivos e negativos, além de
evidenciar o elemento neutro central: o zero. O professor pode intervir afim de
destacar que ha um sentido tradicional para dispor os niumeros, mas a reta pode
apresentar sentido oposto sem perda de generalidade. Assim, os alunos poderéo
definir os nimeros antecessores e sucessores de inteiros fornecidos na Tarefa, além
de ordenar um conjunto de numeros inteiros quaisquer fornecido.

A Tarefa 11 consiste na analise e comparacgdo entre os Numeros Inteiros. Para
isso, os alunos podem se utilizar dos registros simbdélicos tradicionais na comparacao
de numeros, tais como o simbolo de maior que, o simbolo de menor que, o simbolo
de igual. Para realizar esta comparacdo, o aluno pode se basear na reta numérica.

Na Tarefa 12 os alunos estudaréo, sob orientacdo do professor, importantes
conceitos que serdo usados em Tarefas que envolvem operacbes com Numeros
Inteiros, tais como modulo e oposto de um Inteiro. Este ultimo conceito € a base para
realizar calculos com dois ou mais sinais, onde tradicionalmente é aplicada a regra de
sinais.

Por fim, a Tarefa 13 se constitui num momento reflexivo onde se busca discutir

coletivamente os principais conceitos estudados neste bloco de Tarefas.
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TAREFA 9 (1 hora/aula)

Esta Tarefa consiste na comparagdo de numeros que representam
temperaturas no registro grafico do termémetro. O aluno precisa inferir que o simbolo
de menos torna o nUmero menor que o zero e, portanto, menor que qualquer positivo.
Assim, o objetivo € fazer com que o aluno elabore suas préprias conclusdes sobre a
comparacao de Numeros Inteiros, para que estas inferéncias sejam generalizadas e
formalizadas pelo professor.

Esta Tarefa se classifica de acordo com a tabela abaixo:

Tarefa Atividade
. . . Converséo: do registro de representacgao gréafica
Tipologia: Exercicio
. e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Reduzido _ _ _ _
matematico: uzi registro simbélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relagdo com a registros simbolico numeéricos.
. ) Sim N R . . .
realidade: Representacdes: N&o Discursivas; Discursivas;
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 12: ClassificacGes da Tarefa 9
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor pode entregar esta Tarefa aos alunos e inferir, por meio do
registro grafico que representa o termdémetro e a reta numeérica implicita a ele, que os
nameros cujo simbolo de negativo o0 antecedam, o torna menor que O zero e
simultaneamente menor que 0s positivos.

O aluno deverad compreender que, para um dado numero qualquer sobre a
reta numérica vertical, todos 0s nimeros que se encontram acima deste sao maiores
e 0S que se encontram abaixo serdo menores que o0 numero observado.

O professor ndo deve revelar de imediato esta generalizacdo aos alunos, e
sim, conduzir os mesmos para que eles possam generalizar suas propriedades de
comparacao entre numeros positivos e negativos. Isso deve ocorrer por meio da
corregcdo coletiva e reflexiva desta Tarefa, procurando construir o0 conhecimento

significativo do aluno.
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Nome:
Com base no termbmetro da Tarefa °Cc oC :
anterior e a reta numérica, é possivel 128 120F
. 100~ 100 ==
comparar numeros. a2 sl
Assim, observando o desenho ao lado, 60 - 60
responda as questdes que seguem para o R
20- 20 ==
elaborar uma concluséo. gt od
-20- -20==
1. Qual nimero é maior? Responda e o -401
justifique sua resposta: 5
a) 60 ou 20? b) 20 ou 07?
c) —20 ou 0? d) 20 ou —407?
e) 40 ou —407? f) —20 ou —407?
g) —7 ou—8? h) —4 ou 12?

A partir desta Tarefa é possivel observar uma regra, uma generalizagdo para

definir quando um ndmero € maior que outro. Escreva sua conclusao para

generalizar:
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TAREFA 10 (1 hora/aula)

Esta € uma Tarefa que envolve a operacdo de Tratamento, onde o aluno
devera compreender que a reta numeérica disposta na horizontal tem significado
matematico equivalente a reta numérica disposta na vertical, para efeito de
comparagdes numericas.

Nela, os alunos também precisardo converter 0s registros graficos em
registros simbadlico-numéricos afim de compara-los. O aluno precisa perceber as
principais diferencas entre o conjunto ja conhecido (Naturais) e o hovo conjunto que
esta sendo explorado (Inteiros), principalmente no que diz respeito ao significado do
zero em ambos 0s conjuntos. Os Naturais tém inicio no zero, assim ndo havendo
antecessor para ele, enguanto que os Inteiros ndo apresentam inicio, assim havendo
antecessor para o zero. Além disso, esta Tarefa proporciona um aprofundamento para
gue o aluno compreenda que -4 € maior que - 5, por exemplo, ou de modo genérico,
que - x <-x +1.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . nversao: registr repr ntacao grafi
Tipologia: Problema Conversdéo: do registro de representagéo grafica
- e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Elevad 9 guag P
matematico: evado registro simbélico numérico.

Grau de estrutura: | Fechado e Aberto (misto) | Tratamento: operacdo realizada entre os
registros simbdlico numeéricos.

Relacdo com a N&o
realidade: Representagdes: N&o Discursivas; Discursivas;

Duracéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 13: Classificacbes da Tarefa 10
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor podera conduzir os alunos a realizagdo do desenho da reta
numeérica horizontal, até por que esta é a primeira Tarefa onde os alunos deverao
registrar suas proprias retas numéricas. E importante ressaltar que a propor¢éo entre
0s numeros adotada pelos alunos deve ser mantida entre todos os numeros da reta,
e que esta distancia entre os niumeros nao interfere na resolucdo da Tarefa. Apos a
elaboracdo do desenho, o professor deve relembrar os conceitos de antecessor e
sucessor para que os alunos possam desenvolver a Tarefa sozinhos e corre¢céo pode

se dar coletivamente.
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Nome:

1. Desenhe uma reta numérica horizontal de nimeros inteiros, a partir do —10 até

o 10:

2. Para responder esta atividade, vocé deve lembrar o conceito de antecessor e

sucessor de um numero. Responda com cuidado:

Antecessor NUmero Sucessor Antecessor NUmero Sucessor
3 -5
8 -8
10 -10
1000 -29
0 -100
-2 -299

3. O antecessor é sempre um niimero menor que o nimero analisado? E o sucessor,

€ sempre maior? Responda e cite um exemplo para cada questdo, com base na

Atividade anterior:

4. A reta numérica foi importante em algum momento na resolugédo desta Tarefa?

Justifique:

5. Ao trabalhar com antecessor e sucessor neste conjunto de numeros, hd uma

diferenca quando comparamos com os Numeros Naturais. Vocé observou esta

diferenca? Qual?
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TAREFA 11 (1 hora/aula)

Neste momento, continuaremos explorando a reta numérica horizontal, que j&
esta registrada na propria estrutura da Tarefa, a qual tem por objetivo avaliar se o
aluno estabeleceu relacdo de maioridade entre os Numeros Inteiros, além de verificar
se esta atento aos registros de comparacgéao e atribuindo corretamente o sinal no que
antecede 0s numeros.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
Tipologia: Problema Conversao: do registro de representagéo grafica
Graude cjgsafio nde e re-g|stro-s es,cl-mtos na I|’n.guagem materna para o
matematico: registro simbadlico numeérico.
Grau de estrutura: Eechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relac&o com a sim registros simbolico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas; Ndo Discursivas.
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais; Multifuncionais.

Quadro 14: Classificacbes da Tarefa 11
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor podera explicar que, do modo como a reta esta desenhada
(sentido convencional), um numero é sempre maior que qualquer outro a sua
esquerda. Além disso, devera revisar a aplicacdo dos simbolos comparativos “maior
que” e “menor que”, ou ainda “igual”’, bem como a escrita e leitura da sentenca
matematica de comparacdo na linguagem materna. Por fim, estdo dispostos
desordenadamente os numeros de zero a nove, com 0s sinais de positivo e negativo
gue os antecedem. O objetivo é verificar se 0 aluno compreendeu a qualidade do sinal
negativo que antecede o numero, que o torna menor que 0s positivos. Além disso,
verificar a capacidade de ordenacdo destes numeros em qualquer ordem que seja
necessario. A correcdo pode ocorrer coletivamente afim de se utilizar dos exemplos

fornecidos pelos alunos, valorizando assim o conhecimento prévio dos mesmos.



93

Nome:
1. Com base na reta numérica, estabeleca comparacao entre 0s numeros por meio
dos simbolos < (menor que), > (maior que) ou = (igual) :
|
Meqg ativos I Fositivos
-+ ' >
P S O A Oy Fy S Sy By ) R B S S B E
40-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 8 § 7 & 9 10
|
5.......... 8 7o, 2 6.......... +6 3. 0
O.......... 1 0.......... -1 -5.......... 0 - 3. 3
-8.......... 2 -1.......... -4 -0.......... 0 -50.......... 20
-20.......... 20 -60.......... -40 | -26.......... 0 200........ -1000

2. Atribua um sinal (<, > ou =) de comparac¢ao nas seguintes situacoes e escreva por
extenso a sentenca matematica. Depois, justifique que critério usou para a escolha

do sinal com base na reta numérica:

a) 17 ........... +17 d) O........... 17
b) =17 ........... 17 e) 0....... -17
€) 0 oevene -0 f) =0 . -17
CRITERIO:

3. Ordene os numeros em ordem crescente (do menor para 0 maior):
6 -4 3 -8 -1 2 0 9 -5 -7

4. Ordene 0s nimeros abaixo em ordem decrescente:
-20 45 -5 15 - 40 0 -10 25 30 35
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TAREFA 12 (1 hora/aula)

Esta Tarefa tem o objetivo de verificar a capacidade do aluno compreender
gue a auséncia do registro simboélico numérico sobre uma marcacéo na reta nao exclui
0 objeto numérico daquele local. Isso também esta relacionado com o conceito de
continuidade numérica da reta e o infinito. Para isso, o aluno deve compreender que
cada letra sobre a reta representa um namero. Contudo, o aluno aprendera a calcular
a distancia entre dois pontos sobre a reta e o conceito de médulo, ambos importantes
para a compreensao de elemento oposto.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
Tipologia: Investigacaio Converséo: do registro de representacgéo gréafica
Graude qle_safio — e re'glstro.s es,ctrltos na Il,n.guagem materna para o
matematico: registro simbdélico numérico.
Grau de estrutura: Aberto Tratamento: operacdo realizada entre o0s
Relacao com a No registros simbdlico numeéricos.
realidade: Representagdes: Discursivas.
Duracao: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 15: ClassificacGes da Tarefa 12
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor podera explicar que as letras dispostas sobre a reta numérica
representam nimeros ausentes, e assim 0s alunos precisam relacionar cada letra na
ao seu respectivo representante numérico disposto logo abaixo. O aluno também
devera verificar quais niameros nao foram registrados na reta numerica.

Depois, o professor devera exemplificar uma situacdo de distancia entre dois
pontos quaisquer na reta, e mencionar que o valor atribuido para a distancia ndo deve
ser negativo, por se tratar de um comprimento. Assim, conceituar o modulo de um
namero e a relagdo com numeros opostos.

Por fim, os alunos precisam realizar trocas de varios sinais por um sinal
equivalente, o que pode ser compreendido por meio do conceito de elemento oposto.
Se necessario, 0 professor podera intervir com um exemplo. Apdés o término desta

Tarefa podera ocorrer a correcao coletiva.
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Nome:

Na reta numérica a seguir, alguns nimeros estao ausentes e sendo representados

por letras:

F B C A E D

_inilll_ljllII&fIIIéII1I16

1. Associe corretamente cada numero disposto abaixo com cada letra presente na

reta numeérica acima:

9 -7 2 -9 -3 6

2. Agora, verifique qual(is) numero(s) néo foram representados, entre:

FeB BeC CeA AeE EeD

3. Nesta atividade, vocé devera usar o conceito de médulo, ou seja, a distancia do
namero até o zero, na reta numérica. Logo, verifique o médulo dos numeros
representado por:

A B C D E F

Dois numeros sdo chamados de opostos (ou simétricos) quando o médulo de ambos
€ igual.

Por exemplo, o0 médulo de +3 € igual a 3. O modulo de —3 também ¢é igual a 3.
Portanto, os numeros +3 e —3 possuem o mesmo moédulo e sdo chamados de
0pOoStos ou simeétricos.

4. Com base na reta numérica, obtenha o oposto de cada numero:

7 +8 0 -5

-1 -6 25 -10

O sinal de menos é utilizado para simbolizar o oposto de um namero. Por exemplo,
0 oposto de 8 é —8. O oposto de —7 é —(—7), que na reta numérica € representado

pelo +7. Agora, simplifique os sinais e determine o0 oposto em cada situagéo:

—(=2) = —(-5) = —(—(=3) = —(—(=7) = —(—(-=(-4))) =
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TAREFA 13 (Uma hora/aula)

Esta Tarefa se constitui em um momento de analise e reflexdo das Tarefas
desenvolvidas anteriormente e o resgate dos principais conceitos apresentados até o
momento. E importante que os alunos participem ativamente e colaborem com
exemplos e experiéncias ocorridas durante a execucao das Tarefas. Assim se faz um
momento rico de dialogo onde os alunos podem aprender com os préprios colegas
sob a orientacéo do professor.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . . Converséo: do registro de representacgéo gréafica
Tipologia: Exercicio
- e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Reduzido g guag P
matematico: registro simbdélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relaco com a No registros simbaolico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas; N&o Discursivas;
Duracao: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 16: ClassificacGes da Tarefa 13
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

E necessario ao professor observar atentamente as respostas apresentadas
pelos alunos nas quatro Tarefas aplicadas até o momento, apontando os erros mais
frequentes e as colocac¢des mais pertinentes do ponto de vista de nossa pesquisa. A
correcdo devera ser coletiva e os alunos devem patrticipar da constru¢éo dos conceitos

que irdo surgindo durante a correcao.
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5.3 TAREFAS DE OPERACOES COM NUMEROS INTEIROS

Entendemos por Tarefas de operag¢des aguelas em que o aluno, j& superado
a fase inicial de compreenséo e aceitacdo dos Numeros Inteiros, bem como havendo
o dominio dos conceitos necessarios a esta etapa, desenvolvera as quatro operacdes
bésicas envolvendo os nimeros deste conjunto. Assim, ndo nos aprofundaremos nas

demais operagfes que possam surgir, pois demandam dessas quatro iniciais.
5.3.1 Tarefas de Soma Simples com NUmeros Inteiros

Nesta categoria de Tarefas, n0sso objetivo é realizar as operagdes simples de
soma (adicao e subtracdo) com NUumeros Inteiros. Estamos, num primeiro momento,
interessados nas somas que nao exijam regras de sinais, as quais denominamos
nesta pesquisa de somas simples.

Buscaremos resolver a Tarefa 14 por meio de deslocamentos sobre a reta
numeérica. N&o trataremos, ao menos nesse momento, do modelo comercial
(associacao das operacdes com as palavras de lucros e dividas), por entendermos
gue pode causar obstaculos didaticos quando ele é trabalhado prioritariamente.

Na Tarefa 15 buscamos nos aprofundar na propriedade de comutatividade da
soma, afim de melhor resolver situacdes com Numeros Inteiros. Como optamos em
tratar da soma por meio do modelo geométrico (deslocamentos sobre a reta
numérica), observamos que a aplicacdo da comutatividade pode diminuir os
comprimentos de deslocamentos sobre a reta.

Por exemplo, na soma —2 + 15, o aluno devera iniciar o deslocamento a partir
do numero —2 sobre a reta, e se deslocar 15 unidades para o sentido positivo (direito).
Mas, por meio da aplicacdo da propriedade de comutatividade, a soma anterior é
equivalente a +15— 2, e desta forma o aluno deve compreender que iniciar4 o
deslocamento a partir do nimero 15 sobre a reta e se deslocara apenas 2 unidades

no sentido negativos da reta (esquerdo), resultando no mesmo valor.
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TAREFA 14 (1 hora/aula)

Nesta Tarefa, o objetivo é arealizacdo da operacdo soma (adi¢éo e subtracdo)
simples envolvendo Numeros Inteiros, com base nos deslocamentos sobre a reta
numerica. Para isso, 0s alunos irdo explorar duas atividades de retas, sendo uma
horizontal e outra vertical.

Neste sentido, o aluno aprendera um método eficiente e formal para a soma
dos Numeros Inteiros, ndo havendo a necessidade de fazer referéncia ao modelo
comercial e ndo precisando fazer conexdes com o concreto. Este modelo demanda
mais tempo do aluno para realizar as operac¢des no inicio do processo, porém, por
meio da pratica, ele pode se tornar tdo eficiente quanto o modelo comercial.

A Tabela abaixo mostra a classificacdo desta Tarefa:

Tarefa Atividade
Tipologia: Problema Conversao: do registro de representagéo grafica
Grau de c,ie_safio —— e re-g|stro-s es,c-ntos na I{n.guagem materna para o
matematico: registro simbadlico numérico.
Grau de estrutura: Fechada Tratamento: operacdo realizada entre os
Relac&o com a sim registros simbdlico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas; N&o Discursivas.
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais; Multifuncionais.

Quadro 17: ClassificacBes da Tarefa 14
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Por se tratar de um método diferente para realizar operagcdes com Numeros
Inteiros, se faz necessario a intervencao do professor afim de exemplificar expressodes
no contexto da reta numeérica. Assim, o professor deve deixar claro que a primeira
parcela da soma representa o nimero que se deve iniciar o deslocamento, e a
segunda parcela representa o comprimento deste deslocamento sobre a reta
numerica, onde o sinal positivo indica deslocamento para a direita, enquanto o sinal
negativo indica deslocamento para a esquerda. A marcagdo numeérica em que
finalizar o deslocamento representa o resultado desta operagcdo. Tomemos como
exemplo a soma - 3 + 5, isto €, partindo de - 3 na reta numérica, deslocar-se 5
unidades para a direita, finalizando no numero 2. De modo analogo, os alunos fardo o

exercicio do elevador no prédio.
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Nome:

1. Nesta Tarefa, vamos realizar operacdes envolvendo ndameros negativos,

fazendo uso da reta numérica abaixo:

Mg ativos I Fozitivos
|1| [ | | [ | | I [ T [ Ly | .’
doe b7 b 4 20 42 34 8 5 7 6 9l
|

2+ 3= 4-7 = -7+ 3= -2+5=
6-2 = 0-6 = 4+ 4= - 1-8 =
2-3 = 5-10 = ~54+0 = ~3-2 =
-3 +3= ~7+7 = 141 = - 10 + 10 =

2. Um pequeno prédio composto pelo | Suponha que o primeiro niamero da
térreo, 5 andares acima do térreo e 3 | expressao numeérica representa o andar

pavimentos no subsolo, tem um |em que o elevador se encontra e 0s

elevador que se desloca por todos os | demais nameros representam
andares. deslocamentos que elevador realizou,
verifique no qual andar ele ira parar:
5|0 O
-2+43-1+4-=
4|0 O
30 O 4-6+3-2 =
2i0 O 1+3-5-2-=
1/0 O
-34+1+4-2-=
0 DHD Térreo
1 34+1-5-1-=
-2 2-3-2+ 4 =
-3
0-2+4-3 =

-3 +3+4-5=
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TAREFA 15 (1 hora/aula)

Esta Tarefa tem o objetivo de que o aluno realize a operacdo de Conversao
dos registros representados na linguagem materna para registros simbdlico-
numericos, onde cada frase apresenta relagcdo de congruéncia semantica com a
expressdo simbdlica. A valorizagcdo dos conhecimentos prévios podera facilitar a
introducéo da propriedade comutativa da soma.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
Tipologia: Exercicio Conversao: do registro de representacéo gréafica
Gran de cjgsaﬁo - e re-g|stro-s es'cl-mtos na I|’n.guagem materna para o
matematico: registro simbaolico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relac;éo com a No registros simbolico numéricos.
realidade: Representagfes: Discursivas.
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais; Multifuncionais.

Quadro 18: Classificacbes da Tarefa 15
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Serd necesséaria uma intervencdo antes da aplicacao desta Tarefa, onde o
professor podera explicar a propriedade comutativa da soma. Espera-se que haja
alunos se valendo desta propriedade ao resolver a Tarefa, afim de facilitar a resolucao.

A explicacdo desta Tarefa deve ser intermediada com base na reta numérica,
igualmente na Tarefas anteriores, onde a primeira parcela representa o local de inicio
dos deslocamentos e a segunda parcela significa a quantidade das unidades de
deslocamento sobre a reta, onde o sentido é dado pelo sinal desta segunda parcela.
O valor sobre o qual finalizar o deslocamento sobre a reta representa a resposta da

expressao.
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Nome:

Comutatividade da soma: verifique esta propriedade por meio da seguinte situacéo

problema, envolvendo a reta numérica:

Meq atives Pogitivos

4

¥ PR S S A

L

| R, B
4 % 6 7 & 910

—_ o=t L - -
=
M
-

Qual é o resultado da soma — 6 + 3? Qual é a interpretacdo na reta numérica?

E qual sera o resultado da soma + 3 — 6? Qual a interpretacdo na reta?

Para cada situacdo descrita, converta as informacfes para o registro simbdlico

numérico e as resolva de acordo com a reta numérica:

Dois mais sete negativo Doze mais oito negativo
Doze negativo mais oito Trés mais oito negativo
Doze negativo mais oito negativo Menos trés mais dois negativo

Dois negativo menos cinco Sete menos dez
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5.3.2 Tarefas de Soma Complexa com Numeros Inteiros

Afim de sintetizar as explica¢cdées, denominamos nesta pesquisa como soma
complexa aquelas expressdes em gque as operacdes necessitem da regra de sinais, a
qual ndo pretendemos utilizar do modo tradicional: memorizac&o. Assim, buscaremos
superar as somas complexas com base na existéncia do elemento oposto, conceito
formal que ndo demanda relagdo com meios concretos e externos a Matemética.
Apresentamos a Tarefa 16, 17, 18, 19 e 20, as quais demandam regra de sinais para
sua resolucao.

Na Tarefa 16 h& a explicacao de que, quando nas expressfes aparecem dois
sinais continuos (isto €, ndo separados por numeros), devemos analisar se a situacao
exige a substituicdo pelo elemento oposto. Por exemplo, onde temos +(—7), o sinal
positivo que antecede o (-7) indica a ndo exigéncia da substituicdo pelo elemento
oposto, logo, suprimimos o sinal de mais e mantemos a expresséo com —7. De modo
analogo, para a situacdo —(—3), o primeiro sinal de menos representa a necessidade
da troca pelo elemento oposto de (—3), logo faz-se a troca por +3.

A Tarefa 17 constitui-se num momento ladico no qual utilizaremos um
conhecido jogo matematico que adaptamos afim de contemplar todas as operacdes
tratadas até o momento. Assim, o aluno podera expor seu conhecimento por meio da
elaboracao das jogadas que seréo registradas pelo aluno. Com esta dinamica, espera-
se que o aluno, ancorado nas intervencdes do colega de jogo, possa melhorar suas
habilidades de calculo de somas com Numeros Inteiros.

A Tarefa 18 é semelhante a 15, a qual envolve soma de NUmeros Inteiros.
Todavia, nesta Tarefa busca-se a nao intervencao do professor, pois espera-se que 0
aluno tenha melhorado seu conhecimento por meio da ludicidade e possa, de maneira
autbnoma, expor este avanco.

Na Tarefa 19 procuramos apresentar exercicios comuns em livros didaticos,
0s quais adaptamos para contemplar os Numeros Inteiros. Esta Tarefa tem o objetivo
apenas de reforcar o conteudo ja trabalhado, apresentando exercicios tradicionais,
mas que podem demandar Atividade por parte do aluno.

Por fim, a Tarefa 20 se constitui no momento de reflexao, o qual consideramos
de suma importancia para que o professor possa, juntamente com os alunos, verificar
as principais defasagens e assim desenvolver acdes que visam superar 0s obstaculos

encontrados até o momento.
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TAREFA 16 (1 hora/aula)

Esta Tarefa deverd ser realizada com o auxilio da reta numérica, afim de
desenvolver as operacdes requeridas por meio dos deslocamentos sobre a reta e
realizar os calculos de soma complexa por meio do elemento oposto. Pretendemos
nao apresentar a regra de sinais aos alunos, mas sim 0os conduzir para que eles
mesmos observe-a e generalize por meio de solug¢des originais.

A tabela abaixo mostra a classificacdo desta Tarefa:

Tarefa Atividade
Tipologia: Exercicio Conversao: do registro de representagéo grafica
Grau de cjgsafio o ds e re-g|stro-s es'cl-mtos na I|’n.guagem materna para o
matematico: registro simbaolico numérico.
Grau de estrutura: Fechada Tratamento: operacdo realizada entre os
Relac&o com a No registros simbolico numéricos.
realidade: Representag@es: Discursivas.
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 19: Classificacbes da Tarefa 16
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor podera relembrar as operacdes simples que ja foram trabalhadas
em Tarefas anteriores, com base na reta numérica. Deste modo, podera introduzir
gradativamente as expressdes que envolvam a soma complexa e demandem a regra
de sinais, que trataremos por meio do elemento oposto.

A modo de exemplificacdo, o professor podera resolver a expressao
- 5- (-2). Tomando o elemento oposto de -2, que é +2, a expressao pode ser
escrita como - 5 + 2, onde inicia-se em -5 sobre a reta e desloca-se 2 unidades no
sentido positivo (direito) da reta. Outro modo, para inicio do célculo, poderia ser
aplicado a comutatividade da soma afim de facilitar a visualizagdo da expresséo, isto
é, reescrevé-lacomo - (- 2) - 5. O professor podera propor mais exemplos caso haja

a necessidade.
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Nome:

1. Vamos resolver as expressdoes abaixo utilizando a reta numérica e o

conhecimento que aprendemos até agora:

Mg ativos I Fozitivos
" ’ J v

-Jl.i] -i"} -i} -IE' -iﬁ -Ilj -|-4 -|3 -IE -il [II :I|II. F_i Z':i' tli g iii ]i' 31 ':.'! 1
I

5+(-3)= 3-(+5) =

2-(-3)= -2-(-5)=

2. Agora é sua vez: resolva as operacdes abaixo de acordo com o exemplo:

2+(-3)= 4-(-7)= —7+(=3)= —2+(-5)=
6-(-2)= 0-(-6)= —4+(-4)= ~1-(-8)=
2-(-3)= 5—(-10) = —5+(-0)= ~3-(-2)=
—(-3)+3= —NHET = | -1 +1= ~10+ (+10) =

3. Desafio: resolvaasoma:5+ (-3)-(-6)—(+4)-7=
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TAREFA 17 — Jogo Vai e Vem (3 horas/aula)

Esta € uma Tarefa ludica que envolve um conhecido jogo matematico, o qual
adaptamos para que nossos alunos possam colocar em pratica e reforcar todo o
conhecimento adquirido até agora.

O jogo que propomos € uma adaptacdo do jogo Vai e Vem, o qual apresenta
uma trilha que representa a reta numeérica de por meio dos dados se exercita
deslocamentos sobre a reta, de acordo com o resultado positivo ou negativo.

Nossa adaptacdo consistiu em atribuir mais regras para que, além da
exploracéo tradicional do jogo, que ocorria somente por meio da soma simples dos
dados, o aluno também possa praticar as operacdes de soma complexa com 0s
Numeros Inteiros, além de desenvolver estratégias para 0 sucesso no jogo, que
tradicionalmente ndo é contemplado por depender majoritariamente da sorte ao lancar
os dados. O jogo foi adaptado a partir do liviro PROMAT (Projeto Oficina de
Matematica), da FTD.

A tabela a seguir mostra a classificacdo desta Tarefa:

Tarefa Atividade

Tipologia: Problema Converséo: do registro de representacéo gréafica

e registros escritos na linguagem materna para o

Grau de desafio Médio-Elevado

matematico: registro simbélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relacao com a Ndo registros simbolico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas; N&o Discursivas;
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 20: Classificacbes da Tarefa 17
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Antes de jogar é preciso montar as pecas do jogo. Assim, é necessario que
cada aluno recorte e monte dois dados presentes no corpo da atividade. E necessario
gue cada dupla do jogo tenha montado os trés modelos de dados presentes na Tarefa.

Pode-se imprimir um tabuleiro por dupla e a Ficha de Registros deve ser
obrigatoriamente uma por aluno, pois estes registrardo as jogadas e realizardo os
calculos em acordo com o lancamento dos dados. As fichas de Jogadas sdo um
importante instrumento de registro para analise. As regras devem ser bem explicadas

aos alunos, para que nao reste duvidas durante o jogo.
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Tabuleiro — Jogo Vai e Vem

Figura 2: Tabuleiro utilizado no Jogo Vai e Vem
Fonte: Grasseschi, 1999, p.61



|
Par
Escolha ou
Impar

Dados para o0 Jogo Vai e Vem

D

o
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-1

Figura 3: Dados utilizados para o0 Jogo Vai e Vem

Fonte: o autor
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REGRAS DO JOGO VAI E VEM

Joga-se os trés dados simultineos e realiza a operagdo com 0s registros das faces superiores.

Dispondo o dado de operacdes no meio dos outros dois dados numéricos, realiza-se a operagéo

necessaria e desloca-se:

¢ No sentido positivo da trilha, se obter resultado positivo a partir dos trés dados;

¢ No sentido negativo da trilha, se obter resultado negativo a partir dos trés dados;

e Opte por adicao ou subtracéo (+ ou —) quando na face superior do dado aparecer ESCOLHA,;

e Se aface superior do dado for PAR ou IMPAR, deve realizar a soma dos dois dados numéricos e
deslocar no sentido positivo caso o médulo do resultado seja par ou no sentido negativo caso o
modulo do resultado seja impar;

O jogo termina quando um dos jogadores alcancar (ou passar) uma das duas casas de chegada! Caso

isso ndo ocorra, ganha quem estiver mais proximo de uma das chegadas!
TABELA DE REGISTROS

JOGADA | ESTOU? | DADO 1 SINAL DADO 2 CASAS PAREI
1°.
2°.
3°.
40,
5°.
6°.
7°.
8°.
9°.
10°.
11°.
12°.
13°.
140,
15°.
16°.
17°.
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TAREFA 18 (1 hora/aula)

Esta Tarefa se caracteriza como um exercicio de fixacao, onde o aluno devera
expor seu conhecimento por meio da resolucéo individual, apresentando solucdes
originais para as expressoes propostas. Nesta Tarefa, ndo fornecemos o registro da
reta numérica, afim de verificar quais métodos de resolucdo os alunos irdo utilizar. Se
0S mesmos julgarem necessario, podem estar realizando o desenho da reta, porém
esta Tarefa deve valorizar o célculo mental. Nesta etapa, o aluno ja podera perceber
a existéncia de tal regra quando tomamos o elemento oposto de um numero.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade

Tipologia: Exercicio Converséo: do registro de representacgéo gréafica

e registros escritos na linguagem materna para o

Grau de desafio Reduzido-Médio

matematico: registro simbdélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relaco com a No registros simbadlico numéricos.
realidade: Representagdes: Discursivas.
Duracao: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 21: ClassificacGes da Tarefa 18
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor podera revisar o método utilizado nas Tarefas anteriores para
realizar as operacfes de somas simples e complexas e, quando necessario, realizar
a substituicdo de um numero pelo seu elemento oposto. O professor pode resolver
coletivamente a questéo 1 afim de exemplificar as operag¢des ou ainda propor outras
expressdes que julgue necessario. A questao 2 o aluno deve resolver sozinho afim de
colocéa-lo em Atividade e produzir o seu préprio conhecimento. Acreditamos que esta
Tarefa, sendo aplicada logo apés o jogo que elaboramos, trard melhores resultados

no que diz respeito as solucdes apresentadas pelos alunos.
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Nome:

1. Agora que vocé aprendeu a operar com Numeros Inteiros, vamos resolver as

expressdes abaixo. Nao esqueca do elemento oposto quando for necessario:

(+5)-(+2)=

(+5)-(=2) =

-5-(+2)=

5)- (2=

2. Agora é sua vez: resolva as subtracdes abaixo, com base no exemplo.

(+4)-(-3)= (+3)- (- 4) =
-H-(+3)= -3)- (4=
-4-3)= 3+ (4=
5+(-2)= 4—(—3)=

3+(5)= —2+(-3)=
—1+(-3)= ~1-(-5)=
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TAREFA 19 (1 hora/aula)

As questbes que propostos nesta Tarefa sdo comuns em livros didaticos
guando tratamos de operac¢des com naturais. Todavia, adaptamos trés modelos afim
de contemplar os NUmeros Inteiros e as operacdes em questdo, configurando um
maior grau de desafio aos alunos.

As duas primeiras questdes sdo piramides de soma, onde o nimero de um
retangulo é resultado obtido por meio de alguma operacédo entre os dois retangulos
imediatamente abaixo. Esta operacdo podera ser de adi¢cdo ou subtracdo, e o aluno
devera descobri-la por meio dos dados fornecidos nela.

A terceira questdo € uma adaptacdo do quadrado magico, no qual o aluno
devera completa-lo com NUmeros Inteiros para que a soma magica seja —6.

Na ultima questdo, chamada de soma zero, o aluno deve completar as trés
regides interiores a cada circulo com 0s nimeros apresentados, afim de que a soma
dos trés resulte em zero.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . Conversao: do registro de representagéo grafica
Tipologia: Problema g P €209
. e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Elevado _ _ _ _
matematico: registro simbélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operagdo realizada entre o0s
Relacdo com a Ndo registros simbdlico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas; N&o Discursivas;
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 22: Classificacbes da Tarefa 19
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Antes de aplicar esta Tarefa, € necessario que o professor dialogue com a
turma afim de verificar a familiaridade destes modelos de questdes aos alunos. A
situacado ideal seria o professor deixa-los livres para que 0os mesmos investiguem a
Tarefa e descubram as logicas de resolucdo que deverdo ser empregadas. Todavia,

o professor podera intervir e se utilizar de exemplos caso a situacao exija.
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Nome:

1. Nas piramides abaixo, dois retangulos consecutivos resultam no retangulo

acima, por meio de uma operacao. Descubra qual é a operacédo de formacgéo da

piramide e complete-as corretamente:

+6

+3

-5

-3

+ 2

¥4

-1

-2

+3

2. Complete o quadrado mégico abaixo,
de modo que todas as linhas e todas

as colunas somam —6:

de cada circulo seja zero:

Soma Zero: utilizando os numeros
-1,-7,-3,5,-8,-9, -8, 1 e 6 complete

o diagrama de modo que a soma dentro

N\

¥
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TAREFA 20 (1 hora/aula)

Esta Tarefa se constitui em mais um momento de andlise e reflexdo das
Tarefas desenvolvidas anteriormente, e 0 resgate dos principais conceitos
apresentados até o momento. E importante que os alunos participem ativamente e
colaborem com exemplos e experiéncias ocorridas durante a execucao das Tarefas.
Assim se constréi um momento rico de didlogo onde os alunos podem aprender com
0S proéprios colegas sob a orientacdo do professor.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . . Converséo: do registro de representacgao gréafica
Tipologia: Exercicio
. e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Reduzido _ _ _ _
matematico: uzi registro simbélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relagdo com a registros simbdlico numeéricos.
. ) Nao o . . N .
realidade: Representacgdes: Discursivas; Ndo Discursivas;
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 23: Classificacbes da Tarefa 20
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

E necessario ao professor observar atentamente as respostas apresentadas
pelos alunos nas seis Tarefas aplicadas até o momento, apontando os erros mais
frequentes e as colocacfes mais pertinentes do ponto de vista de nossa pesquisa. A
correcdo devera ser coletiva e os alunos devem patrticipar da constru¢éo dos conceitos
que irdo surgindo durante a correcao.

Observamos que desde a Ultima Tarefa que se constituiu em um momento
reflexivo, ja foi desenvolvido uma quantidade maior de Tarefas, o que requer agora
um aprofundamento maior na reflexdo das Tarefas e dos obstaculos observados e

relatados pelos alunos, afim de supera-los.
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5.3.3 Tarefas de Multiplicagéo e Divisdo com Numeros Inteiros

Neste bloco de Tarefas vamos propor aquelas que remetem as operacgdes de
multiplicacdo e divisdo, nas quais se transita gradativamente de uma a outra, por
serem operacdes inversas que desfrutam propriedades semelhantes, onde uma
complementa a outra.

Deste modo, preferimos desenvolver ambas simultaneamente, afim de
estabelecer relacdes entre as duas. Com isso, ao elaborarmos questdes que tratem
da operacao inversa, jA estamos propondo possiveis variacdes de Tarefas, com
objetivos diferentes e que requerem o transito por diversos registros, requerendo
muitas vezes maior Atividade por parte do aluno.

A Tarefa 21 trata da operacdo de multiplicacdo desenvolvida por meio da
soma de parcelas, conceito que muitas vezes nado € desenvolvido com os alunos.
Entendemos que este conceito se faz importante para uma melhor compreenséo da
multiplicacdo entre Numeros Inteiros.

Na Tarefa 22 tratamos da comutatividade da multiplicacdo e apresentamos
um recurso que, por meio da sequéncia numerica exposta, o aluno podera generalizar
a regra de sinais, sem obrigar-lhe a decorar a regra, como tradicionalmente ocorre.
Além disso, fazemos uma rapida introducdo a multiplicacdo entre dois numeros
negativos, mas sem formalizar este conceito.

Na Tarefa 23 apresentamos mais questdes de multiplicacdo e ampliamos o
conhecimento por meio de questdes que remetem ao uso da operacao inversa, isto €,
a divisdo. Ausentamos o multiplicando ou o multiplicador para que o aluno os calcule
com base na resposta da multiplicacdo ja fornecida. Nesta Tarefa, introduzimos
discretamente e gradativamente a operacéo de diviséo.

Na Tarefa 24 apresentamos questdes de aprofundamento da operagao
divisdo com Numeros Inteiros, mesclando a tipologia das questdées em uma mesma
Tarefa. Iniciamos com divisbes tradicionais, onde se deve calcular o resultado
(quociente) e transitamos para operagfes em que o resultado é fornecido e o aluno
deve calcular o dividendo ou o divisor.

Por meio destas quatro Tarefas, se forem devidamente exploradas e
aprofundadas, ja € possivel desenvolver as operacdes de multiplicacao e divisdo de

NUmeros Inteiros ao ponto de os alunos obterem dominio satisfatorio.
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TAREFA 21 (1 hora/aula)

Esta Tarefa tem por objetivo desenvolver a multiplicacdo por meio da soma
de parcelas, para posteriormente melhor explicar as situacdes em que pelo menos um
dos numeros da multiplicacédo for negativo. Para isso, sera necessario desenvolver o
conceito inicial e formal de multiplicacdo. Nosso objetivo ndo é apresentar a Regra de
Sinais e trabalhar com a multiplicac&o por meio da regra, e sim, desenvolver Tarefas
gue possibilitem ao aluno inferir a regra e generalizar por si S0.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . . Converséo: do registro de representagéo gréafica
Tipologia: Exercicio
. e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Reduzido _ _ _ _
matematico: uzi registro simbélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relagdo com a registros simbdlico numeéricos.
. N&o ~ . .
realidade: Representagbes: Discursivas.
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 24: Classificacbes da Tarefa 21
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

O professor pode exemplificar o principio formal da multiplicagdo por meio da
adicao de parcelas, ainda sem envolver nUmeros negativos. Tomemos como exemplo
a multiplicacdo 5x3 = 34+3+4+3+4+3+3 =15.

Em nossas experiéncias como professor, notamos que uma grande parte dos
alunos ndo compreende a multiplicagdo de numeros deste modo, como somas de
parcelas. Assim, apos a contextualizacao exemplificada, o professor deve estender o
conceito de multiplicagdo com naturais para os Numeros Inteiros. Todavia, nesta
Tarefa vamos explorar somente a multiplicacdo em que a primeira parcela é positiva
e a segunda parcela é negativa. Como exemplo, 3x(—4) pode ser entendido como
(—4) + (—4) + (—4), resultando em —12. A partir deste conhecimento, os alunos

poderdo entdo avancar para modelos de expressdes mais complexos.
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Nome:

1. A multiplicacdo € uma operacado que simplifica a soma de varias parcelas. Por

exemplo: 5 +5 + 5 pode ser simplificado como 3 x 5. Com base nesse exemplo,

represente as somas pela multiplicagcéo e resolva-as:

3+3+3+3= 7T+7=

4+4+4+4+4=

9+9+9=

2. Agora, escreva as multiplicacdes como somas e resolva:

5x2=

2x5=

3x7=

6x8=

3. Escreva as somas de parcelas na forma de multiplicacdo e resolva-as:

3+ 3+ (3 + (3=

9+ (-9 + (9 =

4. Do mesmo modo, € possivel realizar a multiplicacdo em que uma das parcelas

sejam negativas. Por exemplo: 3 x (-5) = (-5) + (-5) + (-5) = —15. Resolva as

multiplicacdes abaixo de acordo com o exemplo:

6x(-3)= 5x(-4) =
2x(-10) = 2 X (-5) =
3x(-4)= 7x(=3) =
8 X (-6)= 4x(-6)=
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TAREFA 22 (1 hora/aula)

Esta Tarefa tem por objetivo reforcar a multiplicacdo entre os Numeros
Inteiros, porém neste momento necessitando da comutatividade das parcelas, sendo
gue a primeira € negativa e a segunda parcela € positiva.

A gquestdo 2 traz uma sequéncia numeérica que poderd conduzir o aluno a
generalizagdo da regra de sinais aplicada na multiplicacdo dos Inteiros. Apos, se
utilizando de suas préprias conclusdes, finalizamos a Tarefa com uma rapida
introducdo a multiplicacéo de dois numeros negativos.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . . Converséo: do registro de representacgéo gréafica
Tipologia: Exercicio
- e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Reduzido g guag P
matematico: registro simbdélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre o0s
Relaco com a No registros simbadlico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas.
Duracao: 1 hora/aula Registros: Multifuncionais e Monofuncionais.

Quadro 25: ClassificacGes da Tarefa 22
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Sera necessario que o professor explore a comutatividade da multiplicacéo,
tomando como exemplo anterior a comutatividade da soma. Assim, o professor pode
mostrar a equivaléncia representada pela expressdao 5x3 = 3x5, por exemplo. O
professor deve conduzir os alunos a compreenderem gque a comutatividade também
pode ser aplicada a expressdes com Numeros Inteiros: —4x5 = 5x(—4).

O aluno deve compreender que, para utilizar o método da soma aplicada a
multiplicagdo, se faz necessario a comutatividade dos termos, pois para a
multiplicagcdo —4x5, temos a falta de sentido matematico, onde n&o se pode adicionar
menos quatro parcelas de cinco. Logo, pela comutatividade temos 5x(—4), e

podemos entender o mesmo fato como adicionar cinco parcelas de menos quatro.
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Nome:

1. A multiplicacdo é comutativa: 3 x 8 =
aos numeros negativos, ou seja, (—3) x 8 =8 x (— 3) = -24.

Assim, resolva as multiplicacdes que seguem:

8 x 3 = 24. Esta propriedade se estende

-5x2= —3x7=
—-8x5= —B6X7=
—-5x9= —7Xx7=

2. Agora observe o exemplo ao lado: os
nameros obedecem um padréo.
Identifique este padrdo, com a ajuda
do professor, e complete a sequéncia
corretamente. Depois, observe a

sequéncia e responda a questao que

segue:

4 4%(-5)=-20
3x(-5)=-15

)

3. Vocé observou alguma propriedade relacionada aos sinais envolvidos na
multiplicacdo? Descreva e tente generalizar, ou seja, criar uma regra para a

multiplicacéo e os sinais das respostas:

4. De acordo com o observado, resolva as multiplicacbes abaixo:

(-3)x9= (-8)x5=

6xX(—7)= 4x(-8)=

(-2)x(=5)= (-3)x(-6) =

NxE7= (-6)x(-8)=
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TAREFA 23 (1 hora/aula)

Nesta Tarefa vamos reforcar a operacdo de multiplicagdo com Numeros
Inteiros: propomos situacbes em que o aluno reflita sobre a operacdo inversa da
multiplicacéo para completar os espacgos que representam parcelas da multiplicacéo.
Assim, visamos a compreensao da operagao inversa para que o aluno possa estender
0S mesmos conceitos para a operacao de diviséo.

Embora a multiplicacdo pareca uma operacao simples e direta, o aluno pode
desenvolver obstaculos dos mais variados tipos existentes quando aprendeu
mecanicamente e sem a devida reflexao.

Um obstaculo que tem se mostrado presente em nossas experiéncias em sala
de aula é quando o aluno aprende, pela regra de sinais, que negativo multiplicado por
negativo resulta em positivo. Ao se deparar com uma soma de —2 — 3, por exemplo,
ele tende a atribuir resultado positivo. Esse € um dos motivos pelo qual nao
apresentamos de imediato a regra de sinais.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. : Conversdao: do registro de representagéo grafica
Tipologia: Problema g P ca09
- e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Elevado _ . _ .
matematico: registro simbdélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre os
Relacdo com a Ndo registros simbadlico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas; N&o Discursivas.
Duracéo: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 26: ClassificacGes da Tarefa 23
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Esta Tarefa se faz necessario que o professor evite a sua intervencgéo, afim
de verificar as capacidades de producao individual e original de solugdes. Ela ndo traz
conceitos diferentes a que os alunos ja ndo tiveram acesso antes. Se necessario, 0
professor podera intervir somente nas questdes de divisao, ja que esta operacdo nao

foi desenvolvida formalmente junto aos alunos.
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Nome:

1. Complete a tabela da multiplicacéo: cuidado com o sinal!

X 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5

6 24

2. Outra tabela da multiplicacédo para vocé completar:

X -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

—4

3. Observe as piramides abaixo, compreenda a l6égica e complete-a:

6 -2
3 2 -1 | -2 -2 3

4. Complete as lacunas para que a multiplicacéo esteja correta:

5X e =15 | ... X7=35 | ... x(-3)=21 (-4) x....... =16
........ x(-1)=2 -3)X..... ==27 e X(—4) =0 -7)x......=56
[ . =-28 (-5) X e =45 | ... x2=-=-14 | ... X (—6) = —-42
5. Observe os exemplos abaixo:
10 - 2=5,pois5x2=10 20 +-5=4,pois4x5=20

Agora é sua vez de calcular as divisbes seguindo o exemplo acima:

30+-5=...... , POIS ........... b ST =
28 ~4=....... , POIS ........... b ST =
72 ~7=..... , POIS ........... Xoreeerennn, =

6. Desafio: de acordo com o Tarefa anterior, resolva as divisbes com numeros

negativos abaixo:
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TAREFA 24 — (1 hora/aula)

Procuramos desenvolver Tarefas que conduzam a compreenséao da operacao
divisdo como sendo a operacdo inversa da multiplicacdo. Neste sentido, as
propriedades operatoérias que sao validas para o produto, também sédo validas para o
guociente, com excecdes particulares. Assim, o aluno deve perceber que as regras
de sinais, as quais ele deve ter generalizado por meio das Tarefas, se estendem a
esta operacdo. Procuramos mesclar as operacdes de multiplicacdo e divisdo em
algumas guestdes afim de que o aluno perceba a associacdo existente entre as duas.

A tabela abaixo mostra a classificacao desta Tarefa:

Tarefa Atividade
. . Converséo: do registro de representacgéo gréafica
Tipologia: Problema
- e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Elevado g guag P
matematico: registro simbdélico numérico.
Grau de estrutura: Fechado Tratamento: operacdo realizada entre o0s
Relaco com a No registros simbadlico numéricos.
realidade: Representacdes: Discursivas.
Duracao: 1 hora/aula Registros: Monofuncionais.

Quadro 27: ClassificacOes da Tarefa 24
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

A exemplo da Tarefa anterior, o aluno devera resolver esta apenas com sua
leitura e interpretacdo, além dos conhecimentos prévios desenvolvidos até agora.
Buscamos desenvolver a autonomia e a capacidade de producéo individual e original
de solucdes por parte do aluno. Se necessario, o professor podera mediar a reflexao
do aluno, estabelecendo uma ponte entre seu conhecimento e a Atividade requerida

na execucgao da Tarefa.
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Nome:
1. Observe o exemplo para responder as questdes que seguem:

(=10)=(= 2) = + 5, pois + 5x(~2)= —10 20+(=2) = —10, pois (~10)x(~2) = 20

De acordo com os exemplos, calcule as divisdes e justifique as respostas:

12 +(-4) = -15+3=
24 + (-4) = (-30)+(-5)=
-35+7= (—20) ~ (-4) =

2. Agora que vocé compreendeu a divisdo, pode resolver as divisbes diretamente,
sem justificar pela multiplicagéo:

100 = (-5) = 80+ (-8) = -50+10= —-48 +6 =

(-64) +~ (-4) = (-40) = (-5) = (-120) + (-20) = (-55) + (-5H) =

3. Complete os espacos para que as expressdes se apresentem corretas:

4. Complete corretamente os ciclos operacionais:

~{2) X(-6)
15 =724
+(-3)f R\\ﬂx(-S) +(-4%* +(-4)

X(-z)\ﬂ\\“, ﬁ(-a) x(-sl)\ /x(-z)

N = J— —_—
~(-5) ~(-6)
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5.3.4 Tarefa De Mudltiplas Operacdes

Neste Ultimo bloco vamos propor uma Tarefa com grau elevado de desafio
que ira requerer a administracdo simultdnea de varios processos cognitivos,
colocando assim o aluno em Atividade afim de extrapolar o conhecimento ja
consolidado até o momento.

Vamos propor uma Tarefa Ludica por meio de um Jogo que adaptamos do
tradicional Banco Imobiliario, afim de contemplar todos os conceitos e operacdes
sobre Numeros Inteiros estudados ao longo desta Proposta. Assim, ela tem a natureza
de concluir nossa Proposta Metodoldgica.

Nomeamos este bloco de Tarefa de Mdltiplas Operacg8es por dois motivos: o
primeiro diz respeito a necessidade do aluno ter aprendido as quatro operacées que
desenvolvemos para que ele possa realizar estratégias e ter sucesso no jogo. Caso o
aluno nédo tenha consolidado os conteddos que desenvolvemos, este momento pode
ser a oportunidade de que, por meio da intervencdo dos colegas de jogo, o
conhecimento que almejamos seja alcancgado.

O outro motivo deste nome nos remete a necessidade do aluno desenvolver
multiplas opera¢Bes mentais, a que chamamos de Atividade, afim de manter-se com
sucesso no jogo. Ja destacamos que estes momentos ludicos constituem-se em ricas
oportunidades de trocas de experiéncias entre os alunos e favorece a corre¢cao
imediata e ndo impactante dos possiveis erros que irdo ocorrer nesta esfera, além de
favorecer o transito entre diversos Registros subjacentes ao jogo.

Assim, cremos que esta Tarefa tem potencialidades para alavancar diversas
vantagens para todos os envolvidos nesta Proposta. Por meio dela, o professor tera a
oportunidade de verificar a validade da Proposta como um todo, sendo avaliada por
meio da aplicagdo em um momento ludico, além de refletir sobre sua atuacdo em sala
de aula e sobre a qualidade das Tarefas, contribuindo assim para a Educacao

Matematica em geral.
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TAREFA 25 - JOGO BANCO DOS NEGATIVADOS (4 horas/aula)

Este jogo é uma adaptacdo do Banco Imobiliario tradicional, a versao mais
simples que pode ser encontrado no mercado. Nao é dificil encontrar alunos que
possuam o referido jogo, o que facilita a organizacédo dos grupos de trabalho com o
material dos proprios alunos.

Para realizar o jogo, serdo necessarios o tabuleiro normal do Banco
Imobiliario, os pedes, as cartas que representam posse de terrenos ou companhias, o
conjunto de dinheiro que acompanha o jogo, as cartas de sorte ou revés que
elaboramos especialmente para este jogo, as fichas de jogadas que elaboramos e trés
dados adaptados para a hossa proposta com o jogo.

As cartas tradicionais de sorte e revés que acompanham o jogo devem ser
retiradas e substituidas por cartas adaptadas, onde cada uma possui um calculo
matematico que o aluno devera executar, relacionado com os NUmeros Inteiros, objeto
de estudo de nossa pesquisa. As cartas encontram-se abaixo para serem impressas

e recortadas. Para melhorar a qualidade destas cartas, colamos a impressédo em papel

cartdo, como mostra a imagem abaixo.

Beleza pura. .
Avance 3 casas
para  qualquer

lado se resolver

7 X (-6)

Figura 4: Cartas de Sorte e Revés confeccionadas para o jogo
Fonte: o autor

Os dados necessarios para que ocorra 0 jogo devem ser adaptados,

preferencialmente sendo dois dados com numeros (ao invés de pontos que
representam quantidades), de cor e sinal diferente. Para cada tabuleiro de jogo,
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utilizaremos um dado vermelho, os quais adaptamos para que todos os niumeros dele
sejam negativos, e um dado branco, que mantivemos 0S numeros positivos.

Independentemente da cor, ambos devem possuir sinais contrarios para que atendam

a nossa proposta com o jogo.

Figura 5: Dados adaptados e utilizados para o jogo
Fonte: o autor

Além dos dois dados numéricos, serd necessario um terceiro dado com as
quatro operagbes matematicas basicas, sendo duas faces que contenham o sinal de
adicdo, duas faces que contenham o sinal de subtracdo, uma face para multiplicagéo
e uma face para divisdo. Este dado optamos por construir em papel cartdo, conforme

mostra a imagem abaixo:

Figura 6: Dados de operac¢8es construidos para o jogo
Fonte: o autor

Para que ocorra o jogo, € necessario que haja um jogador que represente 0
bancéario, este que devera monitorar as jogadas e recebera uma ficha para



126

preenchimento, e no minimo outros dois jogadores, que também receberdo suas
fichas individuais de jogada. As fichas servirdo de base para que o professor possa

avaliar se as jogadas, assim como os calculos se deram corretamente durante o jogo.

Tarefa Atividade
. . L Conversdao: do registro de representacéo gréafica
Tipologia: Investigacao
_ e registros escritos na linguagem materna para o
Grau de desafio Elevad ] o .
matematico: evaao registro simbélico numérico.
Grau de estrutura: Aberto Tratamento: operagdo realizada entre o0s
Relacso com a 5 registros simbdlico numéricos.
; X im
realidade: Representacdes: Nao Discursiva; Discursiva.
Duracéo: 4 horas/aulas Registros: Multifuncionais; Monofuncionais;

Quadro 28: ClassificacGes da Tarefa 25
Fonte: o autor

Sugestdes de Aplicacao

Esta Tarefa exigirdA muita atencdo do professor e o envolvimento total dos
alunos no jogo. Em um primeiro momento, o professor podera discutir e esclarecer as
regras, além de simular jogadas para que os mesmos compreendam as regras na
pratica. Num segundo momento, o professor pode deixa-los jogar, em carater
exploratério, mas sem esperar muita produtividade, pois € o0 momento em que 0S
alunos estardo conhecendo o jogo e suas regras, dada a complexidade do mesmo.

Quando os alunos se sentirem confortaveis e habituados previamente com as
regras do jogo, o professor pode propor o inicio do mesmo, com duragdo de duas
horas/aula, num carater mais sério e avaliativo. E importante que os alunos realizem
os registros destinados ao jogo, de acordo com a func¢éo de cada um. E natural que
alguns alunos, durante o jogo, necessitem da intervencdo do professor, este que
poderd auxilid-los a todo momento. O professor deve conduzir o aluno a reflexao das
situacdes que irdo aparecendo no decorrer das jogadas, orientando a releitura das
regras, a construcao de conceitos matematicos ja estudados e até mesmo a discussao

entre os alunos do mesmo grupo de jogo sobre as dificuldades encontradas.
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“‘BANCO DOS NEGATIVADOS” - REGRAS DO JOGO

INICIO DO JOGO:

- Necessério, no minimo 3 pessoas para jogar, sendo uma delas obrigatoriamente
0 banqueiro e fiscal do jogo.

- Distribuicdo do dinheiro para cada jogador (exceto banqueiro): dez notas de $1,
seis notas de $5, seis notas de $10, oito notas de $50, cinco notas de $100 e uma
nota de $500, totalizando $1500. O dinheiro restante permanecera para o banco,
juntamente com os titulos de propriedades.

- Joga-se os dados positivo e negativo: quem obtiver a maior soma comeca 0 jogo.
A partir de entdo, o sentido de jogada dos proximos jogadores é horario.

- O jogo inicia com os pedes na casa de Partida.

- Cada jogador lanca os trés dados (um com numeros positivos, um com nimeros
negativos e um com operac¢des matematicas), deslocando-se o nimero de casas
de acordo com o resultado da operacdo mateméatica obtida com os niumeros dos
dados, levando-se em conta o sinal. A operacgéo obtida pelo dado deve ficar ao meio
dos nameros obtidos pelos dois dados numéricos, estes que podem ser escolhidos
a posicdo de acordo com a vontade e estratégia do jogador. Se o resultado for
positivo, anda no sentido horario da trilha (sentido tradicional do jogo). Se o
resultado for negativo, anda no sentido anti-horario da trilha (contrario ao
tradicional). No caso da divisdo com resto, considera-se a parte inteira do resultado.

DURANTE O JOGO:

- Se cair nas companhias e propriedades, podera compra-las pelo valor anunciado
no tabuleiro, recebendo o cartdo de posse da companhia ou propriedade.

- Se cair em uma casa de sorte-revés, devera retirar uma carta e cumprir com a
exigéncia da carta.

- Duas casas sdo relativas a prisdo: se cair nesta casa, devera tirar soma zero nos
dados para poder sair e voltar na préxima rodada. Caso ndo consiga soma zero até
a terceira tentativa, o jogador devera pagar fianca de $50 e andar a partir da priséo
o resultado obtido nos dados durante a terceira tentativa.

- Uma casa é parada livre, sem implicacdes financeiras quando cair nesta casa.

- Cada vez que passar pela casa de Partida, receberas $10 do Banco, nao
importando o sentido que passar por esta casa.

Companhias
Quando comprar uma companhia, vocé recebera aluguel dos demais jogadores que

cairem nesta casa. O custo do aluguel esta definido no cartdo da companhia do
seguinte modo: o médulo do resultado obtido pelo jogo dos trés dados, multiplicado
pelo valor especificado em cada companhia; Caso necessite vendé-la, devera
vender ao banco, pelo valor especificado na hipoteca do cartéo.

Propriedades
Quando comprar uma propriedade, vocé recebera o aluguel de acordo com o cartao

da propriedade. Quanto mais constru¢cdes vocé possuir na propriedade, maior o
aluguel. A primeira vez que vocé cair na propriedade, podera apenas comprar o lote
e recebera o aluguel dos demais jogadores que cair nesta casa de jogo. A segunda
vez que vocé cair na sua propriedade, podera construir uma casa somente, pelo
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valor especificado em “cada casa” no cartdo. A terceira vez que cair em sua
propriedade podera construir a segunda casa, a quarta vez que cair podera construir
a terceira casa e a quinta vez que cair podera construir a quarta casa. Somente na
sexta vez € que podera trocar as casas por um hotel, pagando ao banco o valor de
construcéo do hotel e recebendo dos demais jogadores o aluguel referente ao hotel.
Se precisar vender a propriedade, devera vender ao banco pelo valor de hipoteca
no cartéo.

EM CASOS EMERGENCIAIS

Venda de bens

Se faltar dinheiro, e vocé adquiriu bens, o primeiro passo para continuar no jogo é
entregar todos seus hotéis e casas ao banco pela metade do valor que as comprou,
de acordo com o cartdo, ficando em sua posse as propriedades e companhias para
receber aluguel. Se ainda precisar de dinheiro, entrega ao banco as propriedades e
companhias como forma de hipoteca, a sua escolha, de modo que vocé consiga se
levantar financeiramente! Os bens hipotecados ficam a disposicdo para serem
comprados pelos jogadores que cairem na casa daquele bem, caso haja interesse,
inclusive do antigo dono se j& houver condi¢cdes financeiras para resgata-lo da
hipoteca. Terrenos e companhias hipotecadas devem ter aumento de 20% no valor
de compra pagos ao banco, para a legalizacao e custos operacionais da hipoteca.
Alternativamente a tudo isso, pode também negociar suas propriedades e bens com
outros jogadores com valores a ser combinado, na tentativa de diminuir os prejuizos
de entregar ao banco.

Empréstimo Bancario

Ao terminar os bens e o dinheiro, podera emprestar do banco uma quantidade igual
do comeco do jogo ou menor, observando as seguintes exigéncias que o banqueiro
deve fiscalizar:

- Terd que devolver o dobro do valor que emprestou do banco.

- Tera caréncia de 2 rodadas para se recompor financeiramente, sendo que na
terceira devera efetuar o pagamento ao banco em 10 parcelas iguais (do dobro do
valor emprestado); Se emprestar $30 do banco, terd de devolver $60, divididas em
10 parcelas de $6, comecando a pagar na terceira vez que vocé jogar ap0s o
empréstimo.

- Nao podera realizar outro empréstimo até que o anterior seja totalmente pago.

TERMINO DO JOGO

Héa dois modos de terminar o jogo:

- estipula-se um horéario (tempo de jogo, antes de comecar, fiscalizado pelo
banqueiro): quando terminar o tempo, 0 banqueiro faz um levantamento de todos
0s jogadores, e classifica do mais rico até o menos rico ao termino do jogo.

- joga-se sem estipular um tempo e, quando houver o consentimento de todos
guanto a vontade de parar o jogo, o banqueiro faz um levantamento de todos os
jogadores, e classifica do mais rico até o menos rico ao termino do jogo.

Bom Jogo!!!
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*Sortee

*Sorte#

*Sortes

*Sortes

*Sorte®

Esta com sorte!
Ande duas casas
para qualquer
lado se resolver

—12+7

Vida boa...
Receba R$ 10 do
banco se resolver

-12-7

“Ta favoravel...”
Receba RS 5 do
banco se resolver

8-15

Azar de todos...

Receba R$ 2 de
cada jogador se
resolver

-5+12

Sorte grande...
Receba R$ 5 do
banco se resolver

0-12

*Sorte#

*Sortew

*Sorte#

*Sortes

*Sorte#

Sorte...
Avance 3 casas
para o lado que

quiser se resolver

7-4

13° Salario
Receba R$ 15 do
banco se resolver

24 - (—4)

Salario Extra
Receba R$ 20 do
banco se resolver

60 : (-4)

Foi Premiado

Para ganhar R$
10 do banco
resolva

-72:8

Ganhou na Rifa
Para receber R$
10 do banco
apresente 0
resultado de

42 : (-6)

*Sorte#

*Sorte#

FSortes

£Sorte#

FSortes

Sorte...
Avance 4 casas
para o lado que

quiser se resolver

-/ +16

Beleza pura...
Avance 3 casas
para qualquer
lado se resolver

7 x (-6)

“Ta tranquilo...”
Receba R$ 5 do
banco se resolver

7 X (-6)

Muita sorte...
Receba R$ 10 do
banco se resolver

7 x (-4)

Sorte grande...
Receba R$ 5 do
banco se resolver

-3x8

[Revés %

[Revés #

Revés #

[Revés #

Revés %

Pouca sorte!
Va para a prisao
se nao resolver

12+ (=7)

A sorte se foi...
Pague R$ 10
ao banco senao
resolver

-5-(7)

Dangou...
Pague R$ 5 ao

banco se nédo
resolver
8 — (+15)

Azaroseu...
Pague R$ 2 a
cada jogador se
nao resolver

—5—(-12)

Azar inquestionavel

Dirijase & prisio e
respeite as regras
da cadeial

Revés#

[Revés %

Revés %

Revés #

Revés #

Falta de Sorte...
Devolva ao
banco R$ 20
caso ndo resolva

—(=N-4

Imposto de Renda

Pague R$ 5 ao
banco se ndo
resolver

—9 x (—4)

Pague Juros
Pague R$ 15 ao

banco se
naoresolver
~90 : (-3)

Nada favoravel

Pague R$ 2 para
cada jogador se
ndo resolver

-48:8

Vocé aprontou. ..

Para nao ir para
a prisdo resolva

63 : (-9)

Revés#

Revés #

Revés #

[Revés #»

Revés %

A casa caiu...

Devolva R$ 10
aos cofres
publicos por
sohegar impostos

Problemas...

Pague R$ 5 ao

banco se nao
resolver
54 - (—6)

Azarado...

Pague R$ 10 ao

banco se néo
resolver
~12x (-5)

Que sorte que
nada...
Pague RS 20 ao

banco se ndo
resolver
—15 x (=8)

Vocé foi multado

Pague R$ 5 ao
banco se nao
resolver

—-16x 5

Figura 7: Cartas de Sorte e Revés elaboradas para o jogo

Fonte: o autor
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Ficha de Jogadas — modelo para jogador

N [0 o F=To [0 SR

Dado Dado Dado Desloca Fichas de Sorte ou Revés
1 Operacoes 2 S|R Operacao Resp

Jogada
1°.
2°.
3°.
40
5°.
6°.
7°.
8°.
9°.
10°.
11°.
12°,
13°.
1490,
15°.
16°.
17°.
18°.
19°.
20°.
21°.
22°.
23°.
240,
25°. Marque um X em S (carta de
26°. sorte) ou em R (carta de reves),

anote a operacdo da carta e
apresente a resposta!

27°.
28°.
290,
300.
Empréstimos

Valor (R$) | Contabilidade das 10 Parcelas (R$) e devolucéo
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Jogador | D.1 Sinal D.2 Anda | Jogador Sinal D.2 | Anda
Empréstimos
Jogador: Valor: Devolve: Parcelas de:
Devolucao
Jogador: Valor: Devolve: Parcelas de:
Devolucao
Jogador: | Valor: | Devolve: | Parcelas de:
Devolucao
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6 ANALISES E DISCUSSOES

Neste capitulo apresentamos considera¢cfes acerca das Tarefas propostas
nesta pesquisa de acordo com a analise de conteudos que, segundo Bardin (1977, p.
31), € “um conjunto de técnicas de analise das comunica¢des”. Segundo a autora, ndo
se trata de um unico instrumento de andlise, mas sim de um leque de opc¢des
marcados por uma grande disparidade de formas e adaptavel ao vasto campo das
comunicacoes.

De acordo com Bardin (1977, p. 38), “a intencdo da analise de conteudo é a
inferéncia de conhecimentos relativos as condi¢des de producao (ou, eventualmente,
de recepgéo), inferéncia esta que recorre a indicadores (quantitativos ou ndo)”. Este
tipo de analise se mostra bastante relevante nas pesquisas em educacdo e também
nas que tratam sobre o ensino e aprendizagem da Matematica.

Seguimos a organizacdo da analise em torno dos trés polos sugeridos por
Bardin (1977): a pré-andlise, a exploracdo do material e o tratamento dos resultados,
inferéncia e interpretacao.

A fase da pré-andlise é a organizacdo, que se divide em leitura flutuante,
escolha dos documentos, formulacdo de hipéteses, referenciacdo dos indices e
elaboracao de indicadores, e a preparacédo do material.

A fase de exploracdo do material é a administragdo sistematica das decisdes
tomadas a partir das operacdes realizadas durante a pré-analise.

A fase do tratamento dos resultados e interpretacéo consiste na validacéo e
atribuicdo de significados dos resultados brutos.

Aléem das fases sugeridas, adotamos o0 processo de categorizacdo, onde
Bardin (1977, p. 117) a define como “uma operagdo de classificacdo de elementos
constitutivos de um conjunto, por diferenciagéo e, seguidamente, por reagrupamento
segundo o género (analogia), com os critérios previamente definidos”. As categorias
sao classes que se reanem por grupos de elementos sob um titulo genérico.

Esta categorizacdo ocorreu previamente por blocos de Tarefas que
contemplavam a mesma competéncia matematica, ainda quando elabordvamos a
proposta metodologica. Em um primeiro momento (elaboracdo do pré-projeto),
imaginavamos toda a Proposta categorizada em trés blocos: Tarefas de Introducao

aos Numeros Inteiros, Tarefas de Opera¢cdes com Numeros Inteiros e Tarefa Ludica.
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Porém, durante o planejamento e construcdo das Tarefas, observamos a
necessidade de expandir e desdobrar estes blocos de Tarefas em subitens, além de
excluir o bloco de Tarefas Ludicas, ja que entendemos que estas Tarefas deveriam
ser mescladas as demais. A formatacdo dos blocos se concluiu conforme
apresentamos nesta pesquisa. Neste momento, entendemos que estes blocos
poderiam se tornar possiveis categorias de andlise, estas que também dependeriam
das solucdes e reflexbes apresentadas pelos alunos.

Apos a leitura flutuante dos resultados coletados ja foi possivel observar o
surgimento de outros topicos importantes a se considerar na andlise do conteudo, as
quais vieram a se converter em categorias de andlise. Todavia, as categorias de
analise de Contetdo ndo necessariamente devem seguir a mesma formatacédo dos
blocos de Tarefas que propomos, ou seja, durante a analise podem emergir outras
categorias dentro de um bloco.

Nossa andlise consistird em elencar as principais Tarefas ou secfes de
Tarefas que melhor caracterizem a categoria em estudo. Serdo valorizados os
registros escritos pelos alunos nas folhas de Tarefas e o Diario de Campo utilizado
pelo professor durante as aulas que ocorreram o desenvolvimento da proposta
metodologica.

Para referenciar os comentérios e respostas elaborados pelos alunos,
estabelecemos uma simbologia que os representam, para melhor contabilizar e
organizar os resultados de nossa pesquisa por meio das Tarefas.

Assim, simbolizaremos por A seguido de um numero atribuido aleatoriamente
para cada aluno constituinte desta turma afim de melhor organizar nossos resultados
e preservar a identidade dos sujeitos desta pesquisa. O quadro abaixo apresenta as

dez categorias que propomos nesta pesquisa:

Categorias de Andlise

Categoria 1 Conhecimentos Prévios dos Inteiros
Categoria 2 Utilizacao e Representacao dos Inteiros
Categoria 3 Reconstrugao Histérica dos Inteiros
Categoria 4 Elementos da Reta Numérica
Categoria 5 Comparacéo entre os Numeros Inteiros
Categoria 6 Antecessor e Sucessor dos Inteiros
Categoria 7 Mddulo e Oposto Simétrico dos Inteiros
Categoria 8 Operacdes com Numeros Inteiros
Categoria 9 Tarefas Simples

Categoria 10 Tarefas Complexas

Quadro 29: Categorias de Andlise
Fonte: o autor
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6.1 CATEGORIA 1: CONHECIMENTOS PREVIOS DOS INTEIROS

Nesta categoria de analise, analisamos o conhecimento prévio e informal dos
sujeitos da pesquisa sobre os Numeros Inteiros, com énfase nos Numeros Negativos,
visto que ndo apresentamos o conteudo a eles.

Todavia, destacamos que alguns alunos ja cursaram esta série anteriormente,
0 que viabiliza a realizagdo das Tarefas por meio da utilizagdo dos Numeros
Negativos. Também nédo descartamos a hipétese de que existam alunos que poderéo
utilizar tais numeros se utilizando de conhecimentos informais e cotidianos sem
mesmo té-los estudado anteriormente.

Para a andlise desta categoria, foram escolhidos como sujeitos de pesquisa
29 alunos, os quais realizaram a Tarefa 1 e a Tarefa 2. Afim de manter qualidade de
pesquisa, foram excluidos desta analise alunos que realizaram apenas uma das
Tarefas ou nenhuma delas.

A Tarefa 1 teve por objetivo o célculo de notas de cinco alunos ficticios, por
meio de uma situacdo problema sobre 0s acertos e erros de cada um, seguido por
guestdes reflexivas acerca das notas obtidas. A questao 5 desta Tarefa, relacionada
a nota de Ernesto em uma prova, conduzia a uma situacdo com numero negativo, na
qual esperava-se que os alunos atribuissem nota menos trés (-3). O quadro abaixo

retrata as respostas apresentadas pelos alunos a esta categoria:

Resposta (Valor atribuido
pelos alunos)

Quantidade de Alunos
(Frequéncia Absoluta)

Porcentagem (%)
(Frequéncia Relativa)

Zero (0) 10 34,48

Trés Positivo (3) 6 20,69

Zero Virgula Quatro (0,4) 5 17,24
Trés Menos (3 -) 1 3,45

Outras Notas 7 24,14
TOTAL 29 100

Quadro 30: Respostas dos alunos na questéo 5 da Tarefa 1

Fonte: o autor

Nota-se que nenhum aluno apresentou a resposta conforme o esperado,
todavia o aluno A19 apresentou ter conhecimento prévio sobre nimeros negativos, o
qual exibiu resposta com o sinal de negativo apés o numero. Ainda observamos que

este aluno escreveu o algoritmo da subtracdo na ordem em que o problema exigia.

5. O aluno Ernesto acertou 1] .4
questdes e errou 5: e -,?

Figura 8: Resposta da questdo 5 da Tarefa 1 (A19)
Fonte: aluno A19
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A maioria dos alunos que se deparam com esta situagao procuram inverter o
minuendo pelo subtraendo, gerando erros de calculo comum no cotidiano escolar,
conforme apresentaremos a seguir.

Outros seis alunos apresentaram como resposta o resultado 3: neste caso,
eles deveriam subtrair 5 de 2, obtendo —3. Ao utilizarem o algoritmo da subtracao para
resolver, se depararam com a impossibilidade e inverteram a ordem de subtragéo,
trocando o minuendo pelo subtraendo, conforme mostra a imagem da resposta

apresentada pelo aluno A22:

5. O aluno Ernesto acertou 1 _ﬂ_ 5
questdo e errou 5: —'ﬁ* _.%—

Figura 9: Resposta da questédo 5 da Tarefa 1 (A22)
Fonte: aluno A22

Esse fato nos remete a Historia dos Numeros Negativos e a impossibilidade
de calculo apresentada no capitulo anterior, onde o aluno, assim como 0s antigos
matematicos, buscavam adaptar o célculo para superar as dificuldades encontradas,
gerando erros matematicos que permeiam até hoje o ensino da Matematica, em
consonancia com os obstaculos epistemolégicos que ja discutimos anteriormente.

Alguns alunos apresentaram respostas incoerentes com o enunciado e
incompativel com os demais alunos da turma. Esses 7 alunos mostraram-se confusos
na resolugdo da Tarefa como um todo, nos levando a acreditar que né&o
compreenderam o contexto da Tarefa, jA que a maioria deles declarou dificuldade na
resolucéo desta situagdo, na questéo aberta de niumero 8.

Cinco alunos apresentaram como resposta a nota 0,4, bastante inusitada para
a situacdo. Ao serem indagados sobre a atribuicdo desta nota, o0 aluno A32 expds que
‘o aluno tem 2 pontos ganhos de 5 perdidos”, e o modo como interpretaram suas
proprias afirmacdes (2 de 5) os levou a dividir 2 por 5, obtendo assim 0,4, conforme

imagem da resposta apresentada pelo aluno A7:

5. O aluno Ermesto acertou 1| 7

s 0 J0O,

questdo e errou 5: of o

Figura 10: Resposta da questdo 5 da Tarefa 1 (A7)
Fonte: aluno A7
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Esses alunos relacionaram, segundo eles, a interpretacdo ao contetudo de
probabilidade que estudaram em anos anteriores. Esse aluno escreveu o algoritmo da
subtracdo e encontrou a impossibilidade de calculo.

O que nos chamou a atencdo € o fato de 10 alunos apresentarem como
resposta a esta questao o resultado zero, frente a impossibilidade de subtrair 5 de 2,

conforme resposta apresentada pelo aluno A16:

5. O aluno Emesto acertou 1|23X2=2_— O

questdo e errou 5:

Figura 11: Resposta da questédo 5 da Tarefa 1 (A16)
Fonte: aluno A16

Ao serem questionados sobre alguma dificuldade encontrada na resolucao
desta Tarefa, alguns alunos declararam néo ser possivel subtrair 5 de 2, como mostra

a resposta apresentada pelo aluno A3, na questéo 8:

8. Vocé notou alguma diferenga ou dificuldade ao resolver esta Tarefa?
Explique: u“‘@9/ YYOL 5 @LQ émwﬁg) J?/(AO %MWLU-Q@-?T]
Clunde ?” e et m,@ Tirbel come tion, & de o, wag

CF\JLQQ;) w@;(),ucc < U,

Figura 12: Resposta da questdo 8 da Tarefa 1 (A3)
Fonte: aluno A3

O aluno A4 ainda declarou verbalmente, quando indagado num momento
reflexivo apos o término da Tarefa que, “ao tirar 5 de 2, ndo sobra nada, pois esgota
as notas”. Ainda o aluno A5 declarou que “o aluno merece nota zero, pois € a menor
nota que existe”.

Estas afirmacdes ndo sdo de todo modo incorretas, pois quando trazemos
situagcbes matematicas, as quais deveriam ser tratadas formalmente, para uma
situacdo que a relacione com o concreto, as interpretacbes pessoais e coletivas
obtidas de fatos empiricos interferem na analise do problema.

Em nossa pesquisa ja apontamos que Moretti (2012) orienta para o
desenvolvimento formal deste conteddo em sala de aula, evidenciando que as
associacOes realizadas com o cotidiano podem levar a obstaculos didaticos e erros

permanentes a longo prazo, dificil de serem superados.
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Este fato nos levou a elaborar e aplicar a Tarefa 2 que, mesmo havendo
relacdo com a realidade por se tratar de pontuacao de um jogo, ndo vemos problema
em haver pontos negativos, buscando eliminar as ambiguidades apresentadas pelos
alunos.

Quando os alunos A4 e A5 expuseram as afirmagdes anteriores, o aluno A17
questionou-os sobre a possibilidade de que o aluno ficticio de nossa Tarefa ficasse
devendo nota para o professor, embora eles nunca presenciaram tal situacdo, mas
nao descartavam esta possibilidade.

Isso revela que esta Tarefa mobilizou o aluno para que este aluno estivesse
em Atividade, de acordo com nossa pesquisa, apresentando reflexao sobre a mesma.
Esse momento se constituiu em um rico aprendizado para toda a turma que, a partir
desta afirmac&o, mostrou mais interacao e reflexdo sobre esta Tarefa como um todo.

Do total de sujeitos participantes desta categoria, 16 alunos escreveram na
guestao aberta (questéao 8) que encontraram dificuldade para resolver a questéo 5, a
qgual se reportava a utilizacdo de niUmeros negativos.

Entendemos que esta dificuldade € importante para que os alunos
reconhecam a necessidade de haver algum contetdo matematico que possa suprir
essa dificuldade, a qual j& havia sido relatada a muitos anos atras, como revela a
Historia.

Na Tarefa 2 também foi possivel observar os conhecimentos prévios dos
alunos sobre Numeros Negativos e o conjunto dos Inteiros, especialmente na
pontuacdo dos alunos ficticios Danilo e Emilio, jogadores do jogo adaptado Pega
Varetas presentes na situacao problema elaborado por nés.

O jogador Danilo pontuou —11 (valor esperado) no jogo, enquanto Emilio
pontuou —13 (valor esperado). O quadro abaixo mostra as pontuacdes atribuidas a
cada jogador pelos alunos participantes da pesquisa, salientando que nenhum aluno

apresentou os valores como o esperado:

Danilo Emilio
Pontuacéo Quantidade Pontuacéo Quantidade
11 - 1 13- 1
11 (positivo) 4 13 (positivo) 6
0 (zero) 12 0 (zero) 14
Outros resultados 12 Outros resultados 8
Total 29 Total 29

Quadro 31: Respostas dos alunos na Tarefa 2

Fonte: o autor
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Observa-se que o mesmo aluno (Al19), o qual apresentou conhecimentos

prévios sobre nimeros negativos na Tarefa 1, legitimou nossas expectativas nesta

Tarefa, mesmo que o registro de representacdo do numero negativo esteja incorreto,

com o sinal apés o numero, conforme imagem a seguir:

Danile 1 2 4 2 4 4 7
A
o | 2p- 44 ’-
- A 5 ‘,{? () ;;!/__
)lg J_ ,x:‘i; ’g':{ %la :g ,'E"? ;./JQ A/,TJ) //7 Yy bl
3 | Z 50 Jwg 17e 1T -20G11,99
Emilio 1 2 6 2 5 29
{ A Fa W e
{j; H /-) “ ‘/'V //‘ .ft -
X A A PN Py ( { "? g %“@?‘ f 2}/« QA0 Egen /;{ Y
KL | X [ Xe_ |22 ]“;.G,..A | 75=1 W~ g
Wl E-alevike B EN eg-0 )b
Figura 13: Respostas da Tarefa 2 (A19)
Fonte: aluno A19
Notamos que, para a classificacdo “Outros resultados”, os alunos

apresentaram resultados incoerentes ou incompativeis com os demais alunos e com
o valor esperado, sendo que ndo compreenderam a Tarefa proposta ou mesmo
compreendendo, equivocaram-se no calculo da pontuacdo dos alunos ficticios da
Tarefa.

Nesta classificacdo, o aluno A22 ndo apresentou resposta numérica, conforme

mostra a imagem a seguir:

%‘ @\iﬁ /P JAM} “{"eQU‘TB N
"/_\ca 5 ﬁ@ I3 ;kvvvu/m\/&u ;z,/pm\“”
Emilio Grig 1 -2 ‘6\: : 2 W
%2 @%{% 18 C;) O LB, ,551,9
"'"’1"/%!"‘ L/ Q_"& o "\V\ Bo -

Figura 14: Respostas da Tarefa 2 (A22)
Fonte: aluno A22

Nota-se que apos varias tentativas de calculo (marcas de escritas que foram
apagadas) o aluno A22 demostra incerteza, representado pelo simbolo de
interrogacéo, afirmando que o resultado poderia ser negativo, porém complicado de
resolver.

Isso é fruto da reflexdo realizada a partir da Tarefa 1, quando alguns alunos
expuseram suas angustias frente a impossibilidade de resolucéo da questao proposta,
surgiram reflexdes interessantes na Tarefa 2, a exemplo do aluno A5, o qual atribuiu

nota zero e apresentou o seguinte comentario escrito:
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% 5 » J n L | RASTT LIS e .. R
. (Lpta.o. AVENAT:S r'f‘\ S u-\f\}D\&JCZ.A v i Aruen 2 Co w P35

0, ' N 1 e
Vs dr, depelobn.

Figura 15: Reflexf8es sobre a Tarefa 2 (A5)
Fonte: aluno A5

Assim como este aluno, um nimero expressivo de alunos atribuiu zero para a
impossibilidade de pontuar um resultado negativo. O aluno A3 expbs 0 seguinte

comentario escrito ao atribuir zero:

Figura 16: Reflexfes sobre a Tarefa 2 (A3)
Fonte: aluno A3

Podemos inferir que estes alunos ja compreendem a necessidade de haver
algum conteddo matematico que possa suprir este obstaculo de origem
epistemologica, norteando-nos para uma possivel reflexdo de nossos
questionamentos de pesquisa apresentados na introducdo, mas ainda estéo fixos a
ideia de que ndo se pode retirar grandezas maiores de outras menores, restando
assim o0 zero como resposta.

O aluno A1l escreve que o jogador “ficou sem nada” em resposta a questdes

que resultariam em ndameros negativos, conforme imagem:

Sariic 3 1.‘ : ‘ 2 4 2~ ‘4
Ay c@ 355\ W msomeB %‘W&Q TP
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Figura 17: Respostas da Tarefa 2 (A11)
Fonte: aluno A1l

Esse aluno compreendeu a subtracdo necessaria para resolver esta situagao,
apresentando o algoritmo que possivelmente gerou o obstaculo para prosseguir o

calculo e validar seu conhecimento.
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A exemplo deste aluno, outro grupo exposto em nossos resultados por meio
da tabela, na tentativa de contornar o fato do subtraendo ser maior que o minuendo,
inverteram a ordem da subtracdo no algoritmo, calculando assim respostas positivas.

O modo como pensaram nao € de todo incorreto, mas neste caso lhes faltou
conhecimentos para realizar a anélise deste resultado, isto €, a implicacdo matematica
desta inversao do minuendo e subtraendo, que deve ser traduzida na atribuicdo do
sinal de negativo ao resultado, por meio da inversao da operacdo matematica.

A proxima categoria emergiu da analise desta, pois durante a resolucdo das
Tarefas 1 e 2, houveram alunos que, mesmo nao apresentando as respostas

principais com numeros negativos, os utilizaram no processo de resolucéo.
6.2 CATEGORIA 2: UTILIZACAO E REPRESENTACAO DOS INTEIROS

Nesta categoria, vamos analisar como o0s alunos utilizaram e como
representaram os NUmeros Negativos durante a resolugdo das situacdes propostas
no bloco 1, como na Tarefa 2 e na Tarefa 3, mediante algumas palavras do cotidiano
qgue, quando imersas nas situacdes matematicas, podem remeter ao uso destes
nameros.

Na Tarefa 2, dos 29 alunos sujeitos desta Categoria de andlise, 11 alunos
utilizaram nimeros negativos para representar a pontuacdo perdida de acordo com
cada cor de vareta coletada pelos jogadores ficticios. A imagem do registro

apresentado pelo aluno A20 pode exemplificar este fato:

ALUNO Azul Verde | Amarelo | Branco | Vermelho Preto
Amarildo 3 2 0 0 1 1
5 hg b 15 4 9] -0 —3 -5
Bernardo 2 | 2 2 1 2 1
Jo 262 40 7 ) =7 —ya —
B B -
4 N, @
36 TR : . , , , _

Figura 18: Respostas da Tarefa 2 (A20)
Fonte: aluno A20

Outros 17 alunos agruparam o0s pontos perdidos, representando-os por
nameros positivos e apenas utilizaram o sinal de menos como operacdo, afim de

subtrair a pontuacéo perdida da pontuacao ganha.
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A Histéria da Matematica revela que o homem utilizou diversos simbolos ao
longo dos tempos, inclusive também ja utilizou letras que antecediam os numeros, a
exemplo do matemético Luca Pacioli, que atribuia p para nimero positivo e m para
namero negativo, ambos em carater de operacéo.

Deste modo, o aluno A4 utilizou a letra p antecedendo o nuamero, para

representar perda de pontuacéo, conforme mostra a imagem:

ALUNO 2 Azul Verde | Amarelo | Branco | Vermelho | Preto
Amarildo 3 2 0 0 B, 1,
( Z T
wal: [0 4 © P4 P OFD
M1 "l75
Bernardo ,, 2 2 1 2 1
0. 1040 G ) PA Pg
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19 ' [A il

Figura 19: Respostas da Tarefa 2 (A4)
Fonte: aluno A4

De certa forma, este aluno reconheceu que estes numeros séo diferentes e
necessitam de alguma representacdo para isso. Este aluno estava em Atividade e
atreveu-se a criar um simbolo para representar os nimeros negativos, 0 que vai ao
encontro da proposta sobre Registros de Representacbes Semidticas presente em
nossa pesquisa.

A Tarefa 3, na qual vamos analisar o uso dos Registros de Representacdes,
apresenta palavras que podem remeter ao uso de nimeros negativos, sendo algumas
diretas e outras indiretamente, a partir do senso comum, conhecimento empirico e
prévio dos alunos.

Nesta Tarefa, os alunos deveriam realizar a operacdo de Conversédo dos
registros escritos na linguagem materna para os registros simbdlico numéricos
utilizados na Matematica. No quadro abaixo apresentamos as palavras que remetiam
ao uso de numeros negativos, os simbolos utilizados pelos alunos durante a resolucéo

da Tarefa e a quantidade de alunos que apresentaram cada registro.
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Palavras Registro Esperado Outro Registro
Menos trinta e cinco graus -35°C 35°C
Celsius 9 alunos 20 alunos
Cinco graus abaixo de zero -5°C 5°C
23 alunos 6 alunos
Dez graus Celsius negativos -10°C 1°c
18 alunos 11 alunos
Segundo andar abaixo do Andar -2 Andar 2
térreo 16 alunos 13 alunos
Devendo mil e duzentos reais ~ 1200 reais 1200 reais
2 alunos 27 alunos
Seis metros abaixo do nivel do —6m 6m
mar 7 alunos 22 alunos
Emagrecer vinte gramas por -204¢g 209
dia 4 alunos 26 alunos
Queda de oito por cento na -8% 8%
cotagdo 7 alunos 22 alunos

Quadro 32: respostas apresentadas pelos alunos na Tarefa 3
Fonte: o autor

Através do quadro elaborado a partir desta Tarefa, verificou-se que as
palavras gque mais remeteram ao uso de nimeros negativos foram: abaixo (no sentido
de andar/pavimento de um prédio e no sentido de temperatura) e a propria palavra
negativo (no sentido de temperaturas). As demais palavras ndo configuraram, de
modo geral, a necessidade da utilizacdo de numeros negativos a esse grupo de
alunos.

Por entendermos que o Modelo Comercial, também citado por Moretti (2012),
pode levar a um obstaculo didatico no ensino e aprendizagem dos Numeros Inteiros,
procuramos evitd-lo em nossas Tarefas. Todavia, com intuito investigativo, nesta
Tarefa propomos a conversdo da linguagem materna para a linguagem simbalico-
numerica afim de verificar se ha alunos que se utilizam deste modelo, principalmente
agueles que estao repetindo esta série.

Assim como Moretti (2012), consideramos que lucro e divida séo palavras que
podem remeter a obstaculos quando associadas aos NUmeros Inteiros e por iSso ndo
fortalecemos o0 uso destas nesse contexto, com objetivo de excluir essa associacéo
de nossa Proposta Metodolégica.

Esta Tarefa apresentou a frase “devendo mil e duzentos reais”, a qual
esperavamos, embora ndo seja nosso objetivo, que um grande numero de alunos
associar aos Numeros Negativos, ja que ha bastante alunos repetentes. Contudo, nos

favorece observar que apenas 2 alunos atrelaram a palavra divida aos Numeros
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Negativos, ja que num primeiro momento ndo abordamos este conjunto numeérico com
este enfoque dito Modelo Comercial por Moretti (2012).

O modo como os alunos acessam 0s objetos matematicos € de extrema
importancia para nossa pesquisa, visto gue esses objetos sdo abstratos e inacessiveis
ao homem, quando no concreto. Assim, buscamos avaliar como os alunos os
representam para poder manipulé-los.

Em resposta a um de nossos questionamentos, ja podemos observar que
varios alunos ja estéo representando 0s niumeros negativos como o esperado, sem
mesmo termos comentado ou transmitido tal contetdo.

O fato do aluno A4 se utilizar da letra p antecedendo o nimero € prova de que
o homem é capaz de criar simbologias que o favoreca para melhor operar
matematicamente, enaltecendo a riqueza de Registros de Representacdes
Semidticas no passado e nos remetendo a uma reconstru¢do historica que ainda

permeia o cotidiano escolar.
6.3 CATEGORIA 3: RECONSTRUCAO HISTORICA DOS INTEIROS

Nas Tarefas 1, 2 e 3 os alunos ndo receberam instrucdo, orientacdo ou
contedado sobre os Numeros Inteiros e especialmente os negativos. O professor
pesquisador apenas orientou-os quanto ao modo de responder as folhas de Tarefas
e esclareceu duvidas pontuais que surgiam no momento em que 0s alunos se
encontravam em Atividade.

Apods o término do bloco 1, foi realizado um momento construtivo e reflexivo
junto com os alunos, o qual chamamos de Tarefa 4, no intuito de mostrar-lhe a
necessidade da existéncia de um novo conjunto numérico que viesse a suprir as
defasagens matematicas oriundas das dificuldades encontradas pelos alunos durante
a resolucédo das Tarefas deste bloco.

Por meio da apresentacdo audiovisual e dialogada, foi realizado a
formalizacdo contextualizada com os alunos, onde na oportunidade eles esbocaram
bastante interesse na Histéria e evolugdo dos numeros negativos até se chegar ao
conjunto formal dos NUmeros Inteiros.

Assim, o objetivo desta categoria € verificar quais informacgdes o0s sujeitos, em
namero de 30 alunos, filtraram deste momento de Reconstrucdo Histérica e como

passarao a reconhecer este “novo” Conjunto numérico.
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A Tarefa 5 apresentava questbes parcialmente abertas, onde solicitava ao
aluno elaborar situacdes escritas na linguagem materna e, por meio da operagéo de
Conversdo apresentar o registro simbdlico numérico que traduzia o exemplo
elaborado por ele. A Unica restricdo foi o dever de empregar niumero negativo no
exemplo elaborado.

Dos 30 alunos participantes deste bloco, apenas 1 ndo atendeu ao que lhe foi
solicitado como Tarefa, sendo que os demais (29 alunos) elaboraram corretamente
exemplos relacionados com a realidade e emprego de nimeros negativos. O aluno

A13 exp0bs seus exemplos do seguinte modo:

Situagédo Registro Simbdélico Numérico
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Figura 20: Respostas da questdo 1 da Tarefa 5 (A13)
Fonte: aluno A13

~ 1 O andors

Com base nos exemplos criados e apresentados por esses alunos, podemos
inferir que foi altamente satisfatorio a aceitacao desta classe numeérica por parte deles.
Podemos notar ainda que, mesmo sem adentrar no conteudo de operacdes
matematicas com NUmeros Inteiros, este aluno apresentou um exemplo que remete
ao uso de operacédo, quando menciona estar no sexto andar e descer ao primeiro, ou
seja, desce 5 andares, representando por —5.

Este aluno revela que estava em Atividade no momento em que desenvolvia
esta Tarefa, acessou corretamente 0s objetos matematicos envolvidos por meio dos
Registros de Representacdes esperados, além de superar obstaculos impregnados
nesse contexto. Assim, esse aluno é prova de que muitas de nossas indagacoes que
nos levaram a elaborar essa pesquisa estdo sendo satisfatoriamente respondidas e
0S entraves superados.

A exemplo deste aluno, todos os exemplos elaborados pelos alunos tém

semelhanca com as conversdes que realizaram na Tarefa 3, onde os termos mais
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utilizados foram temperatura e andares abaixo do térreo. Nenhum aluno, neste
momento, apresentou exemplo diferente do exposto.

A questdo 3 da Tarefa 5 questiona ao aluno se é possivel resolver a expressao
2 — 5, com base no que estudaram até o momento, além de justificar a resposta. Dos
30 alunos participantes, 28 responderam sim a este questionamento, justificando que

o0 resultado serd um namero negativo. O aluno A17 apresentou a seguinte resposta:

3. Com base no que vocé estudou até o momento, ao se deparar com um
célculo do tipo 2 — 5, vocé classifica como sendo possivel resolver esta
situagédo? Jusfifique sua resposta. |
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Figura 21: Resposta da questdo 3 da Tarefa 5 (A17)
Fonte: aluno A17

E possivel notar que este aluno também estava em Atividade, apresentando
resposta além do esperado, atrevendo-se a exemplificar subtracdes que resultam em
nameros negativos. Além de que este aluno ja superou esse obstaculo
epistemoldgico, jA compreende que 0 erro matematico € necessario para que o
conhecimento se consolide e faz parte da dinAmica do ensino e aprendizagem, pois
de caso contrario ndo se arriscaria a exemplificar uma situagédo que ainda néo foi
estudada formalmente em sala.

O aluno A18 apenas respondeu “vai ter que emprestar”, revelando que ainda
nao superou obstaculos presentes no tratamento deste contetdo. O aluno A22

respondeu “Nao, pois € sé fazer com o numero negativo”, conforme imagem:

3. Com base no que vocé estudou até o momento, ao se deparar com um
célculo do tipo 2 — 5, vocé classifica como sendo possivel resolver esta

situagdo? Justifique sua resposta.
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Figura 22: Resposta da questdo 3 da Tarefa 5 (A18)
Fonte: aluno A18
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Este aluno compreendeu corretamente as reflexbes discutidas em sala, e
quando respondeu ‘nao”, foi em relacdo ao conjunto dos Numeros Naturais,
justificando que esse calculo s6 € possivel de se operar no Conjunto dos NUmeros
Inteiros.

O saldo desta questéo revelou que 12 alunos do 28 que responderam sim,
apresentaram a resposta da expressao como sendo —3, assim como o esperado.
Destes, 3 alunos extrapolaram o esperado, apresentando respostas que vao além do
senso comum apresentado pelos demais alunos. O aluno A13 por exemplo fez

referéncia a Histéria da Matematica:

3. Com base no que vocé estudou até o momento, ao se deparar com um
calculo do tipo 2 — 5, vocé classifica como sendo possivel resolver esta

situag@o? Juslifique sua resposta.
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Figura 23: Resposta da questdo 3 da Tarefa 5 (A13)
Fonte: aluno A13

Esses resultados coletados por meio das Tarefas e associados aos relatos
dos alunos (Diario de Campo) mostram que o modo como foi abordado o contetdo
inédito a eles foi satisfatério até o presente momento, revelando um grande salto
cognitivo em 5 Tarefas, onde o0s préprios alunos foram construindo seus
conhecimentos por meio da reflexdo. Assim, temos convic¢cdo que nossa Proposta
Metodoldgica por meio da Diversificacdo de Tarefas esta contribuindo para o processo
de ensino e aprendizagem dos Numeros Inteiros.

Assim como ocorreu na Histéria dos Numeros Inteiros, houve, num primeiro
momento, resisténcia a aceitacao deste conjunto numeérico. Mas, com a evolucéo da
Matematica e dada a necessidade, se criou e se aperfeicoou as técnicas operatorias
com este conjunto.

Os alunos puderam experimentar, por meio das Tarefas, esta necessidade de
haver um conjunto numérico que suprisse a defasagem existente para os Nameros
Naturais. Essa necessidade foi posta por meio da problematizacédo e ndo por meio da

exposicao direta de conteudo, como tradicionalmente ocorre em sala de aula.
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6.4 CATEGORIA 4: ELEMENTOS DA RETA NUMERICA

Entendemos que o bloco de Tarefas sobre compreensao e representacao dos
Numeros Inteiros tem a proposta de formalizar elementos importantes e necessarios
para a construcao deste conjunto numerico.

Assim, emerge esta categoria com o objetivo de avaliar o grau de
entendimento sobre os principais elementos deste conjunto numérico: a reta numérica
dos Inteiros, o elemento neutro aditivo, o sentido da reta e as duas semirretas a
esquerda e a direita do zero.

Para a andlise desta categoria, a qual computa 30 alunos participantes,
utilizaremos as Tarefas 6 e 7, esta Ultima que possui perguntas abertas sobre 0s
elementos da reta numérica. A reta numérica foi inicialmente apresentada,
implicitamente, na Tarefa 6 por meio do termémetro, um registro vertical da reta em
questéao.

A primeira parte da Tarefa 6 solicitava aos alunos o registro simbdlico
numeérico da temperatura que cada um dos termdémetros media na representacao
grafica apresentada. Nesta secdo, todos o0s alunos apresentaram 0S registros
corretamente, mostrando, nesta altura das Tarefas, o dominio e aceitacdo dos
NUmeros Inteiros sobre a reta (representada pelo termémetro).

A segunda parte desta Tarefa solicitava aos alunos que organizassem 0s
registros anteriores em ordem crescente, visto que este conceito ndo foi desenvolvido
até o momento. Alguns alunos utilizaram o registro gréafico (elevacdo da marcacdo em
vermelho do termdmetro) para organizar os valores, obtendo assim sucesso na

Tarefa, conforme mostra a imagem das respostas do aluno A28:

Agora que vocé observou o registro das temperaturas que cada termdémetro esta
medindo, organize-os de forma crescente, ou seja, do termdmetro que registrou
menor temperatura até o que registrou maior. Para isso, utilize o registro

simbédlico numérico que representa cada temperatura:

—J5([JoC]- 8T+ S%C {0 ]+ 15

Figura 24: respostas apresentadas na Tarefa 6
Fonte: aluno A28

A exemplo deste aluno, outros 14 alunos apresentaram respostas igualmente

satisfatorias, sendo que os demais apresentaram certa ordenag¢do, porém nao como
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haviamos solicitado na Tarefa. A terceira parte desta Tarefa solicitava aos alunos para
que obtivessem, por meio da andlise do registro grafico, a diferenca de temperatura
entre duas temperaturas que o aluno respondeu na primeira parte.

As respostas superaram nossas expectativas, jA que todos os alunos
apresentaram corretamente a diferenca de temperatura a partir de suas temperaturas
dadas. Por meio desta Tarefa ja € possivel introduzir operagdes com Inteiros a partir
da reta numérica, mostrando mais uma vez a eficiéncia de se utilizar este registro para
abordar os Numeros Inteiros.

Na Tarefa 7 foi realizada, com intervencao do professor, a Conversao de
Registros de Representacdo Semidtica, onde a escala termométrica pdde ser
estendida para a reta numérica dos Numeros Inteiros.

A questéo (a) solicitava se o numero 20 e o numero —20 sdo iguais, onde o
aluno pode se utilizar da reta numérica vertical para respondé-la. Todos os 30 alunos
afirmaram que nédo séo iguais, dos quais 15 deles relataram que o nimero 20 € maior
gque o numero —-20 (ou —20 € menor que 20), assim como era esperado, a
compreensao qualitativa dos Numeros Inteiros.

Outros 8 alunos justificaram apenas que o0 numero — 20 esta abaixo de zero,
assim como o numero 20 esté acima do zero, fazendo apenas uma relagéo de ordem
geométrica. De modo anélogo, 3 alunos justificaram apenas que o numero —-20 é
negativo, assim como o numero 20 € positivo, fazendo relacdo apenas com o sinal
gue antecede o numero. Ainda, outros 3 alunos utilizaram ambas justificativas acima
citadas.

Podemos inferir que estes 14 alunos ndo compreenderam por completo a
qualidade dos Numeros Inteiros, isto é, a disposicdo geométrica, a atribuicdo do sinal
e principalmente a relagcao de ordem entre eles.

Ainda, 1 aluno apresentou resposta incompleta e incoerente com o esperado,
alegando que “um é quente”, fazendo mengédo somente a temperatura do termémetro.
Podemos inferir que este aluno néo estabeleceu ligacdo entre o termémetro e a reta
numeérica dos Numeros Inteiros.

O quadro abaixo mostra as competéncias matematicas apresentadas pelos
alunos durante a resolucéo desta Tarefa, na qual o foco centrava-se na associacao
da escala termométrica com a reta numérica, afim de melhor compreender a

comparacao entre Nimeros Inteiros:
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Competéncias Alunos
Estabeleceu relacdo de maioridade, relagéo 15
geomeétrica e relacdo com o sinal de negativo
Estabeleceu relagdo geométrica e relagdo com o 3
sinal de negativo
Estabeleceu apenas relagdo de ordem e 8
disposicdo geométrica
Estabeleceu apenas relacdo com o sinal de 3
negativo
Estabeleceu apenas relacdo com as 1
temperaturas apresentadas na imagem

Quadro 33: Competéncias apresentadas pelos alunos na Tarefa 7
Fonte: o autor

Outra questdo de importante analise faz mencéo ao zero, indagando qual o
seu significado na reta numérica. Dos 30 alunos, 19 afirmaram que o zero é o centro
(no sentido de meio, numero que divide geometricamente a reta) dos NUmeros
Inteiros. Outros 10 alunos afirmaram que o zero € “comego da reta numérica”, no
sentido de que este elemento € o ponto de referéncia para analise dos demais
nameros desta reta. Um aluno apresentou resposta incompativel com a pergunta,
justificando que “ele representa a linha numérica’.

Na Proposta Metodoldgica que apresentamos, é de interesse que os alunos
compreendam que o zero € um ponto de referéncia, pois este conceito servira de base
para outros importantes conceitos dos Numeros Inteiros, tais como elemento oposto,
elemento simétrico e modulo. Neste sentido, nenhum aluno apresentou resposta que
assim relacionasse o zero, de modo que o professor pesquisador teve que interferir
para conduzir os alunos a esse entendimento em reflexdo posterior a aplicacéo.

Nesta Tarefa também foi questionado sobre a quantidade de numeros
existentes nos dois sentidos da reta, tomando o zero como referéncia, isto €, a
quantidade de numeros no sentido positivo da reta e no sentido negativo da reta.

Dos 30 alunos, 15 apresentaram como resposta infinitos nimeros, justificando
apenas que “eles ndo acabam”. Outros 13 alunos apresentaram também como
resposta infinitos niameros, mas justificaram por meio da ideia de antecessor e

sucessor, conforme mostra a imagem das respostas apresentadas pelo aluno A10:

d) Quantos numeros existem no sentido positivo da reta? Por que?
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Figura 25: Respostas da Tarefa 7 (A10)
Fonte: aluno A10
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f) Quantos nimeros existem no sentido negativo da reta? Por que?
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Figura 26: Respostas da Tarefa 7 (A10)
Fonte: aluno A10

Estas respostas foram satisfatérias e atendem as nossas expectativas de
compreensao do infinito no Conjunto dos Numeros Inteiros. Entendemos que este
conjunto diversificado de Tarefas contribui para o processo de ensino e aprendizagem,
colocando os alunos em Atividade, fruto de nossos questionamentos que nos levaram
a realizar tal pesquisa.

Prova disso foram os resultados apresentados por este aluno, os quais
mostram que o mesmo extrapolou o conhecimento apresentado pelos demais alunos,
onde observa-se que ele jA compreendeu que a reta numérica dos NUumeros Inteiros
se desdobra no conjunto dos Naturais e no subconjunto dos Nimeros Negativos.

Ainda, 2 alunos apresentaram resposta incoerente com as perguntas acerca
da quantidade de numeros em cada sentido da reta, apresentando respostas como “é
porque sao temperaturas positivas” ao que se refere a quantidade de numeros
existentes no sentido positivo da reta, e “por que sado negativas” ao se referir no
sentido negativo da reta.

O término desta Tarefa foi orientado pelo professor pesquisador afim de
propor a operacdo de Tratamento dos Registros Gréficos, isto €, a tradicional
representacao da reta numérica horizontal.

Outra importante Tarefa realizada ao término deste bloco (Tarefa 8) buscou
refletir, juntamente com os alunos por meio do didlogo e exemplos, os importantes
conceitos destacados. Houve a valorizagdo da superacdo dos erros apresentados
pelos alunos durante a resolucdo das Tarefas, processo importante para a

compreensao dos objetos matematicos em estudo.
6.5 CATEGORIA 5: COMPARACAO ENTRE OS NUMEROS INTEIROS

A andlise desta categoria tem por base as Tarefas do bloco 3, em especial as
Tarefas 9 e 11. Constituem como sujeitos de pesquisa 29 alunos que participaram de

todas as Tarefas propostas neste bloco.
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Buscamos estabelecer comparacao entre os Numeros Inteiros por meio dos
elementos da reta numérica, geometricamente e por meio da relacdo com o sinal do
namero, mas principalmente utilizando os conceitos de antecessor e sucessor de um
namero.

Na Tarefa 9 propomos aos alunos que comparassem dois humeros a partir da
reta numérica vertical, a exemplo do termdmetro e 0s nimeros que representam
temperaturas. Deste modo, buscamos estabelecer relacdo geométrica de
comparacao entre dois Numeros Inteiros.

Nesta Tarefa, apresentamos oito questbes de comparacdo numérica e uma
questao aberta, na qual os alunos deveriam generalizar regras para comparacao entre
dois numeros, a partir da observacao das questdes anteriores.

Nas oito questdes de comparacdo, 18 alunos responderam e justificaram
corretamente todas elas a partir do conceito de que o maior nimero entre dois
nameros comparados é 0 que se posiciona mais acima na reta numérica vertical. O

registro abaixo foi apresentado pelo aluno A31:

c) 200y 07 1 ,1d) 20 0u -40'?
{} N LA UA
O\_ﬁj_.}ﬁ fj/z*’ A o W/\ﬂ /(;\/9 0
' pk)‘}_‘b@( AV, Mﬁ‘!@%}&,jif M

Figura 27: Respostas da Tarefa 9 (A31)
Fonte: aluno A31

O aluno A8 também mostra ideia semelhante em seus registros, conforme

imagem abaixo:

g) —7 ou-8? h) -4 ou 12?

5 2 acieady 7|42 M/W 4 0
| VR Yo Xy

Figura 28: Respostas da Tarefa 9 (A8)
Fonte: aluno A8

Observa-se que estes alunos, além da relacdo geométrica e posicional entre
os dois numeros comparados, também apresentam uma relacdo com o zero, numero

gue propomos como referencial para diversas analises.
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Os demais 11 alunos, além de utilizarem este modelo geométrico de
comparacgao principalmente nas questbes que envolviam dois nidmeros negativos,
também utilizaram a justificativa de que um namero positivo € maior que um numero
negativo, nas questdes de comparacao que os envolviam.

Na comparacao entre os numeros 40 e —40, o aluno A24 mostrou conhecer

que numeros positivos sdo maiores que negativos, conforme mostra a imagem abaixo.

e) 40 ou 407 f) —20 ou—40?

L’ O @’q %iﬁ @OLG Q&M e 'g 0 “P ( 27 f {,,fe £ {j)g’?ﬂw, f"
@g«ﬁA@ A ;L’ -l C}/b Jrm
V xﬂr’w(/{/(@

Figura 29: Respostas da Tarefa 9 (A24)
Fonte: aluno A24

( Iy
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Esse entendimento é importante, pois servir4 para generalizar conceitos que
permitam aos alunos comparar dois nimeros Inteiros. Generalizacbes ndo habitam
tradicionalmente o ambiente escolar, durante as aulas de Matematica.

Assim, estabelecemos uma questdo aberta de generalizacdo, apresentou
grau elevado de dificuldade, pois uma pequena parte dos alunos conseguiram
estabelecer regras gerais para 0s niumeros. Por meio do dialogo reflexivo e mediacao
do professor, os alunos compreenderam as generalizacdes elaboradas pelos colegas.

O aluno A29 elencou corretamente algumas generalizacbes sobre a
comparacao entre Numeros Inteiros e apresentou para a turma. Todavia, a frase de
comparacao entre dois negativos utilizada pelo aluno, “o menor é o maior entre eles”,
guando apresentada ao grupo de alunos, soou estranho aos colegas.

O aluno se referia ao modulo de um nimero, sendo que a frase acima poderia
ser reescrita como: entre dois numeros negativos, 0 maior entre eles € aquele que
apresentar menor médulo numeérico. Até o0 momento de aplicacdo desta Tarefa, o
conceito de médulo ndo havia sido trabalhado com os alunos e o professor interviu na
explicacéo para que todos os alunos pudessem compreender.

Este aluno esbogou muito interesse na intervencéo realizada pelo professor,
ja que a explicacdo coletiva, segundo ele, referia-se ao seu conhecimento prévio. A
figura que segue retrata as “propriedades” que este aluno elaborou em carater de

conclusao da Tarefa e apresentou a turma:
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A partir desta Tarefa & possivel cbservar uma regra, uma generalizacao
para definir quando um nimero é maior que outro. Escreva sua conclus&o

para generalizar: _
St © YV BN S MO RFL O O J\”Ltf}giirxﬁ
e (PN Wgﬁm\; Y8 orosraot £ 0 emondl Mﬂ ﬂs;:
(ﬂfw\ dsrvensy, da Juzlm mmxﬁ&mjﬁwwth eI, GEANTD,
aYe! \.ﬁ'uit‘l_@' S 2 -ml} JaR, .ﬁm SO0, Juio_ M&w& _
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Figura 30: Respostas da Tarefa 9 (A29)
Fonte: aluno A29

As generalizacbes compartilhadas pelos alunos colaboraram para que todos
pudessem resolver a Tarefa 11, esta que também tratava de comparacdo numérica,
utilizando os simbolos mateméaticos < (menor que), > (maior que) e = (igual). Além
disso, o registro grafico da reta numérica horizontal jA estava impresso na folha de
Tarefa para que os alunos utilizassem durante as comparac¢des de Numeros Inteiros.

Nesta Tarefa praticamente todos os alunos desenvolveram corretamente a
comparacao entre dois numeros, com algumas excecfes pontuais: 5 alunos
equivocaram-se ao classificar 0 > — 0, como mostra a figura da resposta apresentada

pelo aluno A13:

¢) 0.2 =0 N 0.2 AT2hs ol frep

Figura 31: Respostas da questdo 2 da Tarefa 11 (A13)
Fonte: aluno A13

Além do fato apresentado da alternativa c), 0 que nos chamou a atencdo na
alternativa f) foi a justificativa apresentada pelo aluno, onde escreve ‘usei do
Jacarézinho” quando se refere ao simbolo “maior que”. Provavelmente algum
professor de anos anteriores utilizou tal expressdo afim de que os alunos
memorizassem o simbolo e sua aplicacdo. Embora alguns recursos didaticos sejam
vélidos afim de que o aluno aprenda o conteldo necessario, buscamos tratar desta
Ciéncia com o maximo de rigor e formalismo possivel, visto que estas distor¢cdes

podem gerar obstaculos irreparaveis a longo prazo.
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Outros 2 alunos equivocaram-se ao classificar que 17 < +17, a exemplo do
aluno A18:

a) 17 <o #17 d) 0.5 17

Figura 32: Respostas da questdo 2 da Tarefa 11 (A18)
Fonte: aluno A18

Observa-se que este aluno havia comparado corretamente por meio do sinal
de igual, que ficou apagado atras do simbolo “menor que”. Para este aluno, néo ficou
claro que todo numero que ndo apresenta sinal que o antecede, € por natureza
positivo.

As questbes 3 e 4 desta mesma Tarefa solicitavam para organizar um
conjunto de nimeros em ordem crescente e decrescente, respectivamente nesta
ordem. Dos 29 alunos, 13 ordenaram corretamente 0s conjuntos de numeros inteiros
nas ordens solicitadas, sem apresentar qualquer erro, como mostra a imagem da

resposta apresentada pelo aluno A5:

3. Ordene os niimeros em ordem crescente (do menor para o maior):
6 <% 3 =® <% 2 0 9 -5 -F
—% -1, -5, 7N =1, 0,3, :CP- R
J

4. Ordene os niimeros abaixo em ordem decrescente:
-20 - 45 =5 ¥ -4 & -t& 25 30 5

‘i‘*ff); 33;3&3 1—*26/ 15 Oi -O 'M/}O} ”—20’ - o

Figura 33: Respostas das questdes 3 e 4 da Tarefa 11 (A5)
Fonte: aluno A5

Dos 16 alunos restantes, 12 erraram as duas ordenacodes propostas, 1 acertou
somente a ordem decrescente e 3 acertaram somente a ordem crescente. Nota-se
que os alunos, em grande parte, compreenderam a ordenacdo crescente ou
decrescente dos Numeros Inteiros.

Os erros cometidos geralmente ocorrem no momento de unir 0s nimeros
negativos com o0s numeros positivos ou na ordenacdo como um todo dos nameros
negativos. Porém, embora a ordenacdo como um todo apresente erros, existe uma
l6gica de ordenacao parcial dentro do conjunto, como mostra a imagem da resposta
apresentada pelo aluno A3:



155

4. Ordene os nimeros abaixo em ordem decrescente:
: A
_20* 457 -5 15 —40' ©0* 0% 25 30 36

- | -
45, a5, 80,%25,45, 0, — o, - 9*0;"% 9 N

Figura 34: Respostas da questdo 4 da Tarefa 11 (A3)
Fonte: aluno A3

Esse mesmo equivoco € apresentado pelo aluno A22, conforme mostra a

imagem de sua resposta:

4. Ordene os nimeros abaixo em ordem decrescente:

- ¥ s B _s0 0. St0 26 3. 85
—5~40j=%0,;~ 0, 0,4, 7 ,26,35 15

Figura 35: Respostas da questdo 4 da Tarefa 11 (A22)
Fonte: aluno A22

ApoOs a aplicacao desta Tarefa, realizamos o momento reflexivo onde esses
alunos relataram ndo utilizarem a reta numérica como base de suas andlises, ao
contrario do relato dos alunos que acertaram por completo estas questdes.

Assim como Moretti (2012) sugere o uso da reta numérica e o principio de
extensdo dos Naturais para os Inteiros, acreditamos que o entendimento e uso da reta
numérica dos Numeros Inteiros se faz necessario para a compreensao de diversos
conceitos, tais como o moédulo de um numero, a comparagdo entre numeros, a

ordenacéo, entre outros.
6.6 CATEGORIA 6: ANTECESSOR E SUCESSOR DOS INTEIROS

Nesta categoria pretendemos avaliar como os alunos interpretam a ideia do
antecessor e do sucessor de um numero. Quando se trata do conjunto dos Numeros
Naturais, esses conceitos sao relativamente faceis, atentando-se para o zero, quando
tomado como Natural, ndo apresenta antecessor.

Todavia, nos Numeros Inteiros o antecessor do zero existe e pode se constituir
em um obstaculo epistemoldgico no ambiente escolar, principalmente se tratando dos
nameros negativos. A superacdo deste obstaculo podera ocorrer para os alunos que
compreenderem o modelo geométrico proposto em nossa pesquisa: a reta numérica

dos Numeros Inteiros.
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A Tarefa 10 comega com uma questdo que solicita aos alunos que estes
desenhem a reta numérica dos Numeros Inteiros, no intervalo de —10 a 10, para que
o aluno possa utilizar sua propria representacdo geomeétrica e possa perceber as
disposicbes numeéricas. De modo geral, todos o0s alunos apresentaram
satisfatoriamente este registro requerido.

Na sequéncia, apresenta um quadro com alguns numeros, escolhidos
propositalmente pelo professor pesquisador, afim de verificar como os alunos
apresentardo o antecessor e o sucessor de cada um.

Do total de 29 alunos, 21 responderam corretamente todo o quadro proposto
na Tarefa sobre antecessor e sucessor, atendendo com sucesso nossa proposta. Dos
8 alunos que apresentaram ao menos um erro no quadro proposto, 4 deles
apresentaram corretamente o numero 1 como sucessor do zero, porém apresentaram
0 zero como sendo antecessor do proprio zero.

Outros 6 alunos apresentaram inverséo quanto ao antecessor e sucessor dos
nameros negativos. O quadro abaixo representa as respostas apresentadas pelo

aluno Al7, que ilustra as duas situacdes expostas acima:

Antecessor | Nuamero | Sucessor | Antecessor Numero | Sucessor
A 3 4 - -5 -t
3 8 9 e 3 -8 -9
9 10 s | -39 40 | -1
g9g 1000 Jool | =43¢ -29 ~30
O 0 Aot - 99 -100 —lob
—\ -2 -3 | —a9s8 299 — 300'_-

Figura 36: Respostas da Tarefa 10 (A17)
Fonte: aluno A17

Estes alunos ndo compreenderam, até o momento em que foram aplicadas
essas Tarefas, a necessidade do uso da reta numérica e 0s conceitos inerentes e
implicitos na reta, embora a maioria deles tenham afirmado que a reta foi importante

na resolucao desta questéo.
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Por outro lado, 9 alunos declaram que a representacdo gréfica da reta
numeérica nao foi util, pois se utilizaram de calculo mental. Todavia, 3 destes alunos
foram justamente os que erraram ao apresentar 0 antecessor e o0 sucessor de todos
0S humeros negativos.

Assim, destacamos que num primeiro momento, a reta numérica é de
fundamental importancia para que os alunos possam compreender a sequéncia

numeérica e aferir corretamente o antecessor e o sucessor dos Nimeros Inteiros.
6.7 CATEGORIA 7: MODULO E OPOSTO SIMETRICO DOS INTEIROS

Entendemos que estes dois conceitos estdo diretamente ligados quando o
assunto é Numeros Inteiros. Anteriormente a aplicacdo desta Tarefa, o professor
explicou aos alunos o conceito de Médulo de um Inteiro como sendo a distancia, sobre
a reta numérica, do nimero em questao até o zero, além do simbolo que representa
este conceito.

Em um primeiro momento, procuramos apresentar o elemento oposto
simétrico como sendo um outro nimero sobre a reta que apresenta o mesmo modulo
do nimero em questdo. Por exemplo, o oposto simétrico do nimero 7 € o —7, pois
ambos apresentam maddulo de valor 7. Somente com essa interferéncia por parte do
professor, os alunos realizaram a Tarefa 12.

Dos 29 alunos que realizaram esta Tarefa, 23 alunos acertaram
completamente todos os valores de modulo solicitado. Trés alunos erraram por
completo os resultados esperados, revelando nédo terem compreendido o conceito de
modulo, embora no enunciado desta questdo ha explicitamente explicado este
conceito.

Os outros 3 alunos equivocaram-se quanto ao sinal do médulo de nimeros
negativos, ndo se atentando que modulo se refere a uma distancia e, portanto, é
positivo. A imagem abaixo mostra a resposta apresentada pelo aluno A10 a esta
questéao:

3. Nesta atividade, vocé devera usar o conceito de mdédulo, ou seja, a
distancia do numero até o zero, na reta numérica. Logo verifique o médulo
dos nimeros representado por:

A B C D E F

L | "X A 6 | -4

Figura 37: Respostas da questdo 3 da Tarefa 12 (A10)
Fonte: aluno A10
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Esses alunos forneceram a posicao de cada letra sobre a reta numeérica e ndo
a distancia conforme solicitada. Todavia, os resultados obtidos por meio desta questéao
foram satisfatorios, dado o grande numero de alunos que apresentaram resposta
assim como o esperado.

Ao término desta questdo, o aluno A32 fez a seguinte colocagdo oral, em
relagdo ao equivoco desse colega: “o médulo de um numero € sempre positivo, pois
€ uma distancia, e nao existe distancia negativa”. Mediante este comentario, devemos
observar a maturidade conceitual deste aluno, além de que o mesmo mostrou-se
bastante envolvido com a Tarefa, estando ele comprometido com a proposta.

A questdo 4 desta Tarefa se refere ao oposto simétrico e também apresenta
explicacdo com exemplos no enunciado, além daquela previamente realizada pelo
professor. Na primeira parte, a qual apenas solicitava qual nimero sobre a reta
numeérica representa o oposto simétrico de um dado nimero, 18 alunos acertaram por
completo toda a questéo.

Dos outros 11 alunos que apresentaram algum equivoco, um aluno
apresentou o nimero 1 como oposto de zero, e outro apresentou o —1. Nove alunos
apresentaram o resultado — 0 para o oposto simétrico de 0, conforme mostra a imagem

da resposta apresentada pelo aluno A12:

4. Com base na reta numérica, obtenha o oposto de cada nimero:

7 ~1 +8 e 0 @ -5 45

L3

—1 i :f -"6 P 25 -, §

4 L (A ol "
¥ o 5] ke
i

-10 4

Figura 38: Respostas da questéo 4 da Tarefa 12 (A12)
Fonte: aluno A12

Esta resposta néo esta totalmente incorreta, porém isso revela que 8 alunos
nao compreenderam que — 0 =0, ja que este fato foi observado e registrado pelo aluno
A30:

4. Com base na reta numérica, obtenha o oposto de cada nimero:

7 - _ 7 -5

+8 /8 0

- 520

S

-6

A

25 _,025

—10

53
ot/
o

Figura 39: Respostas da questéo 4 da Tarefa 12 (A30)

Fonte: aluno A30
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O término desta questdo se refere ao que os professores chamam
tradicionalmente de regra de sinais. Porém, ndo foi por esta regra que procuramos
explicar o aparecimento de sinais continuos que antecedem um numero. Buscamos
explicar pelo conceito formal do elemento oposto, afim de que o proprio aluno
generalize esta regra.

Solicitamos aos alunos para encontrarem o oposto simétrico de alguns
nameros que exigiam uma sucessao de oposto simétrico. Nesta sec¢do, todos os
alunos realizaram, de modo implicito, a regra de sinais. Porém, nenhum aluno
apresentou corretamente todos 0s nimeros que representavam o oposto simétrico de
nameros solicitados, mas generalizaram a ideia do elemento oposto, apresentando o
namero equivalente de cada um solicitado, como mostra a imagem da resposta

apresentada pelo aluno A10:

«2)=  [B=  [-M= = )=

{ &\ e, e
-\ GQ, 2 - 2 . %

Figura 40: Respostas da questdo 4 da Tarefa 12 (A10)
Fonte: aluno A10

Inferimos que, devido a exigéncia de varios elementos opostos, os alunos
apenas apresentaram um valor equivalente, porém esqueceram-se de finalizar e
apresentar o elemento oposto de cada valor.

Ao final desta secao de questdes, alguns alunos perceberam que o oposto
simétrico € uma “reflexdo” em relagéo ao zero, onde o aluno A5 expds verbalmente
que “o oposto é sempre simétrico a partir do zero, como se tivesse um espelho sobre
ele’.

Essa expressao oral associada aos resultados obtidos na Tarefa mostra que
0 conceito do elemento oposto simétrico em alternativa a regra de sinais foi eficiente,
ja que todos os alunos converteram corretamente os registros simbalicos.

O aluno A24 esbocou uma generalizacdo que se assemelha a tradicional
regra de sinais, onde o0 mesmo coloca que “quando tem par sinais de menos, 0
resultado fica positivo, e quando tem impar sinais de menos, o resultado fica negativo”,

quando se refere ao niUmero equivalente.
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O bloco 3 se encerrou com a Tarefa 13, a qual se constitui em um momento
reflexivo e aberto ao dialogo, onde os alunos puderam expor seu conhecimento, suas
duvidas e seus equivocos cometidos durante a resolucao das Tarefas, estes que se
converteram em aprendizado para toda a turma, em consonancia com a proposta de

valorizar o erro afim de proporcionar conhecimento por meio da reflex&o coletiva.
6.8 CATEGORIA 8: OPERACOES COM NUMEROS INTEIROS

Nesta categoria de analise, nos basearemos em todas as Tarefas restantes,
a comecar pela 14, com término na Tarefa 24, isto €, utilizaremos 11 Tarefas como
suporte a nossa analise, esta que tem por objetivo avaliar a compreensédo do aluno
sobre as operacdes que envolvam Numeros Inteiros.

Vamos separar nossas analises em dois momentos, sendo o primeiro sobre a
operacdo Soma com Numeros Inteiros (adicdo, subtracdo e regra de sinais), e num
segundo momento trataremos da operacédo de Multiplicacao e Divisao com NUmeros
Inteiros. Além disso, estaremos valorizando a evolucdo cognitiva do aluno sobre o
conteudo que é foco de nossa pesquisa.

Para a analise da operacdo Soma, selecionamos 24 alunos que participaram
de todas as Tarefas que envolvem esta operacdo, sendo a partir da Tarefa 14 até a
Tarefa 19, além da Tarefa 24 que se constitui no Jogo que envolve todas as
operacoes.

Iniciaremos pela Tarefa 14, a qual foi realiza com a intervencao do professor
pesquisador e explicada somente com base no deslocamento sobre a reta numérica.
Ressaltamos que este foi 0 primeiro momento que os alunos tiveram contato com a
operacdo de Numeros Inteiros por meio da Proposta Metodologica.

O quadro abaixo mostra a distribuicdo de acertos na questéo 1 desta Tarefa,

a qual apresentava 16 operacoes:

Alunos Erros Apresentados
8 alunos Nenhum erro

4 alunos Exatamente 1 erro
7 alunos De 2 a5 erros

5 alunos Mais de 5 erros

Quadro 34: Quantidade de erros obtidos na Tarefa 14
Fonte: o autor
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A imagem que segue revela as respostas apresentadas pelo aluno A6, o qual

ndo cometeu nenhum equivoco em suas resolucdes, a exemplo dos outros sete

alunos que também atingiram este feito:

1. Nesta Tarefa, vamos fealizar operag6es envolvendo numeros negativos,
se utilizando da reta numérica abaixo:
H
Negatives ! Positivs
e s e T T T e, , B
R V V¥ WY L (I [ S S | I A !
% P S "X "t s " " - (R R R B Y
i
2+3= K 4-7= = -7+3= _y, —-2+5= )
| S ¥ L i "_,-"
—2= | —B = — 4+ 4= - —_f—-8= 4
6-2 H 0-6 b 4+4 O 1 e
2-3= 5—10=”"6 -5+0= -~ -3-2= 4
—_— = g _— = -— = el — -+ = ,
3+3 O 7+7 0O 1+1 O 10+ 10 S

Figura 41: Respostas da questdo 1 da Tarefa 14 (A6)

Fonte: aluno A6

Este aluno, assim como os demais que apresentaram nenhum ou apenas 1

erro, fez uso a reta numérica para realizar os deslocamentos afim de realizar a

operacdo proposta. Em didlogo com a turma, num momento de reflexdo sobre esta

Tarefa, o aluno E8, que apresentou mais que 5 erros, revelou ter utilizado calculo

mental em alternativa a reta numeérica proposta pelo professor.

Salientamos que nesta etapa da Proposta Metodolégica, ainda nao foi

valorizado o calculo mental e os alunos que se utilizaram deste modo para operar

foram os alunos que mais apresentaram erros nesta Tarefa.

Os alunos que cometeram apenas 1 erro, assim como os alunos que

cometeram de 2 a 5 erros, equivocaram-se majoritariamente na representacdo dos

nameros negativos, ausentando o simbolo dos resultados.

Deste modo, entendemos que estes 11 alunos compreenderam a operagao

de Soma com NuUmeros Inteiros, equivocando-se na representacdo dos numeros

negativos, que nesta etapa ja deveria ser superado.
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A figura que segue revela as respostas registradas pelo aluno All, que

apresentou apenas 1 erro, a exemplo dos outros trés alunos:

2+35 4-7=_ ) —-7+3= —-2+5=
+D B —4 3

6-2= 4\ 0—-6= ‘G —4+4= O | -—1—-8= _%
2-3= | 5-10= _ & _5+0=*'E) -3-2=

~3+3= —7+7= —1+1= ~10+10=
O o0 |77 0O

Figura 42: Respostas da questdo 1 da Tarefa 14 (A11)
Fonte: aluno A1l

Este aluno, ao resolver a expressdo 2 — 3, atribuiu resposta 1, sendo que o
esperado € —1. Ele compreendeu o modelo sugerido pelo professor para resolver
operacfes com nameros inteiros, inclusive apresentou registros de deslocamentos
sobre a reta numeérica.

Por meio desta Tarefa, concluimos que as operacgdes realizadas por meio de
deslocamentos sobre a reta numérica sdo muito eficientes, em alternativa ao modelo
comercial, ja que a maioria dos alunos mostraram sucesso na resolucdo desta
primeira Tarefa de operacdes com Inteiros.

Porém, notamos que este modelo demanda mais tempo na resolucdo de
operacdes quando comparado ao tradicional modelo comercial, ja que o aluno
depende da conversao do registro grafico para o registro numerico.

Na Tarefa 15 o aluno € conduzido ao entendimento de comutatividade da
operacao soma com numeros inteiros, por meio da reta numeérica. Os resultados foram
bastante satisfatorios no que diz respeito a compreensao das operacdes sobre a reta
numérica e a comutatividade.

Ao término desta Tarefa, observamos que a maioria dos alunos (23 alunos)
apresentaram resposta semelhante ao exemplo que mostraremos a seguir, revelando
gue compreenderam a propriedade comutativa da soma e, especialmente, tratando-a
por meio da reta numérica.

A imagem que segue abaixo mostra as respostas apresentadas pelo aluno A6
nas duas questOes abertas, onde para — 6 + 3, 0 mesmo escreve “vamos sair do
menos seis e andar mais trés casas, que o resultado é: — 3”. De modo analogo, ele

escreve para a expressao — 3 + 6:
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Qual é o resultado da soma — 6 + 3? Qual é a interpretacéo na reta numérica?

2 . f
/ - i ]
1 7 ) A e £ Doy 5 5 RN N y 1
”}’Ww« ,> a;’;»?f?a.&fr-{ £ S od o Wwvod In ft‘w? /;.,;rf..;/;
: [

:f’ * -~

{ 5 gl P o I 2

aduo B ol @ — O

E qual sera o resultado da soma + 3 —6? Qual a interpretacéo na reta?

> 4 't ~ /
J N\ S e

B i - A = ! 5|
VOrNE> 020 (B ’hf e l‘aii 2 & Lgor oo 'W*HHJJ"' ?

Figura 43: respostas da primeira parte da Tarefa 15
Fonte: aluno A6

O término desta Tarefa solicitava aos alunos para que estes desenvolvessem

as operacOes propostas, as quais estavam registradas na linguagem materna, por

meio da linguagem simbdlico numérica, utilizando a comutatividade. A imagem abaixo

traduz as respostas apresentadas pela maioria dos alunos, a exemplo do aluno A9:

Para cada situacao descrita, converta as informagdes para o registro simbolico

numérico e as resolva de acordo com a reta numérica:

Dois mais sete negativo Doze mais oito negativo
2 by TR AL =44
O e ) Ol ~@ =7

. &3 ; B ) 4

1+ 40=-5 ~§ 442 = 4
Doze negativo mais oito Trés mais oito negativo
A 2 3l -&5= -9

LAt 8= —4
P | L R— =
o= -4 ~9L 3= -5
Doze negatwo mais oito negativo Menos trés mais dois negativo
A+ - 8= -4 =34 -2= 73
1 : | =
< ~N gy R . —
— — J{Q,: — i/u,- — oL g 3’ J
Dois negativo menos cinco Sete menos dez
o — : .
~2 —=5= 79 “:3.—»}3)@7’"3
& - ™y
Fan Pl i,
S - if:?{,. - *-) ) ﬁ)’\ ‘_ g j
> NO- X

Figura 44: respostas da segunda parte da Tarefa 15
Fonte: aluno A9
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Observamos que este aluno, a exemplo da grande parte dos sujeitos
analisados, apresentou respostas corretas as expressoes solicitadas, sendo que o
mesmo se utilizou da reta numérica para realizar e validar suas respostas. Embora o
meétodo da reta numeérica seja ligeiramente mais lento, revela-se bastante eficiente.

Na Tarefa 16 apresentamos as operagfes com Numeros Inteiros que
necessitam de regras de sinais. Todavia, procuramos explicar por meio dos
deslocamentos sobre a reta numeérica e a existéncia do elemento oposto, afim de
evitar a transmissdo de regras para decorar.

Como a resolucdo destas expressdes requer duas Atividades simultaneas
(regra de sinais e operacdo de soma), esta Tarefa se mostrou de grau elevado de
dificuldade, pois somente dois alunos acertaram todas as trocas de sinais necessarias

e os resultados das somas. A tabela abaixo traduz os resultados observados:

Alunos Resultados

Acertaram todas as trocas de sinais e todas as
operacfes de soma

Utilizaram céalculo mental e erraram as trocas de

2 alunos

3 alunos . ~
sinais e as operacoes
Acertaram as trocas de sinais, porém erraram a
10 alunos ~
operacdo de soma
Erraram as trocas de sinais e
9 alunos

consequentemente as somas

Quadro 35: Relacdo de Erros e Acertos na Tarefa 16
Fonte: o autor

A figura abaixo mostra os resultados apresentados pelo aluno A24, que

acertou todas as operacgdes propostas:

2. Agora é sua vez: resolva as operagdes abaixo de acordo com o exemplo:

2+(-3)= 4—(-7)= ~7+(-3)= —-2+(-5)=
£=3=57 lgx7:41 Lz=3:-140|3-2:-7
6—(-2)= 0-(-6)= ~4+(-4)= ~1-(-8)=
§+2:g E+6= 6 BTSN T, ¢ ~f+¥C #
2—(-3)= 5—(-10)= —~5+(-0)= ~3—(-2)=
o #) “iz - Wy 2z +
—(-3)+3= —=N+HED= | —EDH1= ~10+(+10) =
3#'?}: 5 '[..».'{._."i-il' {:- -E'-.L {= 2 --a"_fu._h-,_f,:_"_-.:fi-':.

Figura 45: Respostas da questéo 2 da Tarefa 16 (A24)
Fonte: aluno A24
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Quanto aos 3 alunos que apresentaram calculo mental, ndo pudemos analisar
com precisao quais operacoes utilizaram, pois apresentaram apenas os resultados
incorretos para cada expressdo. Os 9 alunos que erraram tanto as trocas de sinais
qguanto as operacfes ndo compreenderam a associacdo do elemento oposto as
operacdes com Inteiros que cada expresséo exige.

J& os outros 10 alunos que acertaram as trocas de sinais revelaram que se
preocuparam com O elemento oposto, mas ndo se atentaram para a operacao
matematica a expressao demandava apos realizar a troca de sinais, ou equivocaram-
se na interpretacdo dos numeros envolvidos no momento de analisar o0s
deslocamentos sobre a reta numérica. A figura a seguir mostra os resultados

apresentados pelo aluno A4, que exemplifica a resposta dos demais:

2. Agora € sua vez: resolva as operagées abaixo de acordo com 0 exempio:
2+(-3)= 4-(-7)= ~7+(-3)= --g)+(—-5)=
3= a3- A1 T ,_:; :::i:: s
6-(-2)= 0-(-6)= —4+(—4)= -1-(-8)=
612=9 [O+G=g “Ue-d=p |Axt=
2-(-3)= 5-(-10)= ~5+(-0)= -3-(-2)=
2435 5+10 =15  =5-0= ~2340
~(=3)+3= —-N+7= |—-DH+1= - 10+ (+ 10) =
FIX¥I=L P T2y [t1+1= 2 -0+ (SFEY

Figura 46: Respostas da questéo 2 da Tarefa 16 (A4)
Fonte: aluno A4

Observa-se que este aluno realizou todas as trocas de sinais (regras de sinais)
necessarias, porém equivocou-se em duas expressbes, quando para -7 -3
apresentou resposta —4, e para —4 —4 apresentou resposta 0.

Preocupado com o aprendizado desse grande numero de alunos que
apresentaram resultados insatisfatorios ao nosso ver, o professor fez uma intervencao

coletiva de retomada de conteldos e, na tentativa de amenizar as dificuldades
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apresentadas, foi aplicada a Tarefa 17, que se constitui no Jogo de trilha Vai e Vem,
que adaptamos para que haja opera¢cdes com NUmeros Inteiros.

O Jogo tem por objetivo a troca de conhecimentos e a correcéo dos erros de
forma menos impactante, ja que os colegas fardo isso por meio das situacdes ludicas,
conforme ja discutimos em capitulo anterior.

Deste modo, a Tarefa 17 sera analisada em outra categoria adiante e, afim de
medir os efeitos desta intervencédo, vamos observar a Tarefa 18, a qual foi aplicada
apos a Tarefa ludica e a retomada de conteudo. Esta Tarefa possui 12 expressdes
que deveriam ser resolvidas pelos alunos, sem intervencéo do professor. Ja pudemos
observar uma melhora significativa no aprendizado dos alunos. A tabela a seguir

mostra os resultados obtidos por meio desta Tarefa:

Alunos Resultados

Acertaram todas as trocas de sinais e as

2 alunos ~
operagdes de soma
2 alunos Utilizaram célculo mental e erraram as trocas de
sinais e as operacdes
Acertaram todas as trocas de sinais, porém
20 alunos

erraram até 4 operagdes

Quadro 36: Relacdo de Erros e Acertos na Tarefa 18
Fonte: o autor

Os dois alunos que acertaram todas as expressdes nesta Tarefa sdo os
mesmos dois que acertaram todas na Tarefa 16, conforme esperado. Dos 3 alunos
que resolveram por meio do célculo mental na Tarefa 16, um optou por resolver pelo
meétodo apresentado pelo professor e obteve éxito em suas resolugdes, sendo que 0s
outros 2 mantiveram seu método de calculo mental e erraram todas as expressoes.

Nesta Tarefa, podemos generalizar que 20 alunos apresentaram melhora de
desempenho, sendo que acertaram todas as trocas de sinais e erraram até 3
resultados de expressoes.

A figura abaixo mostra os resultados apresentados pelo aluno A31, a qual
apresentou grande namero de erros na Tarefa 16 e encontrava-se entre os 9 alunos
citados na Tabela que erraram as trocas de sinais e consequentemente as

expressoes:
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2. Agora é sua vez: resolva as subtracBes abaixo, com base no exemplo.
(+ 4]—H{— 3)= (F)—-(-4=
4377 BN
=H-(+3)= - -3)-(-4)=
~Y-3 = —23+Y=i
-4)~-(=3)= —3)+(4)=
Y 47T -yt
5+(-2)= 4-(-3)=
5=k~ < Uabh-7
3+(=5)= —-2+(-3)=
5% 0 ' ——3= —
—1+(3)= —1-(5)=

Figura 47: Respostas da questdo da Tarefa 18 (A31)
Fonte: aluno A31

Mediante os resultados apresentados pelos alunos apés a aplicacdo do Jogo
em sala de aula, em resposta as nossas indagacdes, podemos afirmar que a utilizacao
desta metodologia contribuiu para o aprendizado sobre NUmeros Inteiros, uma vez
gque o0s préprios sujeitos da pesquisa mediaram o0 conhecimento entre seus
semelhantes, favorecendo a abordagem do erro e a correcdo simultanea, havendo
mudanca de postura dos alunos pela busca do conhecimento em questao.

A Tarefa 19 sera analisada em outra categoria adiante, seguida da Tarefa 20,
gue se constituiu em um momento de reflexao coletiva, no qual buscamos apresentar
0s principais erros cometidos aos alunos afim de evitar a propagacdo dos mesmos.
Esse momento € de construcdo do conhecimento, onde os alunos colaboram com
suas experiéncias adquiridas na elaboracao das Tarefas.

Sobre as operacdes de Multiplicagéo e Divisdo, entendemos que estas devam
ser estudadas simultaneamente, ja que sdo operacfes opostas e que desfrutam de
propriedades que se completam. Essas operacdes foram contempladas nas Tarefas
21, 22, 23 e 24. Primeiramente buscamos desenvolver a operacdo de multiplicacao
por meio da soma de parcelas. Depois, gradativamente inserimos a operacao de

divisao.
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Nesse primeiro momento, ndo procuramos explicitar a regra de sinais para a
multiplicagéo, pois buscamos a generalizagdo deste conceito a partir das Tarefas
propostas. Para a analise deste segundo momento, selecionamos 29 alunos, 0s quais
participaram de todas as Tarefas que envolvem as operacfes de Multiplicacédo e
Divisao.

Na Tarefa 21, procuramos desenvolver a multiplicagcdo pelo conceito formal
de soma de parcelas, onde o multiplicador (nmero a frente do sinal de multiplicacéo)
representa 0 numero de vezes que o multiplicando (nimero atras do sinal de
multiplicacéo) deve ser repetido, isto €, a quantidade de parcelas que devem ser
somadas. Este € um conceito simples, mas fundamental para a compreensao da
multiplicacdo de NUmeros inteiros.

Na questdo 1, dos 28 alunos participantes, verificamos que 17 alunos
compreenderam esse conceito fundamental, representando corretamente o registro
da multiplicacdo das somas requeridas, a exemplo das respostas apresentadas pelo

aluno A5, conforme figura a seguir:

3+3+3+3=
N4x3d= 1.

T+7=

2xF= 14,

4+4+4+4+4=
Sxa= o

3+9+09=
3= T

Figura 48: Respostas da questdo 1 da Tarefa 21 (A5)
Fonte: aluno A5

Podemos notar que este aluno representou corretamente, no primeiro caso, a
existéncia da soma de quatro parcelas do nimero trés, assim como nos demais casos.
Todavia, houveram 11 alunos que ndo compreendam este conceito fundamental, que
é tratado no Ensino Fundamental 1 e foi retomado pelo professor pesquisador em sala
de aula.

Esses alunos representaram a multiplicacdo equivalente, porém
equivocaram-se na representagcao conceitual esperada. A figura mostra as respostas
do aluno All que, embora estejam todas corretas, ndo representa corretamente o

conceito esperado.

3+3+3+3= 4+4+4+4+4=|9+9+9=
2V )= \ - Hy¥ s> AX 2~

. ¥ \ A A -
R | %”_"%__

Figura 49: Respostas da questdo 1 da Tarefa 21 (Al11)
Fonte: aluno A1l
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Por se tratar de um conceito importante, que é base para justificar a
multiplicacdo de NUumeros Inteiros, o professor realizou uma intervencao coletiva apés
esta questdo, afim de recapitular este conceito. Com isso, 0 numero de alunos que
compreenderam e representaram corretamente ao que foi solicitado na questdo 2
passou a ser 22, sendo que outros 6 alunos apresentaram 0s mesmos equivocos da
guestao anterior.

A figura mostra os resultados apresentados pelo aluno A17, o qual mostrou
nao ter compreendido o conceito da multiplicacdo e apds a intervencdo apresentou

resultados de acordo com o esperado:

2. Agora, escreva as multiplicagdes como somas e resolva:
5x2= ot +Q FaA+AT A0 |2x5= 5455 Ao

3x7= FFA¥I=QN 6)(88:24_8+8+8+8: L\(g

Figura 50: Respostas da questdo 2 da Tarefa 21 (A17)
Fonte: aluno A17

A questdo 3 resolvemos coletivamente no quadro afim de explicar a
multiplicacdo com Numeros Inteiros. J& na questao 4, os alunos resolveram sem a
intervencdo do professor, na qual deveriam escrever o produto como soma de
parcelas de negativas e apresentar o resultado.

O resultado obtido por meio desta questdo foi satisfatério, sendo que 25
alunos resolveram a questdo conforme o esperado, demonstrando que
compreenderam o conceito fundamental da multiplicacdo e apresentaram o simbolo
de negativo em suas respostas. Os outros 3 alunos apresentaram resultados corretos
para a multiplicacéo, porém positivas, sendo que 2 alunos resolveram a multiplicacao
por meio da soma de parcelas e 1 realizou a multiplicagdo mentalmente, errando o
sinal das respostas.

Podemos notar que nesta etapa de nossa Proposta Metodolégica, os alunos
ja apresentam muita seguranca para resolver situacées com Numeros Inteiros, em
especial, com numeros negativos, registrando corretamente o simbolo que caracteriza
esta classe numeérica.

Podemos observar esta situagao por meio da figura abaixo, a qual mostra as
respostas apresentadas pelo aluno A33:
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4. Do mesmo modo, € possivel realizar a ‘multiplicagdo em que uma das
parcelas sejam negativas. Por exemplo: 3 x (=5) = (=5) + (-5) + (-5) =-15.
Resolva as multiplicagdes abaixo de acordo com o exemplo:

Bx(-3)= A 5x(-4) = | N
(-3 F 31+ 12\ +631 +l20) 4 (-8) 2 2481 Loy -4\ 4 -4 ) A=) et ) -

- -20
2x(-10)= 2x(=9)=
(”JG\Q r-/‘f}\; > =20 -5 ‘;_.‘5:‘ = -l
3x(-4)= 7x(-3)= L
(1Y /01 Lb]-an Vo o) af-2) 4 3] (13
) -4 +£ 7] 2540 3)e[-2)4 o) e8] 10303

Sl

8x(-6)= 14x(-6)=

7 l\i,{’ '.__i\ *f. + ] Y ¢y ~ )
SART AT S AR CARY 44l (-6) 4 | (6) + (*’f”) = — ol
(-6) +(-6) =42

Figura 51: Respostas da questéo 4 da Tarefa 21 (A33)
Fonte: aluno A33

A Tarefa 22 foi realizada integralmente sem a intervencédo do professor, pois
os alunos deveriam realizar a leitura, a interpretacdo e colocar em pratica as questdes
por meio dos exemplos que foram fornecidos. Nesta Tarefa, a questdo 1 explica a
comutatividade da multiplicacdo, a qual 25 alunos acertaram integralmente a mesma,
e outros 3 alunos nao atribuiram o sinal de menos para representar o resultado
negativo.

A guestao 2 traz uma sequéncia numerica que tem por objetivo induzir o aluno
a refletir sobre a regra de sinais que devera ser generalizada na questdo 3. Ambas
servirdo de base para que o aluno resolva corretamente a questao 4, que exige aregra
de sinais para a multiplicacao.

Dos 28 alunos, apenas 17 alunos generalizaram corretamente a regra de
sinais e obtiveram éxito na resolucéo total da questéo 4. Os outros 11 alunos que néo
generalizaram corretamente a regra de sinais, equivocaram-se no sinal das respostas
apresentadas, embora os valores numéricos das multiplicagdes estejam corretos.

Houve alunos que apresentaram todas as respostas positivas, assim como

houve alunos que apresentaram todas as respostas negativas, demonstrando a nao
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compreensao da regra de sinais. A figura abaixo mostra as repostas do aluno A30,
gue generalizou corretamente a regra de sinais bem como todas as respostas da

questao 4, assim como o0s outros 16 alunos.

3. Vocé observou alguma propriedade relacionada aos sinais envalvidos na
multiplicacdo? Descreva e tente generalizar, ou seja, criar uma regra para

a multiplicagao e os sinais das respostas:
'\E@“\ _llu- H&' ._E{
.-k\ .IW;:__‘:::}_F‘____‘& — “-‘?_ —

- ur,__,ln}m _.‘r ‘"\-3. -

~ fFeas ~ht
4. De acordo com o observado, resolva as multiplicagtes abaixo:
(-3)x9= (-8)x5= 6x(-7)= 4x%x(-8)=
R T -—!\l:]v . )
06T 10 i - Do
(=2)x(-5)= (3N x(-6)= =7NxE7)= -6 x(-8)=
XA S Ly o A Le
¥lo ‘A = 49 \ A

Figura 52: Respostas das questdes 3 e 4 da Tarefa 22 (A30)
Fonte: aluno A30

A Tarefa 23 traz questdes de multiplicagcéo, a qual foi retomada afim de atingir
um maior numero de alunos quanto ao conhecimento, e questdes de introducéo a
divisdo, esta que foi explicada como operacdo inversa da multiplicacdo. Aqui, ja
observamos que 25 alunos apresentaram corretamente as multiplicagbes com
Numeros Inteiros. Por outro lado, 3 alunos equivocaram-se na resolucao das questdes
que tratavam desta operagéao.

A figura abaixo mostra as respostas apresentadas pelo aluno A22 na questao

1 e 2, sendo que 0 mesmo apresentou baixa compreensao na Tarefa anterior:

1. Complete a tabela da multiplicacdo: cuidado com o sinall
X 4 3 2 1 0 -1 -2 -3 -4 -5

6124 [A31Aql 6l eol=bl-m -4~

—

2. Outra tabela da multiplicagao para vocé completar:
X -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

~ | oM Ao (426 [T 1+4 4Y Lo |-Y [-F

Figura 53: Respostas da questdo 1 da Tarefa 23 (A22)
Fonte: aluno A22

\
Lo
Cry
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A questao 6 solicita aos alunos para que estes resolvam duas operagdes de
divisbes com numeros negativos e justifiquem a resposta por meio da multiplicacao,
conforme questdo exemplificada anteriormente. Sem a intervencao do professor, 17
alunos resolveram e justificaram corretamente a operacdo solicitada. A figura mostra

as respostas apresentadas pelo aluno A27:

6. Desafio: de acordo com o Tarefa anterior, resolva as divisdes com nimeros
negativos abaixo:

Figura 54: Respostas da questéo 6 da Tarefa 23 (A27)
Fonte: aluno A27

Dos 28 alunos totais, 11 se equivocaram na atribuicdo do sinal nas respostas,
sendo o mesmo grupo de alunos que tardou a compreender as regras de sinais para
a multiplicacao.

Com base nestas informacdes, realizamos intervencgéo no intuito de retomar
0 conteudo para que todos os alunos pudessem se apropriar do contetdo em questéo,
visto que um numero elevado de alunos apresentou defasagens operatérias e
conceituais sobre a multiplicacdo e divisdo de Numeros Inteiros, o que foi realizado
por meio da Tarefa 24.

Pudemos verificar resultados satisfatérios por meio da Tarefa 24, a qual foi
resolvida integralmente correta por 18 alunos. Dos outros 10 alunos, 7 apresentaram
de 1 a 5 erros esporadicos de sinais nas respostas, possivelmente por falta de
atencao, ja que a grande parte da Tarefa esta correta.

Apenas 3 alunos, ao longo dessas Tarefas, apresentaram erros em grande
guantidade que nos remete a concluir que nédo se apropriaram conforme o esperado
na operacgao de divisdo. Todavia, a Tarefa 25 se apresenta como uma Tarefa potencial
para que estes alunos possam, de uma vez, buscar compreender o conteudo em
questao, por se tratar de um momento ladico. A analise desta Tarefa sera apresentada
em outra categoria adiante.

A figura abaixo, em carater de exemplificacdo dos demais alunos, mostra as
respostas das questdes 2 e 3, apresentadas pelo aluno A22, o qual apresentou

apenas 3 erros na questao 3, entre todas desta Tarefa:
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2. Agora que vocé compreendeu a divisdo, pode resolver as divisbes
diretamente, sem justificar pela multiplica¢&o:

100 = (-5) = 80 = (-8) = 50 = 10 = 48 -6=
20 ite) -0 £
(-64) + (4) = (—40) = (-5) = (~120) = (=20)= | (-55) = (-5 =
+46 + 60 LA\

3. Complete os espagos para que as expressoes se apresentem corretas:
45 + {",9‘\ ——5 |-20:88).=-4 | -8+ f“‘l\ =4
AN0: =215 w2 5=7

Figura 55: Respostas das questdes 2 e 3 da Tarefa 24 (A22)
Fonte: aluno A22

-------------

6.9 CATEGORIA 9: TAREFAS SIMPLES

Esta categoria surgiu da exposicao verbal e da observacédo das Atividades
desempenhadas nas Tarefas que os alunos julgaram simples, com base em seus
preconceitos e experiéncias de anos anteriores, mas que, do ponto de vista do
professor pesquisador, apresentaram alto potencial para o aprendizado dentro de
nossa Proposta, fazendo com que os alunos se envolvessem profundamente,
colocando-os em real Atividade.

Destacamos que o termo simples n&o remete necessariamente a Tarefas de
facil execucdo e que ndo exijam Atividade por parte do aluno. H& Tarefas de
enunciado ou construcado simples que podem requerer muita Atividade mental por
parte do aluno em sua resolucdo. Essas Tarefas que intitulamos simples estdo ao
alcance de qualquer professor aplicar em suas aulas, pois requerem materiais de facil
aguisicao e pouca intervencao do professor.

Além disso, as Tarefas simples que se mostram de facil resolucdo ou até
mesmo as de resolugdo mecanica também tém seus objetivos no ensino da
Matematica e ndo devem ser desprezadas, sejam elas com a finalidade de
desenvolver agilidade mental ou de calculo, pratica de certos algoritmos ou até mesmo
com a finalidade de motivar o aluno para que este avance progressivamente no que
diz respeito ao nivel de dificuldade das Tarefas requeridas.

Entendemos que as Tarefas, quando bem planejadas e com objetivos em

acordo com nossa pesquisa, mesmo que se mostrem simples, podem mobilizar o
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aluno para que este se coloque em Atividade e possa gerar conhecimentos
significativos.

O professor precisa estar preparado para elaborar ou escolher Tarefas que
realmente favorecam a Atividade dos alunos, e isso ocorre quando o aluno esta
motivado a se envolver com a Tarefa, refletir e construir seu conhecimento. Nossas
Tarefas foram elaboradas com base nesta percepcao, onde o aluno € o protagonista
de seu aprendizado e o professor é o mediador.

Assim, vamos elencar as 3 principais Tarefas que melhor representam esta
categoria, com base nos registros realizados pelos alunos e no Diario de Campo sobre
as experiéncias vividas em sala de aula durante a aplicacdo das Tarefas. Nesta
categoria ndo estamos interessados na quantidade de alunos que apresentaram
solucbes conforme o esperado, mas sim a qualidade das Tarefas elaboradas e das
respostas apresentadas.

A primeira Tarefa que julgamos simples, mas que favorece o desenvolvimento
da Atividade dos alunos € a Tarefa 12, a qual ja analisamos parcialmente na categoria
7. Entendemos que esta Tarefa traz exercicios (fechados e de grau reduzido de
dificuldade) com conceitos fundamentais ao desenvolvimento de todo o contetido dos
NUmeros Inteiros, porém séo conceitos inéditos aos alunos, o que requer maior grau
de Atividade por parte deste.

A questdo 1 e 2 traz um conjunto de elementos que vao ao encontro de nossa
Proposta. Estas duas questfes traduzem grande parte do bloco sobre Introducéo aos
Numeros Inteiros, além de ilustrar as teorias que apresentamos nesta pesquisa.

A figura abaixo mostra as respostas apresentadas pelo aluno A31:

Na reta numérica a seguir, alguns numeros estdo ausentes e sendo
representados por letras:

F B lc L L IA 1 1 L g 1 i ID &H el
_io%;ii-lkilllé;lllgllili&
1. Associe corretamente cada numero disposto abaixo com cada letra

presente na reta numérica acima:

9 -7 2 -9 -3 6

1T » | & | F | & &

2. Agora, verifique qual(is) nimero(s) néo foram representados, entre:
FeB BeC CeA AeE EeD

el U G - QD QO\L—\‘—;J- , > \’{ -:t)"(‘;,g

Figura 56: Respostas das questdes 1 e 2 da Tarefa 12 (A31)
Fonte: aluno A31
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Primeiramente, percebemos que por meio desta Tarefa, o aluno se envolveu
em busca das solugdes, se colocando em Atividade como esperdvamos. A figura
mostra que o aluno se equivocou por algumas vezes, mas apos a reflexdo, apresentou
as solucdes corretas. Este aluno superou seus proprios obstaculos e outros presentes
nos conceitos envolvidos na Tarefa. Muitos alunos oferecem resisténcia ao utilizar a
simbologia correta e necessaria aos Numeros Inteiros, além de ndo os posicionar
corretamente na reta numerica.

Estas questbes traduzem nitidamente a utilizacdo dos Registros de
Representacfes Semioticas, sendo que o aluno deveria se utilizar do registro gréafico
(reta numérica), do registro puramente simbdlico (representar letras por nimeros), do
registro simbadlico numérico, além dos sinais dos numeros envolvidos.

Estéo explicitas as operacfes de Tratamento (quando o aluno deve verificar
0s numeros nao representados na reta numérica), operacao que ocorre dentro de um
mesmo sistema simbodlico, e a operacdo de Conversdo (quando o aluno deve
converter as marcacdes da reta numeérica em numeros, converter 0s humeros em
letras), operacao na qual o aluno deve transitar de um sistema de registros a outros.
Neste caso estd garantida a Conversao Bilateral, operacdo de ida e volta entre dois
sistemas de registros.

Esta Tarefa ndo tem associacdo com a realidade, sendo puramente de
conceitos matematicos. Todavia, ja destacamos que a Matematica necessita deste
tipo de Tarefas, pois nem sempre a associacdo com a realidade traz bons resultados
no ensino e aprendizagem de um conteudo. Moretti (2012) evidencia que o ensino dos
Numeros Inteiros deva ocorrer de maneira formal, majoritariamente ao nosso ver, pois
também ha a necessidade da associacdo com a realidade, quando esta néo interferir
erroneamente no sentido de desconstrucdo ou de causar obstaculos no ensino e
aprendizagem de certo conteudo.

Além de todos os conceitos ja citados, o aluno necessita da compreenséo de
antecessor e sucessor de um Numero Inteiro, da continuidade numérica e ordenacéo,
e da comparacgdo entre NUumeros Inteiros para apresentar solu¢des coerentes com a
Tarefa, conceitos estes que sdo base para a compreensdo de modulo e oposto
simétrico.

Verificamos que esta € uma Tarefa do tipo exercicio (de grau de desafio
reduzido e grau de estrutura fechado), a qual pode ser facilmente aplicada a qualquer

turma, mas que requer um agrupamento de conceitos formais e de introducdo aos
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Numeros Inteiros. A intervencdo do professor pode se fazer necesséria, visto a
Importancia da compreensao destes conceitos.

Outra Tarefa que classificamos como simples, mas que garante qualidade de
aprendizagem foi a Tarefa 14, a qual também ja foi analisada parcialmente na
categoria 8. A questdo 2 desta Tarefa foi realizada sem intervengéo do professor e
remetia a resolucao de expressdes de soma simples com Numeros Inteiros.

Usando um simples Registro de Representacdo Semidtica os alunos
apresentaram solucdes corretas sem a explicacdo do professor, este que fez uma
intervengdo apds o término desta Tarefa afim de validar os conceitos envolvidos. A
figura abaixo mostra as solu¢des apresentadas pelo aluno A2, o qual apresenta muita
dificuldade nesta disciplina e frequenta a Sala de Apoio em Matematica, no contra

turno escolar, duas vezes por semana:

2. Um pequeno prédio composto pelo | Suponha que o primeiro nimero da
térreo, 5 andares acima dotérreo € | expressdo numérica representa o
3 pavimentos no subsolo, tem um | andar em que o elevador se encontra
elevador que se desloca por todos | € 0s demais ndmeros representam

0s andares. deslocamentos que elevador
realizou, verifique no qual andar ele
5[0 O .
ira parar:
al00 O
5 IZ'I —-2+3-1+4=Y
ald 4-6+3-2= -1
0.0 .
2 1+3-5-2= - >
A
“1{" —3+1+4-2=()
00 {Hjrerrec 3+1-5-1=-%
-1 r, 2_3_2+4= l
g I 0-2+4-3= -1
i ~3+3+4-5=5)

Figura 57: Respostas da questdo 2 da Tarefa 14 (A2)
Fonte: aluno A2
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Podemos notar que este aluno entrou em Atividade ao resolver esta Tarefa,
se utilizando do Registro de Representacdo Semidtica (o prédio, que representa uma
reta numérica disposta na vertical) em busca das solucdes requeridas. Além disso,
esta Tarefa tem relagcdo com a realidade, o qual nos auxilia para tratar dos conceitos
formais e necessarios a resolucao.

Na resolucéo desta questéo foi necessario a operagcédo de Conversao (entre o
registro grafico do prédio para o registro grafico da reta numérica e posteriormente
para o registro simbadlico numérico) e a operacao de Tratamento (dentro de um mesmo
sistema simbdlico, das expressdes aos resultados).

Esta Tarefa, que se classifica como um exercicio (com grau de estrutura
fechado e grau de desafio reduzido), representa 0s conceitos operatorios com
NUmeros inteiros pode ser adaptada para desenvolver expressfes com operacoes
complexas, aquelas que requerem o uso da regra de sinais, bastando desenvolver a
ideia de oposto simétrico.

Salientamos que o professor ndo realizou a explicacdo antecipada desta
Tarefa: os alunos realizaram a leitura do exemplo e por meio de suas interpretacdes
resolveram as expressfes. Apds o término da mesma, o aluno A32 observou que esta
ideia poderia ser traduzida para a reta numérica horizontal afim de realizar estas
operacdes. Deste modo, a maioria dos alunos compreenderam a Tarefa e se
mostraram em Atividade durante a resolucdo desta questao.

Assim como esta Tarefa simples que apresenta recursos metodolégicos que
podem garantir qualidade de aprendizagem, elencamos a Tarefa 17, a qual requer
atencao e envolvimento por parte do aluno, além da Atividade cognitiva, por se tratar
de um momento ladico.

Vamos utilizar os registros produzidos por uma dupla de alunos que jogaram
como adversarios no Jogo Vai e Vem. Os alunos A4 e A5 jogaram trés partidas no
tempo disponibilizado, sendo que o aluno A4 venceu duas partidas e o aluno A5
venceu uma. Todavia, ndo estamos interessados em avaliar o aluno vencedor, mas
sim os resultados obtidos pelas operac6es complexas com Numeros Inteiros.

A figura abaixo mostra a Tabela de Registros realizada durante o jogo e

apresentada pelo aluno A4:
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JOGADA | ESTOU? | DADO 1 SINAL | DADO2 | CASAS | PAREI
v 1O | £ — | =4 | 2 [+2
2y . kR 475 L <3 t2 | T4
el N I S -
Hae ST 1 o 3 1%%
o B St ) =l =g | G 4
0% 12 y ) T e F Pt + 41
7° & '
8°. O 2 — =3 Filg T+ G
e +6 | L — 1 J 9

s re |S v —a +10
T Ti0 |-s | + [ e | &L |44
12 b M P | 2 N e |
i t10 | 4§ - o B S L
13 +1¢ | A - 4 +5 | Chspdo
15°, O G + —~ 4y = - 3
. 1 -2 ] G + 1 =3 hEp | i
i = ~G A8 & 13,
ok = Bk T 2 = | Fd0.
19°.

20°.

Figura 58: Respostas da Tarefa 17 - Jogo Vai e Vem (A4)

Fonte: aluno A4

Observa-se nos registros deste aluno que ele finalizou a primeira parte dos

registros (que significa o término de uma rodada do jogo) em +11 na 62 linha,

demonstrando que o aluno adverséario venceu o jogo, nao possibilitando a este

finalizar o jogo na chegada, apds cruzar +20 ou —20. A figura abaixo mostra a Tabela

de Registros apresentada pelo aluno A5, adversario do aluno anterior e que finalizou

a primeira rodada na 72 linha, sendo o vencedor:
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JOGADA | ESTOU? | DADO 1 | SINAL | DADO2 | CASAS | PAREI
1°. O I S -5 é 6
= G 5 = -6 | I (3
¥ 13 2 + -5 | C -3 1%
Ty LA L+ e -y le
> e . % | =6 8201 40
6°. {0 S — -3 X {3
: 13 3 - ~ N |Oucade. | ol
S ¢ 50 |or @ | {
10°. { ,{ - —r 5 o i’ ~
w1 -3 1 4 & -4 10 -3
b W -5 | O e
-3 [ - | - 3 | |—lo
I S S - -3 | 4 - 14
15" O |- Pl 4 [ O 0
19" O E - | -4 | fo | {0
17 {0 4 - -{ | 5 |is
18 I 1 s JO
19°. ajo V) % -3 S cjuﬂoéc-
20°.

Figura 59: Respostas da Tarefa 17 - Jogo Vai e Vem (A5)
Fonte: aluno A5

Este aluno finalizou a primeira parte dos registros com a palavra “chegada”,

pois ele se encontrava na posi¢céo 18, retirou os dados + 3 e —4, separados pela

operacdo de menos, que resultou no deslocamento de 7 casas (néo registrado pelo

aluno), passando pela chegada do jogo e assim finalizando.

Como j& destacamos, estes momentos ladicos se constituem em ricas

oportunidades de aprendizagem e troca de experiéncias entre os alunos, no qual

podemos observar que ocorreram correcdes simultaneas as jogadas e naturalmente

entre os proprios jogadores.
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Observamos que este Ultimo registro apresenta corre¢des (registro apagado
com corretor) que ocorreram no momento do jogo que, segundo a dupla, foi refletida
e discutida pelos jogadores. Este tipo de dinamica descentraliza a figura do professor
como autoridade ao afirmar o erro do aluno e os coloca todos no mesmo nivel, em
que as correcdes realizadas pelos préprios colegas tendem a nao ser impactantes na
vida escolar destes alunos.

Esta Tarefa que se constituiu em um momento ludico tem tipologia de
problema (com grau de estrutura fechado e grau de desafio elevado), pois requer
maior mobilidade cognitiva por parte do aluno. E uma Tarefa simples que pode colocar
os alunos em Atividade e contribuir para a superacdo de obstaculos presentes no
ensino e aprendizagem deste conteudo.

Por meio da reflexdo das solucbes apresentadas pelos alunos nas Tarefas
citadas e com base no Diario de Campo, observamos que as Tarefas que
classificamos como Simples sao Tarefas fechadas (as quais trazem enunciados claros
e diretos), se desdobrando nos dois casos quanto aos graus de desafio reduzido e
grau de desafio elevado, sendo elas do tipo exercicios e/ou problemas. Destacamos
a possibilidade de uma Tarefa habitar a fronteira destas duas classificagbes, pois
podem haver Tarefas que sdo de grau médio-reduzido ou médio-elevado. Esta
classificacdo depende do nivel de conhecimento e abstracdo dos alunos a que se

aplica tais Tarefas.
6.10 CATEGORIA 10: TAREFAS COMPLEXAS

Nesta categoria vamos analisar as principais Tarefas que se apresentaram
complexas, as quais exigiram a mobilizacdo de varios Registros de Representacbes
Semidticas, além das operagbes de Conversdo e Tratamento simultaneas,
extrapolando o senso comum e requerendo maior grau de Atividade e reflexdo por
parte do aluno.

Destacamos que o termo Complexo ndo remete necessariamente a Tarefa
dificil, mas sim Tarefas que requerem a mobilizacdo de varios processos cognitivos
simultaneos e maior experiéncia (conhecimento prévio).

Dentro desta analogia, iniciamos nossa analise por meio da Tarefa 19, a qual
nenhum aluno acertou por completo todas as questdes que ela exigia. Entendemos
que esta Tarefa ndo é de grau elevado de dificuldade, mas requer Atividade
investigativa por parte do aluno.



181

A questdo 1 desta Tarefa apresenta uma piramide na qual os nimeros de dois
retangulos seguidos, munidos de uma operacéo, resultam no valor do retangulo
imediatamente acima destes. Dos 22 alunos que elencamos para a analise desta
Tarefa, 13 apresentaram respostas conforme o esperado e outros 9 apresentaram
equivocos durante a resolugdo. A figura abaixo mostra as respostas apresentadas
corretamente pelo aluno A13:

YoH |

- "‘"* = 9 1+99
—T1 4 [+3] =f6
~LAj4g | +4 |~ |+
-5 1+6 | -2 | -6 [+3 | -4

Figura 60: Respostas da questdo 1 da Tarefa 19 (A13)
Fonte: aluno A13

Percebemos que este aluno se equivocou por muitas vezes até elaborar as
solucBes corretamente. Neste tipo de Tarefa, além de que ele precisa compreender a
l6gica e a operacdo envolvida na piramide, € necessario efetuar as operacdes
corretamente.

Entre os alunos que ndo apresentaram respostas conforme o esperado,
houveram aqueles que se desestimularam ao resolver questdes que exigiram maior
desempenho, e assim abandonaram a resolugcéo antes de completar toda a piramide.

Observamos que esta primeira questéo foi desenvolvida com intervencao do
professor, ja que a maioria dos alunos afirmaram nunca ter tido contato com questdes
deste modelo. Assim, o professor inicialmente generalizou a lei de formacéo
matematica que origina os proximos termos da piramide, por meio da discusséo e
reflexdo da turma.

Depois muitas tentativas frustradas dos alunos, o professor revelou apenas o
altimo resultado da piramide, momento em que a grande parte dos alunos se motivou
a tentar novamente, conduzindo assim mais da metade deles ao éxito na resolugéo.

Apos a aplicacéo desta questdo, nossa reflexdo nos conduz afirmar que ela
se caracteriza como uma Tarefa de exploracdo a esses alunos, ja que é tem grau de

estrutura aberta (pois ndo estava claro no enunciado a lei de formacéo da piramide)
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de grau de desafio reduzido (apds compreender a logica existente na Tarefa, bastava
realizar as operacoes).

A questdo 2, por se tratar de uma Tarefa de fixacdo, ja que os alunos
adquiriram experiéncia por meio da questdo anterior, classificamos erroneamente
como um exercicio (Tarefa de estrutura fechada e de grau de desafio reduzido.
Todavia, ao aplicarmos esta questdo, observamos que dos 22 alunos, apenas 6
alunos apresentaram as respostas conforme o esperado, sendo que os demais 16
alunos se equivocaram nesta questéo.

Salientamos que neste momento o professor ndo fez interferéncia por
entender erroneamente que a Tarefa se caracteriza como um exercicio. Com base no
exposto, apoés refletirmos sobre os resultados coletados por meio da resolucéo desta
guestdo, estamos certos de que esta questdo, assim como a anterior, pode ser
classificada como uma Tarefa de estrutura aberta e grau de desafio reduzido.

A gquestdo 3 apresenta um quadrado magico 4x4, no qual a soma magica
(resultado da soma de todas as linhas, todas as colunas e as duas diagonais)
deveriam ser - 6. Para completar o mesmo, o aluno poderia utilizar qualquer NUmero
Inteiro, inclusive com repeténcia se fosse necessario.

Porém, observamos que nenhum aluno apresentou resposta conforme o
esperado. Esta questéo se traduz como fechada de grau elevado (problema). Abaixo

apresento a solugcdo (em negrito) esperada para este quadrado magico:

95|46
2 |-41(-3]-1
20| 1|-5
3|-7|-8|6

Figura 61: Solucéo da questéo 3 da Tarefa 19
Fonte: o autor

A Ultima questédo desta Tarefa (questdo 4) apresenta um diagrama intitulado
Soma Zero, no qual o objetivo é realizar a soma dos trés numeros contidos dentro da
circunferéncia afim de obter resultado zero. Neste caso, foram dados nove nimeros
gue o aluno deveria utiliza-los para completar o diagrama.

Dos 22 alunos, apenas um acertou completamente o diagrama proposto,

outros 5 alunos acertaram a posi¢cdo dos numeros, porém equivocaram-se nos sinais
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e 0os demais (16 alunos) apresentaram solucdes incoerentes ou ndo realizaram a

guestao proposta. A figura mostra a solucao correta apresentada pelo aluno A22:

Figura 62: Respostas da questdo 4 da Tarefa 19 (A22)
Fonte: aluno A22

Durante a elaboracéo desta Tarefa (conjunto das 4 questdes), a classificamos
erroneamente como um exercicio (grau de estrutura fechado e grau de desafio
reduzido), porém ao aplicarmos e analisarmos os resultados coletados, podemos
afirmar que esta é uma Tarefa de exploracdo (grau de estrutura aberto e grau de
desafio reduzido).

Para o encerramento de nossa Proposta Metodolégica, aplicamos a Tarefa
25, a qual planejamos para se constituir em um momento ludico e para isso
elaboramos o0 Jogo Banco dos Negativados. Trata-se de um jogo complexo com um
conjunto de regras bem definidas que visa, além das vantagens que um jogo pode
oferecer em sala de aula, aplicar o conhecimento sobre NUmeros Inteiros.

A primeira aplicacdo do Jogo que realizamos n&o coletamos dados
significativos, pois neste momento os alunos estavam em fase de experiéncia,
conhecendo e acomodando as regras e dinAmica do Jogo. De imediato os alunos
esbocaram dificuldades em administrar todas as exigéncias necessarias.

Ainda na fase do projeto desta pesquisa, imaginavamos que esta Tarefa seria
mais voltada a um exercicio de revisdo das operacfes com NUumeros Inteiros por meio
de um simples jogo. Todavia, durante o planejamento e construgéo, observamos que
esta Tarefa tomou corpo e se apresentou bastante complexa, mas néo € impossivel
de aplicar esta Tarefa aos alunos durante as aulas.

Nesta oOtica, visando elevar o grau cognitivo dos alunos propomos este jogo
em carater desafiador afim de obter ascensdo do abstrato ao concreto, assim
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possibilitando o transito entre diversos Registros de Representacdes Semibticas
presentes no ato de jogar. Obtivemos poucos registros apresentados pelos alunos
durante a aplicacdo do jogo, pois cada jogada exigiu a faculdade de analise de todas
as acodes que o jogo requereu, demandando maior tempo de Atividade de cada aluno
por jogada.

Todavia, 0s poucos registros demonstram total Atividade e dedicagédo ao jogo.

A figura abaixo mostra a ficha de jogadas do aluno A33:

Jogada | Dado 1 Dado Dado 2 | Desloca Fichas de Sorte ou Revés
| Operagdes S[R Operagéo Resultado
N - -4 +5 : |
20 6 _ _ ;.3: o K -5 - ("J \ >
30, 2 — ~3 5
40, 5 X — J /3
5" 3 + - )
8". 2 > -3 J.
o6 |+ J -
8.

Figura 63: Respostas na Ficha de Jogadas - Tarefa 25 (A33)
Fonte: aluno A33

Podemos perceber que este aluno participou de 7 jogadas e em uma delas
parou sobre a casa de sorte ou revés, onde retirou uma carta de revés e cumpriu
corretamente com o calculo que a carta exigia. Além disso, este aluno escreveu no
verso da ficha de jogadas os bens adquiridos durante o jogo e a movimentacao

financeira, como mostra a figura:

Figura 64: Contabilidade de Jogo - Tarefa 25 (A33)
Fonte: aluno A33

O aluno A5 atuou como bancério nas jogadas em que o aluno A33 participou.
A figura abaixo mostra a movimentacdo das jogadas de todos os alunos que
participaram deste grupo de jogo. Afim de preservar a identidade dos alunos,
utilizamos a simbologia adotada neste trabalho. Destacamos as jogadas do aluno A33:
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Jogador | Dado 1 [ Sinal |Dado2 [Anda [Jogador|Dado1 [Sinal [Dado2 [Anda
AlunoA3 | ) 2 - - + 3  |AlunoA21 6 T ~ Q -~
Aluno A33| 4 = ~ 1 |+5S  |awnoazs| 7 4 e &
Aluno A22| s -4 + 6 AlunoA3| | s -5 6
Aluno A33| -y - + % Aluno A25( + -4 ©
Aluno A22| -/ 3 4 0 AlunoA3| @ J| - = 5
AlunoA33| 2 ~ -3 @) Aluno A25| — 5 ~ 3 2
Aluno A22| -, -3 2 Aluno A3 o 1 -1 i
Aluno A21| /. + - N — % |AlunoA33| —7 X Lo
Aluno A25| — (, o — . |AlunoA22| 4 = -& 9
AlunoA3 | 2 + -5 -, |AunoA21| &5 ¥ ~ A il
AlunoA33| ] + —4 | © |Awnoazs| 3 k= -5 | %
Aluno A22| —(, ¥ 2 — 3 | AlunoA3 -4 X . gl
Aluno A21 2 + ey _{ , [AlunoAs3l 7 T - | a5
Aluno A25| & T =5 + D/é AlunoA22| 5/ | — - (’{\
AlunoA3| -7 - & ¥ 6 Aluno A21 "1 = = of C
Aluno A33| —(,, - 1 -G Aluno A25 (& i o BN
Aluno A22| 2), X -N | -3 |

Figura 65: Respostas na Ficha do Bancario - Tarefa 25 (A5)
Fonte: aluno A5

Podemos observar que o jogador que assumiu a funcdo de bancario cumpriu
com as regras do jogo e monitorou corretamente as jogadas dos alunos, a exemplo
do aluno A33 que destacamos. Além disso, ndo podemos deixar de notar que estes
alunos participantes da Proposta mostraram grande avanco de aprendizagem
relacionado aos NUmeros Inteiros.

Devido a estrutura e dindmica deste jogo, associado ao modo como aplicamos
0 mesmo em sala de aula, o consideramos uma Tarefa de investigacdo, com grau de
estrutura aberto e grau de desafio matematico elevado. Deixamos num primeiro
momento os alunos livres para ler e discutir as regras, testar jogadas e resolver as
operacOes que o jogo contém. Desta forma ndo estava claro aos alunos toda a
dindmica de jogo. Além disso, os alunos relataram se tratar de um jogo bastante dificil.

Assim, categorizamos estas duas Tarefas, ambas de grau de desafio
matematico elevado como Tarefas Complexas, onde o grau de estrutura variou entre
os polos aberto (Tarefa 25) e fechado (Tarefa 19).
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7 TECENDO CONSIDERACOES

Neste trabalho de pesquisa tivemos a possibilidade de estudar os referenciais
tedricos especificos para o ensino da Matematica e aplica-los em sala de aula afim de
contribuir para o ensino e aprendizagem desta Ciéncia.

Um trabalho pautado na Diversificagcdo de Tarefas conduz ao ensino
exploratorio que, segundo Ponte (2014), € um modelo que se opde ao tradicional
ensino por meio da exposi¢do de contetdo. No ensino exploratério, o professor propde
Tarefas aos alunos, estimulando-os a mobilizar seu conhecimento para produzirem
solugdes originais.

Neste caso, evidenciamos o aluno como protagonista na construcéao individual
e coletiva de seu préprio conhecimento, afastando-se do modelo em que o aluno é
visto como mero expectador, no qual repeticdo, memorizacdo e reproducdo sao
sindbnimos de aprendizagem.

Em nossa Proposta Metodoldgica, buscamos desenvolver as faculdades de
analise e potencialidades dos alunos envolvidos. Isso também foi possivel devido o
estudo e analise dos erros produzidos pelos alunos durante a resolucéo das Tarefas,
o qual tem tanta importancia quanto o acerto em Matematica. A superacdo do erro
pode, em muitos casos, ser mais valoroso que um acerto nao refletido.

O ensino por meio da Diversificagdo de Tarefas favorece a discusséo dos
erros e visa a superacdo dos mesmos, conduzindo ao conhecimento significativo,
além de possibilitar que o professor assuma a postura de mediador desse
conhecimento.

Além disso, as Tarefas também possibilitam o transito entre diversos
Registros de Representagfes Semibticas, jA que a Mateméatica desfruta de uma
linguagem prépria e universal, arraigada de simbologias, permitindo assim o acesso
aos objetos matematicos que séo inacessiveis ao homem.

Através das analises das Tarefas podemos destacar que 0 ensino e
aprendizagem desenvolvido por meio da Diversificagdo de Tarefas traz vantagens
para o desenvolvimento da Matematica escolar que, além da variabilidade de
Registros, se pode mesclar diversas metodologias consolidadas dentro de uma so,
permitindo momentos mais ludicos, hora mais tradicionais, hora mais exploratorios,

enfim, cada uma com seus propdsitos num dado momento.
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Em hipotese alguma estamos menosprezando as demais metodologias
matematicas existentes e consolidadas nesta Ciéncia, pelo contrario, visamos que o
professor comprometido com 0 ensino possa cada vez mais buscar as diferentes
metodologias e por meio destas consiga propor diferentes Tarefas em suas aulas.

Devemos reforgar que a Diversificacdo de Tarefas a qual nos reportamos nao
se trata apenas de uma variacdo estrutural ou adaptacdo para melhorar a
apresentacao visual da Tarefa, mas sim buscamos uma variabilidade das quatro
dimensdes que apresentamos ao longo desta pesquisa. Enquanto professores,
devemos propor Tarefas com variabilidade da tipologia (aberta ou fechada), no grau
de dificuldade (elevado ou reduzido), além de considerar o tempo de aplicacdo e o
contexto com a realidade.

Mesmo quando propomos Tarefas Simples (exercicios e problemas), temos a
oportunidade de propor variacoes de acordo com as dimensfes citadas, afim de
favorecer o transito entre os Registros de Representacdes Semidticas. Os resultados
analisados e aqui expostos mostram que é possivel elencar exercicios que atinjam
todas as variagcbes que buscamos. A partir disso, é possivel progredir para o0s
problemas, para as exploracdes e para as investigagoes.

Nosso objetivo gerou indagacbes que pudemos investigar de modo
aprofundado durante a realizacdo de nossa pesquisa. Parte dessas indagacfes nos
persegue desde o inicio de carreira como professor de Matemética, ao observar
dificuldades e erros apresentados por alunos que cursam o Ensino Médio e
teoricamente ja deveriam ter superado tais obstaculos.

Sobre a principal questdao que norteia este trabalho, a qual questiona “as
contribuicdes da Diversificacdo de Tarefas que podem favorecer o acesso aos objetos
matematicos relacionados aos NUumeros Inteiros”, podemos afirmar que & por meio
desta variabilidade que o professor tem a oportunidade de propor atraves das Tarefas,
a maior quantidade de Representacdes de Registros Semioticos afim de garantir o
transito bilateral nas operacdes de Conversao de Registros e o Tratamento.

Os resultados de nossa pesquisa mostram que € por meio da organizacao de
Tarefas que o professor pode proporcionar a libertacao das aulas rotineiras e com isso
possibilitar 0 acesso aos objetos matematicos por diferentes vias. Entenda o
tradicionalismo que mencionamos como exercicios mecanicos de memaoriza¢do que
nao sao refletidos por parte do professor e sédo utilizados por ele repetidamente sem

variacfes em suas tipologias.
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Quando pensamos na “importancia do transito entre os diversos Registros de
Representacfes Semidticas para a aprendizagem em Matematica”, observamos por
meio da analise de nossa Proposta que quanto mais o0 aluno transitar por essas
diferentes vias de representacéo, sera requerida maior Atividade mental, validando a
aprendizagem significativa. Os alunos que se motivaram e se mobilizaram mais
durante as Tarefas, arriscaram-se em transitar diferentes sistemas de representacao,
ao ponto de haver aqueles que criaram suas proprias simbologias para tratar de
objetos matematicos. Estes alunos se sobressairam em diversas Tarefas provando a
importancia de transitar entre os Registros de Representacdes Semibticas.

Quanto a indagacdo se “esta Proposta Metodologica podera superar os
obstaculos epistemoldgicos e didaticos citados na Historia dos Numeros Inteiros”, em
resposta afirmativa, observamos nas analises que os obstaculos arraigados no
cotidiano escolar que surgem a partir deste contetldo ndo se multiplicaram com esta
turma. Até o término desta pesquisa, observamos que nenhum aluno esté utilizando
o modelo comercial para realizar operacbées com NUmeros Inteiros, tdo pouco fazem
referéncia ao uso da regra de sinais, causador de muitos dos obstaculos presentes
nas aulas de Matematica. Destacamos que um dos obstaculos didaticos mais comuns
sobre a regra de sinais ocorre na multiplicacdo entre dois nUmeros negativos que,
quando associados ao contexto de dividas, resulta em um lucro (nimero positivo).
Essa associacdo com o concreto pode prejudicar a longo prazo o aprendizado destes
conceitos tdo importantes para o desenvolvimento deste contetdo.

Outro obstaculo deriva deste primeiro, pois quando o aluno ja memorizou
(sem a devida compreenséao formal) a regra de sinais, e retorna das operacoes de
multiplicac@o para as operacdes de soma, geralmente tende a atribuir sinal positivo a
resposta da subtracdo de um inteiro de um numero negativo (por exemplo: —2 — 5 =
—7, onde o aluno propaga um antigo obstaculo e realiza a regra de sinais, atribuindo
resposta +7 erroneamente). A possibilidade de eliminacdo destes e outros obstaculos
gue possam surgir ocorre quanto tratamos formalmente dos NUmeros Inteiros por
meio da reta numérica dos Inteiros, juntamente com os conceitos e operacdes sobre
ela. Superada a fase de propagacdo dos obstaculos, se pode apresentar outros
modelos (como o comercial, por exemplo) aos alunos, assim como fizemos a critério
de conhecimento. Todavia, felizmente os alunos repudiaram este modelo em
detrimento do uso da reta numérica, alegando terem aprendido melhor o “primeiro

Jeito” de operar.
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Em resposta de “quais mudancas esta proposta causara na postura dos
alunos quanto ao modo pela busca de conhecimentos”, observamos que
anteriormente a aplicacdo desta Proposta, os alunos eram regrados a executar
Tarefas em troca de nota, logo apés o professor fornecer o contelldo acompanhado
de um conjunto de exemplos que os gabaritariam a resolver uma lista de exercicios.
Logo no inicio do ano letivo, observavamos muitos alunos propagando a cépia de
Tarefas realizadas por outros colegas afim de garantir a nota ou apenas status perante
a turma. Esta dindmica nos causou estranhamento e uma ambicdo insaciavel de
transformar esta cruel realidade que ao nosso ver se alongava de anos anteriores.
Propomos transformacgfes por meio da nossa Proposta Metodoldgica, valorizando a
importancia da construcéo do préprio conhecimento.

A observacéo e analise continua dos resultados de nossa pesquisa mostram
que esta transformacg&o ocorreu gradativamente em grande parte dos sujeitos de
pesquisa apdés muito dialogo e reflexdes com a turma. Uma minoria de alunos
continuou resistente a dindmica anterior e desse modo nédo tiveram sucesso de
aprendizagem neste modelo que propomos. Notamos que, apos a aplicacdo da
Proposta, esta maioria de alunos esta buscando a compreensdo dos conceitos por
meio da construcdo de seus conhecimentos, valorizando o verdadeiro papel da
escola, que tem como principal funcdo a de difundir o conhecimento cientifico. Para
esta transformacdo foi necessario a ressignificacdo do erro na disciplina de
Matematica e sua importancia. Antes, o erro em Matematica era visto como sinénimo
de incapacidade mental. Desta forma, os alunos se utilizavam de todos os artificios
repudiaveis pelo professor afim de evitar o erro e apresentar somente respostas
coerentes e esperadas por todos.

Apbs a aplicacdo desta Proposta que tinha também a intensdo de responder
a pergunta “‘como os alunos passardo a compreender a importancia do erro em
Matematica?”, procuramos no desenvolver de nossa pesquisa mostrar que o erro nao
€ algo repudiavel como todos os alunos pensavam, além de salientar que o erro faz
parte da construgdo do conhecimento. Nos primeiros momentos de aplicacdo da
Proposta, quando ainda retratavamos a Histéria da Matematica e os principais atores,
procuramos mostrar que todos erraram que foi principalmente na busca da superacao
do erro que surgiram as grandes obras, herangas matematicas que nasceram de erros
matematicos. Gradativamente, 0s sujeitos constituintes desta turma compreenderam

que a reflexdo realizada a partir de um erro pode gerar grande aprendizado. Desta
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forma, ao término da aplicagédo da Proposta, pudemos notar por meio da analise dos
dados coletados que os alunos j& se arriscam mais a elaborar solu¢des auténticas e,
mesmo que equivocadas, buscam se expressar e refletir o erro produzido quando
existente. Eles comecaram a perceber que o erro que produziram a partir de uma
davida era comum a varios colegas e a reflexdo realizada a partir dele supera
obstaculos experimentados por todos.

Além desses fatores que observamos a partir das questdes que buscavamos
responder, os resultados apontam para a existéncia de um preconceito mal elaborado
e distorcido daquilo que entendemos por momento ludico em Matematica. Ja
salientamos a importancia dos Jogos em Matemética, mas esta mesma Vvisdo nédo
estava clara aos alunos. Quando nos reportamos a existéncia de Tarefas ludicas
dentro de nossa Proposta, a maioria dos alunos interpretaram como um momento
descompromissado, sem relagdo com a disciplina e possivelmente um momento que
os livraria de algumas horas/aula, ao que chamaram de “matar aula”. Esta ideia vem
possivelmente de professores que assim o fizeram deste momento em sala de aula.
Neste sentido, houve a necessidade de intervir e desconstruir esta ideia distorcida da
real funcdo dos Jogos em Matematica. Com nossa intervengdo, pudemos observar
que dos 5 grupos que foram formados para a pratica do principal jogo desta Proposta,
apenas um ndo compreendeu a verdadeira esséncia dos Jogos Matematicos e fez
deste momento a mesma ideia distorcida. Todavia, isto ndo afetou o brilho que este
momento causou ao encerramento de nossa Proposta.

Somos sensatos em entender que é impossivel ao professor trabalhar o
periodo letivo inteiro somente com metodologias diferenciadas e projetos no contexto
e organizacéao curricular atual. Esta organizacao tem favorecido a propagacgéao de um
ensino mais tradicional, pautado na exposicdo verbal, com foco nos exercicios
mecanicos, na repeticdo e na memorizacdo. Mas afinal, que conclusbes podemos
refletir apds todo o desenvolvimento desta pesquisa?

Podemos dizer que o professor é o principal responsavel da organizacéo do
ensino afim de garantir que o0os conhecimentos da Mateméatica historicamente
elaborados possam ser apropriados pelos individuos. Pensar o ensino por meio de
Tarefas possibilita identificar as principais a¢des dos sujeitos envolvidos no processo,
em especial o professor e 0 aluno. Deste modo, o papel do professor neste processo
consiste na organizagéo do ensino por meio das Tarefas e o aluno deve buscar sua

Atividade, onde ele € o principal responsavel por sua aprendizagem.
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Organizar o ensino exige a elaboracao criteriosa e ordenada das Tarefas
diferenciadas, as quais se tornaréo situagcdes desencadeadoras de aprendizagem que
podem ser materializadas por meio de diferentes recursos metodoldgicos e o transito
entre os varios Registros de Representacdes Semidticas. As Tarefas no ensino da
Matematica possibilitam ao aluno entrar em Atividade visando a apropriacdo do
conhecimento.

Os resultados coletados e analisados apontam para uma real necessidade da
diversificacdo de Tarefas no planejamento metodolégico de qualquer professor que
busque a apropriacdo do conhecimento de seus alunos, sendo esta uma Metodologia
condizente com o contexto e escolar e com grandes potencialidades no que diz
respeito ao ensino e aprendizagem.

De modo geral, nos enaltece afirmar que, além dos objetivos tracados para a
elaboracao deste trabalho de pesquisa, os quais acreditamos que foram alcancados
satisfatoriamente, cumprimos com um dos principais objetivos deste Programa de
Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional (PROFMAT), que visa
qualificar o professor de Nivel Basico afim de melhorar o ensino e aprendizagem desta
disciplina.

Acreditamos que as metodologias abordadas neste trabalho para tratar dos
conceitos e das operagcfes no Conjunto dos NUmeros Inteiros se consolidaram em
significativas contribuicbes para o Ensino da Matematica e podem vir a ser
consideradas como possibilidades de cursos nos programas de capacitacao
pedagogica dos professores, aléem de se revelar como um topico oportuno para
prosseguir nossas pesquisas visando melhorar gradativamente a didatica do professor
em sala de aula.

As metodologias e sugestdes aqui apresentadas, embora aplicadas em uma
turma do Ensino Fundamental com vistas aos NUmeros Inteiros, mostram-se
potenciais para serem aplicadas a qualquer conteddo matematico, bem como a
qualquer série ou nivel de ensino, tornando-as ferramentas Uteis ao professor

comprometido com a verdadeira aprendizagem de seus alunos.
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