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Resumo

O estudo das frações 
ontínuas terá ini
io 
om alguns fatos históri
os, visando

uma melhor 
ompreensão do tema. Traremos a de�nição de frações 
ontínuas para

um 
erto número α real, apresentando a de�nição para α ra
ional e para α irra
ional.

A dis
ussão será 
entrada em resultados importantes para o 
ál
ulo de reduzidas

e boas aproximações de números irra
ionais, visando também a determinação do

erro entre a reduzida e o número irra
ional. Traremos um estudo sobre as frações


ontínuas periódi
as, 
om enfase ao teorema de Langrange, que rela
iona uma fração


ontínua periódi
a e uma equação do segundo grau. Finalizando 
om enfoque na

resolução de problemas, 
omo o 
ál
ulo de frações 
ontínuas de números irra
ionais

da forma

√
a2 + b, assim 
omo a prova da irra
ionalidade de e através do 
ál
ulo de

sua fração 
ontínua.

Palavras-
have: Frações Contínuas; Números Ra
ionais; Números Irra
ionais;

Resolução de Problemas.
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Abstra
t

The study of 
ontinued fra
tions will start with some histori
al fa
ts, aiming at

a better understanding of the subje
t. We will bring the de�nition of 
ontinued

fra
tions for a number α real, with the de�nition for α rational and α irrational.

The dis
ussion will fo
us on meaning results for the 
al
ulation of redu
ed and

good approximations of irrational numbers, also aimed at determining the error

between the redu
ed and the irrational number. We will bring a study of the periodi



ontinued fra
tions, with emphasis on Lagrange theorem, whi
h relates a periodi



ontinued fra
tion and a quadrati
 equation. Finishing with a fo
us on problem

solving, as the 
al
ulation of 
ontinued fra
tions of irrational numbers of the form

√
a2 + b, as well as proof of the irrationality of e by 
al
ulating its 
ontinued.

Keywords: Continued fra
tions; Rational Numbers; Irrational numbers;
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Notações

Notações Gerais

• 6= diferente.

• e = 2, 718281828 · · · número de Euler (número irra
ional).

• π = 3, 14159 · · · número pi (razão entre o 
omprimento de uma 
ir
unferên
ia

e seu diâmetro).

• φ = 1, 61803 · · · número phi (número de ouro, proporção áurea).

• XIX = 19 número em algarismo romano.

•
√
2 raiz quadrada de 2.

• ∼= aproximadamente.

• a+
b

2a
+

b

2a
+

b

2a
+ . . .

representação da fração 
ontínua de

√
a2 + b.

• a+
b

2a+
b

2a+
b

2a+
.

.

.

representação da fração 
ontínua de

√
a2 + b.

• a+K∞
i=1

(
b

2a

)

representação de fração 
ontínua de

√
a2 + b.

• [a0; a1, a2, · · · , am] representação de uma fração 
ontínua simples �nita.

• [a0; a1, a2, · · · ] representação de uma fração 
ontínua simples �nita.

• log(x) logaritmo na base 10 do número x.
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• tg(x) tangente de x.

• arctg(x) ar
o tangente de x.

• ⌊α⌋ parte inteira de α.

• N 
onjunto dos números naturais.

• Z 
onjunto dos números inteiros.

• R\Q 
onjunto dos números reais sem os números ra
ionais (números irra
io-

nais).

• ∈ perten
e.

• mdc(p, q) mínimo múltiplo 
omum entre os números p e q.

• ∀ para todo

• def
= é igual por de�nição

ix



Introdução

Este trabalho visa a 
ompreensão dos teoremas e a resolução de problemas sob

as frações 
ontínuas. Este tema é bastante importante e utilizado em diversas áreas

da matemáti
a. Por exemplo podemos resolver a equação x2−2x−1 = 0 
om x 6= 0,

de uma maneira não 
onven
ional, en
ontrando uma fração 
ontínua 
omo solução.

x2 = 2x+ 1 ⇒ x = 2 +
1

x
⇒ x = 2 +

1

2 +
1

x

⇒ x = 2 +
1

2 +
1

2 +
.

.

.

Observe que nesse 
aso, temos que a solução dessa equação foi expressa por uma

fração 
ontínua simples, pois os numeradores são iguais a 1, e também temos uma

fração 
ontínua in�nita, veremos posteriormente que isso indi
a que o valor de x é

irra
ional. Notaremos também que se x for ra
ional teríamos que sua fração 
ontínua

seria �nita, que será provado 
om o auxilio do algoritmo da divisão de Eu
lides. Os

Gregos utilizavam essa ideia para 
omparar frações, pois eles sempre trabalhavam


om frações unitárias, 
ujo o numerador é 1. Como por exemplo:

289

135
= 2 +

19

135
= 2 +

1
135

19

= 2 +
1

7 +
2

19

= 2 +
1

7 +
1
19

2

= 2 +
1

7 +
1

9 +
1

2

O uso das frações 
ontinuas revolu
ionou o 
ál
ulo das 
asas de
imais de núme-

ros irra
ionais, através das suas 
onvergentes, ver proposição 2.1. Como exemplo

temos

√
2 = 1, 41421 · · · ,π = 3, 14159 · · · , e = 2, 71828 · · · e o φ = 1, 61803 · · · .

Com o uso das frações 
ontínuas de π, através de suas 
onvergentes, foi possí-

vel determinar aproximações muito boas, 
omo por exemplo:

22

7
= 3, 14285 · · ·

e

333

106
= 3, 14150 · · · . Note que

333

106
< π <

22

7
, essa propriedade será abordada na

proposição 2.3.
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Essa fa
ilidade em ofere
er aproximações de números reais, por meios de frações,

transformou esse assunto no 
entro das atenções. Essa mudança o
orreu para todos

os matemáti
os, a partir do sé
ulo XIX , que, segundo [10℄ foi 
onsiderada a idade

dourada das frações 
ontínuas.

Para uma melhor 
ompreensão do 
onteúdo, organizamos o seguinte trabalho em

quatro 
apítulos.

No 
apítulo 1 será abordada o 
ontexto históri
o e as de�nições sobre frações


ontínuas, através do algoritmo de Eu
lides para divisão, para o 
aso de números

ra
ionais e também para os números irra
ionais. Apresentaremos também uma in-

terpretação geométri
a das frações 
ontínuas.

Já o 
apítulo 2 será destinado aos teoremas e proposições, in
luindo as proprie-

dades das 
onvergentes, fator importante nesse estudo, a uni
idade da representação

em fração 
ontínua de números irra
ionais, o teorema de Hurwitz e Markov.

No 
apítulo 3, será abordado o tema frações 
ontínuas periódi
as, que tem a

mesma ideia de dízima periódi
a, 
omo exemplo, o número

√
2 = [1, 1, 2], onde 1, 2

é a parte periódi
a da fração 
ontínua de

√
2. Estudaremos o teorema de Lagrange,

que rela
iona as raízes irra
ionais de uma equação 
om uma fração 
ontínua perió-

di
a, estudaremos a equação de Pell.

Para �nalizar o trabalho, teremos um 
apítulo destinado a resolução de proble-

mas, sobre a transformação de números ra
ionais e irra
ionais em frações 
ontínuas,

assim 
omo a generalização de algumas raízes, 
omo

√
a2 + 1. Também teremos

a demonstração, não trivial, da fração 
ontínua do número e = 2, 71828 · · · . As-

sim 
omo, apli
ações práti
as, das aproximações de números irra
ionais dadas por

frações 
ontínuas.

1



Capítulo 1

De�nindo Frações Contínuas

Este 
apítulo será dedi
ado a apresentação históri
a e de�nição de frações 
on-

tínuas, formando uma base para o andamento 
oerente e progressivo da leitura,

visando uma melhor 
ompreensão sobre o 
onteúdo viven
iado neste trabalho.

1.1 Fatos Históri
os sobre Frações Contínuas

A origem exata da primeira utilização de frações 
ontínuas é impre
isa, mas

é possível a�rmar que a sua utilização não é re
ente. Já que, foram en
ontrados

relatos de sua utilização há pelo menos 2000 anos. Este 
ampo da Matemáti
a

é bastante agradável e trás uma nova ferramenta para representação de números

reais, possibilitando fa
ilmente identi�
ar se um determinado número é ra
ional ou

irra
ional, que será visto mais a diante neste 
apítulo. Conforme Nas
imento [5℄

(2013,p. 39 - 41), matemáti
os 
omo o indiano Aryabhata (476-550) utilizaram esse


onhe
imento para resolver equações diofantinas, porém sem utilizar de métodos

gerais para resolve-las, apenas utilizando-se delas em situações espe
í�
as. Assim


omo, Rafael Bombelli (1526-1572), que não se dedi
ou ao estudo aprofundado do

tema, porém, em seu ano de morte mostrou uma aproximação de

√
13, dada por:

√
13 ∼= 3 +

4

6 +
4

6

=
18

5
.

Observe que

√
13 ∼= 3, 60555 e

18

5
= 3, 60 que, pra épo
a, é uma aproximação

2



Fatos Históri
os sobre Frações Contínuas Capítulo 1

bastante razoável.

Outro matemáti
o que obteve aproximações de raízes por meio de frações 
on-

tínuas foi Cataldi (1548-1626) que, em 1613, obteve uma fração 
ontínua para

√
18

e foi 
onsiderado o des
obridor das frações 
ontínuas. Porém, infelizmente, assim


omo Bombelli não prosseguiu 
om seus estudos.

√
18 = 4 +

2

8 +
2

8 +
2

8 +
2

8 +
.

.

.

Que é um 
aso espe
ial da fórmula

√
a2 + b = a+

b

2a+
b

2a +
b

2a+
.

.

.

.

Que será demonstrada, no 
apítulo 4, sendo utilizada também na resolução de

exer
í
ios.

Observe que esta forma de es
rever é apenas uma das utilizadas em diversos tra-

balhos, 
omo outros exemplos, no 
aso in�nito temos:

√
a2 + b = a+

b

2a
+

b

2a
+

b

2a
+ . . .

,

também temos

√
a2 + b = a + K∞

i=1

(
b

2a

)

. No 
aso de frações 
ontínuas simples

ainda podemos es
rever [a0; a1, a2, · · · ].

Conforme [6℄(p. 5-7), o nome "fração 
ontínua" foi introduzido pela primeira vez

por John Wallis (1616-1703), em seu livro "Opera Mathemati
a"(1695), onde tam-

bém expli
ou 
omo 
al
ular o n-ésimo 
onvergente e des
obriu algumas propriedades

de suas propriedades. Foi através de seu livro Arithmeti
a In�nitorium"(1655), que

as frações 
ontínuas se transformaram em um 
ampo de estudo, quando ele apre-

sentou a seguinte identidade

4

π
=

3× 3× 5× 5× 7× 7× 9× · · ·
2× 4× 4× 6× 6× 8× 8× · · ·

3



Fatos Históri
os sobre Frações Contínuas Capítulo 1

Uma des
oberta importante para o número π = 3, 14159 · · · foi feita por Lord

Broun
ker (1620-1684), o presidente da Royal So
iety of London, transformando a

identidade de Wallis em

4

π
= 1 +

12

2 +
22

2 +
32

2 +
42

2 +
52

2 +
.

.

.

= 1 +
12

2
+

32

2
+

42

2
+

52

2
+ . . .

.

Christiaan Huygens (1629-1695) foi o primeiro a utilizar as frações 
ontínuas

para resolver problemas práti
os. Seu trabalho era voltado na 
onstrução de um

planetário me
âni
o. A utilização das 
onvergentes de uma fração 
ontínua permi-

tiu en
ontrar as melhores aproximações ra
ionais para o número 
orreto de dentes

de uma 
oroa dentada.

Só a partir dos estudos de Leonard Euler (1707-1783), Johan Heinri
h Lambert

(1728-1777) e Joseph Louis Lagrange (1736-1813) 
om frações 
ontínuas que esse


ampo 
omeçou a ganhar o devido destaque.

O trabalho "De Fra
tionlous Continious"(1737) es
rito por Euler mostrou que

todo número ra
ional pode ser expresso 
omo fração 
ontínua simples e mostrou

uma expansão em frações 
ontínuas do número e, que será demonstrada no 
apítulo

4 deste trabalho.

e = 2 +
1

1 +
1

2 +
1

1 +
1

1 +
1

4 +
1

1 +
.

.

.

.

Mostrando assim que, e e e2 são números irra
ionais. O trabalho de Euler, sobre

4



Algoritmo da Divisão de Eu
lides Capítulo 1

o número e, foi generalizado em 1766, por J.H. Lambert, que mostrou que

ex − 1

ex + 1
=

1
2

x
+

1
6

x
+

1
10

x
+

1
14

x
+

.

.

.

.

Ele também desenvolveu, no ano de 1768, frações 
ontínuas para as funções

log(1 + x), arctg(x) e tg(x). Como exemplo:

tg(x) =
1

1

x
− 1

3

x
− 1

5

x
− 1

7

x
− .

.

.

.

Usando essas expressões para mostrar que ex e tg(x) são irra
ionais se x for ra-


ional.

Parte do trabalho realizado por Lagrange será dis
utido nesta dissertação no

Capítulo 3, mostrando que os números quadráti
os irra
ionais são dados por uma

fração 
ontínua periódi
a.

Os matemáti
os do sé
ulo XIX que se desta
aram pelo trabalho prestado a

esse tema foram Karl Ja
obi (1804-51), Oskar Perron (1880-1975), Charles He-

mite (1822-1901), Karl Friedri
h Gauss (1777-1855), Augustin Cau
hy (1789-1857)

e Thomas Stieltjes (1856-94), elevando o 
onhe
imento ini
iado por Wallis.

Embora, o tema frações 
ontínuas tenha demorado bastante tempo para ser ex-

plorado, rapidamente se obteve resultados relevantes, que impulsionaram várias ou-

tras áreas, 
omo por exemplo: algoritmos para 
omputação, resoluções de equações

diofantinas, dentre vários outros 
ampos, mas ainda há muito a ser estudado.

5



De�nição de Fração Contínua de um Número Real Capítulo 1

1.2 Algoritmo da Divisão de Eu
lides

Dados m,n números naturais 
om n 6= 0. Existem dois úni
os inteiros q e r tais

que n = mq + r, 
om 0 ≤ r < m. Esse algoritmo 
riado por Eu
lides no ano de

300 a.
. será útil para a de�nição e para o 
al
ulo de frações 
ontínuas de números

ra
ionais. Veja o Exemplo 4.1.

1.3 De�nição de Fração Contínua de Números Reais

De�nição 1.1 Dado um número real α, denotaremos por ⌊α⌋ a parte inteira de α,

que é de�nida 
omo o maior inteiro menor ou igual a α. Por exemplo, temos

⌊4, 3⌋ = 4; ⌊−5, 3⌋ = −6; ⌊3⌋ = 3; ⌊e⌋ = 2

Seja x 6= 0 um número real, de�niremos a fração 
ontínua de x, de forma re
ursiva,

da seguinte maneira

α0 = x, am = ⌊αm⌋

e, se αm /∈ Z, αm+1 =
1

αm − am
para todo m ∈ N

Se, para algum m ∈ N, αm = am temos

x = α0 = [a0; a1, a2, a3, · · · , am]
def
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.

.

. +
1

am

Nesse 
aso dizemos que a fração 
ontínua é �nita, mais adiante veremos que esse


aso está ligado 
om o fato de que x ser um número ra
ional. Se para todo número

m natural, αm 6= am, dizemos que a fração 
ontínua é in�nita, ou seja, x é um

número irra
ional.

x = α0 = [a0; a1, a2, a3, · · · ]
def
= a0 +

1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.

.

.

6



Caso Ra
ional Capítulo 1

No 
apítulo 2 veremos que esse limite está bem de�nido e é igual a x.

1.4 Interpretação Geométri
a do Desenvolvimento

em Frações Contínuas

1.4.1 Caso Ra
ional

Considere x um número ra
ional, então existem números p e q inteiros 
om q 6= 0,

tais que x =
q

p
, 
onsidere sem per
a de generalidade que mdc(p, q) = 1, pois 
aso


ontrário, se mdc(p, q) = k, então existem números a e b inteiros, tais que p = ak e

q = bk, nesse 
aso utilizaríamos os números a, b 
om mdc(a, b) = 1.

Consideremos um retângulo 
om lados p e q, onde p e q números inteiros positivos


om p < q, queremos en
ontrar o número máximo de quadrados de lado p que possam

ser 
onstruídos sobre o lado de 
omprimento q, essa quantidade será 
hamada de a0

e será a parte inteira da fração x = α0 =
q

p
, ou seja, a0 = ⌊x⌋.

Figura 1.1: Representação Geométri
a da Forma Ra
ional

Temos que

q = a0p+ α1, 0 ≤ α1 < p. (1.1)

7



Caso Ra
ional Capítulo 1

Dividindo a equação a 
ima por p temos

x =
q

p
=

a0p

p
+

α1

p
⇒ q

p
= a0 +

α1

p
. (1.2)

Da �gura 1.1 temos também que

p = a1α1 + α2, 0 ≤ α2 < α1. (1.3)

Substituindo (1.3) em (1.2) temos

x = a0 +
α1

a1α1 + α2
. (1.4)

Em (1.4) observe que

α1

a1α1 + α2
=

1
a1α1 + α2

α1

=
1

a1 +
α2

α1

.

fazendo a devida substituição, temos

x = a0 +
1

a1 +
α2

α1

. (1.5)

Observemos em (1.5) que a1 signi�
a a quantidade máxima de quadrados 
om

lado α1 que podem ser 
onstruídos sobre o lado de 
omprimento p.

Da �gura 1.1 podemos observar que

α1 = a2α2 + α3, 0 ≤ α3 < α2. (1.6)

Substituindo (1.6) em (1.5), temos

x = a0 +
1

a1 +
α2

a2α2 + α3

. (1.7)

Observe que

α2

a2α2 + α3
em (1.7) é equivalente a

1
a2α2 + α3

α2

=
1

a2 +
α3

α2

.

Substituindo em (1.7) temos a seguinte relação

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
α3

α2

. (1.8)
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Caso Irra
ional Capítulo 2

Como p e q são números inteiros, temos pelo algoritmo de Eu
lides, que para

algum número m natural, teremos que αm−1 = amαm.

Chegando a seguinte 
on
lusão

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.

.

. +
αm

amαm

= a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.

.

. +
1

am

. (1.9)

1.4.2 Caso Irra
ional

Suponha agora que x seja um número irra
ional, então podemos de�nir sua fra-

ção 
ontínua da forma semelhante ao 
aso anterior de, onde x é um número ra
ional.

Vamos 
onsiderar desta vez um retângulo 
ujo os lados medem 
omprimentos

1 e x (veja a �gura 1.2). Determinaremos quantos quadrados, de lado unitário, de

forma a en
ontrarmos o maior número possível, a essa quantidade 
hamaremos de

a0 (parte inteira de x), simboli
amente temos a0 = ⌊x⌋.

Figura 1.2: Representação Geométri
a da Forma Irra
ional

Temos que

x = α0 = a0 · 1 + α1, 0 ≤ α1 < 1. (1.10)

9



Caso Irra
ional Capítulo 2

Note na �gura 1.2 que

1 = a1α1 + α2, 0 ≤ α2 < α1. (1.11)

Note que podemos substituir (1.11) em (1.10) sem alterar a equação

x = α0 = a0 +
α1

a1α1 + α2

. (1.12)

Observe que em (1.12) temos

α1

a1α1 + α2

que é equivalente a

1
a1α1 + α2

α1

=
1

a1 +
α2

α1

.

Substituindo em (1.12) temos

x = α0 = a0 +
1

a1 +
α2

α1

. (1.13)

Novamente na �gura 1.2 obtemos que

α1 = a2α2 + α3, 0 ≤ α3 < α2. (1.14)

Substituindo (1.14) em (1.13) obtemos

x = α0 = a0 +
1

a1 +
α2

a2α2 + α3

. (1.15)

Cal
ulando o inverso de

α2

a2α2 + α3
obtemos

1
a2α2 + α3

α2

=
1

a2 +
α3

α2

.

Substituindo temos

x = α0 = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
α3

α2

. (1.16)

Neste 
aso temos que x não é um número ra
ional, logo teremos para todo número

m natural que αm−1 6= amαm, dessa forma o pro
esso dado anteriormente pode se

repetir in�nitamente. Assim, temos:

x = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.

.

.

. (1.17)
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Capítulo 2

Boas Aproximações de Números

Reais por Frações Contínuas

Seja x um número irra
ional, podemos então fazer a seguinte pergunta: será que

existe algum número y irra
ional, tal que, y ∼= x? Se sim, 
omo en
ontrar tal y? A

resposta da primeira pergunta é sim. A resposta da segunda será apresentada neste


apítulo através de teoremas, proposições e 
orolários que possibilitam o 
ál
ulo

dessas aproximações ra
ionais.

2.1 Teoremas e Proposições

Proposição 2.1 Dada uma sequên
ia (�nita ou in�nita) t0, t1, t2, · · · ∈ R tal que

tk > 0, para todo k ≥ 1, de�nimos as sequên
ias (xm) e (ym) por x0 = t0, y0 = 1,

x1 = t0t1 + 1, y1 = t1, xm+2 = tm+2xm+1 + xm , ym+2 = tm+2ym+1 + ym para todo

m ≥ 0.

Temos então

[t0; t1, t2, · · · , tn] = t0 +
1

t1 +
1

t2 +
.

.

.

+
1

tn

=
xm

ym
, ∀ m ≥ 0

11



Teoremas e Proposições Capítulo 2

Além disso,

xm+1ym − xnym+1 = (−1)m, ∀ m ≥ 0.

Demonstração: Vamos provar por indução sobre m, para o 
aso m = 0, temos

[t0] =
t0
1
=

x0

y0
(2.1)

Agora, mostraremos que vale para m = 1,

[t0; t1] = t0 +
1

t1
=

t0t1 + 1

t1
=

x1

y1
. (2.2)

Mostraremos que vale para m = 2,

[t0; t1, t2] = t0 +
1

t1 +
1

t2

= t0 +
1

t1t2 + 1

t2

= t0 +
t2

t1t2 + 1
=

t0t1t2 + t0 + t2
t1t2 + 1

=
t2(t0t1 + 1) + t0

t1t2 + 1
=

t2x1 + t0
t1t2 + 1

=
x2

y2
. (2.3)

Mostraremos agora que vale para m = 3,

[t0; t1, t2, t3] = t0 +
1

t1 +
1

t2 +
1

t3

= t0 +
1

t1 +
1

t2t3 + 1

t3

= t0 +
1

t1 +
t3

t2t3 + 1

= t0 +
1

t1t2t3 + t1 + t3
t2t3 + 1

= t0 +
t2t3 + 1

t1t2t3 + t1 + t3
=

t0t1t2t3 + t0t1 + t0t3 + t2t3 + 1

t1t2t3 + t1 + t3

=
t3(t0t1t2 + t0 + t2) + t0t1 + 1

t3(t1t2 + 1) + t1
=

t3(t2(t0t1 + 1) + t0) + t0t1 + 1

t3(t1t2 + 1) + t1

=
t3(t2x1 + t0) + x1

t3y2 + y1
=

t3x2 + x1

t3y2 + y1
=

x3

y3
. (2.4)
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Teoremas e Proposições Capítulo 2

Suponha agora que valha para um m+ 2. Vamos mostrar que vale para m+ 3.

Primeiro, observe que, para a fração 
ontínua [t0; t1, t2, · · · , tm+2] temos que

xm+2 = tm+2xm+1 + xm e ym+2 = tm+2ym+1 + ym, vale para um determinado m+ 2.

Segundo, temos que [t0; t1, t2, · · · , tm+2, tm+3] = [t0; t1, t2, · · · , tm+2 +
1

tm+3
], pois

podemos 
onsiderar o último termo da igualdade, do lado esquerdo, sendo a soma

do seu penúltimo elemento ao inverso do último do lado direito, dessa forma o lado

direito da igualdade possui o mesmo número de elementos de [t0; t1, t2, · · · , tm+2].

Assim, temos que [t0; t1, t2, · · · , tm+2 +
1

tm+3
] será dada por

(tm+2 +
1

tm+3
)xm+1 + xm

(tm+2 +
1

tm+3

)ym+1 + ym

=

tm+2xm+1 +
1

tm+3
xm+1 + xm

tm+2ym+1 +
1

tm+3

ym+1 + ym

=

tm+2tm+3xm+1 + xm+1 + tm+3xm

tm+3

tm+2tm+3ym+1 + ym+1 + tm+3ym
tm+3

=
tm+2tm+3xm+1 + xm+1 + tm+3xm

tm+2tm+3ym+1 + ym+1 + tm+3ym

=
tm+3(tm+2xm+1 + xm) + xm+1

tm+3(tm+2ym+1 + ym) + ym+1

=
tm+3xm+2 + xm+1

tm+3ym+2 + ym+1

=
xm+3

ym+3

. (2.5)

Mostraremos agora a segunda parte, por indução.

Queremos mostrar que xm+1ym − xmym+1 = (−1)m, para todo m ≥ 0.

Vamos mostrar que vale para o 
aso m = 0, temos que

x1y0 − x0y1 = (t0t1 + 1)− t0t1 = 1 = (−1)0.

Suponhamos que valha para algum valor de m, então

xm+1ym − xmym+1 = (−1)m.
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Teoremas e Proposições Capítulo 2

Mostremos agora que vale para o 
aso m+ 1,

xm+2ym+1 − xm+1ym+2 = (tm+2xm+1 + xm)ym+1 − (tm+2ym+1 + ym)xm+1

= tm+2xm+1ym+1 + xmym+1 − tm+2xm+1ym+1 − ymxm+1

= −(xm+1ym − xmym+1) = −(−1)m = (−1)m+1.

A partir de agora, x = [a0; a1, a2, a3, · · · ] será 
onsiderado um número real, e

(
pm
qm

)

m∈N

dada por

pm
qm

= [a0; a1, a2, a3, · · · , am] será a sequên
ia de reduzidas da

fração 
ontínua de x.

Corolário 2.1 As sequên
ias (pm) e (qm) satisfazem as re
orrên
ias

pm+2 = am+2pm+1 + pm e qm+2 = am+2qm+1 + qm para todo m ≥ 0 
om p0 = a0,

q0 = 1, p1 = a0a1 + 1, q1 = a1.

Além disso,

pm+1qm − pmqm+1 = (−1)m

para todo m ≥ 0.

Demonstração: As sequên
ias (pm) e (qm) de�nidas pelas re
orrên
ias a
ima

satisfazem, pela proposição 2.1, as igualdades

pm
qm

= [a0; a1, a2, · · · , am] e pm+1qm − pmqm+1 = (−1)m, ∀ m ≥ 0.

Como pm+1qm − pmqm+1 = (−1)m, para todo m ∈ N, temos que (pm) e (qm)

dados pela re
orrên
ia a 
ima são primo entre si. Além disso, também segue da

re
orrên
ia que qm > 0, para todo m ≥ 0.

Corolário 2.2 Temos, para todo m ∈ N,

x =
αmpm−1 + pm−2

αmqm−1 + qm−2
e αm =

pm−2 − qm−2x

qm−1x− pm−1
.
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Teoremas e Proposições Capítulo 2

Demonstração: Primeiro observe que x pode ser es
rito 
omo [a0; a1, a2, · · · , am−1, αm],

pela proposição 2.1 podemos es
rever x =
αmpm−1 + pm−2

αmqm−1 + qm−2
.

Para demonstrar a segunda equação, temos que

(αmqm−1 + qm−2)x = αmpm−1 + pm−2

αmqm−1x+ qm−2x = αmpm−1 + pm−2

αmqm−1x− αmpm−1 = −qm−2x+ pm−2

αm(qm−1x− pm−1) = pm−2 − qm−2x

αm =
pm−2 − qm−2x

qm−1x− pm−1
.

Proposição 2.2 Temos

x− pm
qm

=
(−1)m

(αm+1 + βm+1)q2m
,

onde

βm+1 =
qm−1

qm
= [0; am, am−1, am−2, · · · , a1].

Em parti
ular,

1

(am+1 + 2)q2m
<

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
=

1

(αm+1 + βm+1)q2n
<

1

am+1q2m
.

Demonstração: Primeiro observe que αm+1 se dá pelo 
orolário 2.2 e segue pela

proposição 2.1 que βm+1 =
qm−1

qm
=

qm−1

amqm−1 + qm−2
=

1

am +
qm−2

qm−1

, de forma re
ur-

siva obtemos que βm+1 = [0; am, am−1, am−2, · · · , a1].
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Note pelo 
orolário 2.2 que

x =
αm+1pm + pm−1

αm+1qm + qm−1

x− pm
qm

=
αm+1pm + pm−1

αm+1qm + qm−1

− pm
qm

=
(αm+1pm + pm−1)qm − (αm+1qm + qm−1)pm

(αm+1qm + qm−1)qm

=
αm+1pmqm + pm−1qm − αm+1qmpm − pmqm−1

(αm+1qm + qm−1)qm

=
pm−1qm − qm−1pm
(αm+1qm + qm−1)qm

=
−(pmqm−1 − pm−1qm)

(αm+1qm + qm−1)qm
.

Pelo 
orolário 2.1 temos

x− pm
qm

=
−(−1)m−1

(αm+1qm + qm−1)qm
=

(−1)m

(αm+1qm + qm−1)qm

=
(−1)m

(αm+1 +
qm−1

qm
)q2m

=
(−1)m

(αm+1 + βm+1)q2m
.

Em parti
ular, observe que

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
=

1

(αm+1 + βm+1)q2m
,

e 
omo ⌊αm+1⌋ = am+1 e 0 < βm+1 < 1, pois, βm+1 = [0; am, am−1, am−2, · · · , a1],
além disso note que, am+1 < αm+1 < am+1 + 1, assim temos que am+1 < αm+1 +

βm+1 < am+1 +2, 
omo qm > 0, podemos multipli
ar por q2m sem alterar a desigual-

dade, obtendo am+1q
2
m < (αm+1 + βm+1)q

2
m < (am+1 + 2)q2m. Temos desta última

desigualdade que

1

(am+1 + 2)q2m
<

1

(αm+1 + βm+1)q2m
<

1

am+1q2m
.
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Observação 2.1 Segue imediatamente desta proposição que

lim
m→∞

pm
qm

= x,

pois limm→∞ qm = +∞, tendo que (qm) é estritamente 
res
ente, assim faz sentido

es
rever x = [a0; a1, a2, · · · ], ou seja, x é irra
ional.

Corolário 2.3 (Teorema de Diri
hlet) Para todo α irra
ional, a desigualdade

∣
∣
∣
∣
α− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

q2
possui in�nitas soluções

p

q
.

Demonstração: Segue imediatamente da proposição anterior, pois αm+1 ≥ 1.

Proposição 2.3 Para todo k ≥ 0, temos

p2k
q2k

≤ p2k+2

q2k+2

≤ x ≤ p2k+3

q2k+3

≤ p2k+1

q2k+1

Demonstração: Observe que a proposição a
ima indi
a que x é maior que todas

as reduzidas pares (
onvergentes pares) e x é menor que todas as reduzidas ímpares

(
onvergentes ímpares). Primeiro vamos mostrar que as reduzidas pares formam

uma sequên
ia 
res
ente

(
p0
q0

≤ p2
q2

≤ p4
q4

≤ p6
q6

≤ · · ·
)

, enquanto as reduzidas ím-

pares formam uma sequên
ia de
res
ente

(
p1
q1

≥ p3
q3

≥ p5
q5

≥ p7
q7

≥ · · ·
)

. Considere

o 
aso geral para todo m ≥ 0,
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pm+2

qm+2
− pm

qm
=

am+2pm+1 + pm
am+2qm+1 + qm

− pm
qm

=
(am+2pm+1 + pm)qm − (am+2qm+1 + qm)pm

(am+2qm+1 + qm)qm

=
am+2pm+1qm + pmqm − am+2qm+1pm − qmpm

(am+2qm+1 + qm)qm

=
am+2pm+1qm − am+2qm+1pm

(am+2qm+1 + qm)qm

=
am+2(pm+1qm − qm+1pm)

(am+2qm+1 + qm)qm
.

Pelo 
orolário 2.1 temos

pm+2

qm+2

− pm
qm

=
am+2(−1)m

qm+2qm
. (2.6)

A igualdade (2.6) nos diz que

pm+2

qm+2

− pm
qm

≥ 0 se m for par e

pm+2

qm+2

− pm
qm

≤ 0 se

m for ímpar.

Logo,

pm+2

qm+2
≥ pm

qm
sem = 2k para todo k ≥ 0 e

pm+2

qm+2
≤ pm

qm
sem = 2k+1 ∀ k ≥ 0.

Pela proposição 2.2 temos que x− pm
qm

=
(−1)m

(αm+1 + βm+1)q2n
.

Desta igualdade temos que x− pm
qm

≥ 0 se m = 2k para todo k ≥ 0 e x− pm
qm

≤ 0

se m = 2k + 1 para todo k ≥ 0.

Logo x ≥ pm
qm

se m = 2k para todo k ≥ 0 e x ≤ pm+2

qm+2
se m = 2k + 1 para todo

k ≥ 0.

Podemos 
on
luir que

p2k
q2k

≤ p2k+2

q2k+2
≤ x ≤ p2k+3

q2k+3
≤ p2k+1

q2k+1
.
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Proposição 2.4 Sejam a0, a1, · · · , am inteiros 
om ak > 0, para todo k ≥ 1, e seja

(
pk
qk

)

k≥0

a sequên
ia de reduzidas da fração 
ontínua [a0; a1, a2, a3, · · · , am]. Então
o 
onjunto dos números reais 
uja representação por frações 
ontínuas 
omeça 
om

a0, a1, a2, a3, · · · , am é o intervalo

I(a0; a1, a2, a3, · · · , am) =
{
pm
qm

}
⋃

{[a0; a1, a2, a3, · · · , am, α] , α > 1}

=







[
pm
qm

,
pm + pm−1

qm + qm−1

)

se m é par

(
pm + pm−1

qm + qm−1
,
pm
qm

]

se m é ímpar.

Além disso, a função G : (1,+∞) → I(a0; a1, a2, a3, · · · , am) dada por G(α) =

[a0; a1, a2, a3, · · · , am, α] é monótona, sendo 
res
ente para n ímpar e de
res
ente

para n par.

Demonstração: Pelo 
orolário 2.2 e proposição 2.2 temos,

G(α) = [a0; a1, a2, a3, · · · , am, α] =
αpm + pm−1

αqm + qm−1

=
pm
qm

+
(−1)m

(αqm + qm−1)qm
,

logo G é 
res
ente se m for ímpar e de
res
ente se m for par.

Observe que G(1) =
pm + pm−1

qm + qm−1
e que limα→+∞G(α) =

pm
qm

, então

G((1,+∞)) =







(
pm
qm

,
pm + pm−1

qm + qm−1

)

se m é par

(
pm + pm−1

qm + qm−1
,
pm
qm

)

se m é ímpar.

Assim, temos,

I(a0; a1, a2, a3, · · · , am) =

{
pm
qm

}
⋃

{[a0; a1, a2, a3, · · · , am, α] , α > 1}

=

{
pm
qm

}
⋃

G((1,+∞))

=







[
pm
qm

,
pm + pm−1

qm + qm−1

)

se m é par

(
pm + pm−1

qm + qm−1

,
pm
qm

]

se m é ímpar.
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Proposição 2.5 Dados inteiros a0, a1, a2, · · · , 
om ak > 0, para todo k ≥ 1, existe

um úni
o número real α irra
ional 
uja representação por frações 
ontínuas é [a0; a1, a2, · · · ].

Demonstração: Considere as sequên
ias (pm) e (qm) de�nidas, pela proposição

2.1, pelas re
orrên
ias

pm+2 = am+2pm+1 + pm e qm+2 = am+2qm+1 + qm

para todo m ≥ 0, 
om p0 = a0, p1 = a0a1 + 1, q0 = 1 e q1 = a1. Pela proposição 2.3

temos que

p2k
q2k

≤ p2k+2

q2k+2

≤ p2k+3

q2k+3

≤ p2k+1

q2k+1

, para todo k ≥ 0.

Vamos formar os seguintes intervalos fe
hados

Ik =

[
p2k
q2k

,
p2k+1

q2k+1

]

e Ik+1 =

[
p2k+2

q2k+2
,
p2k+3

q2k+3

]

.

Observe que Ik+1 ⊂ Ik, para todo k ≥ 0, pois Ik+1 =

[
p2k+2

q2k+2

,
p2k+3

q2k+3

]

, logo está


ontido em Ik, pela proposição 2.3.

Observe que o tamanho do intervalo Ik é dado por

|Ik| =
p2k+1

q2k+1

− p2k
q2k

=
p2k+1q2k − p2kq2k+1

q2k+1q2k
.

Pelo 
orolário 2.1 temos,

(−1)2k

q2k+1q2k
=

1

q2k+1q2k
.

Observe que quando k tende ao in�nito, o denominador �
a tão grande quanto

quisermos, isto impli
a que |Ik| tende a 0 quando k tendo ao in�nito. Logo existe

um úni
o α ∈ R tal que

⋂

k>0

Ik = {α}.
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Observe que, para todo k > 0,

[a0; a1, a2, · · · , a2k] =
p2k
q2k

6 α 6
p2k+1

q2k+1
= [a0; a1, a2, · · · , a2k, a2k+1].

Pela proposição 2.4 temos que [a0; a1, a2, · · · , a2k] e [a0; a1, a2, · · · , a2k, a2k+1] per-

ten
em a I(a0; a1, a2, · · · , a2k), logo a fração 
ontínua de α 
omeça 
om a0; a1, a2, · · · , a2k,
para todo k > 0, sendo α = [a0; a1, a2, · · · ]. Como a representação em frações 
on-

tínua de α é in�nita, temos que α é irra
ional.

2.2 Reduzidas e Boas Aproximações

Teorema 2.1 Temos, para todo n ∈ N,

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
≤ 1

qmqm+1

<
1

q2m
.

Além disso,

∣
∣
∣
∣
x− pn

qn

∣
∣
∣
∣
<

1

2q2n
ou

∣
∣
∣
∣
x− pm+1

qm+1

∣
∣
∣
∣
<

1

2q2m+1

.

Demonstração: Observe que x sempre perten
e ao segmento de extremos

pm
qm

e

pm+1

qm+1

ujo 
omprimento é

∣
∣
∣
∣

pm+1

qm+1
− pm

qm

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(−1)m

qmqm+1

∣
∣
∣
∣
=

1

qmqm+1
⇒
∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
≤ 1

qmqm+1
<

1

q2m
·

Suponha que a a�rmativa seja falsa, ou seja

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
≥ 1

2q2m
e

∣
∣
∣
∣
x− pm+1

qm+1

∣
∣
∣
∣
>

1

2q2m+1

,

então

1

qmqm+1
=

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
+

∣
∣
∣
∣
x− pm+1

qm+1

∣
∣
∣
∣
≥ 1

2q2m
+

1

2q2m+1

⇒ qm+1 = qm , absurdo.

Observação 2.2 Temos

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
<

1

qmqm+1
<

1

am+1q2m
. Quanto maior for o valor

de am+1, melhor será a aproximação

pm
qm

de x.
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Teorema 2.2 (Hurwitz,Markov) Para todo α irra
ional e todo inteiro m ≥ 1,

temos

∣
∣
∣
∣
α− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1√
5q2

.

Para pelo menos um ra
ional

p

q
∈
{
pm−1

qm−1
,
pm
qm

,
pm+1

qm+1

}

.

Em parti
ular, a desigualdade a
ima tem in�nitas soluções ra
ionais

p

q
.

Demonstração: Vamos supor que o teorema seja falso. Então teríamos

∣
∣
∣
∣
α− p

q

∣
∣
∣
∣
≥

1√
5q2

para todo

p

q
∈
{
pm−1

qm−1

,
pm
qm

,
pm+1

qm+1

}

. Pela proposição 2.2, para algum α ∈ R\Q
e algum m ≥ 1, temos

∣
∣
∣
∣
α− pm

qm

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(−1)m

(αm + βm)q2m

∣
∣
∣
∣
≥ 1√

5q2m
,

logo

1

(αm + βm)q2m
≥ 1√

5q2m
⇒ αm + βm ≤

√
5

.

Também temos que

∣
∣
∣
∣
α− pm+1

qm+1

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(−1)m+1

(αm+1 + βm+1)q2m+1

∣
∣
∣
∣
≥ 1√

5q2m+1

,

logo

1

(αm+1 + βm+1)q
2
m+1

≥ 1√
5q2m+1

⇒ αm+1 + βm+1 ≤
√
5

.

E ainda

∣
∣
∣
∣
α− pm+2

qm+2

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣

(−1)m+2

(αm+2 + βm+2)q
2
m+2

∣
∣
∣
∣
≥ 1√

5q2m+2

,

logo

1

(αm+2 + βm+2)q2m+2

≥ 1√
5q2m+2

⇒ αm+2 + βm+2 ≤
√
5.
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Reduzidas e Boas Aproximações Capítulo 2

Observe que am+1 < αm+1 + βm+1 ≤
√
5 e 
omo am+1 > 0, temos que am+1

pode ser igual a 1 ou igual a 2. Se para algum ak = 2, onde k perten
e ao 
onjunto

{m,m+ 1, m+ 2}, teríamos βm+1 ≥
1

ak + 1
=

1

3
e αm+1 + βm+1 ≥ 2 +

1

3
>

√
5, que


laramente é um absurdo, pois 2+
1

3
=

7

3
<

√
5. Assim, temos am+1 = 1, da mesma

forma temos am+2 = 1. Fazendo x =
1

αm+2
e y = βm+1. Dessas duas igualdades,

podemos obter também as seguintes igualdades.

αm+2 =
1

αm+1 − am+1

⇒ 1

x
=

1

αm+1 − am+1

⇒ αm+1 = 1 + x.

Também temos

αm+1 =
1

αm − am
⇒ 1 + x =

1

αm − am
⇒ αm =

1

1 + x
+ am.

Note, pela proposição 2.2, que

y = βm+1 = [0; am, am−1, · · · , a1] ⇒
1

y
= [am; am−1, · · · , a1] = am+ [0; am−1, · · · , a1].

Como βm = [0; am−1, · · · , a1], temos

1

y
= am + βm ⇒ βm =

1

y
− am.

Observe que

βm+2 = [0; am+1, am, · · · , a1] ⇒
1

βm+2
= [am+1; am, · · · , a1] = am+1 + [0; am, · · · , a1].

Ou seja

1

βm+2
= 1 + βm+1 ⇒ βm+2 =

1

1 + y
.
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Daí, temos que

αm + βm =
1

1 + x
+ am +

1

y
− am =

1

1 + x
+

1

y
,

αm+1 + βm+1 = 1 + x+ y e

αm+2 + βm+2 =
1

x
+

1

1 + y
.

Podemos assim, es
rever

1

1 + x
+

1

y
≤

√
5, 1 + x+ y ≤

√
5 e

1

x
+

1

1 + y
≤

√
5.

Da segunda, temos

1 + x+ y ≤
√
5 ⇒ 1 + x ≤

√
5− y

⇒ 1

1 + x
≥ 1√

5− y

⇒ 1

1 + x
+

1

y
≥ 1√

5− y
+

1

y
=

√
5

y(
√
5− y)

.

Pela primeira desigualdade, temos

√
5

y(
√
5− y)

≤
√
5, impli
a em, y(

√
5− y) ≥ 1.

Daí, temos a seguinte inequação −y2 +
√
5y − 1 ≥ 0, 
uja a solução é

√
5− 1

2
≤ y ≤

√
5 + 1

2
.

Por outro lado, temos também que

1 + x+ y ≤
√
5 ⇒ x ≤

√
5− 1− y

⇒ 1

x
≥ 1√

5− 1− y

⇒ 1

x
+

1

1 + y
≥ 1√

5− 1− y
+

1

1 + y
=

√
5

(1 + y)(
√
5− 1− y)

.

Pela ter
eira desigualdade, temos

√
5

(1 + y)(
√
5− 1− y)

≤
√
5 ⇒ (1 + y)(

√
5− 1− y) ≤ 1.
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Daí, temos a seguinte inequação −y2− (2−
√
5)y+ (

√
5− 2) ≥ 0, 
uja a solução

é √
5− 3

2
≤ y ≤

√
5− 1

2
.

Daí, temos que y =

√
5− 1

2
, que é absurdo pois, y = βm+1 =

qm−1

qm
∈ Q.

Observação 2.3 Em parti
ular provamos que

∣
∣
∣
∣
α− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1√
5q2

tem in�nitas so-

luções ra
ionais

p

q
, para todo α irra
ional. O número

√
5 é o maior 
om essa

propriedade.

2.3 Boas Aproximações são Reduzidas

Teorema 2.3 Para todo p, q ∈ Z, 
om 0 < q < qm+1 temos

|qmx− pm| ≤ |qx− p| .

Além disso, se 0 < q < qm a desigualdade a 
ima é estrita.

Demonstração: Observe que, 
omo o mdc(pm, qm) = 1 e se

p

q
=

pm
qm

então

p = kpm e q = kqm para algum inteiro k 6= 0 e neste 
aso temos que |qmx− pm| ≤
|kqmx− kpm|, o que impli
a diretamente a desigualdade, onde a igualdade o
orre

quando k = 1. Vamos supor então que

p

q
6= pm

qm
tal que,

∣
∣
∣
∣

p

q
− pm

qm

∣
∣
∣
∣
≥ 1

qqm
>

1

qmqm+1

pois q < qm+1. Observe que
p

q
está fora do intervalo de extremos

pm
qm

e

pm+1

qm+1
e logo

∣
∣
∣
∣
x− p

q

∣
∣
∣
∣
≥ min

{∣
∣
∣
∣

p

q
− pm

qm

∣
∣
∣
∣
,

∣
∣
∣
∣

p

q
− pm+1

qm+1

∣
∣
∣
∣

}

≥ 1

qmqm+1

.

O que impli
a

|qx− p| ≥ 1

qm+1
≥ |qmx− pm|

Temos que a igualdade só o
orrerá quando x =
pm+1

qm+1

.
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Corolário 2.4 Para todo q < qm,

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
<

∣
∣
∣
∣
x− p

q

∣
∣
∣
∣

Demonstração: A demonstração segue imediatamente do teorema anterior.

Corolário 2.5 Se |qx− p| ≤ |q′x− p′|, para todo p′ e q′ ≤ q tais que
p

q
6= p′

q′
, então

p

q
é uma reduzida da fração 
ontínua de x.

Demonstração: Basta tomar m tal que qm ≥ qm+1. Pelo teorema 2.3, temos

que |qmx− pm| ≤ |qx− p|, assim a igualdade |qmx− pm| = |qx− p| impli
a que

p

q
=

pm
qm

.

Teorema 2.4 Se

∣
∣
∣
∣
x− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

2q2
então

p

q
é uma reduzida da fração 
ontínua de x.

Demonstração: Seguiremos 
om uma demonstração próxima a realizada no te-

orema 2.3. Seja m tal que qm ≤ q < qm+1. Suponha que

p

q
6= pm

qm
. Note, pelo

argumento do teorema 2.3, que

∣
∣
∣
∣
x− p

q

∣
∣
∣
∣
≥ 1

qqm
, onde

p

q
está fora do intervalo de

extremos

pm
qm

e

pm+1

qm+1
. Obtendo assim, duas possibilidades:

(a) Se q ≥ qm+1

2
então

∣
∣
∣
∣
x− p

q

∣
∣
∣
∣
≥ 1

qqm+1
≥ 1

2q2
, e isso é um absurdo.

(b) q <
qm+1

2
,

∣
∣
∣
∣
x− p

q

∣
∣
∣
∣

≥
∣
∣
∣
∣

pm
qm

− p

q

∣
∣
∣
∣
−
∣
∣
∣
∣

pm+1

qm+1

− pm
qm

∣
∣
∣
∣

≥ 1

qqm
− 1

qmqm+1
=

qm+1 − q

qqmqm+1

>
1

2qqm
≥ 1

2q2
.

Que 
laramente é um absurdo.
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Capítulo 3

Frações Contínuas Periódi
as

Seja α = [a0; a1, a2, a3, ...] uma fração 
ontínua in�nita, ou seja, α é irra
ional.

A fração 
ontínua de α é dita periódi
a se existe um inteiro k ≥ 0 e l um número

natural, tais que am = am+l para todo inteiro m ≥ k. O menor número natural l,

tal que, am = am+l para todo inteiro m ≥ k. Será denotado por l(α) o 
omprimento

do período de α.

3.1 Irra
ionais Quadráti
os

De�nição 3.1 Um número α ∈ R é denominado irra
ional quadráti
o quando é

uma raiz de uma equação da forma f(x) = ax2 + bx+ c, onde a, b e c ∈ Z e a 6= 0,

ou seja,

α =
P +

√
D

Q

Onde P,Q ∈ Z, Q 6= 0 e Q|(P 2 −D). De�nimos também que α
′

=
P −

√
D

Q
é o


onjugado de α.

Se α é um irra
ional quadráti
o, então f(α) = 0 para algum f(x) = ax2+ bx+ c.

Assim temos que aα2 + bα + c = 0. Pela fórmula de resolução da equação do

segundo grau, temos

α =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
ou α =

−b −
√
b2 − 4ac

2a
.
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Sem per
a de generalidade, vamos supor que α =
−b+

√
b2 − 4ac

2a
e α′ =

−b−
√
b2 − 4ac

2a
.

Como α ∈ R\Q temos então que b2− 4ac > 0 e b2 − 4ac será livre de quadrados,

pois 
aso 
ontrário α ∈ Q. Fazendo P = −b, D = b2 − 4ac e Q = 2a os irra
ionais

α e α′
são da seguinte forma

α =
P +

√
D

Q
e α′ =

P −
√
D

Q
.

Observe que Q|(P 2 −D), pois Q|(P 2 −D) = (−b)2 − b2 + 4ac = 4ac = Q2c. O

irra
ional α′
é o 
onjugado do irra
ional α.

De�nição 3.2 Um irra
ional quadráti
o α =
P +

√
D

Q
é reduzido se α > 1 e −1 <

α
′

< 0. Com α′ =
P −

√
D

Q
.

Teorema 3.1 Seja α =
P0 +

√
D

Q0

um irra
ional quadráti
o, onde D > 0 é livre de

quadrados, Q0 6= 0 é um inteiro, P0 ∈ Z e Q0|(D − P 2
0 ). Re
ursivamente de�nimos

para n ≥ 0,

αm =
Pm +

√
D

Qm

am = ⌊αm⌋

Pm+1 = amQm − Pm

Qm+1 =
D − P 2

m+1

Qm

.

Então Pm e Qm são inteiros, 
om Qm 6= 0, para todo m e α = [a0; a1, a2, a3, · · · ].

Demonstração: Mostraremos por indução sobre m.

Para m = 0 temos P0, Q0 são inteiros e Q0|(D−P 2
0 ), pela de�nição 3.1. Suponha

que valha para todos os valores até m, então P0, · · · , Pm e Q0, · · · , Qm são todos

inteiros e Q0|(D − P 2
0 ), · · · , Qm|(D − P 2

m). Vamos mostrar que Pm+1 e Qm+1 são

inteiros e Qm+1|(D − P 2
m+1). Temos por hipótese que am, Qm e Pm são inteiros,

então Pm+1 = amQm − Pm também será. Também note que

Qm+1 =
D − P 2

m+1

Qm

=
D − (amQm − Pm)

2

Qm

=
D − P 2

m

Qm

+ 2amPm − a2mQm.

28



Teorema de Lagrange Capítulo 3

Note que D − P 2
m = QmQm−1, por de�nição, então

Qm+1 =
QmQm−1

Qm

+ 2amPm − a2mQm = Qm−1 + 2amPm − a2mPm.

Como Qm, am, Qm−1 e Pm são inteiros, por hipótese, então, temos que Qm+1

também é inteiro. Como temos D− P 2
m+1 6= 0, pois D é livre de quadrados, termos

então que Qm+1 6= 0. Além disso, 
omo QmQm+1 = D − P 2
m+1 
on
luímos também

que Qm+1|(D − P 2
m+1).

Agora vamos mostrar que as re
orrên
ias 
al
ulam a fração 
ontínua simples de α.

Para isso, temos

αm − am =
Pm +

√
D

Qm

− am

=

√
D − (amQm − Pm)

Qm

. (3.1)

Como Pm+1 = amQm − Pm, podemos substituí-la em (3.1), obtendo-se

αm − am =

√
D − Pm+1

Qm

. (3.2)

Ao multipli
armos o segundo membro da equação por

(
√
D + Pm+1)

(
√
D + Pm+1)

, obtemos

αm − am =
(
√
D − Pm+1)

Qm

(
√
D + Pm+1)

(
√
D + Pm+1)

=
D − P 2

m+1

Qm(
√
D + Pm+1)

.

Mas Qm+1Qm = D − P 2
m+1, assim temos que

αm − am =
Qm+1Qm

Qm(
√
D + Pm+1)

=
Qm+1√

D + Pm+1

.

Tomando seu inverso, temos

1

αm − am
=

Pm+1 +
√
D

Qm+1
= αm+1.

Corolário 3.1 Fazendo Q0 = 1 e P0 = 0 temos o 
aso espe
ial de α =
√
D.
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3.2 Teorema de Lagrange

Teorema 3.2 Seja x um número irra
ional. A expansão em frações 
ontínuas de x

é periódi
a se, e somente se, x é solução de uma equação quadráti
a 
om 
oe�
ientes

inteiros.

Demonstração: Para demonstrar esse teorema, vamos 
riar dois lemas.

Lema 3.2.1 Se um número irra
ional x tem expansão periódi
a então satisfaz uma

equação quadráti
a.

Demonstração: Pelo 
orolário 2.2 temos que αm =
pm−2 − qm−2x

qm−1x− pm−1
, ∀ m ∈ N.

Considere que x é periódi
o (ou pré-periódi
o). Neste 
aso, temos αm = αm+k, para

algum m ∈ N, k ≥ 1. Logo temos, pelo 
orolário (2.0.2) que

αm = αm+k ⇒ pm−2 − qm−2x

qm−1x− pm−1

=
pm+k−2 − qm+k−2x

qm+k−1x− pm+k−1

(pm−2 − qm−2x)(qm+k−1x− pm+k−1) = (qm−1x− pm−1)(pm+k−2 − qm+k−2x)

que impli
a

pm−2qm+k−1x− pm−2pm+k−1 − qm−2qm+k−1x
2 + qm−2pm+k−1x

= qm−1pm+k−2x− qm−1qm+k−2x
2 − pm−1pm+k−2 + pm−1qm+k−2x.

Reorganizando os termos de x2
, x e o termo independente de x obtemos

Ax2 +Bx+ C = 0

onde

A = qm−1qm+k−2 − qm−2qm+k−1

B = pm+k−1qm−2 + pm−2qm+k−1 − pm+k−2qm−1 − pm−1qm+k−2

C = pm−1pm+k−2 − pm−2pm+k−1.

Primeiro observe que A, B e C são números inteiros, pois pm , qm ∈ N. Basta

mostrar que A 6= 0 para 
ara
terizar uma equação do segundo grau. Note pelo 
oro-

lário 2.1 que pm−1qm−2−pm−2qm−1 = (−1)m, note que sem for par, temos pm−1qm−2−
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pm−2qm−1 = 1, ou se m for ímpar, temos que pm−2qm−1 − pm−1qm−2 = 1, note que

em ambos os 
asos pelo algoritmo de Eu
lides para mdc, que mdc(qm−2, qm−1) = 1,

logo

qm−2

qm−1

é uma fração irredutível. Note, pelo mesmo motivo do 
aso anterior que

mdc(qm+k−2, qm+k−1) = 1, logo
qm+k−2

qm+k−1

om qm+k−2 > qm−2, donde

qm−2

qm−1
6= qm+k−2

qm+k−1
,

assim, temos que qm−1qm+k−2 − qm−2qm+k−1 6= 0, o que 
ara
teriza uma equação do

segundo grau.

Lema 3.2.2 Considere um número irra
ional x que é solução de uma equação qua-

dráti
a 
om 
oe�
ientes inteiros. Então a expansão em frações 
ontínuas de x é

periódi
a (ou pré-periódi
a).

Demonstração: Vamos provar que se x é uma irra
ionalidade quadráti
a, ou seja,

x = r+
√
s, r, s ∈ Q, s > 0, nesse 
aso a fração 
ontínua de x é periódi
a, logo existem

m ∈ N e k ∈ N∗

om αm+k = αm. Como, pelo 
orolário 2.1, x =

αmpm−1 + pm−2

αmqm−1 + qm−2
,

temos

ax2 + bx+ c = 0

⇒ a

(
αmpm−1 + pm−2

αmqm−1 + qm−2

)2

+ b

(
αmpm−1 + pm−2

αmqm−1 + qm−2

)

+ c = 0

a
(αmpm−1 + pm−2)

2

(αmqm−1 + qm−2)2
+b

(αmpm−1 + pm−2)(αmqm−1 + qm−2)

(αmqm−1 + qm−2)2
+c

(αmqm−1 + qm−2)
2

(αmqm−1 + qm−2)2
= 0

⇒ a(αmpm−1+pm−2)
2+b(αmpm−1+pm−2)(αmqm−1+qm−2)+c(αmqm−1+qm−2)

2 = 0

⇒ a(α2
mp

2
m−1 + 2αmpm−1pm−2 + p2m−2) + b(αmpm−1 + pm−2)(αmqm−1 + qm−2) +

c(α2
mq

2
m−1 + 2αmqm−1qm−2 + q2m−2) = 0

⇒ aα2
mp

2
m−1+2apm−1pm−2αm+ap2m−2+bpm−1qm−1α

2
m+bpm−1qm−2αm+bpm−2qm−1αm+

bpm−2qm−2 + cα2
mq

2
m−1 + 2cqm−1qm−2αm + cq2m−2 = 0.

Desta última equação, isolando os 
oe�
ientes de α2
m, αm e termo independente

de αm, temos
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Am = ap2m−1 + bpm−1qm−1 + cq2m−1

Bm = 2apm−1pm−2 + b(pm−1qm−2 + pm−2qm−1) + 2cqm−1qm−2

Cm = ap2m−2 + bpm−2qm−2 + cq2m−2.

Logo, obtemos a seguinte equação

Amα
2
m +Bmαm + Cm = 0.

Note que Cm = Am−1, pois Am−1 = ap2(m−1)−1 + bp(m−1)−1q(m−1)−1 + cq2(m−1)−1 =

ap2m−2+bpm−2qm−2+cm−2 = Cm. Queremos mostrar agora que os valores de Am, Bm

e Cm são estritamente limitados, ou seja, existe um M > 0 tal que 0 < |Am| ≤ M

para todo m ∈ N, e portanto 0 < |Cm| ≤ M para todo m ∈ N, e que existe um M ′

tal que 0 < |Bm| < M ′
para todo n ∈ N.

Am = ap2m−1 + bpm−1qm−1 + cq2m−1

=
aq2m−1

aq2m−1

(ap2m−1 + bpm−1qm−1 + cq2m−1)

= aq2m−1

(
ap2m−1

aq2m−1

+
bpm−1qm−1

aq2m−1

+
cq2m−1

aq2m−1

)

= aq2m−1

(
p2m−1

q2m−1

+
bpm−1

aqm−1

+
c

a

)

. (3.3)

Observe que se aX2+bX+c = 0 possui 
omo raízes x1 e x2 então
b

a
= −(x1+x2)

e

c

a
= x1x2, Substituindo em (3.3), temos

Am = aq2m−1

(
p2m−1

q2m−1

− (x1 + x2)
pm−1

qm−1
+ x1x2

)

= aq2m−1

(
p2m−1

q2m−1

− x1
pm−1

qm−1

− x2
pm−1

qm−1

+ x1x2

)

= aq2m−1

[
pm−1

qm−1

(
pm−1

qm−1
− x1

)

+ x2

(

−pm−1

qm−1
+ x1

)]

= aq2m−1

[

−pm−1

qm−1

(

−pm−1

qm−1
+ x1

)

+ x2

(

−pm−1

qm−1
+ x1

)]

= aq2m−1

(

x1 −
pm−1

qm−1

)(

x2 −
pm−1

qm−1

)

.
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Pelo teorema 2.1 temos que

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
<

1

q2m
≤ 1 ⇒ q2m

∣
∣
∣
∣
x− pm

qm

∣
∣
∣
∣
≤ 1.

Observe que

|Am| = aq2m−1

∣
∣
∣
∣
x1 −

pm−1

qm−1

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣
∣
x2 −

pm−1

qm−1

∣
∣
∣
∣
. (3.4)

Como q2m−1

∣
∣
∣
∣
x1 −

pm−1

qm−1

∣
∣
∣
∣
≤ 1, temos que

|Am| ≤ a

∣
∣
∣
∣
x2 −

pm−1

qm−1

∣
∣
∣
∣

≤ a

(

|x2 − x1|+
∣
∣
∣
∣
x1 −

pm−1

qm−1

∣
∣
∣
∣

)

≤ M
def
= a(|x2 − x1|+ 1).

Assim temos que |Am| ≤ M e |Cm| ≤ M .

Mostraremos agora que B2
m − 4AmCm = b2 − 4ac. Para fa
ilitar a visualização

iremos primeiro 
al
ular o valor de B2
m.

Lembre que Bm = 2apm−1pm−2 + b(pm−1qm−2 + pm−2qm−1) + 2cqm−1qm−2, assim

B2
m = 4a2p2m−1p

2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(α)

+ b2p2m−1q
2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(β)

+2b2pm−1pm−2qm−1qm−2
︸ ︷︷ ︸

(γ)

+ b2p2m−2q
2
m−1

︸ ︷︷ ︸

(δ)

+4c2q2m−1q
2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(ǫ)

+8acpm−1pm−2qm−1qm−2
︸ ︷︷ ︸

(µ)

+4abp2m−1pm−2qm−2
︸ ︷︷ ︸

(ζ)

+4abp2m−2pm−1qm−1
︸ ︷︷ ︸

(η)

+4bcq2m−2qm−1pm−1
︸ ︷︷ ︸

(θ)

+4bcq2m−1qm−2pm−2
︸ ︷︷ ︸

(ϑ)

. (3.5)

Vamos agora 
al
ular −4AmCm.
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Lembre que Am = ap2m−1+bpm−1qm−1+cq2m−1 e Cm = ap2m−2+bpm−2qm−2+cq2m−2.

−4AmCm = − 4a2p2m−1p
2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(α′)

− 4abp2m−1pm−2qm−2
︸ ︷︷ ︸

(ζ′)

− 4acp2m−1q
2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(β′)

− 4abp2m−2pm−1qm−1
︸ ︷︷ ︸

(η′)

− 4b2pm−1pm−2qm−1qm−2
︸ ︷︷ ︸

(γ′)

− 4bcq2m−2qm−1pm−1
︸ ︷︷ ︸

(θ′)

− 4acp2m−2q
2
m−1

︸ ︷︷ ︸

(δ′)

− 4bcq2m−1qm−2pm−2
︸ ︷︷ ︸

(ϑ′)

− 4c2q2m−1q
2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(ǫ′)

. (3.6)

Observe que nas equações (3.5) e (3.6) as partes (α) e (α′), (ǫ) e (ǫ′), (ζ) e (ζ ′),

(η) e (η′), (θ) e (θ′), e (ϑ) e (ϑ′) são simétri
as. Assim, temos

B2
m − 4AmCm = b2p2m−1q

2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(β)

+2b2pm−1pm−2qm−1qm−2
︸ ︷︷ ︸

(γ)

+ b2p2m−2q
2
m−1

︸ ︷︷ ︸

(δ)

+8acpm−1pm−2qm−1qm−2
︸ ︷︷ ︸

(µ)

− 4acp2m−1q
2
m−2

︸ ︷︷ ︸

(β′)

− 4b2pm−1pm−2qm−1qm−2
︸ ︷︷ ︸

(γ′)

− 4acp2m−2q
2
m−1

︸ ︷︷ ︸

(δ′)

.

Organizando, (β) 
om (β ′), (γ) e (γ′) 
om (µ) e (δ) 
om (δ′), temos

B2
m − 4AmCm = (p2m−1q

2
m−2 − 2pm−1pm−2qm−1qm−2 + p2m−2q

2
m−1)(b

2 − 4ac)

= (pm−1qm−2 − pm−2qm−1)
2(b2 − 4ac).

Pela proposição 2.1, temos que pm−1qm−2 − pm−2qm−1 = (−1)m−2
.

Logo (pm−1qm−2 − pm−2qm−1)
2 = 1.

Con
luímos então, que B2
m − 4AmCm = b2 − 4ac.

Com isto temos que

B2
m = 4AmCm + b2 − 4ac ≤ 4M2 + b2 − 4ac

⇒ Bm ≤ M ′ def
=

√
4M2 + b2 − 4ac.

34



A equação de Pell Capítulo 3

Provamos assim, que existem apenas um número �nito de equações 
om 
oe�
i-

entes Am, Bm e Cm da forma AmX
2 +BmX + Cm = 0, portanto existe um número

�nito de valores possíveis para αm. Assim, ne
essariamente αm+k = αm para algum

número m natural diferente de zero.

Unindo os lemas 3.1.1 e 3.1.2, obtemos a demonstração do Teorema 3.1, que

a�rma que se x é irra
ional, então a fração 
ontínua de x é periódi
a (ou pré-

periódi
a), se e somente se, x é solução de uma equação do segundo grau 
om


oe�
ientes inteiros.

3.3 A equação de Pell

Teorema 3.3 A equação x2 − Ay2 = 1 tem in�nitas soluções inteiras (x, y), 
om

A diferente de um quadrado perfeito. Além disso, as soluções 
om x e y inteiros

positivos podem ser enun
iados por (xm, ym), m ≥ 1 de modo que, para todo m,

xm + ym
√
A = (x1 + y1

√
A)m, e portanto

xm =
(x1 + y1

√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

2
e ym =

(x1 + y1
√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

2
√
A

.

Demonstração: Primeiro formaremos o 
onjunto D =
{

x+ y
√
A | x, y ∈ Z

}

então podemos 
riar uma função N multipli
ativa.

N : D → Z, N(x+ y
√
A) = x2 −Ay2.

A função N é multipli
ativa, pois

N((x+ y
√
A)(u+ v

√
A)) = N(x+ y

√
A)N(u+ v

√
A).

Observe que

(x+ y
√
A)(u+ v

√
A)) = xu+ xv

√
A+ yu

√
A+ yvA

= (xu+ yvA) + (xv + yu)
√
A.
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Logo, temos

N((x+ y
√
A)(u+ v

√
A)) = N((xu+ yvA) + (xv + yu)

√
A)

N((x+ y
√
A)(u+ v

√
A))

def
= (xu+ yvA)2 − A(xv + yu)2

= (xu)2 + 2xuyvA+ (yvA)2 − A(xv)2 − 2xuyvA− A(yu)2

= (xu)2 − A(xv)2 + (yvA)2 −A(yu)2

= x2(u2 − Av2)− Ay2(u2 −Av2)

= (x2 − Ay2)(u2 −Av2)

= N(x+ y
√
A)N(u+ v

√
A).

Assim, temo que N é multipli
ativa.

Como

√
A é irra
ional, pois A não é um quadrado perfeito, poderemos utilizar

o teorema de Diri
hlet, obtendo que o seguinte resultado possui in�nitas soluções

ra
ionais

p

q ∣
∣
∣
∣

√
A− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

q2
.

Desta desigualdade obtemos o seguinte resultado

∣
∣p2 −Aq2

∣
∣ =

∣
∣
∣p− q

√
A
∣
∣
∣

∣
∣
∣p+ q

√
A
∣
∣
∣

= q

∣
∣
∣
∣

√
A− p

q

∣
∣
∣
∣

∣
∣
∣p+ q

√
A
∣
∣
∣ < q

1

q2

∣
∣
∣p+ q

√
A
∣
∣
∣ .

Isto impli
a que

∣
∣p2 −Aq2

∣
∣ <

∣
∣
∣
∣

p

q
+
√
A

∣
∣
∣
∣
.

Observe que

∣
∣
∣
∣

√
A+

p

q

∣
∣
∣
∣
=

∣
∣
∣
∣
2
√
A+

p

q
−

√
A

∣
∣
∣
∣
≤
∣
∣
∣2
√
A
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣

√
A− p

q

∣
∣
∣
∣
.

Logo,temos

∣
∣p2 −Aq2

∣
∣ ≤ 2

√
A +

∣
∣
∣
∣

√
A− p

q

∣
∣
∣
∣
.
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Como

∣
∣
∣
∣

√
A− p

q

∣
∣
∣
∣
<

1

q2
< 1, então

∣
∣p2 −Aq2

∣
∣ ≤ 2

√
A+

1

q2
∣
∣p2 −Aq2

∣
∣ < 2

√
A+ 1.

Como existe uma in�nidade de pares (pm, qm) 
om

∣
∣
∣
∣

√
A− pm

qm

∣
∣
∣
∣
<

1

q2m
, teremos

então sempre que |p2m − Aq2m| < 2
√
A + 1, logo temos que existe um número �nito

de possibilidades para valores inteiros de p2m −Aq2m. Dessa forma existe um número

k 6= 0 tal que p2m−Aq2m = k para in�nitos valores dem. Observe agora que, podemos


riar duas sequên
ias de pares de inteiros positivos que 
hamaremos de (ur) e (vr),

r ∈ N tais que u2
r −Av2r = k para todo r.

Observe que existem inteiros a e b, 
om uma in�nidade de valores de r tais que

ur ≡ a(mod |k|) e vr ≡ b(mod |k|). Tomemos r < s, tais que ur ≡ us(mod |k|) e

vr ≡ vs(mod |k|). Vamos veri�
ar que

us + vs
√
A

ur + vr
√
A

é da forma x + y
√
A 
om x e y

inteiros.

us + vs
√
A

ur + vr
√
A

=
(us + vs

√
A)

(ur + vr
√
A)

(ur − vr
√
A)

(ur − vr
√
A)

=
(us + vs

√
A)(ur − vr

√
A)

u2
r −Av2r

=
usur − usvr

√
A + urvs

√
A− Avsvr

k

=
usur − Avsvr

k
+

(
urvs − usvr

k

)√
A. (3.7)

Fazendo x =
usur −Avsvr

k
e y =

(
urvs − usvr

k

)

, obtemos a relação dese-

jada. Basta provar que x e y são inteiros. Para isso, note que, 
omo r e s

possuem a propriedade de ur ≡ a(mod |k|), us ≡ a(mod |k|), vr ≡ b(mod |k|) e

vs ≡ b(mod |k|), note que ur ≡ us(mod |k|) e vr ≡ vs(mod |k|), logo podemos es
re-

ver usur −Avsvr ≡ u2
r −Av2r = k ≡ 0(mod |k|) e urvs −usvr ≡ ab− ab = 0(mod |k|),

e portanto x =
usur − Avsvr

k
e y =

urvs − usvr
k

são números inteiros.
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Observe também, pela equação (3.7), que

(x+ y
√
A)(ur + vr

√
A) = (us + vs

√
A)

⇒ N(x+ y
√
A)N(ur + vr

√
A) = N(us + vs

√
A).

Como N(ur + vr
√
A) = N(us + vs

√
A) = k, já que r e s possuem a mesma pro-

priedade, então N(x+ y
√
A)k = k, logo N(x+ y

√
A) = 1. Pela de�nição, sobre N ,

temos N(x+y
√
A) = x2−Ay2 = 1. Além disso, 
omo s > r, ur+vr

√
A > us+vs

√
A,

que impli
a x+ y
√
A =

us + vs
√
A

ur + vr
√
A

> 1.

Vamos pegar x1 e y1 ∈ Z, tais que x1 + y1
√
A > 1 e x2

1 − Ay21 = 1, onde

x1 + y1
√
A > 1 é o menor valor do 
onjunto D. Vamos mostrar que, se z e w ∈ Z

são tais que z + w
√
A > 1 e z2 − Aw2 = 1, então z + w

√
A = (x1 + y1

√
A)m, para

algum inteiro positivo m. Pegue um m ≥ 1 tal que

(x1 + y1
√
A)m ≤ z + w

√
A < (x1 + y1

√
A)m+1

(3.8)

Note que, (x1 + y1
√
A)m(x1 − y1

√
A)m = (x2

1 −Ay21)
m = 1m = 1, assim multipli-


ando (3.8) por (x1 − y1
√
A)m, temos

1 ≤ (z + w
√
A)(x1 − y1

√
A)m < x1 + y1

√
A

Note ainda que, D é fe
hado para multipli
ação, pois, seja a, b, c e d ∈ Z tal que

a+b
√
A e c+d

√
A, tomemos (a+b

√
A)(c+d

√
A) = (ac+Abd)+(ad+bc)

√
A, temos

que ac + Abd, ad + bc ∈ Z, logo D é fe
hado para multipli
ação. Assim podemos

dizer que (z + w
√
A)(x1 − y1

√
A)m = u + v

√
A, 
om u, v ∈ Z. Como N também é

multipli
ativa, temos

u2 − Av2 = N(u+ v
√
A) = N(z + w

√
A)N(x1 − y1

√
A)m = 1
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Observe que 1 ≤ u + v
√
A < x1 + y1

√
A, 
omo x1 + y1

√
A é o menor elemento

de D, temos que u+ v
√
A = 1, assim

(z + w
√
A)(x1 − y1

√
A)m = 1

z + w
√
A =

1

(x1 − y1
√
A)m

=
(x1 + y1

√
A)m

(x1 − y1
√
A)m(x1 + y1

√
A)m

=
(x1 + y1

√
A)m

(x2
1 − Ay21)

m

= (x1 + y1
√
A)m (3.9)

Logo, em parti
ular temos x+ y
√
A = (x1 + y1

√
A)m.

Como existem in�nitos pares (xm, ym) 
om x2
m − Ay2m = 1, obtemos que

xm + ym
√
A = (x1 + y1

√
A)m. (3.10)

Observe que podemos tomar os valores opostos de ym e y1, assim

xm − ym
√
A = (x1 − y1

√
A)m. (3.11)

Somando as equações (3.10) e (3.11), obtemos

2xm = (x1 + y1
√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

xm =
(x1 + y1

√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

2
. (3.12)

Substituindo (3.12) em (3.10), temos

(x1 + y1
√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

2
+ ym

√
A = (x1 + y1

√
A)m

ym
√
A = (x1 + y1

√
A)m − (x1 + y1

√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

2

ym =
(x1 + y1

√
A)m + (x1 − y1

√
A)m

2
√
A

. (3.13)

39



Capítulo 4

Resolvendo Problemas

Este 
apítulo é dedi
ado a resolução de problemas rela
ionado as frações 
ontí-

nuas, 
omo a sua importân
ia nos 
ál
ulos sobre a aproximação de irra
ionais por

números ra
ionais. Assim 
omo, trazer a demonstração da irra
ionalidade do nú-

mero e, φ e

√
5.

Exemplo 4.1 Determine a fração 
ontínua de

381

266
.

Solução: Observe pelo algoritmo da divisão de Eu
lides que

381 = 266.1 + 115 (4.1)

266 = 115.2 + 36

115 = 36.3 + 7

36 = 7.5 + 1

7 = 1.7 + 0.

Assim, temos

381

266
= 1 +

1

2 +
1

3 +
1

5 +
1

7

.
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Exemplo 4.2 Determine a fração 
ontínua de

√
5.

Solução: Para resolver utilizaremos o seguinte produto notável, utilizando ⌊
√
5⌋

para indi
ar a parte inteira de

√
5.

(
√
5 + ⌊

√
5⌋)(

√
5− ⌊

√
5⌋) = (

√
5 + 2)(

√
5− 2) = 5− 22 = 1.

Dai temos que

√
5− 2 =

1√
5 + 2

√
5 = 2 +

1

2 +
√
5
.

Fazendo substituições su
essivas, temos

√
5 = 2 +

1

2 + 2 +
1

2 +
√
5

= 2 +
1

4 +
1

2 +
√
5

= 2 +
1

4 +
1

2 + 2 +
1

2 +
√
5

= 2 +
1

4 +
1

4 +
1

2 +
√
5

.

Observe que, temos uma fração 
ontínua periódi
a, onde

√
5 = [2; 4, 4, 4, · · · ] =

[2; 4].

Mostramos assim, que o número

√
5 é um número irra
ional, pois sua fração


ontínua é in�nita.

Exemplo 4.3 Seja α = [1; 2, 1, 2, 1, · · · ], determine o número irra
ional α que gerou

essa fração 
ontínua.

Solução: Primeiro note que 
omo aj > 0 para todo j ∈ N, temos que α > 0.

Agora note que se α = [1; 2, 1, 2, 1, · · · ] então α = [1; 2, α].
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Desenvolvendo α em frações 
ontínuas temos

α = 1 +
1

2 +
1

α

= 1 +
1

2α+ 1

α

= 1 +
α

2α + 1
=

3α+ 1

2α+ 1
.

Assim temos que

α =
3α+ 1

2α+ 1
⇒ 2α2 + α = 3α+ 1 ⇒ 2α2 − 2α− 1 = 0.

Resolvendo a equação do segundo grau a
ima temos

α1 =
1 +

√
3

2
e α2 =

1−
√
3

2
.

Como α2 < 0 e α > 0 temos que α =
1 +

√
3

2
.

Exemplo 4.4 Seja x = [a; a, a, a, a, · · · ], a > 0. Determine qual a forma de x.

Solução: Note que x = [a; x], logo

x = a+
1

x
⇒ x2 = ax+ 1 ⇒ x2 − ax− 1 = 0.

Resolvendo a equação e des
artando a solução negativa, pois a > 0, obtemos

x =
a+

√
a2 + 4

2
.

Exemplo 4.5 Mostre que a fração 
ontínua de

√
a2 + 1 = [a; 2a], para todo número

inteiro positivo a.

Solução: Note que a parte inteira de

√
a2 + 1 é a, pois a2 < a2 + 1 < (a + 1)2

⇒ a <
√
a2 + 1 < a+ 1.
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Usando produtos notáveis temos:

(
√
a2 + 1 + a)(

√
a2 + 1− a) = (

√
a2 + 1)2 − a2 = a2 + 1− a2 = 1

√
a2 + 1− a =

1√
a2 + 1 + a

√
a2 + 1 = a+

1√
a2 + 1 + a

. (4.2)

Observe que o pro
esso se dá por substituições su
essivas de (4.2) na própria

equação (4.2), dessa forma temos:

√
a2 + 1 = a+

1

a+
1√

a2 + 1 + a
+ a

√
a2 + 1 = a+

1

2a+
1√

a2 + 1 + a

. (4.3)

Fazendo o mesmo pro
esso repetidamente, obteremos a seguinte expressão

√
a2 + 1 = a+

1

2a+
1

2a+
1

2a +
1

2a+
.

.

.

(4.4)

Con
luímos que

√
a2 + 1 = [a; 2a, 2a, 2a, · · · ] = [a; 2a]

Exemplo 4.6 Mostre que

√
a2 − 1 = [a − 1; 1, 2a− 2], para todo número inteiro

positivo a.

Solução: Primeiro note que a parte inteira de

√
a2 − 1 = a − 1, ∀ a > 1, pois

√

(a− 1)2 <
√
a2 − 1 <

√
a2 ⇒ a− 1 <

√
a2 − 1 < a.

Usaremos o seguinte produto notável

[
√
a2 − 1 + (a− 1)][

√
a2 − 1− (a− 1)] = a2 − 1− a2 + 2a− 1 = 2a− 2
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√
a2 − 1− (a− 1) =

2a− 2√
a2 − 1 + (a− 1)

√
a2 − 1 = (a− 1) +

2a− 2√
a2 − 1 + (a− 1)

√
a2 − 1 = (a− 1) +

2a− 2

(a− 1) +
2a− 2√

a2 − 1 + (a− 1)
+ (a− 1)

√
a2 − 1 = (a− 1) +

2a− 2

(2a− 2) +
2a− 2√

a2 − 1 + (a− 1)

√
a2 − 1 = (a− 1) +

1

1 +
1√

a2 − 1 + (a− 1)

√
a2 − 1 = (a− 1) +

1

1 +
1

(a− 1) +
2a− 2√

a2 − 1 + (a− 1)
+ (a− 1)

√
a2 − 1 = (a− 1) +

1

1 +
1

(2a− 2) +
2a− 2√

a2 − 1 + (a− 1)

. (4.5)

Observe que na equação (4.4) a equação 
omeça a se repetir, logo trata-se de

uma dízima periódi
a, 
om período 1, 2a− 2, assim temos

√
a2 − 1 = (a− 1) +

1

1 +
1

2a− 2 +
1

1 +
1

2a− 2 +
.

.

.

= [a− 1; 1, 2a− 2].

Exemplo 4.7 Mostre que

√
a2 + 2 = [a; a, 2a, a, 2a, · · · ] = [a; a, 2a], para todo nú-

mero inteiro positivo a.

Solução: Note que ⌊
√
a2 + 2⌋ = a então, fazendo o produto notável

(
√
a2 + 2 + a)(

√
a2 + 2− a) = a2 + 2− a2 = 2,
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obtemos o seguinte:

√
a2 + 2 = a+

2

a +
√
a2 + 2

= a+
1

a +
√
a2 + 2

2

= a+
1

a +

(

a +
√
a2 + 2

2
− a

)

= a+
1

a +

√
a2 + 2− a

2

(4.6)

Observe que

√
a2 + 2− a

2
=

1√
a2 + 2 + a

, substituindo em (4.5) temos

√
a2 + 2 = a+

1

a+
1

a +
√
a2 + 2

. (4.7)

Em (4.6) iremos fazer substituições su
essivas, obtendo

√
a2 + 2 = a+

1

a +
1

2a+
1

a+
1

a+
√
a2 + 2

.

Continuando 
om esse pro
esso, obtemos

√
a2 + 2 = a+

1

a +
1

2a+
1

a+
1

2a+
.

.

.

Logo,

√
a2 + 2 = [a; a, 2a, a, 2a, · · · ] = [a; a, 2a].

Exemplo 4.8 Mostre que

√
a2 − a = [a− 1; 2, 2a− 2], número inteiro positivo a

Solução: Note que a parte inteira de

√
a2 − a = a − 1, pois,

√

(a− 1)2 ≤
√
a2 − a <

√
a2 ⇒ a− 1 <

√
a2 − a < a.
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Temos o seguinte

[
√
a2 − a+ (a− 1)][

√
a2 − a− (a− 1)] = a2 − a− a2 + 2a− 1 = a− 1

√
a2 − a− (a− 1) =

a− 1√
a2 − a + (a− 1)

√
a2 − a = (a− 1) +

a− 1√
a2 − a + (a− 1)

√
a2 − a = (a− 1) +

a− 1

(a− 1) +
a− 1√

a2 − a + (a− 1)
+ (a− 1)

√
a2 − a = (a− 1) +

a− 1

2(a− 1) +
a− 1√

a2 − a+ (a− 1)

.

Simpli�
ando a última equação temos

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1√

a2 − a + (a− 1)

.

Observe que o pro
esso se dá por substituições su
essivas sobre

√
a2 − a, substi-

tuindo novamente, temos

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1

(a− 1) + (a− 1) +
a− 1√

a2 − a+ (a− 1)

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1

2a− 2 +
a− 1√

a2 − a+ (a− 1)

.

Substituindo novamente, obtemos

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1

2a− 2 +
a− 1

(a− 1) + (a− 1) +
a− 1√

a2 − a+ (a− 1)

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1

2a− 2 +
a− 1

2(a− 1) +
a− 1√

a2 − a+ (a− 1)

.
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Simpli�
ando a última igualdade, temos

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1

2a− 2 +
1

2 +
1√

a2 − a+ (a− 1)

. (4.8)

Observe que na equação (4.7) a equação 
omeça a se repetir, logo trata-se de

dízima periódi
a, 
om período 2, 2a− 2, assim temos

√
a2 − a = (a− 1) +

1

2 +
1

2a− 2 +
1

2 +
1

2a− 2 +
.

.

.

= [a− 1; 2, 2a− 2].

Exemplo 4.9 Mostre que

√
a2 + b = a +

b

2a +
b

2a+
b

2a+
.

.

.

= a + K∞
i=1

(
b

2a

)

,


om a, b números inteiros positivos, tal que b < 2a+ 1.

Solução: Primeiro notemos que a restrição de b se dá por querermos

√
a2 + b <

√

(a + 1)2 = a + 1, 
aso 
ontrário, teríamos a parte inteira de

√
a2 + b > a. Assim,

temos que ⌊
√
a2 + b⌋ = a, então a2+b < (a+1)2 ⇒ a2+b < a2+2a+1 ⇒ b < 2a+1.

Seja

N = a2 + b ⇒ N − a2 = b ⇒ (
√
N)2 − a2 = b

(
√
N + a)(

√
N − a) = b
√
N − a =

b√
N + a

√
N = a+

b√
N + a

√
N = a+

b√
N + a

√
N = a+

b

a+
b

(
√
N + a)

+ a

√
N = a+

b

2a+
b

a+
√
N
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Observe que o pro
esso se dá por substituições su
essivas sobre

√
N . Através de

substituições 
ontínuas, obtemos o seguinte resultado

√
a2 + b = a+

b

2a+
b

2a+
b

2a +
.

.

.

= a+K∞
i=1

(
b

2a

)

.

Exemplo 4.10 Mostre que se N = a2 + b 
om b < 2a+ 1, Então

√
N ∼= N + a2

2a
, se b<a

√
N ∼= N + (a+ 1)2

2(a+ 1)
, se b>a

Onde o símbolo

∼= indi
a uma aproximação.

Solução: Primeiro note que ∀ N ∈ N, que não seja um quadrado perfeito, temos

que existem a, b ∈ N tal que N = a2 + b, onde a = ⌊
√
N⌋ e b < 2a+ 1.

Pelo Exemplo (4.9) temos que

√
a2 + b = a +

b

2a+
b

2a+
b

2a+
.

.

.

Podemos parti
ionar essa fração 
ontínua, da seguinte forma:

x1

y1
= a +

b

2a
=

2a2 + b

2a
=

(a2 + b) + a2

2a
=

N + a2

2a

Pela Proposição 2.3 temos que

√
N <

N + a2

2a
.
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Observe que

N + a2

2a
− N + (a + 1)2

2(a + 1)
=

N(a + 1) + a2(a+ 1)−Na− (a + 1)2a

2a(a + 1)

=
Na +N + a3 + a2 −Na− a3 − 2a2 − a

2a(a+ 1)

=
N − a2 − a

2a(a+ 1)

=
a2 + b− a2 − a

2a(a+ 1)

=
b− a

2a(a+ 1)

Temos então que, se b < a, então
√
N <

N + a2

2a
<

N + (a + 1)2

2(a+ 1)
, tendo então

N + a2

2a

omo uma melhor aproximação para

√
N .

Se b > a então,

√
N <

N + (a + 1)2

2(a+ 1)
<

N + a2

2a
, assim

N + (a + 1)2

2(a+ 1)
é uma me-

lhor aproximação para

√
N .

Note que ambas as equações são válidas quando a = b, observe que se

N + a2

2a
=

N + (a+ 1)2

2(a+ 1)

2a2 + b

2a
=

2a2 + 2a+ 1 + b

2(a+ 1)

4a3 + 4a2 + 2ab+ 2b = 4a3 + 4a2 + 2a+ 2ab

b = a

Assim, temos que, se a = b, ambas as fórmulas geram a mesma aproximação.

Exemplo 4.11 Este exer
í
io, retirado de [3], tem 
omo objetivo 
al
ular a fração


ontínua de e. Provando assim que o número e é um número irra
ional.
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(a) São dadas as sequên
ias Am, Bm e Cm de�nidas por

Am =

∫ 1

0

xm(x− 1)m

m!
exdx

Bm =

∫ 1

0

xm+1(x− 1)m

m!
exdx

Cm =

∫ 1

0

xm(x− 1)m+1

m!
exdx

.

Mostrar que para todo m ≥ 1 se 
umprem as relações

(i)Am +Bm−1 + Cm−1 = 0

(ii)Bm + 2mAm − Cm−1 = 0

(iii)Am − Bm + Cm = 0

(b) Dadas as sequên
ias {pm} e {qm} de�nidas re
ursivamente 
omo p0 = q0 =

p1 = 1, q1 = 0 e

p3m = p3m−1 + p3m−2, q3m = q3m−1 + q3m−2

p3m+1 = 2mp3m + p3m−1, q3m+1 = 2mq3m + q3m−1

p3m+2 = p3m+1 + p3m, q3m+2 = q3m+1 + q3m.

Mostrar por indução que para todo m ≥ 0 se 
umprem as relações

Am = q3me− p3m, Bm = p3m+1 − q3m+1e e Cm = p3m+2 − q3m+2e.

(c) Mostre que

e = lim
m→∞

pm
qm

= [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, · · · , 1, 1, 2m, · · · ].
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Solução: (a)

(i) Primeiro observe, pela regra da 
adeia, que se

u =
xm(x− 1)m

m!
⇒ du

dx
=

mxm−1(x− 1)m

m!
+

mxm(x− 1)m−1

m!

⇒ du =

(
xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
+

xm(x− 1)m−1

(m− 1)!

)

dx

e

dv = exdx ⇒ v = ex.

Pela Integração por partes temos

∫ 1

0

xm(x− 1)m

n!
exdx =

xm(x− 1)m

m!
ex
∣
∣
∣

1

0
−
∫ 1

0

ex
(
xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
+

xm(x− 1)m−1

(m− 1)!

)

dx

Observe que

xm(x− 1)m

m!
ex
∣
∣
∣

1

0
=

0m(0− 1)m

m!
e0 − 1m(1− 1)m

m!
e1 = 0− 0 = 0

Logo, temos que

∫ 1

0

xm(x− 1)m

n!
exdx = −

∫ 1

0

xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
exdx−

∫ 1

0

xm(x− 1)m−1

(m− 1)!
exdx

Am = −Cm−1 −Bm−1

Am +Bm−1 + Cm−1 = 0
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(ii) Seja u =
xm(x− 1)m+1

m!
ex, temos que

du

dx
=

mxm−1(x− 1)m+1

m!
ex +

(m+ 1)xm(x− 1)m

m!
ex +

xm(x− 1)m+1

m!
ex

=
xm−1(x− 1)m(x− 1)

(m− 1)!
ex +

(m+ 1)xm(x− 1)m

m!
ex +

xm(x− 1)m(x− 1)

m!
ex

=
xm(x− 1)m

(m− 1)!
ex − xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
ex +

xm(x− 1)m

(m− 1)!
ex +

xm(x− 1)m

m!
ex

+
xm+1(x− 1)m

m!
ex − xm(x− 1)m

m!
ex

=
xm(x− 1)m

(m− 1)!
ex − xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
ex +

xm(x− 1)m

(m− 1)!
ex +

xm+1(x− 1)m

m!
ex

=
mxm(x− 1)m

m!
ex − xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
ex +

mxm(x− 1)m

m!
ex +

xm+1(x− 1)m

m!
ex

=
2mxm(x− 1)m

m!
ex − xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
ex +

xm+1(x− 1)m

m!
ex

Desta última igualdade temos que

∫ 1

0

du =

∫ 1

0

2mxm(x− 1)m

m!
exdx−

∫ 1

0

xm−1(x− 1)m

(m− 1)!
exdx+

∫ 1

0

xm+1(x− 1)m

m!
exdx

u
∣
∣
∣

1

0
= 2mAm − Cm−1 +Bm.

Observe que, 
omo u =
xm(x− 1)m+1

m!
ex, então u

∣
∣
∣

1

0
=

0m(0− 1)m+1

m!
e0−1m(1− 1)m+1

m!
e1 =

0− 0 = 0

Logo, Bm + 2mAm − Cm−1 = 0.

(iii) Este requer apenas manipulação algébri
a, note que
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Am + Cm =

∫ 1

0

xm(x− 1)m

m!
exdx+

∫ 1

0

xm(x− 1)m+1

m!
exdx

Am + Cm =

∫ 1

0

xm(x− 1)m

m!
ex(1 + x− 1)dx

Am + Cm =

∫ 1

0

xm+1(x− 1)m

m!
exdx

Am + Cm = Bm

Logo, Am −Bm + Cm = 0.

(b) Primeiro note que da igualdade p3m+1 = 2mp3m + p3m−1, 
om m = 0 temos,

p1 = p−1 = 1 e da igualdade p3m = p3m−1 + p3m−2, temos para m = 0 que

p0 = p−1 + p−2, logo 1 = 1 + p−2, assim p−2 = 0.

Vamos 
al
ular os valores de A0, B0 e C0, lembrando que p0 = q0 = p1 = 1 e

q1 = 0.

A0 = q0e− p0 = 1e− 1 = e− 1

B0 = p1 − q1e = 1− 0e = 1.

Note que, de p3m+2 = p3m+1+p3m para m = 0, obtemos p2 = p1+p0 = 1+1 = 2

e de q3m+2 = q3m+1 + q3m, também para m = 0, obtemos q2 = q1 + q0 = 0 + 1 = 1.

C0 = p2 − q2e = 2− 1e = 2− e.
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Suponhamos que valha para m, vamos provar que as relações valem para m+1.

Pelo item (i), temos que

Am+1 = −Bm − Cm

Am+1 = −(p3m+1 − q3m+1e)− (p3m+2 − q3m+2e)

Am+1 = −(p3m+1 + p3m+2) + (q3m+1 + q3m+2)e

Am+1 = q3m+3e− p3m+3

Am+1 = q3(m+1)e− p3(m+1).

Pelo item (ii), também temos que

Bm+1 = −2(m+ 1)Am+1 + Cm

Bm+1 = −2(m+ 1)[q3(m+1)e− p3(m+1)] + p3m+2 − q3m+2e

Bm+1 = 2(m+ 1)p3(m+1) + p3m+2 − [2(m+ 1)q3(m+1) + q3m+2]e

Bm+1 = p3(m+1)+1 − q3(m+1)+1e.

Ainda pelo item (iii), temos

Cm+1 = Bm+1 −Am+1

Cm+1 = p3(m+1)+1 − q3(m+1)+1e− (q3(m+1)e− p3(m+1))

Cm+1 = p3(m+1)+1 + p3(m+1) − (q3(m+1)+1 + q3(m+1))e

Cm+1 = p3(m+1)+2 − q3(m+1)+2e.

(c) Primeiramente, pelo 
orolário 2.1, temos que pm+2 = am+2pm+1 + pm.

Note também, pelo item (b), que a re
orrên
ia p3m = p3m−1 + p3m−2 vale.

Substituindom+2 por 3m em pm+2 = am+2pm+1+pm, obtemos p3m = a3mp3m−1+

p3m−2. Assim, temos:

p3m = a3mp3m−1 + p3m−2 e p3m = p3m−1 + p3m−2.
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Logo,

a3mp3m−1 + p3m−2 = p3m−1 + p3m−2

a3mp3m−1 = p3m−1

a3m = 1.

Observe também que,

p3m+1 = a3m+1p3m + p3m−1 e p3m+1 = 2mp3m + p3m−1.

Logo,

a3m+1p3m + p3m−1 = 2mp3m + p3m−1

a3m+1p3m = 2mp3m

a3m+1 = 2m.

E também, que

p3m+2 = a3m+2p3m+1 + p3m e p3m+2 = p3m+1 + p3m.

Logo,

a3m+2p3m+1 + p3m = p3m+1 + p3m

a3m+2p3m+1 = p3m+1

a3m+2 = 1.

Observe que os valores de a3m, a3m+1 e a3m+2 são oriundos da fração

pm
qm

=

[a0; a1, a2, · · · ]. Que mais adiante será veri�
ado que se trata da fração 
ontínua de

e.

Formando uma tabela para en
ontrar os valores de a3m, a3m+1 e a3m+2, obtemos

os seguintes resultados.

m = 0 m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 ...

a3m 1 1 1 1 1 1 1 ...

a3m+1 0 2 4 6 8 10 12 ...

a3m+2 1 1 1 1 1 1 1 ...
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Note, ainda que, pelo 
orolário 2.1, que

lim
m→∞

pm
qm

= [1; 0, 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, · · · , 1, 1, 2m, · · · ].

Observe que,

[1; 0, 1, 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, · · · , 1, 1, 2m, · · · ] = [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, · · · , 1, 1, 2m, · · · ].

Para �
ar mais fá
il a 
ompreensão, lembre do seguinte fato:

1
1

c

= c.

Assim, temos

1 +
1

0 +
1

1 +
1

1 +
1

2 +
.

.

.

= 1 +
1
1

1 +
1

1 +
1

2 +
.

.

.

= 1 + 1 +
1

1 +
1

2 +
.

.

.

= 2 +
1

1 +
1

2 +
.

.

.

.

Nesse 
aso o c = 1 +
1

1 +
1

2 +
.

.

.

.

Agora vamos mostrar que limm→∞

pm
qm

, para todo m ≥ 0, é igual a e. Para

isso, vamos dividir a sequên
ia em três outras subsequên
ias, sendo elas,

{
p3m
q3m

}

,

{
p3m+1

q3m+1

}

e

{
p3m+2

q3m+2

}

. Observe que os números da forma 3m, 3m + 1 e 3m + 2

formam todos os números naturais. Do item (b) temos,

Am = q3me− p3m ⇒ Am

q3m
= e− p3m

q3m
⇒ lim

m→∞

Am

q3m
= e− lim

m→∞

p3m
q3m
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Note que, limm→∞

Am

q3m
= 0, logo limm→∞

p3m
q3m

= e.

Bm = p3m+1 − q3m+1e ⇒
Bm

q3m+1
=

p3m+1

q3m+1
− e ⇒ lim

m→∞

Bm

q3m+1
= lim

m→∞

p3m+1

q3m+1
− e

Note que, limm→∞

Bm

q3m+1
= 0, logo limm→∞

p3m+1

q3m+1
= e.

Cm = p3m+2 − q3m+2e ⇒
Cm

q3m+2
=

p3m+2

q3m+2
− e ⇒ lim

m→∞

Cm

q3m+2
= lim

m→∞

p3m+2

q3m+2
− e

Note que, limm→∞

Cm

q3m+2
= 0, logo limm→∞

p3m+2

q3m+2
= e.

Note ainda que limm→∞

Am

q3m
= 0, limm→∞

Bm

q3m+1

= 0 e limm→∞

Cm

q3m+2

= 0 se


umprem pois veri�
a-se de forma fá
il que os |Am|, |Bm| e |Cm| são uniformemente

limitados e que limm→∞ qm = +∞.

Con
luímos assim, que

e = lim
m→∞

pm
qm

= [2; 1, 2, 1, 1, 4, 1, 1, 6, 1, 1, 8, · · · , 1, 1, 2m, · · · ].

Com esse resultado, temos uma demonstração formal da irra
ionalidade do nú-

mero e, pois possui uma fração 
ontínua �nita.

Exemplo 4.12 Mostre que φ =
1 +

√
5

2
= [1; 1, 1, 1, 1, · · · ].

Solução: Primeiro note que o número φ é a representação da proporção áurea,

então ele é de�nido por

1

φ
=

φ

1 + φ
, disso temos a seguinte equação φ2 − φ− 1 = 0.

Resolvendo a equação temos φ1 =
1 +

√
5

2
e φ2 =

1−
√
5

2
.

Por outro lado, observe que α = [1; 1, 1, 1, 1, · · · ] = [1;α] então temos

α = 1 +
1

α
⇒ α2 − α− 1 = 0

Assim, temos que α1 =
1 +

√
5

2
e α2 =

1−
√
5

2
. Note que α > 0, pois todos

os aj > 0 para todo j ≥ 0, temos que α =
1 +

√
5

2
. Pela proposição 2.5, que diz

57



Resolvendo Problemas Capítulo 4

que a representação de α irra
ional é úni
a, então temos que α = φ =
1 +

√
5

2
=

[1; 1, 1, 1, 1, · · · ].

Esse resultado é importante, pois prova a irra
ionalidade do número φ. Por

possuir uma fração 
ontínua in�nita.

Exemplo 4.13 Um relojoeiro pretende fazer um jogo 
om duas rodas dentadas para

um relógio, sendo que a razão entre as quantidades de dentes deve ser

√
2. Se as

rodas dentadas não podem ter mais de 20 dentes, determine a melhor opção para a

quantidade de dentes, para que a razão seja melhor aproximada.

Solução: Pelo exemplo 4.4 temos que

√
2 =

√
12 + 1 = 1 +

1

2 +
1

2 +
1

2 +
.

.

.

.

Então a sequên
ia de reduzidas, pelo teorema 2.1, de

√
2 é, 1,

3

2
,
7

5
,
17

12
,
41

29
, observe

que o número de dentes deve ser inferior a 20, logo o número de dentes que as

rodas devem 
onter é 17 e 12. Observe que a razão que se queria era

√
2 ∼= 1, 41 e

17

12
∼= 1, 41.

Exemplo 4.14 Determine boas aproximações ra
ionais de π sabendo que

π = [3; 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 2, 1, 3, 1, 14, 2, 1, · · · ].

Solução: Utilizaremos a proposição 2.1 para resolver esse problema.

Note que π ∼= 3 é a primeira 
onvergente de π. A sequên
ia foi �quebrada � em

a0, assim temos um 
onvergente par, pela proposição 2.3, então

x0

y0
= 3 < π.

Se �quebrarmos � a sequên
ia em a1 = 7, obtemos π ∼= 3 +
1

7
=

22

7
. Obtemos

um 
onvergente ímpar, assim,

x1

y1
=

22

7
> π.

58



Resolvendo Problemas Capítulo 4

No próximo �quebraremos �em a2 = 15, obtendo um 
onvergente par. Obtendo,

π ∼= 3 +
1

7 +
1

15

= 3 +
15

106
=

333

106
. Temos também que

x2

y2
=

333

106
< π. Seguindo


om esse ra
io
ínio podemos en
ontrar as demais 
onvergentes de π, tão próximas

quanto se queira.

Logo abaixo, tem-se uma tabela 
om os primeiros 
onvergentes de π.

m = 0 m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 ...

xm 3 22 333 355 103993 104348 208341 ...

ym 1 7 106 113 33102 33215 66317 ...

xm

ym

3
1

22
7

333
106

355
113

103993
33102

104348
33215

208341
66317

...
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