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Resumo

O estudo das fragoes continuas tera inicio com alguns fatos histéricos, visando
uma melhor compreensao do tema. Traremos a definicao de fracoes continuas para
um certo nimero « real, apresentando a definicao para « racional e para « irracional.
A discussao sera centrada em resultados importantes para o calculo de reduzidas
e boas aproximacoes de niimeros irracionais, visando também a determinacao do
erro entre a reduzida e o nimero irracional. Traremos um estudo sobre as fragoes
continuas periodicas, com enfase ao teorema de Langrange, que relaciona uma fragao
continua periddica e uma equacao do segundo grau. Finalizando com enfoque na
resolucao de problemas, como o calculo de fracoes continuas de nimeros irracionais
da forma va2 + b, assim como a prova da irracionalidade de e através do calculo de

sua fracao continua.

Palavras-chave: Fracoes Continuas; Nimeros Racionais; Numeros Irracionais;

Resolugao de Problemas.



Abstract

The study of continued fractions will start with some historical facts, aiming at
a better understanding of the subject. We will bring the definition of continued
fractions for a number « real, with the definition for « rational and « irrational.
The discussion will focus on meaning results for the calculation of reduced and
good approximations of irrational numbers, also aimed at determining the error
between the reduced and the irrational number. We will bring a study of the periodic
continued fractions, with emphasis on Lagrange theorem, which relates a periodic
continued fraction and a quadratic equation. Finishing with a focus on problem
solving, as the calculation of continued fractions of irrational numbers of the form

va? + b, as well as proof of the irrationality of e by calculating its continued.

Keywords: Continued fractions; Rational Numbers; Irrational numbers;

vi
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Notacoes

Notacgoes Gerais

# diferente.

e ¢ =2,718281828 - numero de Euler (nimero irracional).

7w = 3,14159 - - - nimero pi (razao entre o comprimento de uma circunferéncia

e seu diametro).

¢ =1,61803 - -+ nimero phi (nimero de ouro, propor¢ao aurea).
e XX =19 nimero em algarismo romano.
e V2 raiz quadrada de 2.

e = aproximadamente.

e a+ i i i representacao da fracao continua de va? + b.
2a+2a+2a+ ...
e a+ b 5 representacao da fracao continua de va? + b.
2a + 2
20 + ——
2a + .

b
o a+ KX (2—) representacao de fragao continua de v a? + b.

a
e [ap;ai,as, -+ ,ay,] representacao de uma fracao continua simples finita.
e [ag;ay,as,---| representacao de uma fragao continua simples finita.

e [og(x) logaritmo na base 10 do nimero z.

viil



tg(z) tangente de x.

arctg(x) arco tangente de .

|| parte inteira de .

N conjunto dos niimeros naturais.
7 conjunto dos niimeros inteiros.

R\Q conjunto dos nimeros reais sem os nimeros racionais (nimeros irracio-

nais).

€ pertence.

mdc(p, ¢) minimo miltiplo comum entre os nimeros p e q.
V para todo

g igual por definicao

X



Introducao

Este trabalho visa a compreensao dos teoremas e a resolucao de problemas sob
as fragoes continuas. Este tema é bastante importante e utilizado em diversas areas
da matematica. Por exemplo podemos resolver a equacao 2 —2x—1 = 0 com z # 0,

de uma maneira nao convencional, encontrando uma fragao continua como solucao.
9 1 1 1
T :2x+1:>x:2+—:>x:2+—1:>x:2+71
. 24— 2+
x

24 .
Observe que nesse caso, temos que a solucao dessa equacao foi expressa por uma

fracao continua simples, pois os numeradores sao iguais a 1, e também temos uma
fracao continua infinita, veremos posteriormente que isso indica que o valor de x é
irracional. Notaremos também que se x for racional teriamos que sua fracao continua
seria finita, que serd provado com o auxilio do algoritmo da divisao de Euclides. Os
Gregos utilizavam essa ideia para comparar fragoes, pois eles sempre trabalhavam

com fracoes unitarias, cujo o numerador é 1. Como por exemplo:

239 19 1 1 1 1
19 19 19 94l
2 2

O uso das fracoes continuas revolucionou o célculo das casas decimais de niime-
ros irracionais, através das suas convergentes, ver proposicao 2.1. Como exemplo
temos 2 = 1,41421---,7 = 3,14159---, e = 2,71828--- e 0 ¢ = 1,61803---.

Com o uso das fragoes continuas de m, através de suas convergentes, foi possi-

vel determinar aproximacoes muito boas, como por exemplo: - = 3,14285 - - -
333 333 22
e 106 = 3,14150 - --. Note que 106 <Tm < - essa propriedade serd abordada na

proposicao 2.3.



Essa facilidade em oferecer aproximacoes de nimeros reais, por meios de fracoes,
transformou esse assunto no centro das atencoes. Essa mudanca ocorreu para todos
os matematicos, a partir do século X1X, que, segundo [10] foi considerada a idade

dourada das fracoes continuas.

Para uma melhor compreensao do contetido, organizamos o seguinte trabalho em

quatro capitulos.

No capitulo 1 serd abordada o contexto histérico e as definicbes sobre fracoes
continuas, através do algoritmo de Euclides para divisao, para o caso de nimeros
racionais e também para os numeros irracionais. Apresentaremos também uma in-

terpretacao geométrica das fracoes continuas.

Ja o capitulo 2 sera destinado aos teoremas e proposicoes, incluindo as proprie-
dades das convergentes, fator importante nesse estudo, a unicidade da representacao

em fragao continua de nimeros irracionais, o teorema de Hurwitz e Markov.

No capitulo 3, serd abordado o tema fracoes continuas periodicas, que tem a
mesma ideia de dizima periodica, como exemplo, o niimero v/2 = [1,1,2], onde 1,2
é a parte periodica da fracido continua de /2. Estudaremos o teorema de Lagrange,
que relaciona as raizes irracionais de uma equagao com uma fracao continua perio-

dica, estudaremos a equacao de Pell.

Para finalizar o trabalho, teremos um capitulo destinado a resolugao de proble-
mas, sobre a transformacgao de niimeros racionais e irracionais em fragoes continuas,
assim como a generalizacao de algumas raizes, como va? + 1. Também teremos
a demonstracao, nao trivial, da fracao continua do ntimero e = 2,71828---. As-
sim como, aplicacoes praticas, das aproximacoes de ntimeros irracionais dadas por

fracoes continuas.



Capitulo 1

Definindo Fracoes Continuas

Este capitulo serda dedicado a apresentacao historica e definicao de fragoes con-
tinuas, formando uma base para o andamento coerente e progressivo da leitura,

visando uma melhor compreensao sobre o contetido vivenciado neste trabalho.

1.1 Fatos Histoéricos sobre Fracoes Continuas

A origem exata da primeira utilizacao de fragoes continuas é imprecisa, mas
é possivel afirmar que a sua utilizacao nao é recente. Ja que, foram encontrados
relatos de sua utilizacao h& pelo menos 2000 anos. FEste campo da Matemética
é bastante agradavel e tras uma nova ferramenta para representacao de ntimeros
reais, possibilitando facilmente identificar se um determinado niimero é racional ou
irracional, que sera visto mais a diante neste capitulo. Conforme Nascimento [5]
(2013,p. 39 - 41), mateméticos como o indiano Aryabhata (476-550) utilizaram esse
conhecimento para resolver equacoes diofantinas, porém sem utilizar de métodos
gerais para resolve-las, apenas utilizando-se delas em situacoes especificas. Assim
como, Rafael Bombelli (1526-1572), que nao se dedicou ao estudo aprofundado do
tema, porém, em seu ano de morte mostrou uma aproximacao de /13, dada por:
4 18
VIB=34+ — = —

6+ —
Jr6

18
Observe que /13 = 3,60555 e 5 = 3,60 que, pra época, ¢ uma aproximacao



Fatos Histéricos sobre Fracdes Continuas CAPITULO 1

bastante razoavel.

Outro matemaético que obteve aproximacgoes de raizes por meio de fragoes con-
tinuas foi Cataldi (1548-1626) que, em 1613, obteve uma fracao continua para /18
e foi considerado o descobridor das fragoes continuas. Porém, infelizmente, assim

como Bombelli nao prosseguiu com seus estudos.

2
2
2
2

VI8 =4+

8+

8+
8 +

8+

Que é um caso especial da formula

a?+b=a+

2a +
2a +

b
2a + .
Que sera demonstrada, no capitulo 4, sendo utilizada também na resolucao de

exercicios.

Observe que esta forma de escrever é apenas uma das utilizadas em diversos tra-

b b b
balhos, como outros exemplos, no caso infinito temos: va? +b=a+— — —
2a+2a+2a+ ...
b
também temos va? +b = a + K2, (2—) No caso de fracoes continuas simples
a

ainda podemos escrever [ag; a1, as, - - - |.

Conforme [6](p. 5-7), 0 nome "fra¢ao continua"” foi introduzido pela primeira vez
por John Wallis (1616-1703), em seu livro "Opera Mathematica"(1695), onde tam-
bém explicou como calcular o n-ésimo convergente e descobriu algumas propriedades
de suas propriedades. Foi através de seu livro Arithmetica Infinitorium"(1655), que
as fragoes continuas se transformaram em um campo de estudo, quando ele apre-

sentou a seguinte identidade

4_3><3><5><5><7><7><9><~-~

T 2X4X4X6X6X8XEX---




Fatos Histéricos sobre Fracdes Continuas CAPITULO 1

Uma descoberta importante para o nimero © = 3,14159--- foi feita por Lord
Brouncker (1620-1684), o presidente da Royal Society of London, transformando a
identidade de Wallis em

=1 —1+—-— = — = .
* 22 +2+2+2+2+...

32
42
52

4 12 12 32 4% 52
7

2+

2+
2+
2+

24 .

Christiaan Huygens (1629-1695) foi o primeiro a utilizar as fragoes continuas
para resolver problemas praticos. Seu trabalho era voltado na construcao de um
planetario mecanico. A utilizacao das convergentes de uma fragao continua permi-
tiu encontrar as melhores aproximacoes racionais para o ntimero correto de dentes

de uma coroa dentada.

So6 a partir dos estudos de Leonard Euler (1707-1783), Johan Heinrich Lambert
(1728-1777) e Joseph Louis Lagrange (1736-1813) com fragoes continuas que esse

campo comecou a ganhar o devido destaque.

O trabalho "De Fractionlous Continious"(1737) escrito por Euler mostrou que
todo niimero racional pode ser expresso como fracao continua simples e mostrou
uma expansao em fragoes continuas do nimero e, que serd demonstrada no capitulo
4 deste trabalho.

e=2+

1+

2+

1+

1

1+ 1

4+

1+ .
Mostrando assim que, e e e? sao niimeros irracionais. O trabalho de Euler, sobre



Algoritmo da Divisdo de Euclides CAPITULO 1

o numero e, foi generalizado em 1766, por J.H. Lambert, que mostrou que

e —1 1
z ) 1
er +1 L
+ 6 I
PRET) 1
PRI

x
Ele também desenvolveu, no ano de 1768, fracoes continuas para as funcgoes

log(1+ ), arctg(z) e tg(x). Como exemplo:

tg(:E) = 1 1
3 1
X

X

Usando essas expressoes para mostrar que e* e tg(x) sdo irracionais se z for ra-

cional.

Parte do trabalho realizado por Lagrange seré discutido nesta dissertacao no
Capitulo 3, mostrando que os niimeros quadraticos irracionais sao dados por uma

fracao continua perioddica.

Os matematicos do século XIX que se destacaram pelo trabalho prestado a
esse tema foram Karl Jacobi (1804-51), Oskar Perron (1880-1975), Charles He-
mite (1822-1901), Karl Friedrich Gauss (1777-1855), Augustin Cauchy (1789-1857)
e Thomas Stieltjes (1856-9/), elevando o conhecimento iniciado por Wallis.

Embora, o tema fracoes continuas tenha demorado bastante tempo para ser ex-
plorado, rapidamente se obteve resultados relevantes, que impulsionaram varias ou-
tras areas, como por exemplo: algoritmos para computacao, resolucoes de equacoes

diofantinas, dentre varios outros campos, mas ainda ha muito a ser estudado.



Definicdo de Fracdo Continua de um Namero Real CAPIiTULO 1

1.2 Algoritmo da Divisao de Euclides

Dados m, n nimeros naturais com n # 0. Existem dois tinicos inteiros ¢ e r tais
que n = mq+ 7, com 0 < r < m. Esse algoritmo criado por Euclides no ano de
300 a.c. sera util para a definicao e para o calculo de fracoes continuas de nimeros

racionais. Veja o Exemplo 4.1.

1.3 Definicao de Fracao Continua de Niimeros Reais

Defini¢ao 1.1 Dado um nimero real o, denotaremos por || a parte inteira de o,

que € definida como o maior inteiro menor ou iqual a «. Por exemplo, temos
[4,3] =4; |-5,3] =—6; [3] =3; [e] =2

Seja z # 0 um nimero real, definiremos a fragao continua de x, de forma recursiva,
da seguinte maneira
Ay = T, Gy = ||
1
e, se aym € Z, Qi =——— para todom € N
m — Om

Se, para algum m € N, «,, = a,, temos

. def 1
T = ap = [ag; a1, 02,03, , G| = ag + T

ay +

ay + ————
a3+"-+—

am
Nesse caso dizemos que a fragdo continua é finita, mais adiante veremos que esse
caso esta ligado com o fato de que x ser um niimero racional. Se para todo niimero
m natural, «,, # a,,, dizemos que a fracdo continua é infinita, ou seja, x é um
nimero irracional.

‘ def 1
T =g = [ap; ay,a, a3, -] = ag + 1

ay +

I
a + ——

CL3‘|—.



Caso Racional CapriTUuLO 1

No capitulo 2 veremos que esse limite estd bem definido e é igual a x.

1.4 Interpretacao Geométrica do Desenvolvimento

em Fracoes Continuas

1.4.1 Caso Racional

Considere x um niimero racional, entao existem niimeros p e ¢ inteiros com g # 0,
. q . . .
tais que © = =, considere sem perca de generalidade que mdc(p,q) = 1, pois caso
p
contrario, se mdc(p, q) = k, entdo existem nimeros a e b inteiros, tais que p = ak e

q = bk, nesse caso utilizariamos os nimeros a, b com mdc(a,b) = 1.

Consideremos um retangulo com lados p e ¢, onde p e ¢ nimeros inteiros positivos
com p < ¢, queremos encontrar o niimero maximo de quadrados de lado p que possam
ser construidos sobre o lado de comprimento ¢, essa quantidade serd chamada de ag

, o . q : B
e serd a parte inteira da fragdo x = oy = =, ou seja, ag = |x].
p

oy
g (15185}
[}
r p
ajt
|

|
aop ! % !
|
|

Figura 1.1: Representacao Geométrica da Forma Racional

Temos que

q = app + oz, 0<o <p. (1.1)



Caso Racional

CAPIiTULO 1

Dividindo a equagao a cima por p temos

a ! o
$=gzip+—1:>g:ao+—l.
p p p p p
Da figura 1.1 temos também que
p = a10q + Qo, 0 <y <.
Substituindo (1.3) em (1.2) temos
aq
r=ag+——17—.
a1t + Qi
1 1
Em (1.4) observe que A = = :
mar+ay Wt x 4=

(€3]
fazendo a devida substituicao, temos
1
Tr = ag+ a3
a; +—
aq

(1.2)

(1.3)

(1.5)

Observemos em (1.5) que a; significa a quantidade maxima de quadrados com

lado a; que podem ser construidos sobre o lado de comprimento p.

Da figura 1.1 podemos observar que

a1 = Ao + Q3 0< a3 < as.

Substituindo (1.6) em (1.5), temos

1
T =ap+ a3
a +———
a0y + O3
Qo . .
Observe que ———— em (1.7) é equivalente a

Q203 + Qg

Substituindo em (1.7) temos a seguinte relagao

1
x:a0+—1.
a1+7aa

ag + —
&%)

a9 + Qi3 o Qg -

9 Qg

(1.6)

(1.8)



Caso Irracional CApPIiTULO 2

Como p e ¢ sao numeros inteiros, temos pelo algoritmo de Euclides, que para

algum nimero m natural, teremos que «,,_1 = @, Q.

Chegando a seguinte conclusao

1 1
r=ag+ i =ag+ i . (1.9)

a’1+ 1 a1+ 1
Qg + o a2+—1
as+ .+ m

Ay, O, A
1.4.2 Caso Irracional

Suponha agora que x seja um nimero irracional, entao podemos definir sua fra-

¢ao continua da forma semelhante ao caso anterior de, onde x é um niimero racional.

Vamos considerar desta vez um retangulo cujo os lados medem comprimentos
1 e x (veja a figura 1.2). Determinaremos quantos quadrados, de lado unitério, de
forma a encontrarmos o maior niimero possivel, a essa quantidade chamaremos de

ag (parte inteira de x), simbolicamente temos ag = |z ].

aq

o

3 aa0xg

2]

a1y

Figura 1.2: Representagao Geométrica da Forma Irracional
Temos que

rT=0op=agy- 1+ a, 0<a;<l1. (1.10)



Caso Irracional CApPIiTULO 2

Note na figura 1.2 que
1= a0 + o, 0< g < 0. (111)

Note que podemos substituir (1.11) em (1.10) sem alterar a equagiao

aq

r=aoy=ay+ —. 1.12
’ ’ a1 + Qo ( )
Ob (1.12) t “ ¢ equivalent S
serve que em (1. emos P que é equivalente a 7 = . @
(03] 1
Substituindo em (1.12) temos
1
T=ao=ay+—q5- (1.13)
a; + —
(€3]
Novamente na figura 1.2 obtemos que
a1 = Qoo + (i3, 0< a3 < as. (]_]_4)
Substituindo (1.14) em (1.13) obtemos
1
T =0y =ay+ o (1.15)
a4 + ————
asas + g
Caleulando o | de — =2 obt !
n inver —_ m = :
alculando o inverso ea2a2+a30 eMOs e a2+%
Q9 Qg
Substituindo temos
1
T=0p=ap+——F—. (1.16)
a; + T a3
ag + —
&%)

Neste caso temos que x nao ¢ um nimero racional, logo teremos para todo niimero
m natural que oy, 1 # Gy, dessa forma o processo dado anteriormente pode se

repetir infinitamente. Assim, temos:

T =ag+ - . (1.17)
N
az + ———
CL3‘|—-'

10



Capitulo 2

Boas Aproximacoes de Ntumeros

Reais por Fracoes Continuas

Seja x um ntmero irracional, podemos entao fazer a seguinte pergunta: serd que
existe algum ntmero y irracional, tal que, y = 7 Se sim, como encontrar tal y? A
resposta da primeira pergunta é sim. A resposta da segunda sera apresentada neste
capitulo através de teoremas, proposicoes e corolarios que possibilitam o calculo

dessas aproximacoes racionais.

2.1 Teoremas e Proposicoes

Proposicao 2.1 Dada uma sequéncia (finita ou infinita) to,t1,ts, -+ € R tal que
tr > 0, para todo k > 1, definimos as sequéncias (z,,) e (Ym) por xo = to, Yo = 1,
x1 =tot1 + 1, y1 = t1, Tmao = tmaoTme1 + T 5 Ymao = tmioUma1 + Ym para todo

m > 0.

Temos entao

[tost1,to, -, ty] = to + i zg—m,VmZO

11
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Além disso,
T 1Ym — TpYmy1 = (—=1)™, ¥V m > 0.

Demonstracao: Vamos provar por inducao sobre m, para o caso m = 0, temos
lo o
tO = — = — 2-].
] == 21)

Agora, mostraremos que vale para m = 1,

1 totl—i-l_ﬂfl

to;tl :t0+—: 2.2
[to; t1] i - " (2.2)
Mostraremos que vale para m = 2,
[tosti,ta] = t0+ﬁ:to+m
oz 12
t totita +to +1
~ g+ 2 _ totitz tlo+ 1
tito + 1 tito + 1
to(tot 1 t tox t T
o(tot1 + )+0_21+0__2 (2.3)

tita+1  tita+ 1y

Mostraremos agora que vale para m = 3,

1 1
[tosti,ta, 3] = to+ T =1ty + 1
b+ i R |
ty+ - ZaT o
t3 t3
N
= 0+t+ R S P P
' t2t3 +1 t2t3 +1
L, blst 1 tohiats + toh +lots + tats + 1
O bitots 4 £y + ts trtats + £ + t3

t3(totity +to +t2) +toty + 1 t3(ta(tots + 1) +to) +tot1 + 1
ts(tita + 1) + 64 ts(tita + 1) + 64

_ ts(toxy + to) + x4 _ l3xo + 1 _ T3 (2.4)
L3y2 + 11 tsy2 + 11 Y3 '

12
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Suponha agora que valha para um m + 2. Vamos mostrar que vale para m + 3.

Primeiro, observe que, para a fracdo continua [tg;t1,ta, -, tmio] temos que

Tma2 = tmioTma1 + T € Ymao = tmioUma1 + Ym, vale para um determinado m + 2.

1
Segundo, temos que [to;t1,ta, -+, tyya, tmys] = [tosti, ta, - -+ tmya + t—]a pois
m+3
podemos considerar o tltimo termo da igualdade, do lado esquerdo, sendo a soma
do seu peniiltimo elemento ao inverso do tltimo do lado direito, dessa forma o lado

direito da igualdade possui o mesmo numero de elementos de [to;t1,ta, -, ol

Assim, temos que [to;t1, %o, tmao +

| sera dada por
m+3

(tm2 + t—)merl +Tm  tm2Tmyr + 7wt +Tm

m—+3 _ m+3
(tm+2 + n )ym-i-l + Ym tm+2ym+1 + + ! Ym+1 + Ym
m—+3 m+3
t2tms3Tmy1 + Tog1 + b3
_ b3 _ tngotmtsTmt1 + Tmg1 + U3 T
 tm2lma3Ymt T Umat T 0n3Um tosotmasUmat + Ymit + tmrsYm

tm+3

tm+3(tm+2xm+1 + :L‘m) + Tm+1 o tm+3xm+2 + LTm+1 o Lm+3

(2.5)
trts(tmr2Ymt1 + Ym) + Yms tnt3Ym+2 + Ym+1  Yma3

Mostraremos agora a segunda parte, por inducao.

Queremos mostrar que Zp,11Ym — TmYm+1 = (—1)™, para todo m > 0.

Vamos mostrar que vale para o caso m = 0, temos que
1Yo — ToY1 = (totl + 1) — tOtl =1= (—1)0
Suponhamos que valha para algum valor de m, entao

Tm+1Ym — TmYm+1 = (_1)771

13
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Mostremos agora que vale para o caso m + 1,

Tm+2Um+1 — Tm+1Ym+2 = (tm+2xm+1 + xm)ym—l—l - (tm+2ym+1 + ym)xm—l—l

- tm+2xm+1ym+1 + TmYm+1 — tm+2xm+1ym+1 — YmTm+1

— _ m __ m—+1
- _(xm-i-lym - xm?/m—f—l) - _(_1) - (_1) :
m
A partir de agora, z = [ag; a1, as, as, - - -] serd considerado um nimero real, e
p p . A .
(—m dada por == = [ag; a1, as,as, -+ ,a,] serd a sequéncia de reduzidas da
Qm meN Qm

fracao continua de x.

Corolario 2.1 As sequéncias (pm) € (qn) satisfazem as recorréncias

Pm+2 = Am+4+2Pm+1 + Pm € gm+2 = Am+20m+1 + gm para todo m > 0 com Po = ao,

g =1, pr =apa1 +1, g1 = a1.

Além disso,

Pm+19m — PmAm+1 = (_l)m
para todo m > 0.
Demonstragao: As sequéncias (p,) e (¢,) definidas pelas recorréncias acima
satisfazem, pela proposicao 2.1, as igualdades

=

q g, a1, Az, " - 7am] € Pm+19m — PmGm+1 = (_1)m, V'm > 0.

Como Pm+19m — PmGm+1 = (_1>m7 para todo m € Na temos que (pm) e (Qm>
dados pela recorréncia a cima sao primo entre si. Além disso, também segue da

recorréncia que ¢,, > 0, para todo m > 0.

Corolario 2.2 Temos, para todo m € N,

_ UmPm—1 +pmf2 e O — Pm—2 — qm—2%
U Gm—1 + qm—2 " Gm—-1T — Pm—1

14
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Demonstragao: Primeiro observe que x pode ser escrito como [ag; aq, g, -+ * , Gp_1, Q]
AmPm—1 + Pm—2

pela proposicao 2.1 podemos escrever x = .
AmGm—1 + qm—2

Para demonstrar a segunda equacao, temos que

(amqm—l + qm—2)$ = OmPm—1 + Pm—2

AmGm—1T + Gm—2T = QmDPm—1 + Pm—2
UmnGm—1T — AmPm-1 = —Gqm—2T + Pm—2
am(Qm—lx - pm—l) = Pm—-2 — @m—-27T

Pm—2 — qm—2T
oy = —

gm—1T — Pm—1 .

Proposicao 2.2 Temos

e (D™
Im (g1 + Brng1) a2’

onde

Bm-‘,—l - -1 - [O, Ay Am—1, Am—2, * *° 7a1]-
Em particular,

1 _ ' D 1 _ 1
- :E —_—— pr— .
(aerl + 2)%%1 dm (am+1 + 6m+1)q72; aerIQ%z

Demonstracao: Primeiro observe que «,, 1 se da pelo corolario 2.2 e segue pela

m— m— 1
proposicao 2.1 que 8,11 = 1 _ @1 = q , de forma recur-
dm AmQm—1 + Gm—2 A, + m=—2

Gm—1

siva obtemos que 5,11 = [0; Gy G—1, A2, + -+, a1].

15
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Note pelo corolario 2.2 que

Amt1Pm + Pm-1

Tr =
Am4+19m + Gm-1
_ p_m _ Om+1Pm _'_pmfl o p_m
m Am414m + dm—1 qm

(am—l—lpm + pm—l)Qm - (QM—I—lCJm + QM—l)pm
(am-i-lCJm + Qm—l)Qm

AUm4+1Pmm + Pm—19m — Om+19mPm — PmAm—1
(Cmt1@m + Gm—1)Gm

Pm—-19m — @m—1Pm _ _(mem—l - prn—lQm)
(am—HQm + Qm—l)qm (QM—HQm + Qm—l)Qm

Pelo corolario 2.1 temos

_Pm _ —(=ym! _ (=D™

Im (Cma1@m + Gn-1)Gm  (Cmg1Gm + Gm—1)Gm

o =
(g + I Lyga (Ompr + B )i,

m

Em particular, observe que

‘ _ Pm _ 1
Gm (st + Bms1)dZ’
e como |pmy1] = amyr € 0 < Bgr < 1, pois, Bpi1 = [0;am, -1, G2, , a1],

além disso note que, a1 < Qi1 < Ay + 1, assim temos que a1 < Qpper +
Bmi1 < Umy1+ 2, como g, > 0, podemos multiplicar por ¢? sem alterar a desigual-
dade, obtendo a,,11¢% < (ame1 + Bmi1)q>, < (@me1 + 2)g2,. Temos desta tltima

desigualdade que

1 1 1

< < .
(a'm—l—l + 2)%2” (am—l—l + Bm—l—l)Q% a'm—i—lqzz
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Observacao 2.1 Seqgue imediatamente desta proposicao que

pois limy,, o0 G = +00, tendo que (q,,) € estritamente crescente, assim faz sentido

escrever x = |ag; ay, as, - - -], ou seja, x é irracional.

Corolario 2.3 (Teorema de Dirichlet) Para todo « irracional, a desigualdade

p
a__

q

1
< — possui infinitas solugoes P
q q

Demonstracao: Segue imediatamente da proposicao anterior, pois a1 > 1.

Proposicao 2.3 Para todo k > 0, temos

D2k < D2k+-2 <r< D2k+3 < Dak+1
2k q2k+2 q2k+3 2k+1

Demonstragao: Observe que a proposi¢ao acima indica que x é maior que todas
as reduzidas pares (convergentes pares) e x é menor que todas as reduzidas impares

(convergentes impares). Primeiro vamos mostrar que as reduzidas pares formam

uma sequéncia crescente Po < P2 < P4 < e < ), enquanto as reduzidas im-

qo q2 q4 g6

pares formam uma sequéncia decrescente (ﬂ > P3 > P5 > pr > ) Considere
q1 qs qs qr7
o caso geral para todo m > 0,

17



Teoremas e Proposicdes CAPITULO 2

Pm+2 N @ Am+4-2Pm+1 + Pm o @
dm-+2 dm Am+2Gm+1 T Gm qm

(am+2pm+1 +pm)Qm - (am+2Qm+1 + Qm)pm
(@m+2Gm+1 + Gm)qm

Am2Pm+19m + PmGm — Cmi2Qm+1Pm — GmPm
(am—l—ZQm—i—l + QM)Qm

Am4-2Pm+19m — Cm+29m+1Pm
(@mt2@ms1 + Gm)dm

Am+2 (pm-HQm - Qm—f—lpm)
(am—l—ZCJm—i—l + QM)Qm

Pelo corolario 2.1 temos

Pm+y2 — Pm Ay (—1)"

= 7 (2.6)
qm+-2 qm qm+4-29m
A igualdade (2.6) nos diz que Pmi2 _ Pm > (0 se m for par e Pmi2 _ Pm <0 se
qm+-2 dm qm+2 qm
m for impar.
Logo, P2 > p—msem = 2k para todo k > Oe]M < Pm sem =2k+1VEk > 0.
qm+2 dm Am+2 dm
Pela proposicao 2.2 temos que = — P _ (=1)" 5
qm (aerl =+ 6m+1)qn
Desta igualdade temos que x — Pm >0sem=2kparatodok >0ex— Pm <0
dm qm

se m = 2k + 1 para todo k£ > 0.

Pm+2

Logoxzp—msem:2kparatodok206x§

se m = 2k + 1 para todo
qm qm+2

k> 0.

Podemos concluir que

P2k+3 < P2k+1

IN
8
IN

Pk QK42 k3 Q2k+1
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[ ]

Proposicao 2.4 Sejam ag,ay,- - ,a,, inteiros com ap > 0, para todo k > 1, e seja

(Z&) a sequéncia de reduzidas da fra¢ao continua [ag; ay,as,as, - , ay). Entao
qk k>0

o conjunto dos nimeros reais cuja representacao por fracoes continuas comega com

ag, a1, A9, as, -+ , Ay, € 0 intervalo

[(a03a17a27a37"' ,Gm) = {Zé_m} U{[ao;al,aQ,a3,~- 7am704] , 00 > 1}

[pm Pm +pm—l) .
—_— se m € par
— dm  Gm + qm—1
Pm +pm71 Pm .
————— — | sem € impar.
qm + dm—1 Ym
Além disso, a func¢ao G : (1,+00) — [(ag; a1, a9, a3, ,ay) dada por G(a) =
[ag; ai, as,as, -+, am, ] € mondtona, sendo crescente para n impar e decrescente
para n par.

Demonstracao: Pelo corolario 2.2 e proposicao 2.2 temos,

m m— m 1™
G(a):[ao;al,a27a37...’am’(x]:u:p__i_ ( )

W+ 1 G (G + GG

logo G é crescente se m for impar e decrescente se m for par.

m _'_ m— . m ~
Observe que G(1) = Pm ¥ Pt que limg 1 0G(a) = p—, entao
qm + dm—1 qm
Pm DPm + Pm—1 .
W Gt Gt se m é par
G 1’ +OO — QTTL Qm m—

<< >> Pm + Pm—1 Pm ;.
—————,— ] sem éimpar.
qm + dm-1 Adm

Assim, temos,
Pm
I(ao;a'laa'Qaa?n"' 7a'm) = {q_} U{[ao;al,%,a&“' aa'maa] , Q> 1}
m

= {22 o 40

[pm Pm + pm—1> ,
ot T — se m e par
qm Gdm + Gm—1

Pm +pm71 ]ﬁ

, se m é impar.
qm + dm-1 Adm
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Proposicao 2.5 Dados inteiros ag, ay, as, -+, com ag > 0, para todo k > 1, existe

um tinico numero real v irracional cuja representagao por fragoes continuas € [ag; ai, ag, - - -

Demonstragao: Considere as sequéncias (p,,) e (¢,,) definidas, pela proposi¢ao

2.1, pelas recorréncias

Pm+2 = Qmi2DPm+1 T Pm € Qm+t2 = Qmi2Qm+1 + Gm

para todo m > 0, com py = ag, p1 = aga; + 1, ¢qo = 1 e ¢ = a,. Pela proposicao 2.3

temos que
P2k P2k+2 - P2k+3 - P2k+1

< < < , para todo k > 0.
q2k q2k+2 q2k+3 q2k+1

Vamos formar os seguintes intervalos fechados

P2k P2k+1 P2k+2 DP2k+3
oo [ ] g e ]
2k q92k+1 q2k+2 42k+3

P2k+2 DP2k+3

Observe que [p.1 C I, para todo &k > 0, pois [y = { , ], logo esta
k2 42k43

contido em [, pela proposicao 2.3.

Observe que o tamanho do intervalo I, é dado por

|I,| = DPokt1 P2k _ P2k+192k — P2kG2k+1
QQk+1 q2k Q2k+IQ2k

Pelo corolario 2.1 temos,

(_1)2k B 1

q2k+192k Q2k+192k

Observe que quando k tende ao infinito, o denominador fica tao grande quanto
quisermos, isto implica que |I;| tende a 0 quando k tendo ao infinito. Logo existe

um tnico o € R tal que

()1 = {o}.

k=0
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Observe que, para todo k£ > 0,

D2k P2k+1
lag; a1, ag, -+ a9 = — < a <

42k q2k+1

= [ao; A1, A2, , A2k, a2k+1]-

Pela proposicao 2.4 temos que [ag; a1, ag, - -+ , aox] € [ag; ai, ag, - -+, ask, asxy1] per-
tencem a [ (ag; ay, as, - -, as), logo a fragao continua de av comega com ag; ay, as, - -+ , o,
para todo k > 0, sendo o = [ag; a1, as, - --]. Como a representagao em fragoes con-

tinua de « é infinita, temos que « é irracional.

2.2 Reduzidas e Boas Aproximacoes

Teorema 2.1 Temos, para todo n € N,

m 1 1
qm AmAm+1 qm
Além disso,
n 1 m 1
'_p_<_2 ou 'x—p+1< -
| 24 Gmt1|  2¢mi1
Demonstracao: Observe que x sempre pertence ao segmento de extremos P e
m
Pm+1 . . ,
cujo comprimento é
qm+1
m m —1m 1 m 1 1
Pt P| _ | (D™ :,‘x_p_g <L
Am+1 m Am4m+1 AmAdm+-1 qm AmAdm+1 m
Suponha que a afirmativa seja falsa, ou seja
m 1 m 1
' e e e
Im |~ 24, Gmt1| 241
entao
:’ —p— —|—' —p+1 = 2"— 2 :>Qm+IZQm7absurdo'
G Gm+1 m Gmt1 |~ 2Gm 20
[ ]
~ Pm 1 1 .
Observacao 2.2 Temos |[v — —| < < - Quanto maior for o valor
dm gmm+1 Am4-19,,

. . ~ DPm
de a1, melhor serd a aprorimagao — de x.
m
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Teorema 2.2 (Hurwitz,Markov) Para todo « irracional e todo inteiro m > 1,

temos
1

V5g?2

a_£]<

q

Para pelo menos um racional

p c {pm—l Dm pm+1}
q dm—1 ’ Qm7 gm+1

Em particular, a desigualdade acima tem infinitas solucoes racionais b
q

Demonstragao: Vamos supor que o teorema seja falso. Entao teriamos |a — ]3‘ >
q
1 m— m m s~
——— para todo p € {p ! , p_’ Pl } Pela proposic¢ao 2.2, para algum o € R\Q
\/5(]2 q dm—-1 9m Gm+1
e algum m > 1, temos

1

(=)™
- Vo2,

(tm + Bm) a2,

am

'pm
(0%

logo
1

1
>
(v + Bz, — \/561%1

= i+ B < V5

Também temos que

Im+1 (g1 +/Bm+1)q12n+1 N \/ngmj
logo
1 > + Byt < V5
= A1 m+1
(i1 4 Bni1) g V@214
E ainda
Qm+2 (o + Bm+2)q12n+2 - \/EQZHQ’
logo

1

1
> = Qo + Bmre < V5.
(ms2 + Bmt2)@oyo \/gq?nJrQ w2 e
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Observe que a1 < Qa1 + Bmyr < V5 e como Gme1 > 0, temos que a1

pode ser igual a 1 ou igual a 2. Se para algum a; = 2, onde k pertence ao conjunto

1 1 1
{m,m+1,m+ 2}, teriamos [,,,1 > = — e Qmy1 + Bgr > 24+ = > V5, que
. ar+1 3 3
claramente é um absurdo, pois 2 + 33 < /5. Assim, temos a,, .1 = 1, da mesma
forma temos a,,,o = 1. Fazendo z = e y = Bnp1- Dessas duas igualdades,
Q42

podemos obter também as seguintes igualdades.

1 1 1
Qg =—"—"=>—= — = Qpt1 = 1 + T.
Om41 — Am T Om41 — Am

Também temos

1 1 1
Opr1=——=>1+r=""—"= ), = —— + ap,.
Oy, — G, Oy, — Qo 1+

Note, pela proposicao 2.2, que
Y= /8m+1 = [07 Ay Apy—15 * 70’1] = g = [a’m7 Am—1, 7a1] = am + [0;am*17 e 7a1]'

Como B, = [0; apm_1, -, a1], temos
1 1
_:am+6m:>6m:__am-
Y Yy

Observe que

1

B2 = [O; Am+1; Qm,y = * ,a1] = Bora = [am—l—l;ama T ,a1] = (m41 + [O; Am, * - ,a1]-

Ou seja

=1+ Bny1 = B2 = !

Bora m+1 mt2 = 7 N
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Dai, temos que
+ ot L.
A m = T . Am - — 0y = — —
1+ Y 1+2 vy
g1 + B =1+x+y e
1 1
Unt2 + Bmta = o + Try
Podemos assim, escrever
1 1 1 1
+ = < V5, l+z+y<Vbs e — 4 —— < V5.
Da segunda, temos
1+x+y§\/5 = 1+:c§\/5—y
1 - 1
1+5L’_\/5—y
1 1 1 5
+-2 +-= V5
Itz vy~ Vo-y v y5-y

5
Pela primeira desigualdade, temos ————
y(V5 —y)

< /5, implica em, y(v/5 —y) > 1.

Dai, temos a seguinte inequaciao —y? + /5y — 1 > 0, cuja a solucao é

V5 —1 V5 +1

<y <
5 —Y="

Por outro lado, temos também que

l+24+y<Vs = 2<V5-1—y

IR 1
N G
11 1 1 5

= —+ > + = v5 :
vty " VE-1-y 14y (1+y(o-1-y)

Pela terceira desigualdade, temos

V5
I+y(V5-1—y) ~

24
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Dai, temos a seguinte inequagiao —y* — (2 — \/g)y + (\/5 —2) > 0, cuja a solugao

Q_?’gys*/g;l.

5—-1 '
V5 , que é absurdo pois, y = [,41 = -1

€ Q.

Dai, temos que y =
m

p
(){__

ol
ql  V5¢?
- . . p . . . . .
lucoes racionais =, para todo o irracional. O nimero /5 é o maior com essa
q

Observacao 2.3 Em particular provamos que tem infinitas so-

propriedade.

2.3 Boas Aproximacoes sao Reduzidas

Teorema 2.3 Para todo p,q € Z, com 0 < q¢ < @mny1 temos

|gm® — pim| < gz —pl.

Além disso, se 0 < q < @, a desigualdade a cima € estrita.

Demonstragao:  Observe que, como o mdc(pm,qm) = 1 e se b_ Pm entao

am
p = kpn e ¢ = kg, para algum inteiro k # 0 e neste caso temos que |¢,T — pp,| <
|k@mx — kpm|, 0 que implica diretamente a desigualdade, onde a igualdade ocorre

quando k£ = 1. Vamos supor entao que b =+ Pm tal que,
q

1 1
‘zz N
q dm qqm dmdm+1
. p . . Pm Pm+1
pois ¢ < ¢n+1. Observe que — esta fora do intervalo de extremos — e —— e logo
q qm qm+1
m m ]‘
x_zzlzmm{’z_?_p_7'£_u}2 .
q q dm q qm+1 AmYm+1
O que implica
1
gz — p| > > g — P
qm+1
Temos que a igualdade s6 ocorrera quando x = pm+1.
qm+1
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]
Corolario 2.4 Para todo q < ¢y,
-2t
m q
Demonstracao: A demonstragao segue imediatamente do teorema anterior.
]

/

Corolario 2.5 Se |qz — p| < |¢'z — p'|, para todo p’ e ¢ < q tais que b + ]i/, entao
q ¢

P ¢ uma reduzida da fracao continua de x.
q

Demonstragao: Basta tomar m tal que ¢,, > @¢n.1.- Pelo teorema 2.3, temos

que |gmr — pm| < |gxr — p|, assim a igualdade |¢,z — pn| = |gr — p| implica que
P_ Pm
4 dm
]
1
Teorema 2.4 Se |z — b < 5 entao P ¢ wma reduzida da fracao continua de x.
q q q

Demonstracao: Seguiremos com uma demonstracao proxima a realizada no te-

orema 2.3. Seja m tal que ¢, < q < @¢ns+1. Suponha que p #* ])_m. Note, pelo
q

1
argumento do teorema 2.3, que |z — ]—9' > ——, onde b estd fora do intervalo de
q qqm q
extremos Pm e M. Obtendo assim, duas possibilidades:
qm Gm+1
m . 1 1 )
(a) Se ¢ > m+1 entao |r — ]3' > > 5, e isso é um absurdo.
2 q| = qqmi1 — 2¢
dm+1
b
(b) ¢ < =5,
x_z_ﬂ' > P_m_z_ﬂ'_ Port1 _ P
q qm q qm+1 dm
1 1 —
> _ _ dm+1 q
qqm AmAm+1 qqmYm+1
- 1 - 1
2qGm — 2¢*

Que claramente é um absurdo.
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Capitulo 3

Fracoes Continuas Periodicas

Seja a = [ag; a1, ag, az, ... uma fragdo continua infinita, ou seja, « é irracional.
A fracao continua de « é dita periddica se existe um inteiro £ > 0 e [ um nimero
natural, tais que a,, = a,,+; para todo inteiro m > k. O menor nimero natural [,
tal que, a,, = a,,4; para todo inteiro m > k. Sera denotado por I(«) o comprimento

do periodo de a.

3.1 Irracionais Quadraticos

Definicao 3.1 Um nimero a € R é denominado irracional quadrdtico quando €

uma raiz de uma equagao da forma f(z) = ax® +bx +c, ondea, b ece Z ea #0,

ou seja,
P++D
o=—
Q
/ P - D
Onde P,Q € Z, Q # 0 e Q|(P?— D). Definimos também que o' = 7\/_ €o

conjugado de .

Se a & um irracional quadrético, entdao f(a) = 0 para algum f(x) = ax? + bz +c.

Assim temos que aa? + ba + ¢ = 0. Pela formula de resolucao da equacao do

segundo grau, temos

 =b+ Vb —dac ou o —b — Vb? — 4dac

2a 2a

Q
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—b+ Vb? — 4ac o o

(8% =
2a

Sem perca de generalidade, vamos supor que a =

—b —Vb? — 4ac
2a '

Como a € R\Q temos entdo que b? —4ac > 0 e b* — 4ac seré livre de quadrados,
pois caso contrario o € Q. Fazendo P = —b, D = b?> — 4ac e Q = 2a os irracionais

a e o sao da seguinte forma,

a_P+\/5 . &,_P—\/ﬁ
Q Q
Observe que Q|(P? — D), pois Q|(P? — D) = (—=b)? — b* + 4ac = dac = Q2c. O

irracional o’ é o conjugado do irracional a.

P++D
Q

Definicao 3.2 Um irracional quadrdtico o = € reduzido se a« > 1 e —1 <

P—+/D
o

o <0. Coma =

P0+\/E

Qo
quadrados, Qo # 0 € um inteiro, Py € Z e Qo|(D — B}). Recursivamente definimos

Teorema 3.1 Seja o = um irractonal quadrdtico, onde D > 0 € livre de

para n > 0,

Pn+ VD
Qy = ————

Qm

A = |am]

Pm+1 - aQO_Pm

D — P?
Qms1 = Tﬂ

Entao P, e Q. sao inteiros, com Q,, # 0, para todo m e o = [ap; ay, az,ag,- - |.

Demonstragao: Mostraremos por inducao sobre m.

Para m = 0 temos Py, Qp sio inteiros e Qo|(D — P}), pela defini¢dao 3.1. Suponha
que valha para todos os valores até m, entao Fy,---, P, e Qo, - , Q. sao todos
inteiros e Qo|(D — P}), -+, Qm|(D — P2). Vamos mostrar que Py, i1 € Qi1 S30
inteiros e Qy1|(D — P2.,). Temos por hipotese que a,,, @y, e P, sio inteiros,
entao P11 = 4@y — P, também serd. Também note que

D-P?., D—(aQO—Pm)Q_D—P2 :

Qm - - = + QQum - CLQO.
o Qm Qm Qm
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Note que D — P? = Q,,Q,,—1, por defini¢ao, entao

Qm-‘,—l = % + 2aum - G'?an - Qm—l + 2(1,um - azan

Como @, @, Qm_1 € Py, sao inteiros, por hipotese, entao, temos que Q11
também ¢é inteiro. Como temos D — P2 41 7 0, pois D é livre de quadrados, termos

entdo que Qi1 # 0. Além disso, como Q,,,Qmy1 = D — P2 concluimos também

que Q1| (D — Py).

Agora vamos mostrar que as recorréncias calculam a fracao continua simples de «.

Para isso, temos

Pn+VD

Oy — Ay = — Qyy,
 Qm
\/_ - (aQO - Pm)
= ) (3.1)
Qm
Como P11 = 4@ — P, podemos substitui-la em (3.1), obtendo-se
P,
Oy — Gy = VD - yE o mil (3.2)
Qm
D+ P,
Ao multiplicarmos o segundo membro da equagao por W—H), obtemos
+ m+1
o (\/E_Perl) (\/5+Pm+1)
Ny — Uy =
Qm (\/E + Pm+1)
__p-m,
Qm(\/_ + Pm+1)
Mas Q1 1Qm = D — Pm+1, assim temos que
o QerlQm
Ny — Uy =
C?m(\/E + Pm+1)
_ Qm—l—l
\/5 =+ Pm+1
Tomando seu inverso, temos
1 Pm+1 + \/5
= = Qmt1-
Ay — Ay Qm-H
]

Corolario 3.1 Fazendo Qo =1 e Py =0 temos o caso especial de o = v/D.
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3.2 Teorema de Lagrange

Teorema 3.2 Seja x um nimero irracional. A expansao em fracoes continuas de x
€ periodica se, e somente se, x € solugcao de uma equacao quadrdtica com coeficientes

nteiros.

Demonstragao: Para demonstrar esse teorema, vamos criar dois lemas.

Lema 3.2.1 Se um numero irracional x tem expansao periodica entao satisfaz uma
equacao quadrdtica.

Pm—2 — m—2T

Gm—1T — Pm—1
Considere que x é periddico (ou pré-periodico). Neste caso, temos oy, = @ik, para

Demonstragao: Pelo corolario 2.2 temos que «,, = , Vm e N.

algum m € N, k > 1. Logo temos, pelo corolario (2.0.2) que

Pm—2 — dm-—2T  DPmtk—2 — Gmt+k—2T

Ay = Oém+k =
gm—1T — Pm—1 m+k—1T — Pm4k—1

(pm—Q - qm—2$)(61m+k—1$ - pm+k—1) = (Qm—ﬂ - pm—l)(pm—l—k—Z - Qm+k—29€)

que implica
Pm—2Gm k17 — Dm—2Pmik—1 — Gm—20m k12" + Gm—oPmsk_1T

2
= Qm—-1Pm+k—2T — Gm—-19m+k—2T" — Pm—1Pm+k—2 + Pm—19m+k—2T.

Reorganizando os termos de 22, z e o termo independente de x obtemos
A? + Br+C =0

onde
A= Am—19m+k—2 — gm—24m+k—1
B = Pm+k—19m—2 + Pm—29m+k—1 — Pm+k—20m—1 — Pm—19m+k—2

C = Pm—1Pm+k—2 — Pm—2Pm+k—1-

Primeiro observe que A, B e C' sao numeros inteiros, pois p,, , ¢, € N. Basta
mostrar que A # 0 para caracterizar uma equacao do segundo grau. Note pelo coro-

lario 2.1 que pym—1Gm—2—Pm—20m-1 = (—1)™, note que se m for par, temos p,, 1 ¢ _2—
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Pm—2Gm-1 = 1, ou se m for impar, temos que p,,—2Gm-1 — Pm_1¢m—_2 = 1, note que
em ambos os casos pelo algoritmo de Euclides para mdc, que mde(qm—2, gm-1) = 1,
qm—2
qm—1
mdc(Qm—l—k—Za Qm-l—k—l) = 17 IOgO

logo é uma fracao irredutivel. Note, pelo mesmo motivo do caso anterior que

Am+k—2

———— com Qmik—2 > ¢m_2, donde ,
Om+k—1 dm—1 Om+k—1
assim, temos que ¢, 1Gmik—2 — ¢m—2qmik—1 7 0, 0 que caracteriza uma equacao do

qm—2 m+k—2
7é

segundo grau.

Lema 3.2.2 Considere um nimero irracional x que € solu¢ao de uma equac¢ao qua-
drdtica com coeficientes inteiros. Entao a erpansao em fragoes continuas de x €

periddica (ou pré-periddica).

Demonstracao: Vamos provar que se x é uma irracionalidade quadrdtica, ou seja,

r=r+4/s,r,5 € Q,s > 0, nesse caso a fracdo continua de x é periodica, logo existem
AmPm—1 + Pm—2

)
AmQm—1 + qm—2

m € Ne k € N* com a1, = a,,. Como, pelo corolario 2.1, x =
temos

ar’+br+c=0

2

A Prn— m— mPm— m—

:>a( DPm—1+D 2) +b(ap 1+Dp 2>+c:0
Amdm—1 + dm—2 O m—1 + dm—2

2 2
a(ampmfl +pmf2> +b<ampmfl +pm72)<aQOfl + me2) +C(O‘QOfl + qu2) _ 0

(aQOfl + me2)2 (aQOfl + me2)2 (aQOfl + qu2)2

= a(ampm—l +pm—2)2 + b(ampm—l +pm—2)(aQO—1 + Qm—Z) + C(amqm—l + Qm—2)2 - O

= a<&127’LpiL71 + 2&mpm71pmf2 + p%n,2> + b(Ozmpm,1 + pmf2)(aQO—1 + me2) —+
C(a?nqgnfl + 2aQO—1Qm—2 + q?n,Q) =0
= a2 P2 1 +2aPm—1Pm—20m+ap2, o F0pm—1Gm 102 AP —1Gm—200m P2 G 1 Qi+

OPm—2Gm—2 + CO2 G2 1 + 20qm 1Gm—20m + cq2,_o = 0.

Desta tiltima equagdo, isolando os coeficientes de o2, o, e termo independente

de «,,, temos
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A = ap?y_y + bpm—1qm—1 + cqzy_y
Bm = 2apm,1pm,2 + b(pmflqm72 + pm72qm71) + 2Cqm—1me2
Cpn = apfn,Q + bpm—2Gm—2 + ngan'

Logo, obtemos a seguinte equacao
Al + By, +Cp = 0.

Note que C,,, = A,,_1, pois A1 = ap%m_l)_1 + OP(m—1)—1q(m-1)—1 + cq(Qm_l)_1 =
ap?, 5 +bpm_2Gm-2+Cm_o = C,,. Queremos mostrar agora que os valores de A,,, B,
e O, sao estritamente limitados, ou seja, existe um M > 0 tal que 0 < |A4,,| < M
para todo m € N, e portanto 0 < |C,,,| < M para todo m € N, e que existe um M’

tal que 0 < |B,,| < M’ para todo n € N.

Am = apfn,l + bpm—1Qm—1 + quafl

2
aqp, 1

2 2
g a b m— m— C _
aqzl_l( Pm—1 + bPm-1Gm—1 + ;1)
ap? . bPm—1Gm— cq?,
_ aqgl_l(pgb1+p 101 | 1)
a’qm—l a’qm—l CLQm—l
2
2 Pin—1 bpm—1 c
= ag,,_ + + —) . 3.3
! (%271—1 afm—1 a ( )
Observe que se aX?+4bX 4 c = 0 possui como raizes z; e x5 entdo — = —(x1+22)
a
c
e — = x123, Substituindo em (3.3), temos
a
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Pelo teorema 2.1 temos que

m 1 m
‘x—p— <—2§1:>q72n x—p—)gl
Observe que
Pm—1 Pm—1
|Am| = agp,_y |21 — ‘:@ — : (3.4)
m—1 qm—1
2 Pm—1
Como ¢, |x1 — . < 1, temos que
m—1
|Am| S alzy — Pm—1
qm—1
< a (\xz — x|+ |x; — P )
m—1

< MY a(|ze — x| +1).

Assim temos que |A,,| < M e |C,,| < M.

Mostraremos agora que BZ — 4A,,C,, = b* — 4ac. Para facilitar a visualizagao

iremos primeiro calcular o valor de BZ.

Lembre que B, = 2apm—1pm—2 + b(pm—1Qm—2 + pm—QQm—l) + 2¢qm-14m—2, assim

37271 = %a2pfn_1pfn_%+£}2pfn_lqi_%+ 2b2pm—1pm—QQm—1Qm—%+§2p72n—2qg1—14

(@) (@) ) 4)
+ 41 Gy + 80D 1Pm-2Gm—1Gm—2 + 4aDP],_1 D22

~\~

(€) (‘u,) ©
+ flabp?n—mefl%nflj + fleQEn—Qmelpmflj + 4bcqfn_1qm,2pm,21 : (35)

-~ -~

(n) () (9)

Vamos agora calcular —4A4,,C,,.

33
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Lembre que A,, = apfn_1+bpm_1qm_1 Jrcqfn_1 eC,, = ap?n_frbpm_gqm_g +cqfn_2.

—4A,,C,, = — 4a2p72n_1p72n_% - flabpgn_1pm—2me2j - flan?n_ﬂ]ZI_zj

(o) (&) (&)
— 4abp}, _yPm—1Gm-1 — 4" D1 D 2Gm—1Gm— — A0CG 3G 1P
(% ) ((3/3
—dacpl, oGy — AbCqr, 1 Qrm-2Pm—2 — AP G Qs - (3.6)
() () ()

Observe que nas equagoes (3.5) e (3.6) as partes () e (o), (¢) e (¢/), (¢) e (¢'),
(m)e(n), (0)e(0),e (V) e () sao simétricas. Assim, temos

Bfn — 4AmCm = 92]93%1%2%%4—gbzpmflpmf2qu1(1m—g+9227?an‘]2@711

) ™) ®
+ 8acPm—_1Pm—2Gm—1Gm—2 — flacpfn,quﬂ,zj
() (F)
_ 452Pm—1pm_2qm—19m—% — 4acpfn_2qgl_1j.
™) (@)

Organizando, (f) com (5'), (7) e () com (i) e (0) com (&), temos

By, —4AnCr = (Do 1@ s = 2Pm1Pm—2Gm—1Gm—2 + D20y 1)(0* — 4ac)

- (pm—1Qm—2 - pm—qu_1)2(bQ — 4&0).

Pela proposigao 2.1, temos que pp,_1Gm-2 — Pm—2Gm-1 = (—1)™ 2
LOgO (pm71me2 - pmf2mel>2 =1L
Concluimos entao, que B2, — 4A4,,C,, = b* — 4ac.

Com isto temos que

B2 = 4A,,C,, +b* —dac < AM?* + 1* — dac

m

= B, < M “\AMZ¥1? —dac.
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Provamos assim, que existem apenas um numero finito de equagoes com coefici-
entes A,,, B,, e C,, da forma A,,X? + B,,X + C,, = 0, portanto existe um ntimero
finito de valores possiveis para «,,. Assim, necessariamente «,,.r = a,, para algum

numero m natural diferente de zero.
m

Unindo os lemas 3.1.1 e 3.1.2, obtemos a demonstracao do Teorema 3.1, que
afirma que se z é irracional, entdo a fracao continua de x é periodica (ou pré-
periodica), se e somente se, x é solu¢cao de uma equagao do segundo grau com

coeficientes inteiros.

3.3 A equacao de Pell

Teorema 3.3 A equacao v°> — Ay*> = 1 tem infinitas solucoes inteiras (x,y), com
A diferente de um quadrado perfeito. Além disso, as solugoes com x e y inteiros

positivos podem ser enunciados por (Tm,Ym), m > 1 de modo que, para todo m,

T+ ym\/Z = ($1 + yl\/Z)m, e portanto

7. — (l’l +y1\/z)m + (l‘l — yl\/Z)m . B ($1 +y1\/Z)m + (xl _ yl\/Z)m
mo 9 Ym = A .

Demonstragcao: Primeiro formaremos o conjunto D = {x +yVA | z,y€ Z}

entao podemos criar uma fungao N multiplicativa.

N:D = Z,N(z +yVA) = 2% — Ay>.
A funcao N é multiplicativa, pois
N((z 4+ yVA) (u+vVA)) = N(z + yVA)N (u + vVA).
Observe que

(z +yVA) (u+vVA) = zu+zoVA+yuvA+yoA
= (zu+yvA) + (v + yu)VA.
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Logo, temos

N((z + yVA) (u+vVA) = N((zu+yvA) + (zv+ yu)VA)
N((z +yVA) (u+vVA) E (zu+yvA)? — Ao + yu)®
= (2u)* 4+ 2vuyvA + (yvA)? — A(2v)? — 2zuyvA — A(yu)?
= (zu)? = A(2v)’ + (yvA)* — A(yu)?
= 22(u? — Av?) — A2 (u® — Av?)
= (2 = Ay®)(u® — Av?)
= N(z+yVA)N(u+vVA).

Assim, temo que N é multiplicativa.

Como /A ¢ irracional, pois A nao é um quadrado perfeito, poderemos utilizar
o teorema de Dirichlet, obtendo que o seguinte resultado possui infinitas solucgoes

. . D
raclonails —
q

Desta desigualdade obtemos o seguinte resultado

p* — A¢’| = )p—q\/Z’ ’p+q@)
_ q‘\/_—g“p+q\/2)<q%)p+q@)-
q q
Isto implica que
}pz—Aq2‘<‘§+\/Z'.

Observe que

\/Z+§’='2\/Z+§—\/Z’ < ’2\/Z’+'\/Z—§'.

Logo,temos

p2—Aq2\§2\/Z+'\/Z—§'.
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1
\/Z—Z—)‘ <—2<1, entao
q

q

Como

p* — Ag?| < 2¢Z+i2
q

‘p2 —Aq2} < 2VA+1.

\/Z_p_m "9

Qm m

entdo sempre que |p2, — Ag?| < 2VA + 1, logo temos que existe um nimero finito

Como existe uma infinidade de pares (p, ¢n) com < teremos

de possibilidades para valores inteiros de p?, — Ag?. Dessa forma existe um niimero
k # 0 tal que p?, — Aqg?, = k para infinitos valores de m. Observe agora que, podemos
criar duas sequéncias de pares de inteiros positivos que chamaremos de (u,) e (v,.),

r € N tais que u? — Av? = k para todo .

Observe que existem inteiros a e b, com uma infinidade de valores de r tais que
u, = a(mod |k|) e v, = b(mod |k|). Tomemos r < s, tais que u, = ugs(mod |k|) e
Ug + vS\/Z

—= Y ¢ da forma z + yv/A com z e
Uy + v,/ A Y Y

v, = vs(mod |k|). Vamos verificar que

inteiros.

us + v,V/A (us + vsVA) (up — v,V/A)
U + v,V A (uy + v, VA) (1, — v,/ A)
(s + 0o/ A) (11, — 0,/ A)
u? — Av?
Ustly — usvV A + u v/ A — Avgv,
k

Uty —kAvsvr N (urvs ; usvr) VA (3.7)

ust, — Avgv, UpVg — Ugy
Fazendo 1 = ————— ey = | ————

k k
jada. Basta provar que x e y sao inteiros. Para isso, note que, como 7 e s

), obtemos a relacao dese-

possuem a propriedade de u, = a(mod|k|), us = a(mod|k|), v, = b(mod|k|) e
vs = b(mod |k|), note que u, = us(mod |k|) e v, = vs(mod |k|), logo podemos escre-
ver ugt, — Avgv, = u? — Av? = k = 0(mod |k]) e u,vs — usv, = ab— ab = 0(mod |k|),

Uy, — Avgv, UV — Uy

2 ¢y= 2

e portanto x = sao numeros inteiros.
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Observe também, pela equagao (3.7), que

(z + yVA) (uy + 0, VA) = (uy + v,VA)
= N(z 4+ yVAN(u, + v,VA) = N(us+ v,VA).

Como N (u, + v,v/A) = N(us +vsV/A) =k, ja que r e s possuem a mesma pro-
priedade, entdo N(z + yv/A)k = k, logo N(z +yv/A) = 1. Pela definicao, sobre N,
temos N(z+yvA) = 22— Ay? = 1. Além disso, como s > 7, u, +v,V/A > ug+ v,/ A,

Ugs + vs\/z

que implica z + yvVA = =—2"— > 1.
’ u, + v,V A

Vamos pegar z; e y; € Z, tais que 1 + y1vV/A > 1 e 22 — Ay? = 1, onde
z1 + y1v/A > 1 é 0 menor valor do conjunto D. Vamos mostrar que, se z e w € Z
sdo tais que z +wvA > 1e 22 — Aw? = 1, entdo z + wvA = (z, + y1V/A)™, para

algum inteiro positivo m. Pegue um m > 1 tal que
(21 + 1 VA)™ < 2+ wVA < (z1 + VA (3.8)

Note que, (21 + 1V A)™ (21 — y1vVA)™ = (22 — Ay?)™ = 1™ = 1, assim multipli-
cando (3.8) por (z; — y1v/A)™, temos

1< (z+ w\/Z)(% — y1\/Z)m <z + y1\/Z

Note ainda que, D é fechado para multiplicacao, pois, seja a,b,c e d € Z tal que
a+bvVA e c+dvA, tomemos (a+bvVA)(c+dvA) = (ac+ Abd) + (ad+bec) v/ A, temos
que ac + Abd,ad 4+ bc € Z, logo D é fechado para multiplicacao. Assim podemos
dizer que (z + wvVA)(z; — y1vVA)™ = v+ vV/A, com u,v € Z. Como N também é

multiplicativa, temos

u? — Avt = N(u+vVA) = N(z + wVA)N(z; —y VA =1
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Observe que 1 < u + WA <z + yl\/Z, como xr1 + yl\/Z ¢ 0 menor elemento
de D, temos que u + vvA = 1, assim

(z 4+ wVA)(z; — VA" = 1

1
VA = VA
- (z1 4+ 1V A)™
(21 — VA" (21 + 1 VA)™
(x1 + VA"
(27 — Ayp)™
= (m+uVA" (3.9)

Logo, em particular temos z + yvVA = (1 + 1V A)™.

Como existem infinitos pares (7, y,,) com z2 — Ay? = 1, obtemos que

T + Ym VA = (21 + 1 VA™, (3.10)
Observe que podemos tomar os valores opostos de y,, e ¥, assim

T — YmVA = (21 — n VA)™ (3.11)

Somando as equagoes (3.10) e (3.11), obtemos

22, = (r1 + yl\/Z)m + (x1 — yl\/Z)m
(m + y1\/z)m + (21 — yl\/z)m.

= 5 (3.12)
Substituindo (3.12) em (3.10), temos
(z1 4+ VA" JQF (z1 — VA" by VA = (21 + g VA"
VA= (a1 4 /Ay — OBV (0 A
(o + yn/Z)’” + (1 — yn/Z)m
Ym = T . (3.13)
]
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Capitulo 4

Resolvendo Problemas

Este capitulo é dedicado a resolucao de problemas relacionado as fragoes conti-
nuas, como a sua importancia nos célculos sobre a aproximacao de irracionais por

nameros racionais. Assim como, trazer a demonstracao da irracionalidade do nu-

mero e, ¢ e V5.

381

Exemplo 4.1 Determine a fragcao continua de 266"

SOoLUGAO: Observe pelo algoritmo da divisao de Euclides que

381 = 266.1 + 115 (4.1)

266 = 115.2 + 36

115=36.34+7
36=750+1
7=17+0.
Assim, temos
381 " 1
i : )
266 94 .
3+ — 1
o+ =

40



Resolvendo Problemas CapriTULO 4

Exemplo 4.2 Determine a fracio continua de /5.

SOLUGAO: Para resolver utilizaremos o seguinte produto notavel, utilizando |v/5 ]

para indicar a parte inteira de /5.
(VE+ [V5)(VE— [V5]) = (V5+2)(VB—2) =522 =1,

Dai temos que

1
V5 +2
VE = 2+

1
2+ 5

Fazendo substituicoes sucessivas, temos

1 1

Vi = 2+ =2+ ——1—
249+ 44
2+5 2++5
1 1
- 24 : — 924 0
249+ 4+

245 2+5

Observe que, temos uma fracdo continua periddica, onde /5 = [2;4,4,4,---] =

Mostramos assim, que o nimero /5 é um namero irracional, pois sua fracio

continua é infinita.

Exemplo 4.3 Sejaa =[1;2,1,2,1,- -], determine o nimero irracional o que gerou

essa fragao continua.

SOLUGAO: Primeiro note que como a; > 0 para todo j € N, temos que o > 0.

Agora note que se a = [1;2,1,2,1,---] entdo a = [1;2, a].
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Desenvolvendo « em fragoes continuas temos

«Q 3a+1
a=1+—- =

=14+-—=1 = .
5 1 +2oz+1 +2a+1 200+ 1
+_

(6% (6%

Assim temos que

3a+1

o= =2 +a=3a+1=2>-2a—1=0.
200+ 1

Resolvendo a equacao do segundo grau acima temos

_1+V3 _1-V3

Q@ e «
! 2 ? 2
1 3
Como as < 0 e a > 0 temos que a = +2\/_.
[ |
Exemplo 4.4 Seja x = [a;a,a,a,a,---], a > 0. Determine qual a forma de .
SOLUGAO: Note que x = [a; x], logo
_ l 2 _ 2 _ 1
r=a+—-—=a2"=ar+1=2"—ar—-1=0.
x
Resolvendo a equagao e descartando a solugao negativa, pois a > 0, obtemos
a++vVa2+4
r=— .
2
[ |

Exemplo 4.5 Mostre que a fracio continua de \/a? + 1 = [a; 2a], para todo nimero

inteiro positivo a.

SoLUGAo: Note que a parte inteira de va% + 1 é a, pois a®> < a®> +1 < (a + 1)?

=a<VaZ+1l<a+1.
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Usando produtos notaveis temos:
(Va2 +14+a)(Va2+1—-a) = (Va2 +1)? —ad*=d*+1-ad*=1
1
Val+l—a = —
va:+1+a

1
a+ —.
va’+1+a

Observe que o processo se da por substitui¢oes sucessivas de (4.2) na propria

a?+1 = (4.2)

equagao (4.2), dessa forma temos:

1
a?+1 = a+ T
0+ ———+ta
va?+1+a
1
a?+1 = a+ i (4.3)

20 + ———
va*+1+a

Fazendo o mesmo processo repetidamente, obteremos a seguinte expressao

1
a?+1=a+ i (4.4)
2a + T
2a +
2a + !

2a +

Concluimos que Va2 + 1 = [a; 2a, 2a, 2a, - - - | = [a; 2d]
[

Exemplo 4.6 Mostre que Va?> —1 = [a — 1;1,2a — 2], para todo nimero inteiro

positivo a.

SOLUGAO: Primeiro note que a parte inteira de va? —1 =a — 1, V a > 1, pois

Vie-12<vVa—1<Va?=a-1<Va®-1<a.

Usaremos o seguinte produto notavel

Va2 -1+ (a—1][Va®—1—-(a—1)]=a*~-1—-a*+2a—1=2a—2
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Va2 —1—(a—1)= 202

Va2 =1+ (a—1)
m:@_m%ja_l)
V& _T=(a—1)+ ;Z:;
(a—1)+m+<a_1)+(a—l)
Va2 —1=(a—1)+ 2a_22a_2
(2a—2)+m+<a_1)
m:@_ml 11
RV
Va2 —1=(a—1)+ 11
L+ % — 2
(a—1)+m+<a_1)+(a—l)
m:m_ml 11 (4.5)
+

2a — 2

+\/a2—1+(a—1)

Observe que na equagao (4.4) a equagao comeca a se repetir, logo trata-se de

(2a —2)

uma dizima periddica, com periodo 1,2a — 2, assim temos

1 -
Va2 —1=(a—1)+ i =la—1;1,2a — 2].
1
+ 2a — 2+
[
Exemplo 4.7 Mostre que va? + 2 = [a; a,2a,a,2a,-- -] = [a;a,2a], para todo ni-

mero inteiro positivo a.

SoLUGAO0: Note que |va?+ 2| = a entdo, fazendo o produto notavel

(Va2 +2+a)(Va2+2—a)=a*+2 —a*> =2,
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obtemos o seguinte:

2
a?+2 = a+ ———F——
a+va?+2
1
= a «l» _—
a+va?+2
2
1
= a «l»
(a ++Va?+2 )
a+|——a
2
+ ! (4.6)
= a .
Va?+2—a
a e —
2
vaz+2— 1
Observe que ez , substituindo em (4.5) temos
2 Va2+2+a
1
a?+2 = a+ i . (4.7)
4t
a+va?+2
Em (4.6) iremos fazer substitui¢oes sucessivas, obtendo
1
a?+2 = a+ i
a+ ) I
a+ 1
a—+
a+va?+2
Continuando com esse processo, obtemos
1
a?+2 = a+ T
a+ ) 1
a+ N 1
“ 2a +
Logo, va? + 2 = [a; a, 2a, a,2a, - - -| = |a; a, 2a).
[

Exemplo 4.8 Mostre que Va?> — a = [a — 1;2,2a — 2|, nimero inteiro positivo a

SoLUGAO: Note que a parte inteira de va? —a = a — 1, pois, \/(a —1)? <

Va2 —a<vVa2=a—-1<+Va2—a<a.
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Temos o seguinte

Va2 —a+(a—1D][Va2—a—(a—1)]=da*~a—a*+2a—1=a—1

a—1
Vai—a—(a-1) = oo—mr
a—1
m:(a_l)Jr\/az—ajL(a—l)
V& _—a=(a—1)+ Zj
W‘l”%¢ytz+4a_n**a‘”
V@ —a=(a—1)+ (kS
2(a—1)+\/m+<a_1>

Simplificando a ultima equacao temos

Va2 —a=(a—1)+ !

i :
2+
vat—a+(a—1)

Observe que o processo se da por substituicoes sucessivas sobre v/a? — a, substi-
)

tuindo novamente, temos

1
Va2 —a=(a—1)+ 7
2+
a—1
a—1)+(a—-1)+
(=14 (0= 1) 4 s
1
va?—a=(a—1)+ i
2+ a—1
2a — 2+
va?—a+ (a—1)
Substituindo novamente, obtemos
1
vat—a=(a—1)+ 1
2+ a—1
20 — 2 + P
a—1)+(a—-1)+
( )+ ) vat—a+(a—1)
1
va?—a=(a—1)+ i
2+
—1
20— 2+ B
2(a—1)
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Simplificando a ultima igualdade, temos
1
va?—a=(a—1)+ : (4.8)
2+ !
vat—a+(a—1)

Observe que na equagao (4.7) a equagao comeca a se repetir, logo trata-se de

20 — 2 +

dizima periddica, com periodo 2,2a — 2, assim temos

Va2 —a=(a—1)+ ! =[a—1;2,2a - 2|.

1
24
24
2a — 2+
|
b b
Exemplo 4.9 Mostre que Va2 +b = a + 5 =a+ K2, % )
204+ ——5— !
2a +

2a+_

com a,b numeros inteiros positivos, tal que b < 2a + 1.

SOLUCAO: Primeiro notemos que a restricao de b se da por querermos va? + b <
V(a4 1)2 =a+ 1, caso contrario, teriamos a parte inteira de va? + b > a. Assim,
temos que [va? +b| = a, entdo a*+b < (a+1)* = a*+b < a®*+2a+1=b < 2a+1.

Seja
N=d?+b=>N-a*=b= (VN)?-a*=b
(VN +a) VN —a) = b

b
VN—a = ——
\/N—ira

VN = a+@

VN = a+m

VN = a+ Zb)
a+m+a

VN = a+ b b
2a+m

47



Resolvendo Problemas CapriTULO 4

Observe que o processo se da por substituicoes sucessivas sobre v N. Através de

substituicoes continuas, obtemos o seguinte resultado

VETb=a+

2a +

Exemplo 4.10 Mostre que se N = a®> +b com b < 2a + 1, Entdo

N + a?
2a

N+ (a+ 1)
2(a+1)

Onde o simbolo = indica uma aproximacao.

,se b<a

VN

12

,se b>a

SOLUGAO: Primeiro note que V N € N, que nao seja um quadrado perfeito, temos
que existem a,b € N tal que N = a? + b, onde a = [V N| e b < 2a + 1.

b
Pelo Exemplo (4.9) temos que va? +b=a+ 2

2a +
2a +

2a +
Podemos particionar essa fracao continua, da seguinte forma:

T b 240 (a*4+b)+a® N+a

Y1 2a 2a 2a 2a

N + a?
20

Pela Proposicao 2.3 temos que VN <
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Observe que

N+a* N+(a+1)?*  N(a+1)+ad*(a+1)—Na—(a+1)%a
2a 2@ +1) 2a(a + 1)

Na+ N+a*>+a®>— Na—a®—2a*>—a
2a(a+1)

N—-a®—a
2a(a+ 1)

a>+b—a*—a
2a(a+1)

b—a

2a(a + 1)

N + a? _ N+ (a+1)>
2a 2(a+1)

Temos entao que, se b < a, entao VN < , tendo entao

N 2
2+a como uma melhor aproximacao para v V.
a
N+(a+1)?? N +a? N + (a +1)?
Se b > a entao, v N < +latl) i ,assimMéuma me-

2atl)  © 2a 2(a+ 1)

lhor aproximacao para vV N.

Note que ambas as equacoes sao validas quando a = b, observe que se

N+a*  N+(a+1)?
2a 2(a+1)

20°+b  20°4+2a+1+b
2a 2(a+1)

4a® + 4a* + 2ab+2b = 4a® + 4a® + 2a + 2ab
b = a
Assim, temos que, se a = b, ambas as formulas geram a mesma aproximacao.

Exemplo 4.11 FEste exercicio, retirado de (3], tem como objetivo calcular a fragao

continua de e. Provando assim que o niumero e € um numero irracional.

49



Resolvendo Problemas

CAPITULO 4

(a) Sao dadas as sequéncias Ay,, By, e Cy, definidas por

1 .m — 1)
A,, :/ r\=y (= ) e’dx
0 m!

Mostrar que para todo m > 1 se cumprem as relagoes

<Z>Am + Bmfl + Cmfl =0
(i9) By + 2m Ay, — Croy =0
(i0) Ay — By + Cop = 0

(b) Dadas as sequéncias {pn,} e {qn} definidas recursivamente como py = qo =

p=1,q¢gq=0c¢

P3m = P3m—1 1+ P3m—2, A3m = 43m—1 1 ¢3m—2

DP3m+1 = 2MP3m + P3m—1, Bm+1 = 2MG3m + @3m—1

P3m42 = P3m+1 T P3m, P3m+2 = Bm+1 + G3m-

Mostrar por inducao que para todo m > 0 se cumprem as relacoes

Am = q3m€ — P3m, Bm = P3m+1 — 3m+1€ € Cm = P3m+2 — {3m+2€.

(¢) Mostre que

Pm

e= lim “% =12;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,---,1,1,2m, - --].

m—r00 qm
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SOLUGAO:

(a)

(1) Primeiro observe, pela regra da cadeia, que se

e™(x—1)"  du  ma™ Mz —1)

m

mx™(x —1)m!

u =

= — =
m/! dx m)!

ZL‘m(ZL' _ 1)m71

m—1 _ m
:>du:<x (x —1) N

(m—1)!

dv=¢e"dr = v=2¢"

Pela Integracao por partes temos

m)!
) dx

(m—1)!

1 ,.m —1)m m(y — 1)m 1 1 m—1 —1)m m(p — 1)m—1
[ gy [ (e e Dy
0 n! m! o Jo (m —1)! (m—1)!
™ —1™ 41 0™O0-—1)™ 1m(1—-1)m
Observe que weﬂﬁ = ( ) ed — ( ) el =0-0=0
m! 0 m! m!
Logo, temos que
1, .m 1)m 1 ,.m-1 —1)m 1, .m — 1)ym-1
/ GG ) e“dx —/ ue”ﬁdx—/ (@ ) e“dr
0 n! 0 (m —1)! 0 (m —1)!
Am = —“Um-1 _Bm—l
Am+Bm—1 +Cm—1 = 0
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SL’m<SL’ o 1)m+1

(77) Seja u = e”, temos que

m!
d m—1 -1 m—+1 1™ —1)m m _1m+1
du w1 et ) e
dx m! m! m!

" Ne—-—1D"™z—-1) , (m+Daz™(z—-1" , 2™(z—1)"(z—1
L T D e ),

A O S L i € B L A G ) L T C N D
I T R TR A R

xT

xm—l@j _ 1)m

m! (m —1)! m! m!

l‘mil(l‘ _ 1)m N
= e — (& (&
m! (m—1)! m!

Desta ultima igualdade temos que

1 12 m(pe _ 1)m 1 ,m-1 —1)m 1 m+1 — 1)
/du _ / ma™(x — 1) emdx_/ uexdﬂ/ e (e 1™
0 0 0 . 0

m!

u} — 2mA, —C, 1+ B,..

{L‘m(ZL‘ _ 1)m+1

xT

Observe que, como u = e, entao u

0-0=0

m)

Logo, B,, +2mA,, — C,,_1 = 0.

(7ii) Este requer apenas manipulagao algébrica, note que
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1, .m —1)m
An+C, = /wem(ljtx—l)dx
0

A+ Cp = /—e””dw
0 m!

Logo, A,, — B, + C,, = 0.
(b) Primeiro note que da igualdade ps;,+1 = 2mps, + P3m—_1, com m = 0 temos,
p1 = p_1 = 1 e da igualdade p3, = p3m_1 + P3m_2, temos para m = 0 que

po=p-1+p-2,logol =1+p_o, assim p_» =0.

Vamos calcular os valores de Agy, By e Cy, lembrando que pg = go = p1 = 1 e

¢1 = 0.

Agy=qe—po=le—1=e—1
Byo=p1—qe=1—-0e=1.

Note que, de psi2 = P3ms1 +P3m param = 0, obtemos po =p1+po=1+1=2

e de ¢3mi2 = G3mi1 + G3m, também para m = 0, obtemos ¢ = q1 +qo =0+ 1= 1.

Co=pr—qpe=2—1le=2—ce.
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Suponhamos que valha para m, vamos provar que as relacoes valem para m + 1.

Pelo item (i), temos que

Am+1
Am+1
Am+1
Am+1

Am+1

= —B,—-0C,

= {3m+3€ — P3m+3

= 43(m+1)€ — P3(m+1)-

Pelo item (i7), também temos que

Berl
Berl
Bm+1

Bm+1

—2(m+ 1) A + Oy

P3(m+1)+1 — 43(m+1)+1€-

Ainda pelo item (i7i), temos

Crnit
Cm+1
Cm+1
Crnit

Bm+1 - Am+1

—(P3m+1 - Q3m+16) -

(p3m+2 - C]3m+26)

—(P3mt1 + Pam+2) + (@3me1 + @am2)e

—2(m + 1)[g3(m+1)€ = P3(m+1)] + P3my2 — @3mi2e€

P3(m+1)+1 — 43(m+1)4+1€ — (Q3(m+1)€ - p3(m+1))

P3(mt1)+1 + P3(mt1) — (Bmi1) 41 + Bony1) e

P3(m+1)+2 — 43(m+1)42€-

2(m + 1)psmt1) + Pamez — [2(m + 1)q30m41) + @3ma2)e

(¢) Primeiramente, pelo corolario 2.1, temos que P12 = Gmi2Pmi1 + Pm-

Note também, pelo item (b), que a recorréncia ps,, = psm—_1 + P3m—_o vale.

Substituindo m+2 por 3m em p,, 1o = AmioPmi1+Pm, Obtemos ps,, = asmP3m_1+

P3m—2. Assim, temos:

P3m = A3mP3m—1 T P3m—2 e
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Logo,
A3mP3m—1 + P3m—2 = DP3m—1 T P3m—2
A3mP3m—-1 = P3m-—1
asm, = 1.

Observe também que,

D3m+1 = A3m+1P3m + P3m—1 e DP3m+1 = 2MP3m + P3m—1-
Logo,
A3m+1P3m + P3m—1 = 2MP3y, + P3m—1
A3m41P3m = 2MpP3m
A3m+1 — 2m.

E também, que

DP3m+2 = A3m+2P3m+1 + D3m e DP3m+2 = DP3m+1 T P3m-
Logo,
A3m+203m+1 T P3m = P3m+1 + D3m
A3m+2P3m+1 = DP3m+1
a3m+2 = 1.

~ . ~ D
Observe que os valores de as,, Gsmi1 € A3mie sa0 oriundos da fracio == =
m
[ag; ai, as, - - -]. Que mais adiante sera verificado que se trata da fracao continua de

e.

Formando uma tabela para encontrar os valores de as,,, @311 € agmio, Obtemos

os seguintes resultados.

m=0lm=1|m=2m=3|m=4|m=5|m=6
a3m 1 1 1 1 1 1 1
A3m41 0 2 4 6 8 10 12
A3m42 1 1 1 1 1 1 1
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Note, ainda que, pelo corolario 2.1, que

lim @ = [1;07171727171747171767”. ’171727”,"']-

m—o0 qm

Observe que,

1;0,1,1,2,1,1,4,1,1,6,--- ,1,1,2m,---] =[2;1,2,1,1,4,1,1,6,--- ,1,1,2m, - - -].

Para ficar mais facil a compreensao, lembre do seguinte fato:

S

Assim, temos

1 1
1+ 1 =1+ 1 =141+ T
0+ 1+
T T 2+
1+71 1+71 -
1 1
+2+ +2+
N +1—|— !
2+
1
Nesse caso o ¢ =1+ 1
1+

2+

Agora vamos mostrar que lim,, . p—m, para todo m > 0, é igual a e. Para
m

. T N ~ N P3m
isso, vamos dividir a sequéncia em trés outras subsequéncias, sendo elas, < — &,
q3m

{IM} e {IM} Observe que os nimeros da forma 3m, 3m + 1 e 3m + 2
d3m+1 d3m+2
formam todos os nimeros naturais. Do item (b) temos,

Am:(J3m€—p3m:>—:e—p—3 = lim — =e¢ — lim P3m
q3m q3m m—00 (3, m—00 (I3m
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Pam

Note que, hmm—)oo —= = 0, IOgO hmm—)oo — =
3m q3m
b . B ,
Bm = P3m+1 — 43m+1€ = mo_ P3m+1 —e= lim m__ lim P3m+1 .
q3m+1 q3m+1 M—00 (311 M=% (311
. ) L
Note que, lim,, oo —— = 0, logo lim,_e Pami1 _ |
d3m+1 3m1
& 2 . C ) )
Cm = P3m+2 — (3m+2€ = moo_ P3m+ —e= lim m__ lim P3m+ .
q3m+2 q3m+2 m—00 (J3,,49 M—00 (3,42
Note que, lim,, oo —— = 0, logo lim,, e Psmt2 _ e
d3m+2 q3m+2
B, c,,

Note ainda que lim,, oo — = 0, lim,,—_0o =0 e lim,,_o0 =0 se

q3m q3m+1 q3m+2
cumprem pois verifica-se de forma facil que os |A,,|, |B,,| e |Cy,| sdo uniformemente
limitados e que lim,, o ¢, = +00.

Concluimos assim, que

e= lim 2% = [2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,---,1,1,2m, - -].

m—r00 qm

Com esse resultado, temos uma demonstracao formal da irracionalidade do nu-

mero e, pois possui uma fracao continua finita.

=

1+
2

Exemplo 4.12 Mostre que ¢ = =[1;1,1,1,1,---].

SOLUGAO: Primeiro note que o niimero ¢ é a representacao da proporcao aurea,
1
entao ele é definido por 5 = %, disso temos a seguinte equacio ¢> — ¢ — 1 = 0.

1++5 1-5
5 =5

Resolvendo a equagao temos ¢, =

Por outro lado, observe que o = [1;1,1,1,1,---] = [1; o] entao temos

1 2
a=1+—-—=a"—-a-1=0
o

1 5 1—+5
Assim, temos que a; = +2\/7 e g = 2\/_. Note que a > 0, pois todos
1 )
os a; > 0 para todo j > 0, temos que o = +2\/_. Pela proposicao 2.5, que diz
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1+V5
Y

que a representacao de « irracional é tinica, entao temos que o = ¢ =

[1:1,1,1,1,---].

Esse resultado é importante, pois prova a irracionalidade do nimero ¢. Por

possuir uma fracao continua infinita.

Exemplo 4.13 Um relojoeiro pretende fazer um jogo com duas rodas dentadas para
um reldgio, sendo que a razao entre as quantidades de dentes deve ser /2. Se as
rodas dentadas nao podem ter mais de 20 dentes, determine a melhor op¢ao para a

quantidade de dentes, para que a razao seja melhor aprorimada.

- 1
SOLUCAO: Pelo exemplo 4.4 temos que v2 = V12 +1 = 1+ i
2+
24 !
2+
37 17 41 '
Entéo a sequéncia de reduzidas, pelo teorema 2.1, de v/2 ¢é, 1, 25 12° 29’ observe

que o nimero de dentes deve ser inferior a 20, logo o niimero de dentes que as

rodas devem conter é 17 e 12. Observe que a razio que se queria era v/2 = 1,41 e
17

— =~ 1,41.
12
Exemplo 4.14 Determine boas aprorimacoes racionais de m sabendo que

T=1[3;7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2, 1, - - -].

SoLucAo: Utilizaremos a proposicao 2.1 para resolver esse problema.

Note que m = 3 é a primeira convergente de w. A sequéncia foi “quebrada ” em

. - . X
ap, assim temos um convergente par, pela proposicao 2.3, entao — = 3 < 7.

Yo
“ b A : ~Y 2
Se “quebrarmos ” a sequéncia em a; = 7, obtemos ™ = 3 + = Obtemos
, . T 22
um convergente impar, assim, — = = > .
Y1

28



Resolvendo Problemas CapriTULO 4

No proximo “quebraremos “em a, = 15, obtendo um convergente par. Obtendo,

1 15 333 x 333
™= 34 . T =3+ 106 = 106" Temos também que y—z = 106 < m. Seguindo
15
com esse raciocinio podemos encontrar as demais convergentes de 7, tao proximas

quanto se queira.

Logo abaixo, tem-se uma tabela com os primeiros convergentes de 7.

m=0lm=1|m=2m=3| m=4 | m=5| m=26
T 3 22 333 355 103993 | 104348 | 208341
Ym 1 7 106 113 33102 | 33215 | 66317
ZTm 3 22 333 355 103993 104348 208341
Ym 1 7 106 113 33102 33215 66317

99



Referéncias Bibliograficas

[1] Pommer, W.M. Fra¢oes Continuas no Ensino Médio?. Seminario de Ensino

de Matematica. Sao Paulo: FEUSP,2009.

[2] Pommer, W.M. O uso de Fragoes Continuas como Tema Articulador no

Ensino Médio. Revista Eletronica de Matematica, 2013.

[3] Martinez, Fabio Brochero; et al. Teoria dos Nimeros: Um Passeio com

Primos e outros Numeros Familiares pelo Mundo Inteiro. Rio de Janeiro:

IMPA,2013.

[4] Moeira, C.G.T.de.A. Frag¢oes Continuas, Representagoes de Nimeros e
Aproximacgoes Diofantinas. 1° Coloquio da Regiao Sudeste: IMPA, 2013.

[5] Nascimento, A.M. Fragoes Continuas e aplicagcées no Ensino Médio. Traba-

lho de conclusao de Curso de Mestrado. Goiania, 2013.

|6] Hefez, A. Inicia¢ao a Aritmética. Trabalho de Conclusao de Curso de Mes-
trado. Nitero6i, 2009. p.53-55.

[7] Silva. A.S. Um Estudo Sobre Aplicagio do Algoritmo de Euclides. Niteroi,
2009. p.30.

[8] Santos. T.V.B.dos. A transforma¢ao de Gauus. Trabalho de Conclusao de
Curso de Mestrado. Sao Carlos-SP, 2010.

[9] Pommer, C.P.C.R Numeros Racionais: Uma Perspectiva Envolvendo as
Fragoes Continuas. V Seminario de Educacgao Matematica. Nova Andradina,

Agosto, 2013

60



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[10] Lima, M. A.F.de. Fra¢oes Continuas que Correspondem a Séries de Poténcias
em dois Pontos. Trabalho de Conclusao de Curso de Mestrado. Sao José do Rio

Preto-SP,2010.

[11] Silva, R.P.da. Intersecao de Numeros Geométricos Via Equacao de Pell. Tra-
balho de Conclusao de Curso de Mestrado. Catalao-GO,2015.

[12] Mollin, R.A. Fragoes Continuas e Palindromia. Mateméatica Universitaria

n°26/27. Universidade de Calgary-Canad4,1999. p.29-47.

[13] Moreira, C.G.T.de.A. Fracoes Continuas, Representacoes de Nimeros e
Aproximacoes Diofantinas. 1° Coloquio da Regiao Sudeste,2011.

[14] Diaz, L.J. e Jorge, D.de.R. Uma Introdu¢ao aos Sistemas Dindmicos via

Fragoes Continuas. 26° Coloquio Brasileiro de Matematica. Rio de Janeiro,

2007.

[15] Santos, J.B. e Camara, M.A.da. Ezpansao de fungioes em fra¢oes continuas.

Congresso de Matematica Aplicada e Computacional. Uberlandia-MG,2011.

61





