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Resumo

Mostrarei nesta dissertacao as recorréncias lineares comecando com um breve
comentario histérico sobre os principais autores de alguns problemas de recorréncias
lineares. Analisarei sequéncias elementares, formulas posicionais, métodos recursi-
vos, progressoes aritméticas e geométricas. Posteriormente, diferenciarei o que sao
relacoes de recorréncias e equagoes de recorréncias seguindo com a explicacao da
solucao de uma recorréncia, exposta em alguns exemplos e também as defini¢oes de
recorréncias de primeira e segunda ordens com suas classificacoes. Logo apos dis-
correrei, brevemente, a respeito de alguns tipos de recorréncias de terceira ordem e
veremos também algumas generalizagoes para ordem superior. Tratarei, finalizando
neste trabalho, aplicagbes das recorréncias utilizando as fundamentagoes referidas
anteriormente e problemas envolvendo combinatoria.

Palavras-chave: Matematica Discreta, Ensino Béasico, Sequéncias, Recorrén-
cias, Aplicagoes.
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Abstract

I show this thesis linear recurrences starting with a brief historical review of the
main authors of some problems of linear recurrences. Analyze elementary sequen-
ces, positional formulas, recursive methods, arithmetic and geometric progressions.
Later, T will distinguish what are relations of relapses and recurrences following
equations with the explanation of the solution of a recurrence, exposed in some ins-
tances and also the first recurrence settings and second orders with their ratings.
Soon after I’ll discuss briefly the respect of some types of third-order recurrences and
also see some generalizations to higher order. Treat, finishing this work, applicati-
ons of recurrences using the foundations mentioned above and problems involving
combinatorial.

Keywords: Discrete Mathematics, Basic Education, Sequences, recurrences,
Applications.
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Introducao

No que tange & importancia do tema, as sequéncias sao fundamentais no ensino
médio e & despeito de ser muito limitado o ensino de recorréncias nas séries finais
e ensino médio, acreditamos que este assunto precisa ser mais difundido no ensino
bésico e superior.

Pouco é discutido ou praticamente nada sobre relagoes de recorréncias e equagoes
de recorréncias, apenas progressoes aritmética e geométrica. Alguns tipos de sequén-
cias e problemas matemaéticos de dificil resolucao poderiam apoiar sua resolucao no
método recursivo. E pensando assim que esse método se torna imprescindivel diante
da necessidade de criar formulas que resolvem partes de problemas de contagem e
iteracoes aplicadas em diversas areas do ensino da matematica, especialmente nas
dedugoes de formulas e a descoberta de varios métodos onde encontramos recursos
didaticos para resolucao com clareza.

Acreditamos, como ja falamos antes, ser importante estudar no ensino béasico
este tema rico e continuar no ensino de graduacao para facilitar as aplicagoes de
algumas formulas, visto nos assuntos como, sequéncias, as mais diversas, progressoes
e problemas combinatérios, bem como nas aplicagcoes em problemas complexos de
dificil resolucao.

No primeiro capitulo mostraremos alguns tipos elementares de sequéncias com
suas defini¢oes, propriedades validas para sequéncias em geral.

No segundo capitulo faremos um breve comentario historico sobre recorréncias
lineares com algumas aplicacoes e seus respectivos criadores, trataremos de relacoes
de recorréncias, equagoes de recorréncias e classificaremos as relagoes de recorréncias
destacando suas ordens, se homogénea ou nao.

Ampliaremos em seguida a discussao sobre recorréncias lineares de ordens milti-
plas, no que tange ao estudo de alguns tipos de recorréncias de ordem 3, destacando
também suas propriedades e relacionando com a generalizacao em recorréncias de
ordem k.

No ultimo capitulo deixaremos especialmente para as aplicacoes das recorréncias
lineares, em destaque aos trés famosos problemas. As aplicacoes da torre de Hanoi -
Edouard Lucas, das multiplicacoes dos coelhos - Séries de Fibonacci e do salva-
mento em uma embarcacgao - Flavius Josephus. Mostraremos também na apresen-
tacao deste trabalho que é possivel inovar pedagogicamente o ensino-aprendizagem

xii



de temas relacionados a Recorréncias, fazendo uso de materiais concretos, recur-
sos computacionais de roboética, como novas ferramentas tecnologicas na escola ou
universidade.

Enfim, é de suma importancia reforcar o conhecimento, tanto na pratica como
na teoria, sobre esse assunto tao envolvente na matemética discreta e por isso tra-
taremos de mostrar com muito afinco neste esforcado trabalho que no ensejo apre-
sentamos.
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Capitulo 1

Sequéncias Elementares

1.1 Um breve comentario historico

Muitas sequéncias importantes sao definidas recursivamente, fornecendo-se ini-
cialmente uma féormula que determina os demais termos a partir dos termos que os
precedem. Essa formula é chamada de recorréncia. A formulacao de relagoes de
recorréncias é um recurso forte e verséatil na resolucao de problemas combinatorios
e muitos algoritmos sao baseados em relagoes recorrentes, parte destes problemas
considerados dificeis & primeira mao sao claramente resolvidos por esta técnica. Este
tema é muito util também em pesquisas e na vida, como a recursao que ocorre no
dominio visual, do trabalho de M.C.Escher e também presente nos fractais presenci-
ados por Mandelbrot como mostram as figuras abaixo. ( Veja as figuras em: Drawing
Hands - Escher M.C. - WikiArt.org www.wikiart.org Drawing Hands - Escher M.C.
e Os Fractais | Teoria da Conspiragdo www.deldebbio.com.br)

Figura 1.1: Drawing Hands de
M.C.Escher Figura 1.2: Conjunto Fractais Mandelbrot



1.1. UM BREVE COMENTARIO HISTORICO

Em se tratando deste importante recurso, destacaremos trés famosas aplicagoes,
dentre as demais que estudaremos mais adiante, com seus respectivos autores.

Nas aplicagoes de Recorréncias Lineares temos a famosa torre de Hanoi, este
jogo foi inventado pelo matematico francés Edouard Lucas (1842—1891) inspirado
numa lenda Hindu, em 1883. O nome do jogo surgiu do simbolo da cidade de Hanoi,
no Vietna. Existem varias lendas a respeito da origem do jogo, a mais conhecida
diz respeito a um templo Benares, situado no centro do Universo. Diz-se que um ser
superior, supostamente, havia criado uma torre com 64 discos de ouro e mais duas
estacas equilibradas sobre uma plataforma. Essa divindade ordenara aos monges que
movessem todos os discos de uma estaca para outra segundo as suas instrugoes. As
regras eram simples: apenas um disco podia ser movido de cada vez e nunca um disco
maior deveria ficar por cima de um disco menor. Segundo a lenda, quando todos os
discos fossem transferidos de uma estaca para a outra, o templo desmoronar-se-ia e
o mundo desapareceria. Dessa forma criava-se um novo mundo, o mundo de Hanoi.
Esse comentario histérico podemos ver com mais detalhes na referéncia [L0].

Fibonacci, filho de Bonaccio, (1175 — 1250), segundo alguns estudiosos, foi o
matematico mais talentoso da Idade Média. Natural de Pisa, Italia, era também co-
nhecido como Leonardo de pisa ou Leonardo Pisano. As atividades mercantis de seu
pai, além da propria vocagao comercial da cidade, favoreceram a Leonardo a oportu-
nidade de estudar fora da Italia e de viajar entrando em contato com o pensamento
matematico arabe e do oriente. Em seu livro Liber Abaci, publicado em 1202 assim
que retornou de suas viagens, Fibonacci defendeu com vigor a adocao do sistema de
numeracio indo-arabico em lugar dos algarismos romanos entdo utilizados. E neste
mesmo livro que encontramos, entre outros, o problema que deu origem a famosa
sequéncia. Quantos pares de coelhos serao produzidos num ano, a partir de um
unico casal, se cada casal procria a cada més um novo casal que se torna produtivo
depois de dois meses? A questao é fascinante tanto por sua aparente simplicidade
como pela multiplicidade de formas em que pode ser apresentada. Mais informacdes
sobre Fibonacci vide [L1].

Vemos também na matemética discreta um exemplo famoso de recorréncia, atri-
buido a Flavius Josephus, um famoso historiador do primeiro século, que durante
a guerra Judaica, se encontrava entre um bando de 41 judeus rebeldes encurralados
pelos romanos em uma caverna. Sem chance de fuga o grupo decide pela morte
ao invés do aprisionamento, os rebeldes formam um circulo e comecariam a partir
de certo ponto pular duas pessoas e a matar a terceira pessoa numa direcao fixa,
a eliminacao procede em torno do circulo que ird se tornando menor conforme as
pessoas mortas sao removidas, até nao restar alguém vivo. Conta a lenda que gra-
cas ao talento matemaético de Josephus, o mesmo conseguiu escapar desta tolice do
suicidio quando encontrou o local no circulo inicial e quem seria o tltimo a escapar.
Flavius Josephus atribui em sua biografia que devido a sorte ou a mao de Deus, ele
e outro homem resolveram se entregar aos romanos, fato que inclui uma variagao no



1.2. FORMULAS POSICIONAIS E METODOS RECURSIVOS

problema, uma vez que historiadores consideram o tal homem como um camplice
de Josephus, como a morte era administrada pela proxima escolha na fila, a forma
de Josephus evitar o ato de assassinar um colega implica que ele colocou alguém de
comum acordo para se render na pentltima posi¢ao. Vide referécia bibliografica [12].
Esses problemas fascinantes que estao neste breve comentario historico, e outros nao
menos importantes, serao analisados detalhadamente no dltimo capitulo do estudo
das relagoes de recorréncias lineares desta dissertagao.

1.2 Formulas Posicionais e Métodos Recursivos

Uma sequéncia (infinita) de nimeros reais é uma lista de infinitos nimeros re-
ais (a1, as,as,...), ou seja, uma sequéncia de nimeros na qual identificamos quem
¢ o primeiro numero da sequéncia, o segundo, quem é o terceiro, e assim sucessi-
vamente. Vamos denotar uma sequéncia infinita como acima citada por (ay)g=1 ou
simplesmente por (ay).

Ja uma sequéncia (finita) de nimeros reais, isto é, uma sequéncia ordenada finita
(ay,as,as, ...,a,) de nimeros, analogamente as sequéncias infinitas, identificamos
quem é o primeiro nimero da sequéncia, o segundo, quem é o terceiro, e assim por
diante até o utimo termo a,. Também podemos denotar uma sequéncia finita como
vimos imediatamente por (ax)i<k<n, Ou simplesmente por (ax), esta tltima forma
serd por conveniéncia a notacao adotada neste trabalho, onde a; é o k° termo da
sequéncia.

Neste capitulo vamos mostrar alguns tipos elementares de sequéncias com suas
defini¢oes, propriedades validas para sequéncias em geral. Quando a sequéncia for
finita tomaremos o cuidado de diferencia-la para nao confundi com sequéncias infi-
nitas.

Dizemos que a sequéncia (ai) com k > 1 esta definida por uma férmula posicional
se os valores de a; € R forem dados por uma férmula que depende explicitamente
da posicao k. Para melhor entender vamos observar o exemplo a seguir.

Exemplo 1.1 A sequéncia (a) dos quadrados perfeitos é a sequéncia (12,22, 32, ...).
Portanto temos a; = 12, as = 2%, as = 32 e, mais geralmente, a, = k* para k > 1
mnteiro.

Observacao 1.1 Em alguns casos, para simplificar a formula posicional que define
0s valores dos termos da sequéncia, € interessante pensar nas sequéncias definidas
por formulas posicionais comecando pelo indice k = 0. Por exemplo, a sequéncia
das poténcias inteiras nao negativas de 2, (1,2,4,8,...), pode ser tanto representada
pela sequéncia de termo geral aj, = 2871 com k > 1 quanto pela sequéncia de termo
geral by, = 2F com k > 0. Note que a tltima formula € ligeiramente mais simples
que a anterior.



1.3. PROGRESSOES ARITMETICAS

Outro procedimento utilizado para definir uma sequéncia é o método recursivo
que consiste em definir uma sequéncia em que cada termo, a partir de um certo
indice kg, é obtido através dos termos anteriores a ele. Este método faz parte do
estudo das recorréncias que sera abordado com detalhes no capitulo P| Vejamos um
exemplo.

Exemplo 1.2 Considere a sequéncia (ay) com k > 1 definida por a; =2, ag =5 e
ap = 2ap_1 — ax_o, Yk >=3. (1.1)
Fazendo k£ = 3 na relagao acima, obtemos
as = 2a9 —a; = 2.5 —2=2§;
e fazendo k = 4, obtemos
ay = 2a3 —as = 2.8 —5 =11,

e assim sucessivamente. A relacao ( ¢ uma relagao recursiva satisfeita pela
sequéncia (ag) com k > 1. Note que cada termo é calculado em func¢ao dos dois
termos imediatamente anteriores a ele. Assim, o conhecimento dos dois primeiros
termos a; = 2, ay = 5 permite calcular todos os demais termos da sequéncia.

Uma pergunta interessante é a seguinte: é possivel obter uma férmula posicional
que defina a sequéncia acima? A resposta é positiva e sera dada no proximo capitulo.
Vale destacar também que o método recursivo é muito utilizado nas resolucoes de
problemas utilizando as iteragoes.

Agora, vamos passar ao estudo de dois tipos especiais de sequéncias que sao vistas
no ensino médio brasileiro, as chamadas progressoes aritméticas (PA) e progressoes
geométricas (PG).

1.3 Progressoes Aritméticas

Continuaremos o estudo de sequéncias elementares definindo e discutindo as
progressoes aritméticas.

Definigao 1.1 Uma sequéncia (a) com k > 1 de nimeros reais é uma progressao
aritmética PA se existir um nimero real r tal que a equac¢ao recursiva

Ap4+1 = Qg + 7 (12)

seja satisfeita para todo inteiro k > 1.



1.3. PROGRESSOES ARITMETICAS

O ntimero real r chama-se razao da PA, ela é a diferenca comum entre dois
termos consecutivos, além disso para que uma PA seja completamente determinada
é preciso conhecer, além de sua razao r, também seu termo inicial a;.

E comum ver no dia-dia situacdes e problemas com grandezas que sofrem aumen-
tos iguais em intervalos de tempos iguais. Vejamos dois exemplos que representam
tais situacoes.

Exemplo 1.3 Uma determinada indistria comegou em janeiro de 2015 sua produ-
cao mensal de 10000 toneladas e forneceu comddites agriculas ao governo brasileiro.
Com a alta demanda, ela aumentou em 10000 toneladas por més sua producao du-
rante todo ano de 2015. Encontremos uma formula recursiva que determine uma
PA tendo como termo inicial ay e razao .

Solugao: Analisando as informagoes acima, temos que se em janeiro de 2015 a
producao de comodites desta indistria foi de 10000 toneladas, logo em seguida,
obedecendo a regra estabelecida, em fevereiro essa producao foi de 20000 toneladas,
em marco seguindo a mesma ordem, foi de 30000 toneladas.

Portanto a sequéncia (ax) com k > 1, onde a; = 10000 cuja a formula recursiva
é dada por ap1 = ax + 10000 para k > 1 é uma PA de termo inicial a; = 10000 e
razao r = 10000. o

Exemplo 1.4 Carlos estabeleceu uma meta para o ano de 2016 e como havia em
2015 economizado 1000 reais, precisava continuar poupando, pois a crise econdémica
no Brasil estava lhe ensinando a poupar. A partir do acumulado em 2015 as eco-
nomias de Carlos que em tese crescerd todo més 200 reais, mostrard uma formula
recursiva que determinard uma PA tendo como termo inicial ay e a razao r.

Solucgao: Vemos que se em 2015 Carlos economizou 1000 reais, em janeiro de 2016
ficara com 1200, em fevereiro, conforme a mesma ordem, terd economizado 1400
reais e assim por diante. Logo temos a sequéncia (a;) com k > 1, onde a; = 1000 e
a formula recursiva é dada por axy; = ax + 200 para k > 1. Esta féormula determina
uma PA cujo termo inicial é a; = 1000 e razao r = 200. o

Note que se nos dois exemplos tltimos exemplos tivéssemos apenas agi1 = ap +
10000 para k > 1 e axr1 = ar+200 para k > 1, respectivamente, essas equagoes nao
caracterizariam progressoes aritméticas, pois nao seria possivel identificar o valor do
primeiro termo em cada uma delas, isto é, conhecer o termo inicial a;.

A proposicao a seguir trata de outra caracterizagdo recursiva muito util para
PA’s.

Proposicao 1.1 Uma sequéncia (ay) com k > 1 de nimeros reais é uma PA, se e
S0 se,

[070)) + ap = 2ak+1,Vk = 1. (13)
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Demonstracao: Por defini¢ao, a sequéncia é uma PA, se e s6 se, as—a; = a3—ay =
..., isto €, se e sO se, para todo k£ > 1 inteiro, tivermos agio — Gxy1 = Gpir1 — Ak, qUE
¢ uma maneira equivalente de escrevermos ([L.3). m

Alguns resultados que veremos a seguir tratam de propriedades de uma PA, eles
enunciam principalmente como obter uma férmula posicional para os termos desta

PA.
Proposicao 1.2 Se (ax) com k > 1 é uma PA de razao r, entao

(a) ar = ay + (k — 1)r, para todo k > 1.

(b) a1+ as + ... + a, = m, para todo k > 1

Demonstracao:
(a) O diagrama

+r +r +r +r +r
ay 5) as T a—1 ay

mostra que para chegar a a a partir de a;, sao necessarios k — 1 passos, onde cada
avanco equivale a somar r a um termo. Portanto, para obter a; devemos somar, ao
todo, (kK — 1)r a ay, de forma que ay, = a; + (k — 1)r.

(b) A partir do diagrama

+r +r +r -r —-r —r
ay a2 as T ag—2 k-1 ak

temos dai que

a; +ag = (ag — 1) + (ag_1 + 1) = as + ag_1,
(05} + Ap_1 = (ag — 7“) + (ak_z + 7“) = as + Af—2,

as -+ Qp_9 = (CL4 — 7’) + (ak_3 + T) = a4 + ar—3,

Portanto, sendo S = a; + as + ... + a, temos

25 = 2(ay +as+asz+ ... + a2+ ag_1 + ax)
= (a1 +ag) + (ag + ag—1) + (ag + ag_2) + ... + (ar + a)
= (a1 +ag)+ (a1 +ag) + (a1 + ar) + ...+ (a1 + ax)

. S

-~

k parcelas

= k(a1 + ak),
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e concluimos que
k(al + ak)
2 )
donde temos a soma dos n primeiros termos em uma progressao aritmética. m
As formulas dos itens (a) e (b) da proposigao [L.2]sdo conhecidas como formula
do termo geral e a formula para a soma dos n primeiros termos de uma
PA, respectivamente.

S:

Exemplo 1.5 Calcular a soma dos k primeiros inteiros positivos impares.

Solucao: Observe que a sequéncia dos inteiros positivos impares é 1,3,5,7,..., é
uma PA de razdo 2. Logo pela proposi¢ao [1.2](a), o k-ésimo inteiro positivo &

J& a soma dos k primeiros inteiros positivos impares é obtida através da propo-

sigao [1.2](b), ou seja I
Sk = [ +(2 _ )]:kQ.

Exemplo 1.6 Considere a sequéncia (ay) com k > 1 dada por a; =1 e seja

Qy,
1+ 26Lk

Qg1 —
para todo k > 1 inteiro. Calcular ai em funcgao de k.

Solugao: Como todos os termos da sequéncia sao positivos, podemos definir a
sequéncia (bg) com k > 1, fazendo by = i Assim verificamos que

1 1+2 1
e L S Y S
Qgy1 ag ay

b1 =

logo, (bg) com k > 1 é uma PA com termo inicial b; = % =1 e razao 2.

No entanto esta PA é similar a PA do exemplo anterior em que os termos sao
inteiros positivos impares, onde vimos que b, = 2k — 1 para todo k£ > 1.

Dai temos que,

1
ay = — = .
b 2k—1
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1.4 Progressoes Geométricas

Veremos nesta secao outra classe bastante ttil de sequéncias formada pelas pro-
gressoes geomeétricas.

Definigao 1.2 Uma sequéncia (a) com k > 1 de nimeros reais é uma progressao
geométrica (PG) se existir um nimero real q tal que a formula recursiva

Ak41 = (-Qg (1.4)
seja satisfeita para todo inteiro k > 1.

Semelhante as PA’s, o nimero real ¢ que aparece na definicao de PG é a razao
da mesma. Observemos que:

Se ¢ = 0, entao a = 0 para todo k > 1. Se por outro lado ¢ = 1, entao axy; = ax
para todo k£ > 1.

Assim, uma PG (ax) com k > 1 s6 serd completamente determinada se dela
conhecermos o primeiro termo a; e a razao q.

Para nossa compreensao sobre PG veremos adiante algumas proposicoes e suas
demonstragoes.

Proposicao 1.3 Sejam q e a reais positivos e n natural. Temos que
(a) Se 0 < q <1, entao a sequéncia (a,) de termo geral a, = aq™ é decrescente.

(b) Se q>1, entao a mesma sequéncia (a,) € crescente.

Demonstracao:
(a) Como ¢ e a sao positivos, multiplicando por ag ambos os membros sendo ¢ < 1,
obtemos

aq® < aq,

multiplicando novamente por ¢, segue
ag® < ag?,

e dai
3 2
aq® < aq” < aq.

Continuando, chegamos ao resultado almejado, ou seja;
<6Lq4 <0Lq3 <aq2<aq,

logo, a sequéncia (a,) de termo geral a,, = aq™ é decrescente.
)

8



1.4. PROGRESSOES GEOMETRICAS

Em seguida temos que (b), identicamente ao item (a), como a e ¢ sdo positivos,
multiplicamos por aqg ambos os membros, ¢ > 1, obtemos

aq® > aq,
multiplicando novamente por ¢, segue
ag® > ag?,
e dai
3 2
aq’ > aq” > aq.

Continuando, chegamos ao resultado desejado, ou seja;
o> aqt > ag® > ag® > aq,

logo, a sequéncia (a,) de termo geral a, = ag"™ é crescente. =
Em seguida, veremos na proposicao outra caracterizacao recursiva tutil para a
maioria das PG’s.

Proposicao 1.4 Uma sequéncia (ax) com k > 1 de nimeros reais nao nulos é uma
PG se e so se

Qproty = apyq, Vh > 1. (1.5)

Demonstracao: A sequéncia é uma P.G de razao ¢, por definicao, se e so se

a2 as Q4
—_— = — T —— T/ e e e — q’
aq a9 as

ou seja, se e so6 se, para todo k > 1 inteiro, tivermos

Ak+2 Qg+l

AR+1 ag

que é uma maneira parecida de escrever ([1.5). m
Agora, seguindo a mesma logica do estudo das PA’s, o resultado a seguir trara
as formulas para o termo geral e para a soma de k primeiros termos de uma PG.

Proposicao 1.5 Se (a;) com k > 1 é uma PG de razdo q, entdo:

(a) a = a1.q*7, para todo k > 1.

(b) Se q #1, entao a; + as + ... + ar = a1 (q::ll), para todo k > 1.
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Demonstragao:
(a) No diagrama

.q .q .q -q -q
a a2 a3 s Ar—1 Qg

para chegar a a; a partir de aq, é preciso kK — 1 passos, onde cada passo se resume
a multiplicar um termo por ¢. Portanto, temos de multiplicar a; por ¢ um total de
k — 1 vezes, e dai

ap = al.qkfl.

(b) Denotamos por Sy a soma desejada, temos que, S, = ay + as + ... + ay, segue
entao de ([1.4) que
qSy = qlar +as+as+ ...+ ap_o + ar_1 + ai)
= qai +qaz +qaz+ ...+ (qag—1 + qag—2 + qag
= aytaz+ ..+ ax_1+ ar+ Qpy1.

logo, subtraindo a expressdo desenvolvida acima por (S) temos,

(q—=1)Sk = Sk — Sk

(ag +az+ ...+ ap +agy1) — (a1 +as + ... + ag)
(ag +asz+ ...+ ag) + agy1 — a1 — (ag + ... + ag)
= (ag+az+...+ag) — (ag+ ... + ar) + a1 —

= Qk+1 — A1.

Agora dividimos ambos os membros da igualdade (¢ — 1)S, = a1 — a3 por ¢ — 1.

Dai temos i .
g, — eyl — a1 1" — a1 ai(¢” —1)

qg—1 qg—1 qg—1
como queremos demonstrar. ®

)

Exemplo 1.7 Diz a lenda que o inventor do xadrez pediu como recompensa 1 grao
de trigo pela primeira casa, 2 graos pela sequnda, 4 pela terceira e assim por diante,
sempre dobrando a quantidade a cada casa nova. Calculemos entao a recompensa
do inventor do zradrez:

Solugao: Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas, o nimero de graos pedidos
pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos da progressao geométrica
1,2,4,.... O valor dessa soma, é

l—qk_11—264:264

= —1.
1—gq 1-2

Sk:al

10
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Calculando, obtemos 18446744073709551615.

Exemplo 1.8 Considere a soma da PG infinita 0,3 + 0,03 + 0,003 + ... em que
lq| < 1.

Solugao: Com base neste exemplo vamos encontrar uma féormula para a soma de
uma PG infinita. Observe que a; = 0,3 e ¢ = 0, 1, logo substituindo na féormula da
soma dos termos de uma PG finita, temos

S_ak.q—al_ak.0,1—0,3_3—ak
P og-1  o0,1-1 9

Dai segue, quando k = 2, entao

3—ay 3—0,03
Sy = = — =0, 33.
2 9 9 ’

Quando k£ = 3, entao

3—as 3—0,003

S, = = =0, 333.
3 9 9 3
Quando k£ = 4, entao
3—as 3—0,0003
S, = = . =0, 3333.
4 9 9 3
Quando k£ = 5, entao
3— 3 — 0,00003
Gy =2 _ ) — 0, 33333.

9 9

Podemos ver que quanto maior for a quantidade de termos da PG, mais proximo
de zero se torna ay, isto é 3 — a;, fica mais proximo de 3, concluimoos, portanto que
a soma dos infinitos termos dessa PG é a dizima periddica 0, 33333... = % De modo
geral, a soma dos termos de uma PG infinita é dada por
ai

5= Jim Sk =

isto é,

O

Ainda nos referindo a PG como soma infinita, temos no exemplo abaixo a seguinte
situacao-problema:

11
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Exemplo 1.9 Suponha que um atleta em um treino de Corrida deva correr 1 km.
Inicialmente ele corre metade dessa distancia, isto €, % km; em seguida ele corre
metade da distincia que falta, isto €, %1 km; depois metade da distincia restante,
1sto €, % km, e assim por diante. Depois de n etapas, quantos metros terd corrido
esse atleta?

Solucgao: Resolvendo esse problema, vemos que o atleta ter& percorrido,

= + = + ! + ...+ ! k
sty Tgt—tm km
Se k for grande, essa soma serd aproximadamente igual a 1 km e dai calculamos

a soma da progressao geométrica

s=L Ll 1y
2 4 8 16 7
Temos entao que
1
s=-1 __2 _
O que converge para o valor ja esperado de 1 km. o

Exemplo 1.10 Seja (ax) com k > 1 uma PA de nimeros naturais de razao r > 0,
e (by) com k > 1 uma PG de nimeros reais nao nulos de razio q. Considere a
sequéncia (cg) com k > 1 tal que ¢ = b,, para todo k > 1 inteiro. Provar que (cy)
comk >1 € uma P.G de razao q".

Solugao: Para provar que a razdo entre dois termos consecutivos da sequéncia (cx)
com k > 1 é sempre igual a ¢", basta mostrar que

-1
Chp1  bagy,  big®H
Ck ba, bigu—t

— A4%+1—Ak — T
=q =q.

Exemplo 1.11 Calcular o valor da soma
214 7.3+12.3> +17.3° + ... +-497.3% + 502.3'%,

onde, da esquerda para a direita, a k* parcela € igual ao produto do k° termo da PA
(2,7,12,...,502) pelo k° termo da PG (1,3,32,...,31%9).

12
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Solugao: Seguindo o mesmo raciocinio da demonstracao, denotamos por Sj a soma
pedida e como 3 é a razao da PG, calculamos dai o valor de 3.5,. Portanto,

39, =2.3+7.324+12.3% 4+ 17.3* + ... + 497.3190 4 502.3101,

Logo,
25, = 35, — Sk
= (502.3" —2) =53+ 3% + 3%+ 3"+ ... +3'%)
5
= (502.3"" —2) — 5(3101 - 3),

utilizando a formula da proposicio [L.5](b) e calculando, temos

1
Z(999.3101 + 11).

13



Capitulo 2

Recorréncias

2.1 Relacoes de recorréncias, equacoes de recorrén-
cias

Relacao de recorréncia é uma técnica matematica que permite definir sequéncias,
conjuntos, operagoes ou até mesmo algoritmos partindo de problemas particulares
para problemas genéricos, ou seja, por intermédio de uma regra pode-se calcular
qualquer termo em fun¢do do(s) antecessor(es) imediato(s).

As relagoes de recorréncia sao compostas por duas partes importantes: a(s)
condigao(6es) inicial(is) que deve(m) ser conhecida(s) e a equagao de recorréncia
que é a regra que permitira calcular os proximos termos em funcao dos antecessores.

A equagao de recorréncia nao pode definir sequéncias sem as condicoes ini-
ciais, isto é, nao é uma relacao de recorréncia. Muitas vezes nao é possivel resolver
problemas de contagem diretamente combinando os principios aditivos e multiplica-
tivos.

Para resolver esses problemas utilizamos outros recursos: as féormulas recursi-
vas ou recorréncias. A principal ideia por tras das recorréncias é expressar uma
quantidade X,, em funcao de quantidades anteriores X,,_1, X,,_o, ..., X1.

Em certas sequéncias numéricas ¢ possivel determinar um termo geral X, em
funcao de um ou mais de um termo anterior, esse termos geral é expresso na forma
de equacgoes de recorréncias.

Uma sequéncia é definida recursivamente se ela for dada por uma regra (recor-
réncia) que também permita calcular um termo qualquer por meio de um ou mais
termos anteriores.

Sao também equacoes de recorréncias as PAs, PGs, fatorial, poténcias com ex-
poente maior do que 1, como, por exemplo:

1. progressoes aritméticas: a, = a,_1 + 7;

14
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2. progressoes geométricas: a, = a,_1q;
3. fatorial: a, = na,_1;
4. poténcias com expoente natural: a, = aa,_1

Para definir uma sequéncia recursivamente, nao basta fornecer a recorréncia, mas
é preciso dizer qual é o seu primeiro termo. Isto é 6bvio nos casos de PAs, PGs.

No caso (3), acima citado, obtemos o fatorial se tomarmos a; = 1. Se tomarmos
a1 = 2, por exemplo, obtemos a sequéncia

ay = 2,@2 = 4,@3 = 12,@4 = 48,

que nao representa o fatorial.
Temos também que (4) somente define as poténcias de a se tomarmos a; = a.

2.2 Classificacao de Sequéncias Recorrentes

Podemos classificar os diversos tipos de sequéncias recorrentes, quanto:

(i) Ordem: A ordem nos da o nimero de termos anteriores de quem o termo
geral depende. Uma recorréncia da primeira ordem expressa, por exemplo,
X,11 em funcao de X,, e uma recorréncia é dita linear, de segunda ordem e
com coeficientes constantes, em alusao ao fato de que cada termo, a partir do
terceiro, &€ uma combinagdo linear com coeficientes constantes (i.e., uma soma
de multiplos constantes) de dois termos anteriores a ele.

(ii) Termo Independente: Uma equagao que nos da um termo em fungao de ter-
mos anteriores e outras constantes aditivas , ou seja, termos independentes, sao
ditas recorréncias nao homogéneas. Equagoes homogéneas sao as recorréncias
com termos gerais sem termos independentes.

(iii) Linearidade: Uma recorréncia é dita linear quando o expoente dos termos
anteriores ao termo geral sao todos iguais a 1, e caso contrario é dita nao
linear.

Exemplo 2.1 A sequéncia (X,,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7, ... pode ser
definida pela relagao de recorréncia X1 = X, +2, com,n>1e X; =1.

Exemplo 2.2 Qualquer progressao aritmética (X,) de razao r e primeiro termo

termo igual a a € expressa pela relagao de recorréncia X, 1 = X, +1, comn=>1e
X1 = a.

15
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Exemplo 2.3 Qualquer progressao geométrica (X,) de razio q e primeiro termo
tgual a a € expressa pela relagao de recorréncia X,11 = q¢.X,, comn >1 e X; = a.

Nos exemplos acima, todos mostram exemplos de relacoes de recorréncias de 12
ordem, os exemplos e possuem termos independentes e o exemplo P.3]indica
uma recorréncia homogénea, sendo todos exemplos de recorréncias lineares.

E facil ver que uma recorréncia, por si s, nao define a sequéncia. No exemplo
Xni1= X, + 2, esta recorréncia ¢ valida nao apenas pela sequéncia dos ni-
meros impares, mas por todas progressoes aritméticas de razao 2 e para isso faz-se
necessario conhecer o(s) primeiro(s) termo(s) para que a sequéncia seja determinada.

A Sequéncia de Fibonacci, por exemplo representa uma das mais famosas
formulas da matematica discreta. Este tema que estudaremos melhor em forma
de aplicagao no quarto e tultimo capitulo, serd apresentado neste trabalho como
Calculo do Tamanho de Uma Populagao de Coelhos.

Exemplo 2.4 A sequéncia de Fibonacci, cujos termos sao 1,1,2,3,5,... e na qual
cada termo € a soma dos dois imediatamente anteriores, € definida por Fpio=F, 1 +F),
(n>0), com Fy=F,=1.

Ratificamos que os trés primeiros exemplos de recorréncias lineares sao de pri-
meira ordem, isto é, cada termo é escrito em funcao do antecessor imediato e no
ultimo exemplo, na sequéncia de Fibonacci, temos uma recorréncia linear de segunda
ordem, ou seja, cada termo é escrito em funcao dos dois antecessores imediatos.

Formular relacoes de recorréncias é imprescindivel para resolucao de problemas
combinatorios. Muitos problemas considerados inicialmente dificeis, se tornarao
facilmente resolvidos por esta técnica. Em se tratando disso, mostraremos um pro-
blema particular como exemplo.

Exemplo 2.5 Quantas sio as sequéncias de 10 termos, (ay,as,...,a19) tais que,
a; € {0,1,2}, para todo 1 < j < 10 que nao possuam dois termos consecutivos
iguais a 07

Solugao: Chamando X,, o nimero de tais sequéncias com n termos, o valor de X, o
serd a soma das seguintes quantidades:

a) O namero de sequéncia de n + 2 termos que comegam por 1 e nao possuem
dois zeros consecutivos. Isso é exatamente igual a X,, .1, pois se o primeiro termo é
1, para formar a sequéncia basta determinar os termos a partir do primeiro, o que
pode ser feito de X, ; modos.

b) O namero de sequéncia de n + 2 termos que comegam por 2 e nao possuem
dois zeros consecutivos. Semelhantemente, isso é igual a X, ;1.

¢) O ntimero de sequéncia de n + 2 termos que comegam por 0 e nao possuem
dois zeros consecutivos. Se o primeiro termo é zero, temos 2 modos de escolher o
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segundo termo (1 ou 2) e, escolhido o segundo termo, temos X,, modos de esolher
os demais. Ha, pois, 2.X,, sequéncias que comecam com 0.

Logo, X, 102 = 2X,,11 + 2X,,. Percebe-se logo que X; = 3 e que Xy, = 8. Entao,
tem-se que X3 = 2X5 4+ 2X; =22, X; =60, ..., X790 = 24960. o

Exemplo 2.6 Seja D, o nimero de permutacoes cadticas de 1,2,...,n, ou seja, a
quantidade de permutacgoes simples de 1,2,....,n, nas quais nenhum elemento ocupa
o seu lugar primitivo. Mostre que Dy yo=(n+ 1)(Dyy1 + Dy), se (n > 1).

Solugao: Seja D, 5, o nimero de permutacoes simples de 1,2, ..., (n + 2), onde
nenhum elemento ocupa o seu lugar primitivo. As permutagoes podem ser divididas
em dois grupos: as permutacgoes que o 1 ocupa o lugar do nimero que ocupa o
primeiro lugar e outras com as quais iSso nao ocorre.

Para formar uma permutacao do primeiro grupo, se escolhe o niimero que trocara
de lugar com o 1, o que pode ser feito de n + 1 modos e em seguida devemos
arrumar os outros m elementos nos restantes n lugares, sem que nenhum desses
elementos ocupe o seu lugar primitivo, o que é possivel ser feito de D,, modos. Logo
existem,(n + 1)(D,,) permutacoes no primeiro grupo.

Agora para formar no segundo grupo uma permutacao, deve escolher o lugar a
ser ocupado pelo nimero 1 (esse lugar sera chamado de K), o que pode ser feito de
n—+1 modos e o restante n+1 dos outros n+1 lugares, sem que o elemento K ocupe o
primeiro lugar e sem que nenhum dos outros elementos ocupe o seu lugar primitivo,
o que pode ser feito de D,,;; modos. Existem, entao, (n+ 1)(D,+1) permutagoes no
segundo grupo. Portanto, como se demonstrou, D, o=(n + 1)(D, 1 + D,). o

2.3 Solucao de uma Recorréncia

Resolver uma relacao de recorréncia é encontrar uma formula posicional explicita
para o termo geral da sequéncia. Para entender melhor o conceito de solucao,
vejamos os seguintes exemplos.

Exemplo 2.7 A sequéncia (X,,) dos nimeros naturais impares 1,3,5,7, ... pode ser
definida por X1 = Xy +2 comn >1e Xy =1. Assim, X,, = 2n — 1 para todo
n € N, € a solucao dessa recorréncia.

Exemplo 2.8 Qualquer progressao aritmética (X,) de razio r e primeiro termo
wgual a a pode ser definida por X, 1 = X, +1r comn >1, e X1 = a. F facil ver que
X =a+ (n—1)r é uma solu¢ao dessa recorréncia.

Exemplo 2.9 Qualquer progressao geométrica (X,) de razio q e primeiro termo
tgual a a pode ser definida por X, .1 = q.X,, comn > 1 e X; = a. FE facil ver
também que X,, = aq" L.
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2.4 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem

Uma recorréncia de primeira ordem expressa X, em funcao de X,,. Ela é dita
linear se (e somente se) essa funcao for do primeiro grau, ou seja, se ela é da forma

Xnt1=g(n) Xy + h(n)

onde g e h sao funcoes reais definidas sobre N. Dizemos que a recorréncia é homo-
génea, se h = (0. Caso contrario ela serd nao-homogénea. Vejamos alguns exemplos
de Recorréncias Lineares e nao-Lineares.

Exemplo 2.10 As recorrénciasX, 1 = 2X,+n? e X,,41 = nX,,+n+1 sdo lineares
e a recorréncia X,y = Xﬁ nao € linear.

2.4.1 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Homogéneas

No exemplo [2.10] a tltima recorréncia nao-linear é uma recorréncia homogénea,
por nao possuir termo independente de X,. Adiante temos duas resolugoes de
recorréncias lineares homogéneas de primeira ordem.

Exemplo 2.11 Resolver a recorréncia X, 1 = nX,, X; =1.

Solugao: Tem-se que,

X, = 1X,
X3 - 2X2
Xy = 3X3

Xn = (n — 1)Xn—1-
Logo ao multiplicar, obtemos X,, = (n — 1)!.X;. Como X;=1, entdo X,, = (n — 1)L
o

Exemplo 2.12 Resolver a recorréncia X, 1=2X,.

Solucgao: Temos que,

Xy = 2X,
X3 = 2X,
X4 - 2X3
X, = 2X,4.

Logo ao multiplicar, obtemos X,, = 2""'X;. Como X, ndo foi expresso, existe
uma infinidade de solu¢oes para a recorréncia X,, = C.2"7! onde C' é uma constante

arbitraria. ©
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2.4.2 Recorréncias Lineares de Primeira Ordem Nao-Homogéneas

Sao trivialmente resolvidas recorréncias lineares nao-homogéneas do tipo
Claramente ao resolver, se verifica que

Xy = Xi+f(1)
X; = Xo+ f(2)
X, = X3+ f(3)
Xn = Xn—l + f(?’L — 1)

Entao, somando obtemos a solucao da forma
n—1

X =X1+>_ f(k) (2.1)
k=1

Exemplo 2.13 Resolver a recorréncia X, =X, + 2", X;=1.

Solugao: Temos que,
Xy = X142
X3 == X2 -+ 22
Xy = X3+2°
Xn = Xn—l -+ 2n—1‘

Somando, resulta

X, = Xi+2+22+28+... +2"
= 14242242354+ . o1

2n —1
=1

21
= 21

Exemplo 2.14 Resolver X,;1 = X,, +n, X;=0.
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Solugao: Temos que,

Xy = X5 +1
X3 - X2—|—2
Xy = X3+3

Xn = anl + (n - 1)

Somando, resulta

X, = Xi+14+2+43+..+(n—-1)
1424+3+..+(n—-1)
n(n —1)

-

<

Qualquer recorréncia linear nao-homogénea de primeira ordem pode ser trans-
formada em uma recorréncia da forma X, .;=X, + f(n), de acordo com o teorema
expresso a seguir.

Teorema 2.1 Se (a,) € uma solugdo nao nula da recorréncia X, +1=G(n)X,, entao
a substituicao X, = a,Y, transforma a recorréncia X, 1 = G(n)X, + H(n) em

Yo = Y(n) + Hn)[G(n).as) " (2.2)

Demonstragao: Substituindo X,, = a,Y, em X, ,1=G(n)X,, + H(n), obtemos
Upi1Yni1 = G(n)a,Y, + H(n). Mas, a,+1 = G(n)a,, pois a, é solucdo de X, =
G(n)X,.

Logo, a equagao se expressa da forma G(n)a,Y,+1 = G(n)a,Y, + H(n), conclui-
mos daf que, Y11 =Y (n) + H(n)[G(n)a,]™". =
Exemplo 2.15 Resolver a recorréncia X1 = 2X, +1, X; = 2.

Solugao: X,;; = 2X, tem uma solucdo nao nula que é X, = 2" como ja
resolvemos no exemplo ( Substituindo X,, = 2"71Y},, obtemos 2"Y,,;; = 2"V, +
1, isto é, Y,+1 =Y, + 27". Entao,

Y, = Yi+27

V; = Yo+277

Y, = Y3+27°

Y, = Y, +2 0D,
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Somando, resulta

Y, = Vi+2 ' 4224234 4o (D
(2—1)n—1 -1

2-1 1
= Y —2'""+1.

= Y, +271

Como X,=2""'Y, e X;=2, temos que ;=2 e Y, =3 — 2!=". Entao,
X,=32""1-1

é solucao da recorréncia. o

Exemplo 2.16 Resolver a recorréncia X,+1 = 3X,, + 3", X1 = 2.

Solucgao: X, = 3"! é um exemplo de solucao nao nula de X,,,; = 3X,,, qualquer
progressao geométrica de razao 3, nao nula, poderia ser outra solucao.

Fazendo a substituicdo de X, = 3"7'Y},, obtemos 3"Y,, ., = 3"Y, + 3", isto &,
Yo=Y, + 1L

Entao, Y,, é uma progressao aritmética de razao 1. Logo,

Y, =Y+ (n—-1)1.
Como X,, =3"'Y, e X; =2, temos Y1=2 e Y,=n + 1. Portanto,

X, =(n+1)3""

2.5 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Uma recorréncia linear de segunda ordem é uma recorréncia do tipo
Xn+2 + g(n)Xn+1 + f(n)Xn + k(n) = 07

onde g, f e k sdo fungdes cujos dominios sdo o conjunto dos nimeros naturais e f(n)
nunca se anula. Quando k(n) = 0, a recorréncia é dita homogénea, caso contrario
ela serd nao homogénea.

Para que uma recorréncia do tipo acima nos defina uma sequéncia como solucao,
é preciso estipular os valores dos seus dois termos iniciais. Nesta se¢ao, estudaremos
apenas o caso em que as sequéncias g(n) e f(n) sdo constantes. Isto é, vamos estudar
as equacoes da forma

Xn+2 +an+1 + an = k(”)? com ¢ % 0. (23)
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2.5.1 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem Homogéneas

Inicialmente trataremos o caso homogéneo, ou seja, quando k(n) = 0, isto é
quando a equacao de recorréncia ( é do tipo

Xoso + X1 +¢X, =0, com q#0. (2.4)
Para isso, suponha que X,, = rj, com ry # 0, seja solucao da equagao de recor-
réncia (2.4). Entao temos

n+1

T8+2 +pry" +qri =0.

Pondo r{ em evidéncia, obtemos
ro(re 4+ pro+q) = 0.
Como r{ # 0, devemos ter
g +pro+q =0,

isto é, ry ¢ solucao da equacao do 2° grau r2 + pr 4+ ¢ = 0. De fato, o argumento
acima mostra que a sequéncia X,, = 1 € solu¢ao da recorréncia ( se, e somente
se, 1o € raiz da equagao

r? +pr+q=0. (2.5)

Esta tltima equacao sera chamada de equacao caracteristica associada a recor-
réncia (2.4). Observe que, como ¢ # 0, a equacao (2.5) ndo possui raiz nula.

Exemplo 2.17 Seja a recorréncia X,.o = X1 + X, cuja equagao caracteristica
ér? =r+1. As raizes da equacao caracteristica sao

1++5 1—-+5

€ T9o =

2 2

Os dois proximos lemas serao muito titeis para a obtengao dos principais resul-
tados desta secao.

r =

Lema 2.1 Sejam (Y,,) e (Z,) solugdes da equagao de recorréncia (2.4) e sejam c,d
nimeros reais e arbitrdarios. Entao (T, = cY, + dZ,) também é solu¢do da mesma
recoTTéNCLa.

Demonstragao: Substituindo 7, = ¢Y,, + dZ, na equacao (2.4), temos

Toio + 0T + 1, = cYoio +dZyo + p(cYypsr +dZ, 1) + q(cY, + dZ,)
= C<Yn+2 + pYn+1 + an) + d<Zn+2 + pZn+1 + an)

Como (Y,) e (Z,) sao solucoes da equagao (, a ultima expressao coincide com
c.04+d.0 = 0. Logo, (T,) também é solugao da referida recorréncia. m
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Lema 2.2 Se (Z,) € solugao da recorréncia X, o+pX,i1+9X, =0e 2y = Zy =0,
entao Z, = 0 para todo n € N.

Demonstracao: A prova sera feita por inducao completa. Note primeiramente
que a hipotese Z; = Z5 = 0 da nossa base de inducao. Suponha, por hipotese de
indugao, que Z, =0, paran < k com k > 2 e k natural. Entao, como por hipdtese
(Zy)n € solugao da recorréncia, temos em particular que

Ziy1 + 2+ qZr—1 =0,

Pela hipotése de inducao, 7, = Z;_1 = 0 e, portanto, Zy.1 + p.0 4+ ¢.0 = 0, ou
seja, Zr11 = 0. Isso completa a inducao e o resultado segue. m

Corolario 2.1 Se r; e ry sao raizes da equacio > + pr +q = 0, entdo qualquer
sequéncia da forma (a, = Cyr} + Corl), com C; e Cy constantes € solugio da
recorréncia X9 + pXnt1 +¢X, = 0.

Demonstragao: Pela discussao feita no inicio desta secdo, (Y, = r7) e (Z, = r})
sdo solugoes de (2.4). Assim, usando o Lema (a, = Cyr} + Cark) é solucao da

mesma recorréncia. ®

Exemplo 2.18 Seja a equagao X, 10+3X,11—4X,, = 0. Sua equagao caracteristica,
Er?+3r—4 =0 e tem raizes 1 e —4. Conforme o Coroldrio as sequéncias,
tais como a, = C11" + Co(—4)", sao solugdes da recorréncia. De fato, o prozimo
teorema garante que essas sao as unicas solucoes da recorréncia.

A equacao r? + pr + ¢ = 0 pode ter duas raizes reais e distintas, duas raizes
complexas conjugadas ou duas raizes reais e iguais. Veremos a seguir cada um dos
casos.

Equagoes Caracteristicas com duas raizes reais e distintas

Teorema 2.2 Se as raizes de r* +pr+q =0, sio ry e ry, com 11 # 79, entdo todas
as solugoes da recorréncia X, 2+pX,11+9X, = 0 sao da forma (a, = Cyri+Caorl),
C4 e Cy constantes. Em particular, para cada condicao inicial X1 = a1, Xo = as hd
uma unica solucao para a recorréncia.

Demonstragao: Seja (Y,,) uma solu¢ao qualquer de X, o + pX,+1 + ¢X, = 0.
Primeiramente vamos resolver o sistema a seguir, tendo C7 e Cy como incognitas.

Ciri + Corg = Y

Y

Cl'f’% + 027”% = Yé
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a solucao obtida é,

C, — r3Y1 — raYs . C,— Yy —riy;

7’17‘2(7“2—7‘1) 7“17”2(7”2—7“1)

(2.6)

caso r1.1r3 # 0. Note que 7 # 0 e 75 # 0, pois g # 0.

Para provar o teorema, devemos mostrar que Y, = Cir] + Corly, para todo n
natural.

Fazendo Z, =Y, — Cir} — Corly, mostremos que Z, = 0 para todo n. Como
(r7) e (r5) sao solugdes da equacdo de recorréncia (2.4), logo pelo lema P.1]temos
que Y, = Cyr! 4+ Cory, para todo n natural também é solu¢ao da mesma equagao
de recorréncias.

Temos também que sendo Cry +Cary = Y] e C172 + Cyrs = Y, entdo Z;=Z,=0.
Logo, se Z,.0+ pZyi1 +qZ, =0 e Zy = Zy = 0 concluimos com base no lema [2.2
que Z, =0 para todon. =

Agora iremos aplicar num exemplo pratico o teorema acima.

Exemplo 2.19 FEncontrar as solugoes da recorréncia
Xpio+3X,01 —4X, =0.
Solugao: A recorréncia tem como equacao caracteristica,
r?4+3r—4=0

cujas raizes sao 1 e —4.
De acordo com o Teorema as sequéncias da forma (a, = C11" 4+ Cy(—4)")
com (4 e C5 constantes arbitrarias, sao todas as solucoes da recorréncia

Xn+2 + 3Xn+1 — 4Xn == 0

Exemplo 2.20 Determinar a sequéncia de Fibonacci F,, definida por
Fn+2 = Fn+1 —+ Fn, com F1 = F2 =1.

Solugao: A equacao caracteristica é 7> = r + 1 e as rafzes da equacgao sio

1++5 1-+5
2 € T9 = 2 .

1+v5) 1-v5\"

r =

Entao,
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Determinando C4 e Cy, mesmo sabendo que F} = F, = 1, se usara Fy =0 e
F} = 1 para simplificar o calculo das duas constantes arbitréarias, onde o sistema

{Cl+0220

Ci(152) + Cy(152)

5 1

tem solugao C; = —Cy = \/Lg Entao:
oL (1+v5) 1 (1-vBY

. :§<1+\/5>n_§<1—\/5>n

ou seja,

5 2 5 2

Equagoes Caracteristicas com duas raizes complexas conjugadas

Se as rafzes da equagao r* + pr + q = 0, forem complexas (nao reais), digamos
r1 € T9, entao para quaisquer que sejam as constantes complexas C e (s, a sequén-
cia de termo geral (a, = C1r" + Corl) é solugdo (complexa) da recorréncia (2.4).
Escrevendo r; e ro na forma trigonométrica, temos:

r1 = p(cos@ +isend), 1y = p(cos® — isend)

ri = p"(cosnb +isennb), 1y = p"(cosnb — isennh).

Entao,
Cir + Cory = p"[(Cy + Cy) cosnb — i(Cy — Cy)sen nd).
Em particular, tomando-se C; = Cy = 1/2, temos que (p™cosnf) é solugao
(real) da recorréncia (2.4). E, analogamente, tomando-se C; = —Cy = i/2, temos

que (p"sennf) também é solugao (real) da recorréncia. Mais geralmente, temos o
seguinte teorema.

Teorema 2.3 Se as raizes da equagio r*+pr+q = 0 forem os niimeros complezos
(nao reais) r1 = p(cosf +isen®) e ro = 71, entao todas as solugoes da recorrén-
cia sao da forma a, = p"(Cicosnf + Cysennb), com Cy,Cy € R constantes
arbitrdarias.

Demonstragao: Sabemos que (p™cosnf) e (p"sennf) sao solugoes da equagao
(2.4 e, portanto, para quaisquer que sejam as constantes C; e Cy reais, a sequéncia
de termo geral (a,, = p™(C} cosnf+Cssen nf)) também ¢é solu¢ao da mesma equagao.
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Agora, seja (W,,) uma solu¢ao arbitraria de ( e considere o sistema nas incognitas
c1,c0 € R,
{ c1pcos + co psen = W,y (2.7)

c1p? cos 20 + ¢y p?sen 20 = W,

pcosf  psend
p?cos20 p3sen 20
¢ diferente de zero, pois psen@ é a parte imaginaria de 1. Assim o sistema ({2.7)
tem uma tunica solucao c¢; = C4 e ¢o = Cs.

Afirmamos que W,, = p"(C} cosnf + Cysennf) para todo n € N. De fato, pelo
Lema a sequéncia de termo geral Z,, = W,, — p"(C} cos nf + Cysennf) é solugao
da recorréncia ( Além disso, pela escolha de C; e Oy, Z1 = Zy = 0. Entao, pelo
lema [2.2] Z,, = 0 para todo n € N e o resultado segue. m

Note que o determinante da matriz ( ) ¢ igual a p3sen @ que

Aplicaremos a seguir o teorema acima para melhor entendermos esse caso.
Exemplo 2.21 Resolver a recorréncia X0 — X1+ X, = 0.

Solucao: A recorréncia tem equacao caracteristica 7> —r 4+ 1 = 0, e suas raizes sao

14iv3 1—4v3
= — e :—7

" 2 2

L)
onde o modulo p =1 e o argumento principal § = Z. Dai concluimos que

X, = p"(Cy cosnb + Cosennl) = C cos %T + Csysen n?ﬂ

Equagoes Caracteristicas com duas raizes reais iguais

Teorema 2.4 Se as raizes de r> + pr +q = 0 sdo iguais, isto €, r1 = r9 = 1, entao,
(an, = C1r"™ + Conr™) € solugao da recorréncia X, 1o + pXni1 + qX, = 0, quaisquer
que sejam os valores das constantes C e Cs.

Demonstracao: Ser; =r; =7, entdo r = =2, Substituindo (a,, = C1r" + Conr™)
na recorréncia X, 1o + pX,i1 + q¢X,, = 0, temos,

Cir™2 4 Co(n 4 2)r™ 2 + p(Crr™ ™ 4 Co(n 4 1)r™ ™) + ¢(Crr™ + Conr™) =
= (Cyr" 2 4 pOyr™ ™t + qCrr™) + (Co(n 4 2)r™ 2 4+ pCo(n + 1)r™ ™) + qCynr™) =
= L™+ pr T 4 qrt) + Go(n + 2" 4 pln+ )" o g™,

portanto, temos

Ci(r" + pr™™ + gr™) 4+ Co(nr™*? + pnr™ + qnr™) + 2Cor™ ™ + pCor™™ =
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= C1r"(r* 4+ pr + q) + Conr™(r* + pr + q) + Cyr™r(2r + p),

comor 4+ pr+q=0,r =rp=rer = %p, entao por agrupamento dos termos,
obtemos,

Cir™(r? + pr 4 q) + Conr™(r* + pr + q) + Cor™r(2r + p)
= Cir"0 + Conr™0 + Cor™r0 = 0,
como queremos demonstrar. ®
Teorema 2.5 Se as raizes de r> + pr + q = 0 sao iguais, ry = 19 = r, entdo todas

as solugoes da recorréncia X, .2 + pXni1 + ¢X, = 0 sao da forma (Cir™ 4+ Conr™),
Cy e Cy constantes.

Demonstracao: Seja Y, uma solucao qualquer de X,,.o + pX, 1 + ¢X,, = 0.
Determinar as constantes C e (s, tais que sejam solucoes do sistema de equagoes.

Cﬂ’ + CQT = Yl
017“2 + 2027“2 = ng
ou seja,
Y1 Y Yy — rY;
r or? r2

Como r # 0, entao as equagoes ( sao validas. Para provar o teorema, basta
mostrar que Y,, = C1r" + Conr™ para todo n natural.

Fazendo Z,, =Y, — Cir™ — Coynr™, mostraremos que Z,, = 0 para todo n. Pelo
Teorema Y, = Cir"™ + Cynr™, para todo n natural é solucao da recorréncias.
Entretanto, sendo Cyr + Cor =Y, e Cir? +2Cyr? = Ys,, entdo, Z; = Z, = 0.

Portanto, se Z,1o +pZ,11+qZ, =0 e Zy = Zy =0, concluimos também com
base no lema que Z, =0 para todon. m

Para ficar mais compreensivel, vamos aplicar o teorema acima no exemplo a
seguir.

Exemplo 2.22 A recorréncia X,1o —4X, 11 +4X,, =0 tem equacao caracteristica
r? —4r +4 = 0. As raizes sio r1 = ry = 2 e a solucdo da recorréncia é X, =
Cl2n + CQTLQ”

2.5.2 Recorréncias Lineares de Segunda Ordem

Nao-Homogéneas

Para resolver recorréncias de segunda ordem nao-homogéneas se faz necessario
observar o teorema a seguir.
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Teorema 2.6 Se (a,) € uma solu¢io da equagao
Xn+2 +an+1 + an = f(n)a (29)

entao qualquer outra solugao de (2.9) é da forma (a, + X,), onde (X,) € solugao
da equacao homogénea

Demonstragdo: Seja (b,) solugio de (2.9), tome X,, = b, — a,. Assim (X,,) &
solucao da equagao homogénea (R.10), pois

(bn+2 - an+2> +p(bn+1 - an+1) + Q<bn - an) -
= (bnt2 + Pbny1 + gby) — (ans2 + pany1 + qa,) = f(n) — f(n) = 0.

Portanto b, = a,, + X,,, como queremos demonstrar. m

Para melhor entender a solucao de recorréncias lineares de segunda ordem nao
homogéneas é preciso observar o ultimo teorema e verificar que sua solugao se cons-
titui em duas parcelas. Uma solucao qualquer da nao-homogénea e uma solucao da
homogénea, conforme as resolucoes a seguir.

Exemplo 2.23 Resolver a recorréncia X,10 —6X,11 +8X,, = n+ 3"

Solucao: A recorréncia tem equacdo caracteristica r?> — 6r + 8 = 0, em que as
raizes sao r; = 2 e ro = 4 e cuja solugao da homogénea X, o —6X, 1 +8X, =0 ¢
h, = C12" 4+ C54™. com ¢y, ¢y arbitrarios.

Para encontrar a solugao particular, ¢, da recorréncia X, o — 6X,,1 + 8X,, =
n+3", sustituimos ¢, em X,, 1o —6X,,11+8X,, para achar n+3". Por uma obsevagao
cuidadosa, sabemos que t, é uma funcao representada pela soma de um polinomio
do primeiro grau e uma exponencial de base 3, ou seja, fazendo a tentativa de
t, = An + B + C3" e substituindo em X, o — 6X,,1 + 8X,, = n + 3", obtemos
3An+3B —4A - C3" =n+ 3".

Assim, para que (t,) seja solugdo devemos ter 34 =1,3B —4A=0e —C = 1.
Dai, A=1 B=4%eC=-1 Logo, t, = in+ 3 — 3"

Portanto, a solugao geral da recorréncia nao-homogénea é

1 4

Exemplo 2.24 Resolver a recorréncia X,io —6X,11 +8X,, =1+ 2".
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Solucao: A recorréncia tem equacao caracteristica 2 —6r +8 = 0, em que as raizes
sao 1 = 2 e 79 = 4 e cuja solugao da equagao homogénea X, .o —6X, 11 +8X,, =0
é h, = C12" + (4",

Para encontrar a solugao particular, ¢, da recorréncia X, o — 6X,,1 + 8X, =
1 4 2", sustituimos ¢, em X, 1o — 6X,11 + 8X,, e achamos 1 + 2".

Obsevando cuidadosamente, sabemos que t, é uma funcao representada pela
soma de um polindmio constante e uma exponencial de base 2, ou seja, fazendo
a tentativa de t, = A + Bn2" e substituindo em X, .o — 6X,,1 +8X,, = 1 + 27,
obtemos 3A — 4B2" = 1 + 2". Entao, (t,) tem solu¢ao se 34 =1, e —4B = 1.

’ n ~ A . 2
Dai, A = % e B= —%, logo t,, = % — %. Portanto, a solugao da recorréncia ¢ a
. ~ n
soma de h,, com t,, conforme a seguinte equacao, X, = C12" + (94" + % — %. o

Observacgao 2.1 E importante destacar neste trabalho que o Teorema pode ser
utilizado para resolver recorréncias lineares nao homogéneas de qualquer grau, uma
vez que se conheca a solugao geral Y, da recorréncia homogénea correspondente e
uma solugao particular a,. Temos que X, = a,+Y, € a solu¢ao geral da equagao nao
homogénea. Ao verificar a recorréncia linear de primeira ordem no exemplo
percebemos que esta recorréncia pode ser resolvida usando o método do teorema jd
citado inicialmente, o que mostrard o exemplo a sequir.

Exemplo 2.25 Resolver a recorréncia X,,1=3X, + 3", X1 =2, utilizando o mé-
todo expresso no Teorema |2.6

Solugao: A equacgao homogénea correspondente é X, = 3X,, de solucao geral
Y, = C3" e com solu¢ao particular da forma A, = kn3™ para a recorréncia nao
homogénea.

Ao substituir em X, ; = 3X,,+3" obtemos, k(n+1)3"* = 3kn3"+3". Portanto,
3kn+ 3k =3kn+1, o que faz k = %

Entao a solugao geral da recorréncia é X,, = C'3"+
inicial X7 = 2, obtemos 2 = 3C 4+ 1 encontrando C' = g

Concluimos, finalmente que a solucao da recorréncia é

1n3". Dai, usando a condicio

1

1
X, =-3"4+-n3"=(n+1)3"""

3 3

conforme solucao anteriormente encontrada no exercicio das recorréncias line-
ares de primeira ordem. o

Concluimos esta secao reforcando a ideia de que as sequéncias definidas por
recorréncias lineares de coeficientes constantes e ordens maiores, serao comentadas
brevemente na secao posterior.
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2.6 Recorréncias Lineares de Ordem Superior - Uma
Generalizacao

As equacoes de recorréncias lineares sao da forma
Xk tup 1 Xngp—1+ ... +uX, =0, com ug#0

em que ui, Us, ..., U sao constantes independentes de n e os valores de X; sao co-
nhecidos para ¢ = 0,1, ...,k — 1. Supondo que essa equacao de recorréncia admita
solucao do tipo X,, = 2" e substituindo na equacao, temos

2R o 2" 4 g™ = 0.

Admitindo que z # 0 podemos determinar a equagao caracteristica da equacao de
recorréncia,
k k—1
U2 + Up_12 + ...+ ug =0.

Se a equagao possui raizes complexas zi, 29, ..., 2, de multiplicidade, respecti-
vamente, oy, s, ..., 0y, €ntao as solucoes da equacao de recorréncia sao da forma
Xn=q(n)zl + q(n)zh + ... + gm(n)zl, onde g1, g2, ..., ¢ 40 polindémios com grau
(¢i) < aj, 1 < i < m.No caso em que z; é uma raiz simples, entdo ¢; € uma constante.

2.6.1 Recorréncias Lineares de ordem n

Nas se¢oes anteriores estudamos as recorréncias lineares de 1* e 2* ordens. Nesta
oportunidade, faremos um breve estudo das recorréncias lineares com coeficientes
constantes de ordem maior ou igual a trés.

Inicialmente consideremos a proposicao e o teorema a seguir, depois trataremos
o caso de ordem 3 para recorréncias lineares. Para o que segue, denotaremos por K,
os campos numeéricos (R ou C).

Proposicao 2.1 Dados elementos ay, as, ..., Ay, Uy, Us, ..., U, de K, sendo ay, as, ..., a,
dois a dois distintos, o sistema linear de equacoes

T + i) + ... + Ty = U
a1rq +  agxo + ...+ apxr, = uUs
ary 4+ adry + .. +  adim, = wuy (2.11)
anflx + anflx + + an—lx = u
1 1 2 2 n n n

conhecido por sistema de Vandermonde, admite uma tinica solucao em K.
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Demonstragao: Notemos que o sistema (2.11) tem solucdo tnica se, e somente
se, o determinante da matriz de seus coeficientes é diferente de zero.
No entanto, tal determinante é

a]_ a2 “ e an
2 2 2
Det ay a2 o Gn
aln—l azn—l . ann—l

conhecido como determinante de Vandermonde e coincide com

[T(a; — a).

i<j

Como a; # a;, se © # j, temos que o determinante acima ¢ diferente de zero e o
resultado segue. m

O teorema a seguir mostrard como obter uma férmula posicional para uma
sequéncia recorrente linear a partir das raizes de seu polinémio caracteristico, no
caso em que tais raizes sao duas a duas distintas.

Para efeito de generalizacao, consideraremos para o teorema e sua demonstragao
o conjunto dos nimeros complexos.

Teorema 2.7 Seja (X}), para todo k > 1 a sequéncia satisfazendo, para todo n > 1,
a relacao de recorréncia

XnJrk + uk,anJrk,l + ...+ U0Xn = O, (212)

onde g, ..., Ug_1 SGo numeros complexos dados, com ug # 0. Se as raizes complezas
21,22, ., 2k € C do polinomio caracteristico da sequéncia (Xy), para todo k > 1
que satisfaz a relagao de recorréncia , sao todas distintas e X; = «; para
1 <7<k, entao

Xp=2V 1o+ + z,’;"lxk,Vn > 1,

onde x1,...,x € solucao do sistema de Vandermonde

T + To + ...+ T = o
2121 + 29X9 + ...+ zZrxg = Qo
Zry +  Zry + ..+ 2l = ag . (2.13)
-1 -1 k-1
2 4 oz e o+ oz T = oy

Demonstracao: Como zq, 2, ..., 2; sao dois a dois distintos, a proposicao
garante a existéncia de uma tnica solu¢ao xq, xs, ..., 5 do sistema (2.13). Podemos,
entao, definir a sequéncia (Y,,) para todo n > 1 pondo

Y, = z’f‘lxl + ..+ zZ‘lxk,Vn > 1.
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Entao, para 1 < j < k, o sistema (2.13) fornece
Y; = z{flxl + ...+ z,];lxk =a; = X;.
Por outro lado, segue da definicao dos Y que

Yok + uk—1Yoik—1+ .. +uely

k k k
_ n+k—1,. n+k—2,_, n—1,_
= E Zj Tj+ Up_1 E Zj Tj+ ...+ u E Zp X

= Z znflxj(z;-“ + uk,lz]’-“*l + ...+ up)

onde f(z) = 2* + w1271 + ... + up & o polindémio caracteristico da sequéncia (Xy).
Portanto a sequéncia (Y;,) para todo n > 1 satisfaz a mesma recorréncia linear
que (X,,) para todo n > 1 e seus k primeiros termos coincidem respectivamente com
os k primeiros termos da sequéncia (X,,). Logo, utilizando indugao finita sobre n,
garantimos facilmente que a,, = b, para todo n > 1, conforme desejado. m

2.6.2 Casos Particulares de Recorréncias Lineares de Ter-
ceira Ordem

Seja (X)) com n > 1 uma sequéncia que satisfaz uma relagao de recorréncia da
forma

Xk+3 +pXk+2—|—qu+1+7"Xk :O, 7"750 (214)

para todo k > 1 é dita de 3* ordem. Aqui p, ¢ e r sao constantes reais dadas, nao
nulas, cuja equacao caracteristica, analogamente ao caso de recorréncias de segunda
ordem e conforme o corolario 2.1} é a equacao polinomial de terceiro grau

2?4+ pa® + qr +1r = 0. (2.15)

No que segue, assumiremos que a equagdo caracteristica (R.15) possui de fato
trés raizes reais a, 3 e 7.

Teorema 2.8 Seja (X,,) com n > 1 uma sequéncia de nimeros reais tal que, para
todo k > 1 inteiro, temos

Xpys +pXppo + qXpp1 + 17X =0,
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onde p,q e r sao constantes reais dadas, nao nulas. Se a equacao caracteristica
%+ px? 4 qx +r = 0 tiver raizes reais o, 3 e vy, entdo existem constantes reais A,
B e C, determinadas pelos valores de X1, Xo e X3, tais que:

(a) Se a # B # v # a, entio X,, = Aa"" '+ BB 1+ C~y" para todo n > 1.
(b) Se a = B # v, entio X, = (A+ B(n—1))a"' +C~y""!, para todon > 1.

(¢)Se o= =7, entio X,, = (A+B(n—1)+C(n—1)?)a"', para todon > 1.

Demonstragdo: Seja (Y;,) a sequéncia dada por (V,, = a"!), para todo n > 1.
Como a? + pa? + ga + r = 0, temos também a**2 + pa**1 + ga + ra*=! = 0 ou,
ainda,

Yits + pYiro + ¢Yep + 1Y =0,

para todo k > 1. Portanto, a sequéncia (Y,,) com n > 1 satisfaz a mesma recorréncia
que a sequéncia (X,). Analogamente, as sequéncias (Z,) com n > 1 e (T},) com
n > 1, dadas para n > 1 por (Z, = " ') e (T, = 4" !), satisfazem a mesma
recorréncia que a sequéncia (X,,) com n > 1.

Vamos considerar agora os casos (a), (b) e (c) no teorema P.8|separadamente:
(a) Para todos A, B,C € R, a sequéncia u,, com n > 1 tal que

U,n:AO./n_l—f—B/Bn_l—f-C’yn_l

para n > 1 satisfaz a mesma recorréncia que a sequéncia (X,,).

Por outro lado, como o # [ # v # «, escolhemos A, B e C' de tal forma que
up = X1, ug = Xy e u3 = X3 e de acordo com o teorema .7] temos que pelo sistema
de Vandermonde formado pelas sequéncias uy, us € us admite solu¢ao tnica, Xi,Xo
e X3 respectivamente. Dai se conclui que u,, = X,,, para todon > 1.

(b) Seja a equagao do terceiro grau, onde o = 5 #  sdo suas raizes, entdo temos

2 +pr’ +qr+r=(z—a)lz—7),

¢ facil a partir dai mostrar que a sequéncia (Y, = (n — 1)a"!) também satisfaz a
mesma recorréncia que a sequéncia (X,,).
Anélogo ao item (a), para todos A, B,C € R, a sequéncia u, com n > 1 tal que,

U, = (A+ B(n—1))a" '+ Cy" !

para n > 1 satisfaz a mesma recorréncia que a sequéncia (X,,).

Também podemos escolher A, B e C de tal forma que u; = Xq, us = Xy e
uz = X3, e pelo teorema concluimos que u,, = X,,, para todo n > 1.
(c) Seja a equagao do terceiro grau, onde « = [§ = y sdo suas raizes, entdo temos

2 +pr® +qr+r=(z—a)
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podemos também facilmente mostrar que as sequéncias Y, = (n — 1)a"le Z, =
(n —1)2a™"! satisfazem a mesma recorréncia que a sequéncia (X,,), de maneira que
0 mesmo acontece com

U, = (A+Bn—1)+C(n—1)?2)a"!

que igualmente aos itens (a) e (b) satisfaz a mesma recorréncia que a sequéncia
(X.).

Também podemos escolher A, B e C de tal forma que u; = Xq, us = Xy e
u3 = X3, e de acordo com o teorema 2.7 temos que pelo sistema de Vandermonde
formado pelas sequéncias ui, us € up, também admite solucao tnica, X1,Xo e X3
respectivamente. portanto analogamente concluimos que u,, = X,,, para todo n > 1.
[ |

Com base no teorema veremos um exemplo que melhor representa um dos
casos estudados nos itens acima.

Exemplo 2.26 Seja (X)) comn > 1, a sequéncia tal que X; =1, Xy =4, X3 =14
e

Xitg — 6Xpp2 + 12X — 8X;, =0,
para todo inteiro k > 1. FExplicitar X,, em func¢ao de n.

Solucgao:
A recorréncia acima tem equacao caracteristica

22— 622+ 120 —8=0

Como temos z° — 62% + 122 — 8 = (z — 2)* e pelo item (c) do teorema P.8|segue
que
X, =(A+B(n—1)+C(n—1)%).2""
com A, B e C constantes, onde as condi¢oes iniciais X7 = 1, Xy = 4, X3 = 14,
formam o sistema de equacoes a seguir

A =

A+ B + C =
A + 2B + 4C =

TR

resolvendo esse sistema encontramos, A =1, B = %, C= %. Logo, obtemos

3 1
X, =(1+ Z—l(n —1)+ Z(n — 132t
=(n*+n+2).2"3
&

Para efeito de pesquisa e estudos podemos conhecer algo sobre Recorréncias
Nao-Lineares na seguinte referéncia: Pacheco (2013, p.49)|8].
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Capitulo 3

Aplicacoes de Recorréncias Lineares

3.1 A Torre de Hanoi

Vamos estudar agora a Torre de Hanoi, um jogo ludico criado pelo matematico
francés Edouard Lucas em 1883, que consiste em uma base contendo trés pinos,
onde em um deles sao dispostos alguns discos uns sobre os outros, em ordem decres-
cente de diametro, de baixo para cima. (Veja a figura em: A Torre de Hanoi
www.cienciamao.usp.br)

O problema consiste em passar todos os discos de um pino para outro qualquer,

Figura 3.1: Torre de Hanoi

usando um dos pinos como auxiliar, de maneira que um disco maior nunca fique em
cima de outro menor.

Conta uma lenda que no inicio de tudo, um ser superior criou a Torre, que
continha consigo outros dois pinos de mesma altura e colocou nesta torre 64 discos.
Este ser supremo, entao, chamou seus monges e ordenou-lhes que transferissem
todos os discos para o terceiro pino, seguindo as regras acima. Os monges, portanto,
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obedeceram cegamente e comecaram o seu trabalho dia e noite. Garantia a lenda que
quando eles terminassem tal proeza, a Torre iria ruir e o mundo com sua estrutura
material se findaria observando trés etapas.

Vamos comecar de forma bem simples a resolucao da Torre de Hanoi:

e Saber qual o niimero minimo de movimentos necessarios para passar n discos
de um pino para outro qualquer observando a disposicao dos discos conforme
a regra apresentada acima.

e Formular uma equacgao de recorréncia.

e Resolver a relacao de recorréncia utilizando o conhecimento abordado no ca-
pitulo 2 de recorréncias lineares de primeira ordem.

Para comecar, consideremos alguns valores iniciais de n discos:
Quando n = 1.

Figura 3.2: Teremos apenas um movimento

Quando n = 2.

N\

G|

B
—
fer

Figura 3.3: Teremos trés movimentos

Quando n = 3.

ya lﬂ%% >£ H% s—‘:ﬂ‘—z\ / J—% (ﬂ(?é;ﬁ}

7\
A p&z
: =
Figura 3.4: Teremos exatamente sete movimentos

Observemos que os trés primeiros movimentos quando n = 3 é a solu¢ao de quando
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n = 2, é a partir desta compreensao que precisaremos utilizar mais de uma vez
o exemplo quando n = 2 e assim concluir o problema com trés discos. Continua-
mos o raciocinio no objetivo de generalizar a ideia para quando n representar uma
quantidade maior de discos.

Para buscarmos o segundo ponto que é formular uma equacao de recorréncia
para a Torre de Hanoi, vamos agora considerar uma Torre com n discos conforme a
figura abaixo.

Figura 3.5: Torre com n discos

Admitindo que ja sabemos resolver o problema quando houver n — 1 discos.

G & L

—

¢ RN
,__:-1-

Figura 3.6: Torre com n — 1 discos

Posteriormente movemos o disco maior.

Figura 3.7: Torre com o maior disco

Usamos a mesma situagao quando existem n — 1 discos para construir a equacao de
recorréncia.

Figura 3.8: Torre com n — 1 discos
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Proseguindo na construcao de uma férmula recorrente e seja T) o nimero minimo de
movimentos necessarios para resolver o problema com apenas um disco, 75 quando
o numero minimo de movimentos na situacao quando houver 2 discos e assim suces-
sivamente.

Logo, explicitando esse raciocinio e usando as ilustragoes acima, concluimos que
T,=T,1+1+ Tn—l: ou Sejaa

T, =21,1+1

Agora, dando continuidade, precisamos resolver a equacao de recorréncia que
descreve todos os termos de uma sequéncia em funcao do termo anterior.

Vamos primeiro resolver a recorréncia sem o termo independente de T),, ou seja, a
recorréncia linear de primeira ordem homogénea 7T,, = 27,,_; com 77 = 1. Portanto,
temos

T2 - 2T1
I3 = 275
T4 - 2T3
T, = 2T,

T5.13.Ty....T,, = 2T1.275.2T5....2T,, 4
multiplicando pelo inverso dos termos idénticos em cada membro, faremos os
cancelamentos, isto é
T,=2"'"Ty = T,=2""1

De acordo com o teorema substituimos T}, = 2" 'Y,,, e teremos

1
Yn+1—Yn+2_n.
Em seguida
1
Yo = Y'l‘i‘ﬁ
1
Y3 - Y2+§
1
Yy = Ys—i‘ﬁ
1
Yn == Yn71+2n—1'
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Somando as equagoes, ficamos com a expressao

1 1 1 1
Y”:Yl_kﬁ_*—?—i_ﬁ_'_“'_*—znfl‘

Dai, como T, = 2"1'Y,, e T} = 1 temos que Y; = 1. Fazendo a soma dos termos
para uma progressao geométrica, teremos

vo- G2l n ()

1 ]
2

T, —on 1y, —on [1 _ (%)”]: on 1.

Podemos, dai concluir que serao necessarios para n discos no minimo 2" — 1 movi-
mentos em transferi-los para um outro pino, conforme as regras antes estabelecidas.

3.2 A Sequéncia de Fibonacci

Leonardo Fibonacci, também conhecido como Leonardo de Pisa, Leonardo Pi-
sano ou ainda Leonardo Bigollo, foi um matematico italiano, conhecido como o pri-
meiro grande matematico europeu da Idade Média. E considerado por alguns como
o mais talentoso matematico ocidental da Idade Média. Ficou conhecido por usar
como exemplo, o que seria posteriormente conhecida por Sequéncia de Fibonacci, no
Liber Abaci, a primeira obra importante sobre matematica desde Eratostenes, isto
é, mais de mil anos antes. (Veja a figura em: Fibonacci’s Liber Abaci Auctioned
| Twisted Lifestyle www.twistedlifestyle.com).

O Liber Abaci introduziu os numerais hinduarabicos na FEuropa, além de discutir

Figura 3.9: Fibonacci Liber Abaci Book Of Calculation Auction
muitos problemas mateméaticos. Dentre esses muitos problemas matematicos, des-

tacaremos dois importantes e criativos problemas de aplicacao das Sequéncias de
Fibonacci.
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3.2.1 O Calculo do Tamanho de Uma Populacao de Coelhos

Vamos comecar esta secao apreciando o seguinte caso do tamanho de uma po-
pulagao de coelhos.

Suponha que um casal de coelhos recém-nascidos é colocado numa ilha, e que
eles nao produzem descendentes até completarem dois meses de idade. Quando
atingirem este tempo de vida, cada casal de coelhos produz exatamente um outro
casal de coelhos por més e cada novo casal gerado também produz somente apds o
segundo més de vida. Qual seria a populagao de coelhos na ilha apds doze meses,
supondo que nenhum dos coelhos tenha morrido, nao haja migragao neste periodo
e nao ha problemas genéticos no cruzamento entre eles?

Observando a figura abaixo representada, notaremos que no primeiro meés tere-
mos apenas um casal jovem de coelhos. J4 no segundo més, esse casal sera adulto.

0 Meses Casais: 0

1 e 1

1
>
3

2
3
4

Figura 3.10: Arvore genealogica até o quarto més

Admitindo que esse casal ja adulto possa produzir outro casal de coelhos jovens,
esse mesmo casal podera a cada més reproduzir outro casal de coelhos jovens de
maneira que no terceiro més existirao dois pares de coelhos, porém um casal adulto
e outro recém-nascido. Ao chegar no quarto més, notamos que o casal de coelhos
adulto do més anterior gerara mais um casal de coelhos, assim no quarto més serao
exatamente o casal recém-nascido, o casal de apenas um més de vida e o casal adulto,
totalizando trés casais representados na mesma figura

Continuando o raciocinio temos que no inicio do quinto més existirao dois pares
adultos, sendo que cada um ja reproduziu um novo par e outro par que completou
um meés de vida, totalizando cinco pares.

Agora no inicio do sexto més existirao trés pares adultos, sendo que cada um
jd produziu um novo par e mais dois pares que completam um meés de vida. Dai
existirao oito pares. Se observamos bem no esquema representado na segunda figura
disponivel em: http://www.bpiropo.com.br/fpc20070108.htm, a quantidade de
coelhos no sétimo més sera a soma da quantidade que ha no quinto e sexto meses.
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0 Meses Casais: 0
ARy

1 ;;9 1

2 1
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Figura 3.11: Arvore genealdgica até o sétimo més

Notamos também que anteriormente, a quantidade de casais de coelhos no quinto
més serd resultado da soma das quatidades de coelhos do terceiro e o quarto me-
ses, formulando assim uma sequéncia conhecida como Sequéncia de Fibonacci
conforme a figura [3.12| e em seguida esta sequéncia gerara uma relacao de recor-
réncia.( A figura se encontra disponivel em: Mapli | Coelhos de Fibonacci -
www.mapli.tumblr.com).

0+1=1
1+1=2
1+2=3
2+3=5
3+5=8
5+8=13
8+13=21
13+21=34
21+34=55
34+55=89
55+89=144

Figura 3.12: Uma sequéncia de Fibonacci

Mesmo que aparentemente a construcao do esquema acima se torne cansativa,
todavia ela nos fornece uma regra de formacao para o desenvolvimento da popu-
lacao. Como calcular a populacao no inicio do sexto més? Como nao h& mortes,
podemos inicialmente contar com a populacao do quinto més. O passo seguinte é
calcular o nimero de nascimentos. Ora, estes correspondem ao nimero de casais
com pelo menos um més no inicio do quinto més. Isto sugere que a populacao seja
contabilizada por idade, como esquematizado na figura

E possivel evitar este trabalho todo, pois se observarmos que a populacio com
pelo menos um més de idade no quinto més consiste exatamente da populacao total
no quarto mes.
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Denotando por F), o ntimero de casais de coelhos obtidos em n meses, o argu-
mento acima produz a equacao Fgz = F5 + Fy. Mas o raciocinio se aplica a qualquer
més, ou seja, toda discussdo pode ser refeita substituindo-se sexto por n€me quinto
por (n — 1)$me e quarto por (n — 2)€me  Sendo assim, logo podemos escrever a
equagao

F,=F, 1+ F,_, para n=>3. (3.1)

Dai temos que a sequéncia (F,) da populagdo de coelhos na ilha ao longo dos
meses (supondo inexisténcia de mortes ou migragao) satisfaz a equagao de recorrén-
cia (3.1) acima. Observemos que, dados dois valores de elementos da sequéncia em
quaisquer dois meses consecutivos, podemos calcular todos os valores dos elementos
da sequéncia dos meses posteriores. Vemos no problema que a populacao inicial
F} de coelhos consiste de um casal. Ficamos impedidos de calcular F, a partir da
equacao (3.1), pois esta envolveria o termo Fp, nao definido. Fazendo uma breve
analise sobre o problema em discussao, temos.

e A populagao F5, deve ser calculada diretamente do enunciado, como feito para
a construcao da tabela Observemos também que podemos medir a po-
pulacao em nimero de casais ou em nimero de coelhos. A relacao entre os
termos da sequéncia é ( em qualquer dos casos.

e As condicbes iniciais seriam, portanto, diferentes. Se contarmos o numero de
casais de coelhos, teremos F; = F, = 1 e se contarmos o numero de coelhos,
teremos F; = F5, = 2.

e A sequéncia de nimeros gerada no primeiro caso é exatamente a sequéncia de
Fibonacci e a sequéncia seguinte seria exatamente o dobro (termo a termo)
da sequéncia de Fibonacci. Isso destaca um ponto relevante, no que tange a
relacao de recorréncia que define a solucao do problema é composta de duas
partes: um conjunto de condicoes iniciais e uma férmula que expresse o valor de
um termo da sequéncia em funcao de termos anteriores. Logo, ( é apenas
uma parte da relacao de recorréncia que em sua forma completa, seria, se
contassemos a populacao em termos de niimeros de casais, conforme a relacao
de recorréncia abaixo.

=1, (3.2)
F2 == 1,
F,=F, 1+ F, > para n=>3.

Notemos que, uma vez que uma relacao de recorréncia é estabelecida, podemos
calcular termos anteriores aos que definem as condicoes iniciais usando a féormula
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3.2. A SEQUENCIA DE FIBONACCI

de recorréncia, estendendo, portanto a sequéncia. Logo, podemos na equagao (B.2)
calcular Fj a partir da equacao F, = F)} + Fy e das condicoes iniciais, obtendo
Fy=F,—F; =1—1 = 0. Neste caso, poderiamos redefinir a relacao de recorréncia
para descrever a sequéncia estendida:

Fy =0, (3.3)
F1 — 17
F,=F, 1+ F, 5 para n=>2.

Em algumas situacoes teremos a necessidade de nos referir apenas a(s) equa-
¢ao(oes) de recorréncia, que é(sdo) obtida(s) da rela¢do de recorréncia retirando-se
as condigdes iniciais, na rela¢do (B.3), por exemplo, a equagdo de recorréncia é
Fn:Fn—1+Fn—2-

Depois da breve anélise feita acima iremos agora, para o problema inicial, veri-
ficar em dois casos:

O célculo do tamanho de uma populacao de coelhos conforme a relacao de re-
corréncia ([3.2) para apenas os casais de coelhos com dois meses de idade produzam
um casal de recém-nascidos.

O outro caso parte também da relacao de recorréncia (B.3), em que apenas os
casais de coelhos com exatamente um més de idade produzam um casal de recém-
nascidos.

Vamos também, em seguida, achar uma férmula explicita para Fj, em funcao de
n para ambos 0s casos.

e Primeiro Caso

Seja a relagao de recorréncia

=1,
F2 == 1,
F,=F, 1+ F,, para n =3,

em que n é o nimero de meses.

Temos que a equacao de recorréncia é do tipo ( estudada na secao de
recorréncias lineares de segunda ordem e tem equacao caracteristica associada
a equagao (F, o = F,.1 + F,) igual a r> = r + 1,, cujas raizes sdao

1++5 1-v5
= ——— € rg = ———.

" 2 2

Esse caso estd claramente exposto no exemplo na se¢io das recorréncias
lineares de segunda ordem.
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Continuando, temos as condi¢des iniciais (F} = 1 e Fy = 1) que indicam a
populacao em relacao ao nimero de casais e implicam no seguinte sistema:

1+v5 17\/
é7A+ °B=1

2
<—1*f) e () o

cuja solucao é A = f e B=
Temos portanto que

o L[4V 1 (1-vBY
obtemos, portanto, a conhecida formula explicita para o problema do ntimero de
casais de coelhos obtidos em n meses.

i5<1+\/5>n \/5<1—\/5>n

5 2 5 2

éIL

F, =

e Segundo Caso

Agora suponha o caso em que apenas os casais de coelhos com exatamente um
més de idade produzam um casal de recém-nascidos. Quantos casais conterd a ilha
apos n meses?

Chamando de F o nimero de casais ap6s n meses, temos que F| = 1, visto que
inicialmente é colocado na ilha um casal de recém-nascidos. Portanto, no inicio do
segundo més este casal produz um segundo casal e F, = 2, sendo que um dos casais
¢ recém-nascido e o outro tem um més de idade.

A populacdo do n€™Momes pode ser particionada em casais recém-nascidos e
casais com pelo menos um més de idade. O nimero de casais recém-nascidos é igual
ao nimero de casais com exatamente um més no n€M°mes. o que corresponde A
parte da populagao que era recém-nascida no (n — 1)65”"0mes 0 que por sua vez
¢ igual & diferenga entre as populagdes no (n — 1) ¢ (n — 2)%Momeges, isto é,
F)_,—F_,. Jaonumero de casais com pelo menos um més é o niimero de casais
no (n — 1)&imomeg,

No entanto, a relacao de recorréncia que F) satisfaz é:

Fl =1, F,=2
Fq; :(F’r,z—l _Frlz—2)+F7{L—1 - 2F7/L—1 _Fylz—2-

A equagao caracteristica associada é 7> —2r +1 = (r — 1)2 = 0, ou seja, uma
equagao de segundo grau com uma tnica raiz (1) de multiplicidade 2 que estudamos
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3.2. A SEQUENCIA DE FIBONACCI

no caso [2.5.1| para Recorréncias Lineares de Segunda Ordem. Portanto, a
solugao geral é A(1)" + Bn(1)", e utilizando as condigoes iniciais obtemos o sistema
linear:

A+B =1
A+2B =2

cuja solugdo ¢ A =0e B =1, o que implica F/ = n.

3.2.2 As Pecas de Uma Caixa de Dominé 2 x n

Continuando ainda na ideia da Sequéncia de Fibonacci, vamos apreciar um pro-
blema proposto que estimula a curiosidade dos alunos e utilizar material concreto
com o objetivo didatico de facilitar o raciocinio e o processo pedagogico de ensino-
aprendizagem da matematica no ensino da base curricular. Como sugestao, podemos
disponibilizar alguns jogos de dominés para fazé-los pensar no seguinte problema.

De quantas maneiras podemos guardar n dominés 2 X 1 em uma caixa 2 x n?

B -

Figura 3.13: Caixa Domin6 2 X n

L%’

Ao disponibilizar as pecas de dominds sobre uma mesa, podemos solicitar aos
alunos para que tentem encontrar a solucao para valores iniciais de n pecas, para
n =1,2,3,4..., até o momento em que eles sintam dificuldade de encontrar todas
as possibilidades de posi¢oes para organiza-las dentro dessa caixa onde se guardam
todas as pecas. Vejamos algumas preliminares em cada caso para as nma primeiras
pecas de um dominé tradicional.

Com as pegas do domin6 (que pode ser disposta como 2 x 1 ou 1 X 2) os alunos
devem verificar quantas maneiras existem e quais possibilidades de coloca-las em
uma caixa para pecas com dimensoes 2 X 1, como mostraremos nas figuras a seguir.

Para o caso onde n =1

Figura 3.14: Possibilidade com uma pega
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3.2. A SEQUENCIA DE FIBONACCI

Caso n =2
TR

Figura 3.15: Possibilidades com duas pegas

Cason =3
TF FE B
L L

Figura 3.16: Possibilidades com trés pecas

Cason =4

FFFF LEFF FLEF
P BH

Figura 3.17: Possibilidades com quatro pecas

Até esse momento a sequéncia criada foi (1,2,3,5,...) que percebemos ja ser
diferente da Sequéncia de Fibonacci, pois os dois primeiros nao sao iguais a 1.
Porém, o primeiro termo dessa sequéncia poderia ser o segundo da Sequéncia de
Fibonacci, o segundo termo seria igual ou terceiro e assim por diante. Portanto,
terfamos uma sequéncia definida pela seguinte relacao de recorréncia

fi=1 (3.4)
fa=2
fn+2 - fn+1 + fna

46



3.3. O PROBLEMA DOS CAMINHOS

que possui as mesmas propriedades da Sequéncia de Fibonacci.

Lembrando que a ideia em recursao é obter cada valor em funcao dos anteriores,
vejamos o que ocorre quando tiramos a tultima parte do caso n = 4. Observe que
ao tirarmos a tltima pega (ou as duas tltimas, quando estiverem deitadas) de cada
possibilidade, obtemos um niimero menor de possibilidades. Como esses finais tém
tamanho 1 ou 2, reduz-se ao caso anterior ou pré-anterior, de modo que f; = f3+ f.
Sera que isso continuard ocorrendo? Por fim, o professor pode mostrar aos alunos
que o problema resulta em uma recorréncia linear homogénea de segunda ordem,
exatamente a mesma Sequéncia de Fibonacci, e pode mostrar toda a resolucao a
seguir.

Temos na relacao de recorréncia ( que a equacao de recorréncia também é do
tipo (2.4) estudada na secao de recorréncias lineares de segunda ordem e
tem equacdo caracteristica associada a equacao igual a 72 = r + 1, cujas raizes sao

14+5 1=

9 € Ty 9

mr =

Continuando, temos as condicoes iniciais (f; =1 e fy = 2) que implicam no

sistema: v v
145 15 _
ENGY I ENEy

2 2
<1+2\/5) A+ (12 5) B =2,

54V o g — 5=V5

S

cuja solucao é A =

Temos portanto que

:5+\/5<1+\/5>"+5_¢5(1_\/5>”

In 10 2 10 2

Obtemos portanto, a formula explicita para o problema do ntimero de maneiras
que podemos guardar n dominéds 2 X 1 em uma caixa 2 X n.

Com estes dois ultimos problemas, concluimos as Aplicacoes com recorréncias
lineares de segunda ordem.

3.3 O Problema dos Caminhos

Esse tipo de problema é conhecido como exercicios em cursos preparatorios para
olimpiadas de Matemaética do Ensino médio. Esse problema afirma e comporta o
seguinte desafio.
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3.3. O PROBLEMA DOS CAMINHOS

Caminhando pelos segmentos unitarios da figura abaixo, determine quantas sao
as maneiras de ir de A até B sem passar duas vezes pelo mesmo ponto.

/N NN/

] H

Figura 3.18: Caminhos pelos Segmentos

Como estratégia de resolucao vamos enumerar os pontos da esquerda para a di-
reita apenas por questao de orientacao, conforme figura abaixo.

Figura 3.19: Caminhos Orientados

Seja n a posi¢ao em que queremos chegar (os vértices dos triangulos, considerando
apenas os segmentos a esquerda da posi¢ao) e t, o nimero de caminhos distintos que
podemos tomar para sair de A até B sem passar duas vezes por um mesmo ponto.
Note que o ponto B estara na posicao 10 na figura acima. Vamos encontrar valores
iniciais para t, fazendon =1,2,3, ....

Para n = 1, temos apenas um caminho possivel, direto de A para 1, conforme a
figura a seguir.

1

/

Figura 3.20: Um Caminho Possivel
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3.3. O PROBLEMA DOS CAMINHOS

Representamos essa possibilidade por
N

Para o caso n = 2, temos duas possibilidades

1

/\

A 2

Figura 3.21: Dois Caminhos Possiveis

Al2 e A2 ty =2,
—_——

Para o caso n = 3, temos quatro possibilidades

Figura 3.22: Quatro Caminhos Possiveis

A123, A23, Al3 e A213 t3=4.

-~

Para n = 4, temos sete possibilidades

Figura 3.23: Sete Caminhos Possiveis
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A1234, A234, A134, A2134, A124, A24 ¢ A1324 t, =T.

Para n = 4, o nimero de caminhos depende justamente dos trés casos anteriores.

Observe que os quatro primeiros caminhos é o caso n = 3 acrescentando apenas
0 4 ao final. O quinto e o sexto caminho é o caso n = 2 acrescentando também o
4 ao final. E o ultimo caminho é o caso n = 1 acrescentando 324 ao final, ou seja,
podemos escrever t, = t3 + ty + t1.

Observe ainda que o mesmo raciocinio pode ser usado para contar os caminhos
para 0s proximos pontos.

Para o caso n = 5, temos que o niimero de caminhos pode ser descrito conforme
o esquema abaixo.

Figura 3.24: Treze Caminhos Possiveis

v Navhe Wanbe e da i g N S S
A1234,A234, A134, 42134, 4124, 424 ¢ A1324+(5)

J/

-~

o Nate-Satr- et Nt
123,723,413 e 4213+ (5)
N AN
412 e A2 +(435)

isto é,
ts =ty + t3 + to.

=~
Observagao 3.1 O valor (%) adicionado em cada t, 1, t,_o € t,_3 a partir da re-
presentacao acima, conforme figura |3.24| € utilizado na implementacgao de caminhos,
completando portanto as possibilidades indicadas.
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3.3. O PROBLEMA DOS CAMINHOS

Agora de modo geral e formulando uma recorréncia para o problema é notoério
que

A~
no1+ (1)

=
n—2 T (n)

(-

{ﬂ

A

b 3+(n—1n—2n)

{

ou seja,
tn =th—1 +ln o+ ths.

Figura 3.25: Generalizando Possiveis Caminhos

Pouparemos o leitor do método de resolucao de recorréncias multiplas, uma vez
que para resolver o problema proposto, ¢ mais facil e préatico fazer as interacoes até
a décima posicao.

ti=t3+to+t;=4+2+1=7

by =ta+itz3+ta=T+4+2=13
tg=ts+ts+1t3=134+7+4=24
tr=to+its+ta=24+13+7=144

ts =t7 +tg+t5 =44+ 24 + 13 = 81
ty = tg + t7 + tg = 81 + 44 + 24 = 149
tio = tg + ts + t7 = 149 + 81 + 44 = 274.

Isto indica que existem 274 caminhos diferentes que podemos tomar para sairmos
do ponto A e chegarmos ao ponto B.
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3.4. OS NUMEROS DE STIRLING

3.4 Os Nuameros de Stirling

James Stirling (1692 — 1770) foi um Matematico Escocés natural de Garden,
Stirlingshire e autor de varios titulos como The Differential Method: Or, A Treatise
Concerning Summation and Interpolation of Infinite Series, Lineae Tertii Ordinis
Neutonianae, Methodus Differentialis Newtoniana Illustrata e A Description of a
Machine to blow Fire by the Fall of Water. Embora tivesse fascinio pela fisica, seu
campo de pesquisa foi essencialmente a Ciéncia Matematica. James foi o criador
dos nimeros ou formulas que trazem em memoria seu nome, sao eles: ( Os Numeros
de Stirling de Primeiro e Segqundo tipos) que na combinatéria muito contribuiu para
a ciéncia.

Morreu aos 78 anos em Edimburgo, capital da Escécia desde 1492 no Reino
Unido, situada na margem sul do estuario do rio Forth (Firth of Forth), Conforme
a seguinte referéncia [9].

Nesta secao, definiremos Os nimeros de Stirling de Primeira e Sequnda Espécies
e trataremos da deducao das relagoes de recorréncias para os nimeros de Stirling e
logo ap6s encaminharemos para a tltima aplicagao com O Problema de Josephus.

Comecaremos nosso estudo sobre Os nimeros de Stirling analisando um pro-
blema bem simples e de facil compreensao.

Exemplo 3.1 Uma professora pede para que 2 de seus alunos pintem as bandeiras
que serao utilizadas para a decoracao da escola. A professora possui 4 cores de tinta
para distribuir aos seus 2 alunos, Verde, Amarela, Lilds e Preta. De quantas manei-
ras a professora poderd distribuir essas cores para seus alunos,(néao se fard distingao
entre 0s alunos, s6 importard a distribuicao das cores entre eles), de modo que cada
um possua pelo menos uma cor de tinta com a qual possa colorir as bandeiras ?

Em outras palavras, de quantas maneiras é possivel distribuir os 4 elementos de
um conjunto em dois subconjuntos nao vazios. Tomando o conjunto V, A, L, P das
cores que a professora distribuird aos alunos, e separando seus elementos em dois
subconjuntos nao vazios,temos:

{VIU{A L PE{AYU{V L, P} {L} U{V. A, P} {P} U{V, A, L}
{V.A}U{L, P}:{V. L} U{A P} e {V, P} U{A L}.
Portanto, existem 7 maneiras diferentes de separar os elementos de um conjunto
de 4 elementos em 2 subconjuntos nao vazios.
Com uma relagao muito préoxima com os coeficientes binomiais, os numeros de

Stirling serao denotados em dois tipos: o de primeira espécie que convencionaremos
por S, x e o de segunda espécie por S¥.
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3.4.1 Numero de Stirling de Segundo Tipo

Comegaremos definindo os nimeros de Stirling de segundo tipo ou segunda es-
pécie por ser de mais facil entendimento e explanacao.

Definicao 3.1 Sejam n,k € N comn > k > 1. A notagao S* indicard o ni-
mero de maneiras de escrever um conjunto A, com n elementos, como reunido de
k subconjuntos nao vazios e disjuntos. Em outras palavras, o nimero de maneiras
de distribuir n objetos distintos em k recipientes idénticos, com nenhum recipiente
Vazio.

e Quando k = 1 temos apenas uma maneira de distribuir os objetos, todos no
mesmo recipiente, portanto S}L = 1.

e Quando k = n temos apenas uma maneira, um objeto em cada recipiente,
portanto S = 1.

e Quando k > n a tarefa € claramente impossivel, pois algum recipiente teria
que ficar vazio.

e Quando k <0 en >0 nao podemos distribuir um nimero positivo de objetos
dentre zero recipientes.

e Quando 1l < k <nen > 2 encontraremos uma relagao de recorréncia satisfeita
por Sﬁ, ou seja, o numero de maneiras de distribuir n objetos distintos dentre
k recipientes idénticos, com nenhum recipiente vazio.

No exemplo discutido no inicio desta se¢ao, temos A = {V, A, L, P} onde listamos
todas as maneiras de escrever A como reuniao de dois subconjuntos nao vazios e
disjuntos.

Neste caso, ilustremos o exemplo citado quando n =4 e k = 2.

Para construirmos as distribuicoes consideremos também todas as cores das tin-
tas V, A, L, P que a professora distribuird aos alunos, onde desta forma separando
seus elementos em dois subconjuntos nao vazios, temos o seguinte esquema:

% | |lALP|; |A | \vLP|; |L | |[Av P|; |P | |V AL|

lva |lcp |; [vL ||AP |; [vP J[AL |

Portanto, ratificamos que existem 7 maneiras diferentes de separar os elementos
de um conjunto de 4 elementos em 2 subconjuntos nao vazios, isto é,

S3=T.
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Exemplo 3.2 Seja A = {1,2,3,4,5}. Vamos calcular SZ, isto ¢, queremos dis-
tribuir 5 objetos numerados de 1 a 5 em dois recipientes idénticos com nenhum
recipiente vazio.

Coloquemos um dos cinco objetos, por exemplo, o objeto de nimero 1 num
recipiente e em seguida decidimos sobre os 4 restantes em qual recipiente ficarao.

Como sao duas alternativas, teremos 2* modos de distribuicao, onde esta incluida
a possibilidade dos cinco objetos juntos, isto é, o 1 juntamente com os outros quatros
objetos, todos num mesmo recipiente. Eliminando o caso em que os quatro estarao
no recipiente que esta o objeto de niimero 1, deixando o outro vazio, concluimos que

S2 = 15.

Agora em busca da construcao de uma relagao de recorréncia para o nimero de
Stirling de segundo tipo S¥, vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.3 Seja A= {1,2,...,n}. Vamos calcular S?

De modo analogo ao exemplo anterior queremos distribuir n objetos numerados
de 1 a n em dois recipientes idénticos com nenhum recipiente vazio.

Coloquemos um dos n objetos, por exemplo, o objeto de nimero 1 num recipiente
e em seguida decidimos sobre os n — 1 restantes em qual recipiente ficarao.

Como também sao duas alternativas, teremos 2"~ ! modos de distribuicdo. Eli-
minando o caso em que os n — 1 estarao no recipiente que estd o objeto de niimero
1, deixando o outro vazio, concluimos que

S2=2om 1.

n

Exemplo 3.4 Seja A = {1,2,3,4}. Vamos calcular S3

Quando temos mais do que dois recipientes ficard mais complicado repetir o
mesmo raciocinio feito com dois, pois teriamos de descontar os varios casos onde
ficariam recipientes vazios. Faremos outro procedimento que também funcionara
no caso geral. Considerando o objeto de nimero 1 temos exatamente dois casos a
considerar:

e O objeto de nimero 1 permanecerd sozinho num recipiente.

e O objeto de nimero 1 terd companhia.

O] -127 - [B.4 0] -B] - [2.4: 1] -[4] - [2.3]
[1.2] -[3] —[a]; [1.3] —-[2] - [4); [1.4] -[2] - [3]
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Portanto
SP =6

Exemplo 3.5 Seja A ={1,2,3,4,5}. Vamos calcular S3.

Queremos distribuir 5 objetos, numerados de 1 a 5, em trés recipientes idénticos,
com nenhum deles vazio. Faremos o procedimento do exemplo anterior que também
funcionara para o caso geral. Considerando o objeto de nimero 1 temos exatamente
dois casos a considerar:

e O objeto de ntimero 1 permanecerd sozinho num recipiente.
e O objeto de nimero 1 terd companhia.

No primeiro caso temos que distribuir 4 objetos em 2 recipientes, num total de
S2=2-1=1.

No segundo caso temos que distribuir 4 objetos em 3 recipientes, num total de
S3 e depois da distribuigao colocar o objeto de nimero 1 em um dos trés recipientes,
portanto de 3 modos distintos.

Assim compreendemos que

S = S; + 353

Concluimos entao que,

S2=T7+36=25

Proposicao 3.1 Paran,k € N com 1<k <n en > 2 vale que
Sk =Sk 1+ kSE_ .

Demonstragao:  Considerando A = {1,...,n}, queremos escrever A = A; U
AsU; ...,UAy, onde os subconjuntos sao nao vazios e |A| = |A;] + |Aa] + ... + |Axl.
Novamente os elementos de A serao objetos numerados de 1 até n e os subconjun-
tos Aj, As, ..., Ay serao os recipientes. Considerando o objeto de nimero 1 temos
exatamente dois casos a considerar:

e O objeto de nimero 1 permanecerd sozinho num recipiente.

e O objeto de nimero 1 terd companhia.
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No primeiro caso temos que distribuir n — 1 objetos em k — 1 recipientes, num
total de SF~ 1.

No segundo caso temos que distribuir n—1 objetos em k recipientes, num total de
Sk | e depois da distribui¢ao colocar o objeto de ntimero 1 em um dos k recipientes,
portanto de £ modos distintos.

Assim chegamos a conclusao que

S’s = SZ:% + ]{:Ss—la
0 que nos permite fornecer a relacao de recorréncia desejada. m

Com a demonstracao da proposi¢ao acima, encontramos uma relagao de recor-
réncia satisfeita para quaisquer Nimeros de Stirling do tipo S¥, ou seja, o ntimero
de maneiras de distribuir n objetos distintos dentro de k recipientes idénticos, com
nenhum recipiente vazio.

Portanto chegamos a seguinte relacao de recorréncia

Sl=1, S'=1
Sk =Skt L kSE | para 1<k <n.

3.4.2 Numero de Stirling de Primeiro Tipo

Comecaremos a tratar do primeiro tipo do Numero de Stirling fazendo uma
problematizagao.

Exemplo 3.6 Um Carcereiro tem sob sua autoridade 4 prisioneiros prestes a sen-
tarem a uma mesa. Qual € o numero de maneiras de fazer esta distribuicao?

Este problema equivale a distribuicao de 4 objetos distintos em um circulo, por-
tanto a pergunta equivalente é: quantos ciclos distintos de 4 elementos existem.
Conforme podemos facilmente calcular, existem 4 = 6 ciclos distintos com 4

1
elementos. A saber:
1,2,3,4],[1,2,4,3],[1,3,2,4],[1,3,4,2],[1,4,2,3],[1,4,3,2]

Seguindo um raciocinio parecido com o numero de Stirling do segundo tipo,
vamos analisar o seguinte exemplo.

Exemplo 3.7 Um carcereiro tem que distribuir 4 prisioneiros em 2 mesas idénticas,
nenhuma vazia. Qual € o nimero de maneiras de fazer esta distribuicao?

Indicaremos o conjunto de prisioneiros que serao colocados nas 2 mesas por
A={1,2,3,4}.
Acomodando o prisioneiro numero 1, temos duas possibildades:
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3.4. OS NUMEROS DE STIRLING

e O prisioneiro nimero 1 ficard sozinho numa mesa.
e O prisioneiro nimero 1 terd companhia.

No primeiro caso, teremos que acomodar os 3 detentos restantes numa mesa.
Como o ntimero de maneiras de distribuir 3 elementos numa mesa é igual ao ciclo
de 3 elementos, isto pode ser feito de 2 modos distintos [2,3,4] ou [2,4, 3] . Assim,
neste caso temos 2 modos:

U234 e [1]U[<24,3]

A notagao usada [1] U [2,3,4] representa que o prisioneiro de nimero 1 ficara
numa mesa e os de nimeros 2, 3,4 ficarao na outra, em posicoes estabelecidas pelo
ciclo [2,3,4] . O simbolo U é usado significando que reunindo os elementos das duas
mesas teremos todos os prisioneiros, conforme visualizamos na figura

Figura 3.26: Disposicao dos prisioneiros em duas mesas

No segundo caso temos que distribuir os trés detentos restantes usando duas
mesas, o que pode ser feito de 3 modos:

2] U [3,4], 3] U[2,4] e [4] U [2,3].

Agora, neste caso, o prisioneiro nimero 1 podera ocupar uma das mesas de 9
modos:

[1,2] U[3,4], [1,3] U[2,4], [1,4] U[2,3],[2] U [L,3,4],[2] U[3,1,4], [3] U[L,2, 4],

3]U[2,1,4], [4] U[L,2,3] ou [4U[2,1,3].

Portanto o nimero de fazer a distribuicao de 4 detentos em duas mesas idénti-
cas(nenhuma vazia) é igual a 24+ 9 = 11.

Exemplo 3.8 Um carcereiro tem que distribuir 4 prisioneiros em 3 mesas tdénticas,
nenhuma vazia. Qual € o numero de maneiras de fazer esta distribuicao?
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Usando as notacoes do exemplo anterior, temos 6 maneiras de fazer a distribui-
cao, a saber:

[1U[2]U[3, 4], [1]U[3]U[2, 4], [1JU[4]U[1, 2], [2]U[3]U[L, 2], [2]U[4]U[L, 3] e [3]U[4]U[L, 2]

Com base nas argumentagoes acima, definiremos agora os nimeros de Stirling
de primeira espécie.

Definicao 3.2 Sejam n,k € N, comn >k > 1. O simbolo S, indicard o nimero
de maneiras de arranjar n objetos distintos em k ciclos, ou equivalentemente, o
nimero de maneiras de distribuir n prisioneiros em k mesas idénticas (nenhuma
vazia).

e Quando k =1 temos que S,1 = (n — 1)! (n prisioneiros em uma mesa).

e Quando k = n temos que S, ,, = 1 (um dnico modo, um prisioneiro em cada
mesa,).

e Quando k > n a tarefa € claramente tmpossivel, pois alguma mesa teria que
ficar vazia.

e Quando k <0 en > 0 nao podemos distribuir um nimero positivo de prisio-
neiros dentre zero mesas.

e Quando 1 < k < n encontraremos uma relagcao de recorréncia satisfeita por
Sh.k, 0U seja, o nimero de maneiras de distribuir n prisioneiros distintos den-
tre k mesas idénticas, com nenhuma mesa vazia.

Calculamos anteriormente que Sy = 11 e Sy3 = 6. Agora vejamos o seguinte
exemplo:

Exemplo 3.9 Tomando uma permutacao de 4 elementos, por exemplo, 1324, onde
f(1) =1, f(2) =3, f(3) =2 e f(4) = 4, podemos representd-la por 3 ciclos, a
saber: [1]]2,3][4] .

Listando todas as permutacoes de 4 elementos representadas pelos seus ciclos
temos:

1. As escritas usando 1 ciclo, num total de 6, a saber:

[1,2,3,4] = 2341, [1,2,4,3] = 2413, [1,3,2,4] = 3421, [1, 3,4, 2] = 3142,

[1,4,2,3] = 4312, [1,4,3,2] = 4123.
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2. As escritas usando 2 ciclos, num total de 11, a saber:

[1112,3, 4], [1][2,4, 3], [2][1,2,4], [2][1, 4, 2], [3][1, 2,4], [3][1, 4, 2], [4][1, 2, 3], [4][1, 3, 2],

1,2][3,4], [1,3][2,4], [1,4][2,3].

3. As escritas usando 3 ciclos, num total de 6, a saber:

[11[2]13, 4], [11[3][2,4], [1[4][2, 3], [21[3][1, 4], [2][4][1,3], [3][4][L, 2].

4. As escritas usando 4 ciclos, uma unica, a saber:

[1][21[3][4].

Donde obtemos 6 +11 4+ 6 4+ 1 = 24 = 4!
Esta interpretacao de permutacgoes escritas usando ciclos nos dard a seguinte
igualdade;

n
> S =mnl
k=1

A proposicao seguinte estabelece uma relagao de recorréncia para os niimeros de
Stirling de primeira espécie.

Proposicao 3.2 Para nimeros naturais 1 < k < n vale que
Sn,k = Snfl,kfl + (n - 1>Sn71,k-

Demonstragao: Indicamos o conjunto de n elementos por A = {1,2,...,n}. Seus
elementos serao distribuidos em k ciclos. Temos duas possibilidades:

e O elemento 1 constitui um ciclo isolado.
e O elemento 1 ficard num ciclo com mais de um elemento.

e O naimero de modos do primeiro caso é S,,_1 ;—1, ou seja o nimero de maneiras
de organizar n — 1 elementos em k — 1 ciclos.
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No segundo caso, distribuimos os n—1 elementos restantes em k ciclos e em cada
ciclo temos m posicoes para encaixar o 1, obtendo o nimero que é com m elementos

(TL — 1)Sn71,k-

Portanto,
Sn,k - Sn—l,k—l + (n - 1>Sn—1,k-

Assim, encontramos uma equagao de recorréncia satisfeita para quaisquer Nu-
meros de Stirling do tipo S, =

Com a demonstracao da proposi¢ao acima, encontramos uma relagdo de recor-
réncia satisfeita para quaisquer Numeros de Stirling do tipo S, i, ou seja, o nimero
de maneiras de distribuir n prisioneiros distintos dentre k mesas idénticas, com
nenhuma mesa vazia.

Portanto chegamos a seguinte relacao de recorréncia

Sﬂ,l = 17 Sn,n =1
Sngk = Sn-1k-1+kSp_1%, para 1 <k <n.

3.5 O Problema de Josephus

O historiador judeu Flavius Josephus (37 — 100) participou da revolta contra
Roma no ano 66 e escapou do massacre apds a captura da fortaleza em uma escura
caverna, diz a lenda, que 41 rebeldes foram cercados por tropas romanas e antes de
serem capturados, eles escolheram o suicidio em massa. Josephus e seu companheiro
nao pareciam muito convencidos do sacrificio, entao ele propos o seguinte: sentados
em uma mesa circular, a partir de um certo escolhido, a terceira pessoa seria elimi-
nada, até que apenas dois sobrevivessem. Josephus calculou as posicoes para que
ele e seu companheiro sobrevivessem ao processo. Vide referéncia bibliografica em
[12].

Veremos a seguir o que talvez seja um dos primeiros problemas combinatorios
da histéria, uma variacao sobre o problema original de Josephus.

Sabendo que h& n pessoas numeradas de 1 a n em um circulo, eliminaremos
cada segunda pessoa restante até sobrar um tinica pessoa. Estamos interessados em
calcular J(n), o nimero do sobrevivente.

Para entendermos melhor a questao veremos o que acontece quando n = 12.

Apos a primeira volta, eliminamos nessa ordem as pessoas de numero 2,4, 6,8, 10
e 12.

Na segunda volta descartamos 3,7 e 11. E finalmente, na tltima volta, elimina-
mos 5 e 1, restando somente a pessoa de nimero 9. Uma vez entendido o problema,
vamos analisar os exemplos com valores pequenos:
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Figura 3.27: Eliminagao por voltas

Figura 3.28: Tabela de eliminagao

Observamos que J(n) é sempre impar, o que é coerente com o problema, uma
vez que, como foi observado para n = 12, na primeira volta eliminamos todos que
possuem numero par.

Vamos supor entao que temos 2n pessoas originalmente. Depois da primeira
volta, em que eliminamos todos os pares, ficamos conforme a representacao adiante.

Zn-1 3

2n-3

Figura 3.29: Eliminagao para o caso 2n
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3.5. O PROBLEMA DE JOSEPHUS

Chegamos a uma situacao semelhante a que comecga com n pessoas, exceto que
cada pessoa tem seu nimero dobrado e diminuido de 1, ou seja, J(2n) = 2J(n) — 1,
n > 1. No caso impar, supondo que temos 2n + 1 pessoas, a pessoa de nimero 1
¢ eliminada logo apds a 2n, restando novamente n pessoas que, desta vez, tiveram
seus numeros dobrados e aumentados de 1.

2nt1 5

2n-1

Figura 3.30: Eliminagao para o caso 2n-+1

Logo, J(2n + 1) = 2J(n) + 1, n > 1. Combinando estas equacOes com sua
condicao inicial, chegamos a nossa relagao de recorréncia:

J(1) =1,
J(2n) =2J(n) —1, para n>1; (3.5)
J2n+1)=2J(n)+1, para n>1

A partir desta relacdo de recorréncia podemos construir a seguinte tabela para
valores pequenos de n:

: | | | -| | |'_'.|‘.'_‘|l::|[||[:.|-_!,|
>||1|‘|||| BB EIE R

1
™ ”

1
Figura 3.31: Tabela de eliminagao

Percebemos que a cada poténcia de 2 em n é formado um grupo que sempre se
inicia com J(n) = 1 e, & medida em que n cresce, J(n) aumenta de 2 em 2 dentro
desse grupo. Entao se escrevermos n na forma n = 2™ + [, em que 2™ é a maior
poténcia de 2 que nao é maior que n, e [ é o que sobrou, teremos:

JRm+1) =241, m>=0e 0<I<2™ (3.6)
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que é a forma fechada para ( que procuravamos. Agora, temos que provar a
validade de ({3.6]).

Vamos fazer a inducao em m.

Quando m = 0, temos [ = 0, logo o primeiro passo da indugao nos da J(1) =1,
o que é verdade.

Vamos dividir a segunda etapa da inducao em duas partes: quando [ é par ou
impar.

Se [ é par, como m > 0, 2™ 4+ [ = 2n e, pela segunda equacao de ( e usando
a hipotese de indugao, temos que:

l 2
J(2m+l):2J(2m‘1+§)—1:2(§+1)—1:2l+1
2“n %,—/

n

Se [ é impar, como m > 0, 2™+ = 2n+ 1, pela terceira equacao de (, temos:

1—1 11
JR"+ ) =2J2" "+ —)+1=22——+1)+1=2l+1
N—— 2 2

2n+1 —

n

Logo, a inducao esta completa e a expressao ( esta provada.
Com este problema do salvamento, concluimos mais uma aplicacao de recorrén-
cias lineares.
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