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Resumo

O processo de ensino aprendizagem da Matemética estd intimamente relacionado
com a resolucao de problemas tedricos e praticos, os quais geralmente envolvem
situagoes do cotidiano de nossa sociedade. Esse trabalho tem como objetivo apre-
sentar o Principio da Inclusao e Exclusao como ferramenta para resolucao de va-
rios modelos de problemas que envolvem a contagem de elementos, principalmente
aquelas que aparecem contagem duplas, triplas, dentre outras. Além disso, busca
relacioné-lo com a determinacao de nimeros primos de um ntmero e com o Crivo
de Eratostenes, utilizd-lo para sistematizar a Formula da Funcdo Fi (@) de Euler,
bem como para a determinacao do Numero de Permutacoes Caoticas e do Niimero
de Funcgoes Sobrejetoras.

Palavras-chave: Principio da Inclusao e Exclusao, Crivo de Eratéstenes, Funcao
Fi de Euler, Permutacoes Cadticas e Numero de Funcoes Sobrejetoras.



Abstract

The process of teaching and learning of mathematics is closely related to the resolu-
tion of theoretical and practical problems, which often involve situations of everyday
life in our society. This work aims to present the Inclusion and Exclusion Principle
as a tool for solving many problems involving counting elements, especially those
that appear double, triple counting, among others. It also seeks to relate it with the
determination of prime numbers of a number and the Sieve of Eratosthenes, use it to
systematize the Formula of the function Fi ( Phi) Euler, as well as for determining
the number of permutations Chaotic and number of Sobrejetoras functions.

Keywords: Inclusion and Exclusion Principle, Sieve of Eratosthenes, function Fi
Euler, Permutations Chaotic and number of Sobrejetoras functions.
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Introducao

Pretendemos neste trabalho abordar a importancia do Principio da Inclusao e
Exclusao como fonte alternativa para a resolucao de muitos problemas de contagem,
como por exemplo, problemas onde surge o fendémeno de contagem dupla, tripla, etc.,
propiciando a alunos de Ensino Médio uma percepcao da uniao entre mais de trés
conjuntos, uma vez que normalmente conhecem o mecanismo (porém, muitas vezes
nao é apresentado como Principio da Inclusao e Exclusdo) para dois ou no maximo
trés conjuntos. Sao problemas tipicos: a determinacao da quantidade de ntimeros
primos menores ou igual a um inteiro positivo, encontrar o nimero de solucoes de
certas Equacoes Diofantinas. Ha4 muitos problemas matemaéticos que sao resolvidos
através da contagem do Ntumero de Fungoes Sobrejetoras entre dois conjuntos. A
determinacao deste numero de funcoes pode ser obtido com facilidade e de maneira
precisa pela utilizacao do Principio da Inclusao e Exclusao. Veremos ainda que este
principio se relaciona com a Funcao Fi de Euler e com as Permutagoes Cadticas,
portanto, ¢ uma ferramenta muito importante para a contagem.

Nosso trabalho estd dividido em trés capitulos.

No Capitulo 1, estudaremos situagoes que servirao de motivagao para o estudo
do Principio da Inclusao e Exclusao, como, por exemplo, a brincadeira do "amigo
oculto". Desenvolveremos a Formula para o Principio da Inclusao e Exclusao para
a reuniao de dois e de trés conjuntos e, em seguida, veremos algumas aplicacoes.

No Capitulo 2, abordaremos a reuniao entre quatro conjuntos, utilizando as
ideias obtidas no capitulo anterior, para generalizar a férmula para o Principio da
Inclusao e Exclusao para n conjuntos. Veremos uma outra maneira de apresentar
este principio e faremos algumas aplicacoes.

No Capitulo 3, intitulado Mais Algumas Aplicacoes, estudaremos O Crivo de
Eratostenes, a Fungao Fi de Euler, as Permutacoes Caodticas e a Determinacao do

Numero de Funcoes Sobrejetoras.

O Crivo de Eratostenes é um algoritmo e um método simples para encontrar



numeros primos até certo valor limite. Foi criado pelo matematico grego Eratoste-
nes, o terceiro bibliotecario-chefe da Biblioteca de Alexandria, que viveu entre os
anos 276 a.C. e 194 a.C. Ele desenvolveu uma tabela, que ficou conhecida como
Crivo de Eratéstenes, onde ele conseguiu, ndo com uma formula (pois este é
um dos desafios do Instituto Clay de Matematica, ver postagem do dia 07/05/2013
no www.claymath.org), mas com uma tabela os nimeros naturais primos. Eratos-
tenes aplicou a determinacao dos niimeros primos escrevendo os niimeros de 1 a 1000.

A Funcao Fi de Euler recebeu este nome por que foi o mateméatico suico Leo-
nhard Euler quem a determinou. Ela também é conhecida como Funcao Indicador
® de Euler ou simplesmente por funcao Fi. Esta funcao indica a quantidade de ni-
meros inteiros positivos menores que ou igual a certo ntimero m natural, que sao
relativamente primos com m.

Em simbolos, escrevemos
O(m) = {z € N/z <m e mde(z,m) = 1},

onde |A| indica o ntimero de elementos do conjunto A.

A Matemaética, particularmente, a Teoria dos Numeros, tem grande aplicacao
na Criptografia. A Criptografia é a area do conhecimento que tem como objetivo
propriciar a troca segura de informacoes entre um transmissor e um receptor. Ela
procura tornar a comunicacao indecifravel para todos, exceto para 6rgaos autoriza-
dos, sendo utilizada em transacoes bancarias no internet banking, nas compras com
cartoes via internet, entre outras aplicacoes. A funcao ® de Euler é aplicada em
um método de Criptografia denominado RSA, método esse criado em 1977 por R.
Rivest, A. Shamire e L. Adleman.

Desde que as primeiras sociedades foram formadas, a comunicacao entre os seres
humanos tornou-se primordial. A arte de cifrar/decifrar mensagens tem desempe-
nhado papel indispensavel em diversas areas da vida cotidiana. Percebemos desta
maneira a importancia da fun¢do ® de Euler. (Para aprofundamento deste assunto,
recomendamos [5]).

A brincadeira do "amigo oculto", bastante difundida em nossa sociedade, nos
remete a uma antiga e intrigante questao do século XVIII que motivou o célebre
matematico Leonhard Euler a empenhar-se em dificil e surpreendente trabalho com
a intencao de soluciona-la. A questao ficou conhecida como o "problema das cartas
mal enderecadas" que consistia em descobrir de quantas maneiras distintas pode-se
colocar n cartas em n envelopes, enderecados a n destinatérios diferentes, de modo
que nenhuma das cartas seja colocada no envelope correto. Em outras palavras, o
problema equivale a:



Se um conjunto de n itens é permutado aleatoriamente, qual a probabilidade que
nenhum deles volte a sua posi¢ao original.

Tanto a brincadeira do "amigo oculto" quanto o "problema das cartas mal en-
derecadas", sao situagoes de Anélise Combinatoéria conhecida como Permutacoes
Cadticas ou simplesmente "desarranjos". Estas situagoes serao abordadas em nosso
trabalho.

No Ensino Médio, é mais comum a resolucao de questoes que envolvem o Nimero
de Funcoes Bijetoras e de Funcoes Injetoras, porém as que envolvem o Numero de
Funcgoes Sobrejetoras, sao menos exploradas. Pretendemos, neste trabalho, mostrar
que o Principio da Inclusao e Exclusao pode ajudar na determinacao do célculo
desta quantidade de maneira mais pratica.

Veremos a seguir um pouco da histéria do matemaéatico que enunciou pela pri-
meira vez o Principio da Inclusao e Exclusao.

Daniel Augusto da Silva um dos mais importantes matematicos portugueses
do século XIX, recebeu o primeiro nome do seu padrinho, Daniel Nunes Ribeiro.
Ele também foi oficial da marinha portuguesa, natural de Lisboa, nasceu no dia 16
de maio de 1814 e faleceu em 6 de outubro de 1878.

Iniciou a formagao académica na Academia Real da Marinha em 1829, concluindo
seu curso em 1832. Em seguida, ingressou na Academia dos Guardas-Marinhas
concluindo seus estudos nesta academia em 1835. A Academia Real da Marinha
passou a integrar em 1837 a Escola Politécnica. Em 1845, a Academia dos Guardas-
Marinhas deu origem & Escola Naval. Daniel foi para a Faculdade de Matematica
da Universidade de Coimbra cursar Bacharelato em Matemaética, concluindo-o em
1839. Na Academia Real da Marinha, frequentou o Curso Mathematico, trienal,
que possibilitava o acesso a profissoes nao s6 da Marinha como também do Exér-
cito. Foi nomeado lente substituto da Escola Naval sem a necessidade de concurso,
por intermédio de diligéncias feitas por lentes do Conselho da Escola Politécnica
de Lisboa em 1848, passando trés anos depois a lente proprietario. Exerceu este
cargo até se jubilar em 1865. Nos finais de 1868, reformou-se de oficial de marinha,
no posto de Capitao-de-Fragata. Passou a ser socio livre da Academia Real das
Ciéncias de Lisboa em 19 de fevereiro de 1851, socio efectivo em 7 de janeiro de
1852 e em 20 de janeiro de 1859 tornou-se s6cio de mérito, passando a receber uma
pensao anual e vitalicia no valor de 2003000 réis. Em conversa com o amigo José
Maria Latino Coelho, secretario-geral da Academia, anuncia a decisao de contrair
casamento. Casou-se com Zefferina d’Aguiar (1825-1913) aos 44 anos na igreja de
S. José de Lisboa, em 16 de abril de 1859. Desta unido, nasceu um tnico filho, Julio
Daniel da Silva (1866-1891). Em uma de suas obras de Matemaética ele enunciou
e escreveu pela primeira vez um importante método da Teoria dos Conjuntos e da



Combinatoria, que foi o Principio da Inclusao-Exclusao. Os conceitos subjacentes a
este principio sao atribuidos, frequentemente, a Abraham de Moivre, porém a for-
mula matemaéatica que o representa aparece pela primeira vez na Memoria de Daniel
da Silva, apresentada em 1852 a Academia de Ciéncias de Lisboa e publicada em
1854. Outra importante publicacao matemética é a sua Memoria sobre a rotacao
das forcas em torno dos pontos de aplicagdo, em que ele corrige um resultado de
August Mdébius, apresentada em 1850 & Academia de Ciéncias de Lisboa onde an-
tecipa em varios anos o trabalho cientifico de Gaston Darboux sobre rotacao das
forcas em torno dos seus pontos de aplicacdo. Muito embora tenha sido professor
por vinte anos, desde meados de 1852 até de 1859, por motivos de doenca, Daniel da
Silva precisou afastar-se tanto da docéncia na Escola Naval quanto da Academia das
Ciéncias de Lisboa. Os longos periodos de auséncia por motivos de satide reduzem
a sua carreira de magistério a cerca de sete anos de servigo efectivo.

A partir de meados da década de 1860 estudou questdes relacionadas a viabili-
dade de planos de pensoes de montepios de sobrevivéncia que tinha como objetivo
pagar pensoes aos herdeiros dos seus socios, apos o seu falecimento. A importancia
dos escritos que compos nao estd no nivel do valor cientifico e sim na introducao de
métodos aconselhados pela ciéncia na organizacao de fundos de pensoes, marcando
o seu pioneirismo na introducao da Matemética Actuarial em Portugal.

Figura 1: Daniel Silva.



Capitulo 1

Principio da Inclusao e Exclusao

Estudaremos neste capitulo situacoes que servirao de motivagao para o estudo
do Principio da Inclusao e Exclusao. Comecemos com o seguinte exemplo:

Seja uma brincadeira de "amigo oculto", na qual n pessoas escrevem
seu nome num pedaco de papel e o depositam num recipiente, de onde
cada um retira aleatoriamente um dos pedacos de papel. O problema é
descobrir qual a probabilidade de ninguém pegar seu préprio nome.

Vejamos uma ilustracao deste problema utilizando apenas trés amigos. Pelo
Principio Multiplicativo, teriamos um total de seis possibilidades de retiradas dos
papéis, uma vez que: a primeira pessoa a retirar teria trés nomes a sua disposicao,
a segunda pessoa teria dois nomes a sua disposicao e, logicamente, sobraria apenas
um nome para a terceira pessoa retirar do recipiente. Assim, teriamos 3 x 2 x 1 =6
maneiras dos nomes serem retirados do recipiente aleatoriamente. Podemos separar
essas seis maneiras em trés casos:

Primeiro caso - A primeira pessoa podera retirar seu proprio nome em duas
situacoes:

1? situacao: Com a segunda e terceira pessoas também retirando seus proprios
nomes.

22 situagao: Com a segunda retirando o nome da terceira e a terceira o nome da
segunda. Neste caso, nenhuma das situagoes satisfazem nosso problema.

Observe a ilustracdo do primeiro caso na Tabela



1* || participante

P1

P2

p3

2&

participante

P1

P2

p3

nome retirado

npl

an

np3

nome retirado

1

3

2

em

Tabela 1.1: Primeiro Caso.

Segundo caso - A primeira pessoa podera retirar o nome da segunda pessoa

duas situagoes:

1? situagao: Com a segunda pessoa retirando o nome da primeira e a terceira
pessoa retirando seu proprio nome.

22 gsituagao: Com a segunda retirando o nome da terceira e a terceira retirando o
nome da primeira. Neste caso apenas a 2% situacao satisfaz nosso problema.

Observe a ilustracao do segundo caso na Tabela

1&

participante

P1

P2

p3

23

participante

b1

P2

Pp3

nome retirado

TLPQ

np1

np?)

nome retirado

npz

np3

npl

Tabela 1.2: Segundo Caso.

Terceiro caso - A primeira pessoa poderd retirar o nome da terceira pessoa
também em duas situagoes:

1* situacao: Com a segunda retirando o nome da primeira e a terceira pessoa o

nome da segunda.

22 situagao: Com a segunda retirando seu préprio nome e a terceira retirando o
nome da primeira. Analisando o terceiro caso, apenas a 1? situagao resolve

nosso problema.

Observe a ilustragao do terceiro caso na Tabela

1&

participante

P1

b2

P3

2&

participante

b1

P2

P3

nome retirado

nps

np1

np2

nome retirado

np3

nPQ

np1

Tabela 1.3: Terceiro Caso.

Portanto a probabilidade de que entre trés amigos nenhum deles pegue seu pro-

prio nome com retiradas aleatorias ¢ — =

6

Vejamos agora o inicio da solugao para o caso geral da brincadeira entre n ami-
A solugao completa, veremos no Capitulo 3. Cada sorteio ¢ uma bijecao do

gos.
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conjunto dos amigos sobre ele mesmo - o que é geralmente chamado de permutagao.
Em outros termos, cada sorteio é uma fungao bijetora do conjunto A = {1,2,3,...,n}
sobre ele mesmo.

Notemos que o primeiro a escolher terd n nomes a sua disposicao, o segundo n—1,
o terceiro n — 2 e assim sucessivamente até que o pentltimo tera duas escolhas e o
ultimo apenas 1. Pelo Principio Multiplicativo da Contagem obtemos a quantidade

nx(n—1)xn—-2)x(n—3)x..x2x1=n!

fungoes bijetoras de A = {1,2,3,...,n} sobre ele mesmo.

Destas n! funcoes possiveis de retirar os nomes do recipiente, aleatoriamente,
precisaremos descontar aquelas em que uma ou mais pessoas retiram seus proprios
nomes. Existem algumas maneiras possiveis para resolvermos este problema. Mas,
antes de continuarmos a sua resolugao, veremos outros problemas onde esse tipo de
situacao ocorre.

Os tipos de situacoes que exploraremos nesse trabalho serao aquelas em que apa-
recerao problemas de contagem dupla, tripla, etc. Para solucionéa-las, iremos utilizar
a técnica de subtrair as repeti¢oes e em seguida, repor os descontos a mais (técnica
conhecida como Principio da Inclusdo e Exclusdo).

Vejamos inicialmente a contagem dos elementos da Uniao entre dois conjuntos
disjuntos. Por definicao, conjuntos disjuntos sao aqueles que nao possuem elementos
comuns. Logo, a quantidade de elementos da Uniao entre conjuntos deste tipo ¢ dada
pela soma da quantidade de elementos de cada conjunto.

Exemplo 1.1 Sejam os conjuntos A ={1,3,5} e B ={0,2,4,6,8}. Vamos agora,
representar o conjunto uniao entre esses dois conjuntos e, em sequida, verificarmos
a quantidade de elementos do mesmo.

A unido de conjuntos é representada por AU B para dois conjuntos, por exem-
plo, significa agrupar em um novo conjunto todos os elementos que pertencam aos
conjuntos envolvidos. Assim, no nosso exemplo, temos

AUB = {17375} U {072747678} - {07 ]‘727374757678}'
Portanto a quantidade de elementos da uniao entre os conjuntos A e B do exemplo

¢ 8.

Denotando por |A| e |B|, as cardinalidades <+ quantidades de elementos <+ do
conjunto A e do conjunto B, respectivamente, podemos calcular a cardinalidade da



unido entre os conjuntos A e B, disjuntos acima, que denotamos por |A U B| da
seguinte maneira:

|JAUB| = |A|+|B|=3+5=38.

Como nao tratamos apenas com conjuntos disjuntos, veremos a seguir que a
determinacao da quantidade de elementos da unidao entre dois ou mais conjuntos
que nao sejam disjuntos nao ¢ tao simples e a dificuldade aumenta quando a quan-
tidade de conjuntos cresce. Quando desejarmos contar os elementos de conjuntos
nao disjuntos, serd necessario, evidentemente, descontar a quantidade de elementos
repetidos e observar se houve descontos a mais que necessitem serem repostos.

Exemplo 1.2 Sejam os conjuntos A = {1,2,3,4,5} e B ={0,2,4,6,8}. Vamos
acompanhar a determinacao do nimero de elementos da uniao desses dois conjuntos.

Vamos inicialmente agrupar os elementos dos conjuntos, como se eles fossem
disjuntos, isto é, realizar a uniao entre os conjuntos A e B.

AUB=1{1,2,3,4,5} U{0,2,4,6,8} = {0,1,2,2,3,4,4,5,6,8}.
Retirando as repeticoes, isto é, os elementos 2 e 4, obtemos
AUB=10,1,2,3,4,5,6,8} = 8 elementos.

E fato que 2 e 4 pertencem ao mesmo tempo aos dois conjuntos, o que define a opera-
cao de Intersecao entre dois conjuntos representada por AN B. Para nosso exemplo
AN B = {2,4}, acarretando que |A N B| = 2 elementos. Assim a cardinalidade de
elementos da unido entre os conjuntos A e B, é dada pela férmula:

|[AUB| = |A| +|B| - |AN B| (1.1)
=5+5-2
= 8.

A formula (L.1)) é a formula do Principio da Inclusao e Exclusao para dois con-
juntos nao disjuntos. Esta formula serve também para conjuntos disjuntos, uma vez
que a interse¢ao entre conjuntos disjuntos é o conjunto vazio e, entdo, |[A N B| = 0.

Observe a ilustragao na figura 1.1.



Figura 1.1: Uniao entre dois conjuntos.

Exemplo 1.3 Numa classe de 30 alunos, 14 falam inglés, 5 falam alemao e 3 falam
inglés e alemao. A pergunta €, quantos alunos falam pelo menos uma lingua dentre
eles?

Podemos, por exemplo, denotar os seguintes conjuntos:
I - Como o conjunto dos alunos que falam inglés. Assim, |I| = 14;
A - Como o conjunto dos alunos que falam alemao. Logo, |A| = 5.

A intersecao entre esses conjuntos representa os alunos que falam as duas linguas
e que possui 3 elementos, isto ¢, |[I N A| = 3. Aplicando o Principio da Inclusao e
Exclusao para o calculo da quantidade de elementos da uniao entre dois conjuntos,
obtemos

[TUA|=|I|+|A] — [INA]
=14+5-3
= 16.

Portanto, 16 alunos falam pelo menos uma lingua.

Antes de solucionarmos o proximo exemplo, veremos um conceito bastante im-
portante que sera utilizado na resolucao do mesmo.

Segundo [I], a notagdo |z] é utilizada para representar o maior inteiro menor

do que ou igual ao real = (as vezes chamado de chao de x), enquanto que [x]
(denominado teto de x), indica o menor inteiro maior do que ou igual a z. Os

10



conceitos estao ilustrados na figura 1.2, onde a reta graduada representa o eixo dos
reais e as marcacoes maiores representam niimeros inteiros.

Figura 1.2: Representacao do chao e do teto do nimero z.

Para resolvermos este exemplo, devemos encontrar a quantidade de miltiplos de
5, de 7 e de 35 que é o menor miultiplo comum entre 5 e 7 e, em seguida, aplicarmos
o Principio da Inclusao e Exclusao.

Exemplo 1.4 Dentre os nimeros de 1 até 3600 inclusive, quantos sao divisiveis
por 5 ou por 7%

Seja A; o conjunto dos inteiros positivos multiplos de ¢ e menores ou iguais a
3600. Observe que [4;| = [222|. O conjunto A;NA; indica o conjunto dos miltiplos
de 7 e de j menores ou iguais a 3600, isto é, indica o conjunto dos multiplos comuns
a i e a j, menores ou iguais a 3600. Entao, temos que:

3600
|As| = {—J — 720;
)
3600
Ay = {_J ~ 514
7
3600
AsNA;| = |—— | =102
|As M A7l L TS J 0

Assim, como desejamos calcular |As U A7|, segue pelo Principio da Inclusao e Ex-
clusao que

|As U A7| = |As| + |A7] — |As N A7
= 720 + 514 — 102
= 1132.

Portanto, dentre os nimeros de 1 até 3600 inclusive, temos 1132 ntimeros que sao
divisiveis por 5 ou por 7.

11



Para aplicarmos o Principio da Inclusao e Exclusao na uniao de trés conjuntos,
devemos identificar as intersecoes dois a dois e a intersecao entre os trés conjuntos.
Vejamos como devemos proceder para determinarmos a férmula que nos fornecga o
numero de elementos da uniao de trés conjuntos através do exemplo abaixo.

Exemplo 1.5 Sejam os conjuntos A ={1,2,3,4,5}, B={0,2,4,6,8} e
C =1{0,3,4,5,6,7,8,9}.

Determinemos as seguintes intersegoes:

—_

. AnB={2,4};

[N]

. ANC =1{3,4,5};
3. BNnC =1{0,4,6,8};
4. ANnBNC = {4}.
Facamos, agora, a uniao dos trés conjuntos como se fossem disjuntos

AUBUC ={1,2,3,4,5}U{0,2,4,6,7,8} U{0,3,4,5,6,8,9}
={0,0,1,2,2,3,3,4,4,4,5,5,6,6,7,8,8,9}.

Retirando as repetigoes (interse¢oes) dois a dois, ou seja, os elementos 0,2, 3,4, 4,
4,5,6 e 8, obtemos

AUuBUC =1{0,1,2,3,5,6,7,8,9}.

Podemos notar que o elemento 4 que é a intersecao entre os trés conjuntos foi retirado
totalmente da uniao, assim sendo, ele precisa ser incluido novamente, dai

AUBUC ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} possui 10 elementos.

Entao, a formula para determinar a cardinalidade de elementos da unido de trés
conjuntos é:

JAUBUC| = |Al+ |B|+|C|—|AnB|—|AnC|—|BNC|+|AnBNC| (1.2)
=5+6+7—-2—-3—-4+1

= 10 elementos.

A formula (1.2)) é a formula do Principio da Inclusao e Exclusao para trés conjuntos.

Observe a ilustragao na figura 1.3.
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Figura 1.3: Uniao entre trés conjuntos.

Exemplo 1.6 Numa classe de 30 alunos, 14 falam inglés, 5 falam alemao e 7 falam
francés. Sabendo-se que 3 falam inglés e alemao, 2 falam inglés e francés, 2 falam
francés e alemao e que 1 fala as 3 linguas, determinar o nimero de elementos dos
que falam pelo menos uma destas trés linguas.

Para resolvermos este problema podemos aplicar o Principio da Inclusao e Ex-
clusao. Devemos determinar a unidao dos conjuntos I, A, F, em que I representa o
conjunto dos alunos que falam inglés, A o conjunto dos alunos que falam alemao e
F o conjunto dos alunos que falam francés, respectivamente. Temos que:

1] = 14;
|A] = 5;
P =T
I NA|=3;
[INF| =2
|[ANF|=2e¢
INANF|=1.
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Desta forma,

TUAUF| = I+ |A|+|F|=|INA|—|INF|—|ANF|+|INANF]
=14+7+5-3-2-2+1
= 20.

Portanto temos que 20 alunos falam pelo menos um dos idiomas.

Exemplo 1.7 Neste exemplo, devemos calcular o nimero de inteiros positivos me-
nores do que ou igual a 100 que sejam maultiplos de 2, 3 ou 5.

Para chegarmos a resposta, basta calcularmos a quantidade de elementos da
uniao entre os multiplos de 2, 3 ou 5. Para isto, aplicaremos novamente o Principio
da Inclusao e Exclusao.

|A2UA3UA5’ — ‘A2|+‘A3|+‘A5’_‘A2m143|_’AQﬂA5|_|A3ﬂA5|+
+ Ay N AN Al

_ [l00) |100|  |100| |100| _|100| |100| 100
N 2 3 5 6 10 15 30
= 50+334+20—-16—10—6+3

74.

Logo, sao 74 multiplos de 2, 3 ou 5 menores ou igual a 100.

Exemplo 1.8 Um paralelepipedo de dimensoes 150 x 324 x 375 € feito de cubos
unitdrios. Pelo interior de quantos cubos unitdrios a diagonal do paralelepipedo
passa?

Esta resolugao é uma adaptacdo de [I] e de [0], antes de resolvermos este pro-
blema, analisaremos uma situagao bidimensional que nos permitira entender melhor
a solucao deste exercicio. Consideremos, por exemplo, a solucao para um retangulo
de dimensoes 20 x 8. Na figura 1.4, podemos perceber que o retangulo esta dividido
em quadrados unitarios o que nos fornece 20 retas verticais e 8 retas horizontais.
Assim, poderiamos imaginar que o nimero de quadrados unitarios que a diagonal
passaria seria a soma dessas retas.

Acontece que partindo do ponto inicial do retangulo (0,0) ao ponto final (20,8),
a diagonal atinge ao mesmo tempo as retas horizontal e vertical em quatro pontos os
quais sao: (5,2), (10,4), (15,6) e (20,8). Como nestes quadrados a diagonal atinge
ao mesmo tempo as duas retas, elas nao poderiam ter sido contadas individualmente.
Desta maneira, devemos subtrair a quantidade de quadrados que tal fato ocorre.

14



.0y 2

o

Figura 1.4: Retangulo 20x8.

Esta quantidade, refere-se exatamente ao mdc entre as dimensoes do retangulo.
Para o exemplo, temos mdc(8,20) = 4. Obtemos as coordenadas do primeiro ponto
dividindo as coordenadas do ponto final pelo mdc. Os demais pontos serdao encon-
trados multiplicando-o por k, com k € Z, tal que k = 1,2,...,(mdc — 1). Assim,
denominando de:

V o conjunto das retas verticais, temos |V| = 20;
H o conjunto das retas horizontais, temos |H| = 8;

I o conjunto formado pelas intersecoes entre as retas horizontais e verticais, te-
mos |I| = 4.

Logo, o nimero de quadrados unitérios que a diagonal passa é o nimero de
elementos da uniao entre os conjuntos V e H, ou seja,

VUH|=|V]+[H] - [I|
=20+8—4
= 24.

Portanto, temos um total de 24 quadrados unitarios atingidos pela diagonal.
Generalizando, para retangulo de dimensoes a e b, o niimero de quadrados uni-

tarios que a diagonal passa é dado por a + b — mdc(a, b).
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De modo geral, podemos tomar como base um paralelepipedo do tipo m X n X p.
Imaginemos este paralelepipedo cortado em m fatias longitudinais , n fatias trans-
versais e p fatias verticais. A diagonal que parte do ponto (0,0, 0) ao ponto (m,n,p)
teoricamente cortaria cada uma das fatias m, n e p, entao teriamos m +n + p fatias.
Porém a diagonal poderé cortar o interior dos cubos unitarios das seguintes maneiras:

Primeiramente na longitudinal, na transversal, ou na vertical, em duas dessas ao
mesmo tempo ou ainda nas trés simultaneamente. Ao designarmos L como conjunto
dos cubos cortados primeiramente na longitudinal, 7' como conjunto dos inicialmente
cortados na transversal e por V' aqueles em que o corte ocorre na vertical por primeiro
e calculando a quantidade de elementos da uniao entre esses conjuntos, obtemos a
quantidade de cubos unitarios cortados pela diagonal.

Pelo Principio da Inclusao e Exclusao, temos que:
ILUTUV|=I|L|+|T|+ V|- |LNT|—|LNV|—=|TNV|+|LNTNV]|.

Aplicando o mesmo raciocinio do caso bidimensional, cada interse¢ao representa
um mdc entre o nimero de elementos dos conjuntos. Entao para o paralelepipedo
genérico m X n X p, o resultado ¢ dado por

ILUTUV|=m+n+p—mde(m,n) —mdc(m,p) — mdc(n, p) + mde(m, n, p).

Como o paralelepipedo solicitado tem dimensoes 150 x 324 x 375, podemos supor
que L possui 150 elementos, 1" possui 324 elementos e V' possui 375 elementos, entao,

ILUT U V| = 150 + 324 + 375 — mdc(150, 324) — mdc(150, 375) — mde(324, 375) +
+ mdc(150, 324, 375)
= 150+324+375—6—T75—3+3
— 768,

isto é, a diagonal do paralelepipedo passa pelo interior de 768 cubos unitérios.
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Capitulo 2

Uma variante do Principio da
Inclusao e Exclusao e algumas
aplicacoes

Neste capitulo, utilizaremos o Principio da Inclusao e Exclusao para uniao entre
quatro conjuntos. Em seguida, iremos generalizar a formula para este Principio.
Veremos também que o mesmo pode ser utilizado para a resolugao de alguns tipos
de equacoes.

Exemplo 2.1 Sejam os conjuntos A ={1,2,4,5,7,8,9,14}, B ={2,3,5,6,9,10, 11, 14},
C ={4,5,6,8,9,10,12,15} e D = {7,8,9,10,11,12,13,14}. Qual a quantidade de
elementos da unido desses quatro conjuntos?

Vamos tentar descobrir, utilizando ideias do capitulo anterior, uma férmula que
nos forneca o nimero de elementos da uniao para quatro conjuntos. Com os quatro
conjuntos acima, podemos determinar as seguintes intersecoes:

Entre dois conjuntos:
1. ANB ={2,5,9,14};
2. ANC ={4,5,8,9};
3. AnD ={7,8,9,14};
4. BNC ={5,6,9,10};

5. BND ={9,10,11, 14};

j=p}

. CND={8,9,10,12}.
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Entre trés conjuntos:

1. AnBNC ={5,9};

2. AN BN D={9,14};

3. AnNCnND={8,9};

4. BNnCnD={9,10}.
Entre os quatro conjuntos:

1. AnBNnCND={9}.

Seguindo o mesmo raciocinio utilizado para dois e trés conjuntos, devemos:
e Incluir a quantidade de elementos de cada um dos conjuntos;
e [Excluir a quantidade de elementos das intersecoes de dois a dois conjuntos;
e Incluir a quantidade de elementos das intersecoes de trés a trés conjuntos;
e Excluir a quantidade de elementos da intersecao dos quatro conjuntos.

Vejamos porque este ultimo passo, haja visto que os trés primeiros passos ja
foram explicados. Ao somarmos os elementos dos conjuntos individualmente, inclui-
mos quatro vezes a quantidade de elementos da intersecao entre os quatro conjuntos.
Em seguida, essa quantidade é excluida seis vezes no segundo passo (através das in-
tersecoes dois a dois). Na terceira etapa voltamos a incluir quatro vezes esta mesma
quantidade de elementos (através das intersegoes trés a trés).

Até este momento, temos a seguinte contabilidade
4—-6+4=2,

isto é, temos uma quantidade a mais da cardinalidade da intersecao entre os quatro
conjuntos a qual é retirada no quarto passo. Assim, a quantidade de elementos da
uniao de quatro conjuntos é dada pela féormula:

|JAUBUCUD| = |A|+ |B|+|C|+|D| —
—|ANB|-|ANC|—-|ANnD|—|BNnC|—|BNnD|—-|CND|+
+ANBNC|+|AnNnBND|+|ANnCND|+|BNCND|—
—|[AnBNnCND]. (2.1)

Observe a ilustragao na figura 2.1.
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Figura 2.1: Uniao entre quatro conjuntos.

A formula (2.1) é a férmula do Principio da Inclusdo e Exclusdao para quatro
conjuntos. Portanto, para nosso exemplo, temos:

JAUBUCUD|=4x8—-6x44+4%x2—-1=32-24+48—1=15 elementos.

Podemos generalizar a cardinalidade da uniao de n conjuntos finitos através do
teorema a seguir, adaptado de [1] e [2]

Teorema 2.1 (Principio da Inclusdo e Exclusio) O nimero de elementos da unido
de n conjuntos finitos Ay, As, As, Ay, ..., A, € dado por

n

U

i=1

=014l = YD JANA I+ DT JANA N4 -
=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

> JANANANA+ 4 ()T A N AN A3 N Ap N Ayl
1<i<j<k<p<n

(2.2)

Demonstragao: De acordo com [I], devemos mostrar que um elemento que per-
tenca a qualquer quantidade de conjuntos, isto ¢, que pertenca a p conjuntos com
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p=1,2,3, ..., n dos conjuntos A’s, é contado uma tnica vez por (2.2). Tomemos um
elemento pertencente a exatamente p conjuntos, digamos A;,, ..., A; . Este elemento
estard sendo contado p vezes no somatorio das cardinalidades individuais, ou seja,
em

D 1A,
=1

estard sendo contado Cj,, no somatério das cardinalidades das intersecoes dois a
dois, isto é, em

> AN A4y,

1<i<j<n
estard sendo contado C),,3 no somatoério das cardinalidades das intersecoes trés a
trés, ou seja, em

> JANA N A
1<i<j<k<n
e assim sucessivamente até o termo que nos dard a contribuicio igual a 1. E claro
que a intersecao de mais do que p conjuntos é uma intersecao sem elemento e,
portanto, nao contribuird em nada para a quantidade de elementos de uma uniao.
De acordo com o enunciado do teorema e como vimos intuitivamente anteriormente,
as contribuicoes individuais sao incluidas, as dois a dois sao excluidas, as trés a
trés sao incluidas, as quatro a quatro sao excluidas e assim por diante. Entao, a
participacao de cada elemento ¢ obtida pela expressao a seguir:

Coy —Coy +Coy —Cos + o+ (=D % O, . (2.3)

Como C,, = Cp,—o (Relagdo das Combinagoes Complementares ver [4]), podemos
observar que C, — (2.3) = 0, ou seja,

Cpg — Cp,l + Cp’Q — Cp73 + Cp74 — Cp75 + ...+ (_1)(]7—1) X Cp,p =0.

Ora, se C,q vale 1, a soma em (2.3) também é igual a 1. Dai, chegamos a conclusio
da demonstracao. [

Outra forma de apresentar o Principio da Inclusao e Exclusao é dada pelo teo-
rema abaixo, o qual serd demonstrado pelo processo de indugao sobre n.

De maneira objetiva, podemos dizer que o Principio da Inducao é um processo
matematico de demonstragao que consiste no seguinte método:

1. Verifica-se a validade para determinado valor;
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2. Considera-se vélido para n (hipdtese da inducio);
3. Prova-se a validade para n + 1;
4. Concluimos que a expressao é valida para todo n.

De modo mais formal:

Seja P(n) uma propriedade relativa aos nimeros naturais. Suponhamos que
1. P(1) & valida;
2. Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(n + 1).

Entao, P(n) é valida para todo numero natural n.

Demonstracao: Ver [3] |

Teorema 2.2 Adaptado de [6l],C sejam Ay, As, ..., A, conjuntos finitos, entao o ni-
mero de elementos da unido Ay UA;U...UA, €

| = Z (_1)\”"‘1

IC{1,2,...,n}
1£0

(4

el

i=1

Demonstracao: Texto adaptado de [6],

1. Sabemos que a formula é verdadeira para n = 2 bem como para n = 3, como
visto anteriormente;

2. Suponhamos que a féormula seja valida para n — 1;

3. Provemos agora para (n — 1)+ 1, isto é, para n.

n—1
| = UAZ-UAn
=1

n—1 n—1
=J Al + 14, - (UA,)ﬂAn
=1

i=1

(2.4)

-1

n—1
=|J A + 4. = | Jin Ay
=1 ]

3

s
Il
—
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Substituindo a hipdtese de inducao, obtemos

Ual= > 0" Al+1Al - Y0 0 Ain A

=1 1C{1,2,...,n—1} €1 I1C{1,2,...,n—1} €1
I#0 I#0

Assim, quando agruparmos as intersecoes com a mesma quantidade de conjun-
tos, podemos observar que as retiradas e inclusoes sao respeitadas tanto no primeiro
somatorio quanto no segundo somatorio. No primeiro, os sinais das intersegoes que
nao sao realizadas com A, sao mantidos, a cardinalidade de A,, esta corretamente
com o sinal positivo, enquanto as interse¢oes realizadas com o A,, (que possui um
conjunto a mais) devera ter seu sinal trocado, o sinal negativo na frente do somatorio
da dltima parcela, garante a inversao de sinal. [

Vejamos mais algumas aplicagoes do Principio da Inclusao e Exclusao:

Exemplo 2.2 Dentre as permutacoes simples dos n elementos ay,as,as, ..., a,, de-
termine o numero daquelas em que a; nao estd em primeiro lugar, as nao estd em
sequndo lugar e nem as estd em terceiro lugar.

Vamos calcular, inicialmente, exatamente o oposto do que pretendemos determi-
nar, ou seja, a uniao entre os conjuntos A;, A, e Az a seguir:

Ay indica o conjunto daquelas permutacoes em que a; esta na sua posicao;
A, indica o conjunto daquelas permutacoes em que as estd na sua posicao;
Ajs indica o conjunto daquelas permutacoes em que a3 estd na sua posicao.

Quando um elemento encontra-se em sua posicao original, dizemos que ele esta
no <2 lugar, também denominado de ponto fixo. Temos que:

|A1] = |Az] = |As| = (n — 1)},

ésima

apenas um elemento encontra-se em sua ™% posicao e, portanto, sobram n — 1
posicoes para os demais elementos permutarem entre si. Notemos que

’Al ﬂA2| = |A1 mAg‘ = |A2 ﬂA3| = (TL - 2)',

ésimas

dois elementos encontram-se em suas €™ posicoes sobrando, portanto, n — 2
posicoes para os demais elementos permutarem entre si. Observemos, ainda que

A1 N Ay N As| = (n— 3)!,
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trés elementos encontram-se em suas posi¢oes originais sobrando, evidentemente,
n — 3 posicoes para os demais elementos permutarem entre si. Como nenhum dos
elementos pertencentes a estes conjuntos fara parte da solucao, a resposta da nossa
questao serd o complementar da uniao destes trés conjuntos, ou seja,

+ A1 N Ay N As))
=n!—3(n—-1)!+3(n—-2)!—(n—-3)L

Exemplo 2.3 Quantas sdo as permutacoes das letras da palavra BRASIL em que
o B ocupa o primeiro lugar, ou o R em sequndo lugar, ou o L em sexto lugar?

Podemos definir os seguintes conjuntos:

B o conjunto das permutacoes das letras B,R,A,S,ILL tendo a letra B em pri-
meiro lugar;

Ro conjunto das permutacoes das letras B,R,A,S,I,L tendo a letra R em segundo
lugar;

Lo conjunto das permutacoes das letras B,R,A,S,ILL tendo a letra L em sexto
lugar.

A quantidade de elementos de cada um dos conjuntos acima é a mesma. Logo
precisamos efetuar este calculo apenas para um deles. Considerando a letra B,
obtemos o calculo:

\§|:§§x4x§x2xl:5!,
pois apenas a letra B nao permutarad. Como desejamos calcular a cardinalidade
da uniao BU R U L , devemos, evidentemente, calcular as intersecoes dois a dois
e a intersecao entre os trés conjuntos, para em seguida aplicarmos o Principio da
Inclusao e Exclusao. Cada uma das intersecoes dois a dois estao nas mesmas con-
dicoes, entao, basta calcularmos a cardinalidade de uma delas. Se considerarmos as
permutacoes em que B e R encontram-se em seus respectivos locais , a quantidade
é: L
IBNR|=B R 4x3x2x1=4),

pois duas letras nao irao permutar. O mesmo raciocinio devemos aplicar para o caso
da intersecao dos trés conjuntos.

BNRNL =BR3x2x1L=3l,
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pois trés letras nao permutarao. O resultado que queremos é, facilmente obtido
utilizando o Principio da Inclusao e Exclusao:

IBURUL | = 3x5'—3x41+3/=3x120—3x 2446 =360 — 72+ 6 = 294.

Exemplo 2.4 De quantos modos 4 casais podem sentar-se ao redor de uma mesa
circular com oito lugares de tal forma que marido e mulher nao figuem juntos?

Sendo o nimero de permutagoes circulares calculado por (n — 1)!, suponhamos
uma mesa circular, com oito lugares numerados de 1 a 8. Observemos que (n = 2q.).
Donde ¢q. é a quantidade de casais. Se nao houvesse a restricao de que os componentes
de um casal nao poderiam ficar juntos, teriamos um total de

(n—1)!, ou seja, (8 —1)! =T7=5040

permutacoes possiveis. Porém como ha essa restricao, podemos calcular a uniao
entre os conjuntos dos casais C!s, para i = 1,2,3,4, que estejam juntos. Como
o casal C; estard sempre junto, duas posicoes da mesa serao computadas como
uma posicao apenas, por exemplo, as posicoes 1 e 2 para o primeiro casal. Desta
maneira, sobrarao sempre 6 posicoes para os demais participantes permutarem entre
si. Como o marido (m;) e a esposa (e;) podem permutar seus lugares, para cada
casal Cj, teremos:

ICi| =2 x[(6+1)— 1]l =2 x 6! =2 x 720 = 1440

permutacoes em que apenas uma casal permanece fixo. Devemos, evidentemente,
calcular as intersecoes dois a dois, isto é, C1NCy, C1NC5, C1NCy, CoNCs, CoNCy
e U3 Ny, ou seja, Cyo = 6, que nos fornece, cada uma, a seguinte quantidade de
elementos:

ICiNCy =2x2x[(4+141)— 1]l =4 x 5l =4 x 120 = 480

permutacoes para dois casais fixos. Teremos uma quantidade Cy 3 = 4 de intersegoes
entre trés conjuntos, sao elas C1NCoNCs, C1NCyNCy, C1NC3NCy e CoNC3NCYy,
cada uma com a seguinte quantidade de elementos:

ICiNC;NCL =2x2x2x[2+1+141) -1 =8 x4 =8x24 =192

permutacoes possiveis para trés casais que permanecem fixo. E claro que teremos
uma tnico conjunto possivel C,, de intersecao entre os quatro conjuntos com a
seguinte cardinalidade:

|Clﬂ02ﬂ03ﬂ04|:2><2><2><2=16
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permutacoes. Agora, devemos calcular o complementar da uniao destes quatro con-
juntos, pelo Principio da Inclusao e Exclusao, obtemos o seguinte resultado:

5040 —4 x 1440+ 6 x 480 —4 x 192+ 1 x 16 = 5040 — 5760 + 2880 — 768 + 16 = 1808.
Para n casais, a resposta seria

(2gc = D1+ Cgeyi x (=1) x 2" x (2g, — 1 — i)\,

i=1
Ou ainda,

(2ge — D! + (— Zcqc,zxw (2. — 1 — ).

Podemos, também, utilizar o Pr1n01p10 da Inclusao e Exclusao na determinagao do
ntimero de solugoes de certos tipos de equagoes. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 2.5 Determinar o nimero de solucoes, em inteiros positivos, de
xr1 + 1o + T3 + x4 = 22 (25)

tal que 1 < 7,29 < 6,23 <9exy <8.

De acordo com [I]], para encontrarmos o nimero de solugdes inteiras positivas na
equacao devemos calcular a combinacao Cf:ll onde p indica a quantidade de
parcelas e t indica o somatorio das parcelas. Portanto x1 + z9 + 3 + x4 = 22 tem
exatamente Cy, ', = C3,. Definindo os conjuntos

A; como o conjunto de solugoes em que z; >7 = |[A)| =C3, . =C3;

Ay como o conjunto de solugdes onde gy > 6 = |Ay| = C3, | = C%;

Az como o conjunto de solugoes sendo z3 > 9 = |Az] = C5, o 1 = C3y;

Ay como o conjunto de solugoes com x4 > 8 = |Ay| =Cs, ¢ | = Cis.

O que nos interessa ¢ determinar o niimero de solucoes que nao se encontram em
nenhum dos conjuntos A;, para ¢ = 1,2, 3,4. Na intersecao A; N As, em que x7 > 7

e x9 > 6, consideramos:

CL’l—7+SL’2—6+$3+JJ4:22—7—6:9.

A aplicacdo y; = x1 — 7, yo = 22 — 6, y3 = x3 e Y4 = x4, transforma de maneira
biunivoca uma solucao de inteiros positivos de y; + yo +y3 + 4 = 9 em uma solucao
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em inteiros positivos de x1 + xo9 + x3 + 4 = 22, com as duas restrigoes r1 > 7 e
xrg9 > 6. Assim, temos que:

|41 N Ag| = G5~} = G,
utilizando a equacao transformada, ou se preferirmos
|A1 n A2’ = 03277177671 = Cga
utilizando a equacao inicial. Aplicando o mesmo raciocinio, podemos concluir que
|A1 N As| = 032777971 = Cg;

|Ar N Ayl = 032777871 = Cg;

|As N Ag| = 032767971 = Og?

Ay N Ay = C3y 4 51 = C3;

|A3 N A4| = 032—9—8—1 = Cj
Se observarmos que a adi¢ao de trés parcelas utilizando os nimeros 6,7,8 ¢ 9, é
maior ou igual a 21, podemos concluir que a intersecao de quaisquer 3 dos conjuntos

Ay, Ay, A3 e Ay nao tera elemento, ou seja, € o conjunto vazio. Pelo principio da
Inclusao e Exclusao, o nimero a ser determinado é igual a:

4

CH=Y 1A+ > JAnAl— Y JANANA]+ A NA N Az N Ay
=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

=Ch —(CHL+CL+CHL+ L)+ (Ca+C2+C3+CE+C24+C3) — (0)+0

=T70x19—(14x13x2+5x7x13+2x 11 x10+13 x 2 x 11)+

+ (56 4+ 10 + 20 + 20 + 35+ 4)

= 1330 — (364 + 455 + 220 + 286) + (56 + 10 + 20 + 20 + 35 + 4) =

= 1330 — 1325 + 145

= 150.

Por tltimo, iremos apresentar outro exemplo de como podemos encontrar o ni-
mero de solucoes de uma equacgao utilizando o Principio da Inclusao e Exclusao.

Exemplo 2.6 Encontrar o niumero de solugoes de x1+ x5+ x3+2x4 = 1 em inteiros
entre —3 e 3 inclusive.
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Podemos transformar o conjunto solucao de x; para i = 1,2,3 e 4 do conjunto
solugdo {—3,—-2,—1,0,1,2,3} no conjunto solugdo {1,2,3,4,5,6,7} para y; com
1 =1,2,3 e 4 somando a cada z; 4 unidades. Entao encontraremos uma solugao em
inteiros positivos de

Y1+ 2+ ys +ya =17, (2.6)

onde y; < 7. Vamos definir A; como sendo o conjunto das solucoes da equagao ([2.6))
com y; > 7. Devemos calcular o complementar da unido dos conjuntos A;s, isto
é, descontar de todas as solugoes possiveis, as solucoes que satisfacam a uniao dos
conjuntos A’s.

Sendo o niimero total de permutagdes |P| = Cj', = C%;, o nimero de solucdes

para |A4;] = C3._. , = Cs e como toda adi¢ao é maior que 7, qualquer interse¢ao é
vazia. Temos, portanto, que o niimero que procuramos é

C3h —4xC3=8x5x14—4x(3x4xT7)=560—336=224.
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Capitulo 3
Mais algumas aplicacoes

Neste capitulo, veremos outras aplicacoes do Principio da Inclusao e Exclusao,
o Crivos de Eratostenes, a Funcao Fi de Euler, as Permutagoes Caoticas e a deter-
minacao do nimero de Funcoes Sobrejetoras.

3.1 O Crivo de Eratostenes

Adaptado de [2], o Principio da Inclusao e Exclusdo como visto pode ser utilizado
para encontrar o numero de primos inferiores ou igual a determinado nimero posi-
tivo. Para facilitar nossos calculos, devemos lembrar que qualquer nimero inteiro
composto menor ou igual a m é sempre divisivel por um primo nao excedente a sua
raiz quadrada.

Exemplo 3.1 Temos como proposta, determinar a quantidade de nimeros primos
menores ou iguais a 100.

Utilizando o Principio da Inclusao e Exclusao, determinamos, primeiramente a
raiz quadrada de 100 que ¢é igual a 10 e entao, temos que qualquer niimero composto
até 100 ¢é divisivel por 2,3,5 ou 7, que sao os niimeros primos menores ou iguais a
10. Consequentemente, retirando esses niimeros compostos e excluindo também a
unidade, encontraremos os niimeros primos menores que 100. Vamos, entao, deter-
minar a quantidade de divisores menores ou iguais a 100 dos primos 2, 3, 5 e 7.
Para chegarmos a resposta, basta calcularmos a quantidade de elementos da uniao
entre os miltiplos de 2, de 3, de 5 e de 7 menores que ou iguais a 100. De acordo
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3.1. O CRIVO DE ERATOSTENES

com o Principio da Inclusao e Exclusao, essa quantidade é:

|Ay U A3 U A5 U A7| =
= |Ag| + |As| + | 45| + |A7| — |[Aa N A3] — |[Ax N A5 — [Aa N Ay| —
— |AsN As| — [As N A7 + A2 N A3 N As| 4+ [Aa N A3 N A7 +
+ Ay N As N A7 + A3 N As N A7 — |Ay N As N AN Ay

e MR R e N s N R ki
-l ) )+ [ [ )+ L - )

=50+33+20+14-16-10—-7-6—-4—-2+3+2+14+0-0
= T8.

Entao, temos 78 ntimeros multiplos de 2, 3, 5, e 7 inferiores ou iguais a 100, dos
quais 4 sao primos. Assim, a quantidade total de primos nao excedentes a 100 é

100 =78 — 1+ 4 = 25.
Observemos que a quantidade quatro, refere-se ao ntimero de fatores primos de 100.

Através do chamado Crivo de Eratostenes encontramos todos os primos nao
excedentes a um determinado niimero inteiro positivo.O crivo consiste em eliminar
os miiltiplos dos primos menores ou igual a raiz quadrada do inteiro positivo que
estivermos trabalhando em uma tabela.

Erastotenes nasceu em Cyrene, uma colonia grega do Norte da Africa no ano
de 276 a.C. e morreu em 194 a.C. na cidade de Alexandria (antigo Egito). Homem
de ampla cultura, matemético, gedgrafo (além de historiador , astronomo e poeta
grego), contribuiu muito para a cultura mundial, escrevendo sobre matemética, geo-
grafia, historia e pelas criticas literarias que realizava. Um dos seus maiores feitos, foi
o calculo com precisao da circunferéncia da Terra. Os conteporaneos chamavam-no
de "Beta" porque o consideravam o segundo melhor do mundo em varios aspectos.

Figura 3.1: Eratostenes.
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3.1. O CRIVO DE ERATOSTENES

Vejamos a aplicacao do Crivo de Eratostenes para a questao levantada no exem-
plo Numeramos os niimeros de 1 a 100 e marcamos todos os multiplos de 2, de
3, de 5 e de 7 que sao os primos menores que a raiz quadrada de 100 com excecao

deles proprios, pois sao primos.
Utilizaremos os seguintes simbolos:
() para marcar os miliplos de 2 com excegao do 2 que é primo;
[ | para marcar os multiplos de 3 com excegao do 3 que é primo;
| [ para marcar os miltiplos de 5 com exce¢ao do 5 que é primo;

) ( para marcar os miultiplos de 7 com excec¢ao do 7 que é primo.

123 (4) 5[ [(6)] )7C (8) [9] 1(10)]

1 [(12)] 13 )(a4)( JRs][ (16) 17 [(18)] 19 ](20)[
)21( (22) 23 [(24)] 125] (26) [27] )(28)( 29 ][(30)]]
31 (32) [33] (34) )I35[( [(36)] 37 (38) [39] ](40)]
41 )[(42)]( 43 (44) [45][ (46) 47 [(48)] )49( ](50)]
[51] (52) 53 [(54)] 1550 )(56)( [57] (58) 59 J[(60)][
61 (62) )[63]( (64) 165[ [(66)] 67 (68) [69] )I(TO)(
7L [(72)] 73 (74) J[75]0 (76) )77( [(78)] 79 1(80)]
[81] (82) 83 )[(84)]( I85[ (86) [87] (88) 89 J[(90)][

]

JOL( (92) [93] (94) ]95] [(96)] 97 )(98)( [99] ](100)[.

Da tabela acima, retirando o niimero 1 e os niimeros marcados, encontramos o
conjunto formado por todos os ntimeros primos nao excedente a 100.

{2,3,5,7,11,13,17, 19, 23,29, 31, 37,41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,89, 97}

com um total de 25 elementos, confirmando o resultado obtido através do Principio

da Inclusao e Exclusao.
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3.2. A FUNCAO FI DE EULER

3.2 A funcao Fi de Euler

Leonhard Paul Euler, nasceu em 15 de abril de 1707 em Basileia, terceira maior
cidade da Suica, cidade fundada pelos romanos com o nome de Basilia. E consi-
derada a capital cultural do pais. Ele morreu no dia 18 de setembro de 1783 em
Sao Petersburgo na Rissia. Foi matemético e fisico de origem suiga mas de lingua
alema, viveu a maior parte do tempo na Rissia e na Alemanha. Ele fez importantes
descobertas em varias areas da Matemaética, como o calculo e a Teoria dos grafos.
Em matematica pura , integrou o calculo de Leibniz, em Anéalise Matematica ele
integrou o método de Newton. Ele também criou muitas das terminologias da ma-
tematica moderna e da notacao matematica, como exemplos, podemos citar o e, i,
o simbolo 7 e o simbolo X particularmente na anilise matematica. Ele melhorou
também o conceito de funcao matemaética.

Seu reconhecimento se deve também pelos trabalhos produzidos na mecanica,
na dinamica de fluidos, na oOptica, na astronomia e em teoria da misica. Euler é
considerado um dos mais proeminentes mateméaticos do século XVIII além de ser
considerado como um dos grandes matemaéticos de toda histéria da Matemética.

Na teoria dos nimeros, destacamos a Func¢do Fi de Euler (® de Euler).

Figura 3.2: Leonhard Euler.

Defini¢ao 3.1 De acordo com [1l], chamamos de fun¢iao ® de Euler a fun¢io que
atribui a cada inteiro m positivo o numero de inteiros positivos menores do que ou
wgual ao inteiro m e relativamente primos com m.

Exemplo 3.2 Encontremos, por exemplo, o valor de ®(50).

Determinemos o conjunto dos inteiros menores que 50 que sao primos relativos
com 50. O conjunto procurado é formado pelo nimero 1, por todos os nimeros
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3.2. A FUNCAO FI DE EULER

primos menores que 50 exceto seus fatores primos, pela multiplicacao entre os pri-
mos que nao sao divisores de 50, pelas poténcias destes e pelos produtos entre tais
poténcias, desde que o produto nao ultrapasse 50. Assim, designando este conjunto
por Xso e como 50 = 2 x 52, obtemos que:

Xso ={1}U{3,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47} U {3* 3 x 7,3°,3 x 11,3 x 13,
7}
={1,3,7,9,11,13,17,19,21,23,27,29, 31,33, 37, 39, 41,43, 47, 49}.

Portanto, ®(50) = 20.

Fica evidente a dificuldade que teriamos para determinar o valor de ® de Fuler
para um numero relativamente grande. Podemos obter a formula para o cilculo de
®(m) utilizando o Principio da Inclusao e Exclusdo como veremos a seguir.

Teorema 3.1 Segundo [1] O valor de ®(m) € dado por:

own(o- ) (-2)-(o-2)

onde pi,p2, ..., Pr, SG0 08 divisores primos de m, ou Seja, sao primos obtidos pela
decomposicio de m em fatores primos. Entao,

L a1,.Q0 «
m = Dy Do ...prT.

Demonstragao: Segue uma adaptagao da realizada em [I], consideremos os se-
guintes conjuntos:

A=1{1,2,3,..,m};
Ay = {x € Alx é multiplo de p;} C A;

Ay = {z € Alx é multiplo de p,} C A;

A, = {z € A|z & multiplo de p,} C A.

Temos, entao, que nenhum dos elementos pertencentes aos conjuntos Aq, As, ..., A,
sao relativamente primos com m, visto que sao nimeros composto formados a partir
de fatores primos de m ou sao seus proprios fatores primos. Portanto, como dese-
jamos os nimeros que sao relativamente primos com m, é s6 retirar estes ntimeros

32



3.2. A FUNCAO FI DE EULER

do conjunto A, que encontraremos o valor de ®(m), em outras palavras, queremos
exatamente o complementar da unidao dos A;’s em relacao ao conjunto A, isto é,

P(m) =[(A1UAU...UA,)
Assim, como

temos que

|Al = (A1 U A U . UA)| 4+ D(m).

Logo ,
d(m)=|A| — (AL UAU...UA,)|

Pelo Principio da inclusao e Exclusao, podemos escrever

o(m) = 41~ [ L 141 = 40 A+ T |40 4,0 44

7 z’] i7j7k

=) AN ANANA|+ .+ (1) A N AN N A,

i,5,k,p
= Al =) A+ D JAN Ay =D AN AN A
7 @] 1,5,k
+ Y A NANAN A+ .+ (—1)[AiN AN NA, - (3.1)
i,5,k,p

observemos que:

Al =m

Pi  Di

(2

m x m
|A;| = (—) pois se v € A; - x =k xp; - k== < —. Logo hd no méximo
pi . ,

m
— possibilidades para k, uma vez que k € Z e k > 1.
pi

|A;NA;| = ( m ) pois se x € A;NA; — x é multiplo de p; e de p;. Como p; e p;

iDj
- . . , 1. - . X
sao primos entre si,  é multiplo de p;p;, entao, x = s X p;p;, ou seja, s = e, as-
DiPj
. x , . m ., Y
sim, s = < e, portanto, s s6 pode variar entre 1 e ,jaAques € Zes > 1.
PiP; Dpibj PipP;

m

A, N A; N A, = (
DiP;Pk

pj e de pi. Como p;, p; e pi sdo primos entre si, x é multiplo de p;p;p; e, portanto,

) pois se x € A; N A; N Ay — x é multiplo de p;, de

33



3.2. A FUNCAO FI DE EULER

x =1 X p;p;jpr € portanto, t < ecomot>1eté& Z, os possiveis valores de
PiP;jDPk

t sao sao aqueles compreendidos entre 1 e

, ou seja, vale a afirmacao. Proce-
i ) PiPjPk
demos dessa maneira para os demais casos. De posse desses fatos, temos que

s ==Y (1) ¥ ()= ¥ (r)e

1<q 1<i<y 1<i<j<k

m m
+ —— |+ .+ (-D) (—)‘
Z <P¢Pjpkpp> DiPjPk---Pr

1<i<j<k<p
®<m>—mll—i(3)+2 ( 1 )— 2 ( : )+
1< \Pi 1<iej \Pilj 1<icj<k \PiPiPk
1 1
LY (—)+...+<_1y (_)‘
DPiPiPkPp PiP;jPk---DPr

1<i<j<k<p
d(m)=m(1—-L)(1-=2)..(1—=-=L),0queconclui a demonstracio. B
p Pr

1 p2

Exemplo 3.3 Calcular ®(m), para m = 600.

Efetuemos a fatoracao de 600 para encontrarmos os primos que o formam. Temos
que 600 = 23 x 3 x 52, entao,

o= (-3) (1-3) -3
o ()0

Quando m for um ntimero primo, o valor de ®(m) sera igual a m — 1. De fato,
nenhum ntmero menor do que um primo o divide. Assim, por exemplo, o ®(7) =
6, pois os elementos do conjunto {1,2,3,4,5,6} sao primos relativos com 7.

34



3.3. PERMUTACOES CAOTICAS

3.3 Permutacoes Cadticas

Temos como objetivo nesta secao identificar uma permutacao cadtica, como pro-
ceder para calcular o nimero de permutacoes caodticas, deduzir a formula do calculo
para n itens com o auxilio do Principio da Inclusao e Exclusao e como determi-
nar a probabilidade de uma ocorréncia apesar de nao conhecermos o niimero de
ocorréncias.

Definicao 3.2 Segundo [1f uma permutacio de ay,as,as, ..., a,, é chamada de cao-
tica quando nenhum dos a;s se enconlra na posicao original, isto €, nao estd na
i€SImae. posicdo.

Numa brincadeira de "amigo oculto" este é o tipo de permutacao ideal, uma vez
que nao faz sentido um dos participantes retirar seu propio nome. A questao é, qual
a probabilidade deste fato acontecer ja que as retiradas sao de maneira aleatoria?

E claro que a probabilidade é a divisdo da quantidade de permutacdes cadticas
(D,,) pela quantidade possiveis de permutagoes, ou seja, por n!.

Antes de apresentarmos uma férmula para o calculo desta probabilidade, veja-
mos as situacoes a seguir:

Relebremos o célculo da probabilidade de permutagoes cadticas para trés parti-
cipantes, citados anteriormente, no inicio de nossos estudos.

Possibilidades de permutagoes: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB e CBA =6 = 3.

Permutacoes caoticas: BCA e CAB = 2, entao Dy = 2. Logo a probabilidade é
1

2
6 3
Vejamos a situcao para quatro participantes:

Possibilidades de permutacoes: ABCD, ABDC, ACBD, ACDB, ADBC, ADCB,
BACD, BADC, BCAD, BCDA, BDAC, BDCA, CABD, CADB, CBAD, CBDA,
CDAB, CDBA, DABC, DACB, DBAC, DBCA, DCAB, DCBA = 24 =4!.

Permutacoes caoticas: BADC, BCDA, BDAC, CADB, CDAB, CDBA, DABC,
9 3
DCAB, DCBA =9, ou seja, Dy = 9. Logo a probabilidade é M= 3
Enunciaremos agora o teorema que fornece o ntimero de permutagoes caodticas
de um conjunto com n elementos.
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3.3. PERMUTACOES CAOTICAS

Teorema 3.2 De acordo com [Z], o nimero de permutagoes cadticas de um conjunto
com n elementos €
1 1 1

1
=n! N - — —_1\*
D, =n!x |1 TRibT 3!+...+( 1)

a .

Demonstragao: Faremos uma adaptagdo das demonstragoes que constam em [I]
e [2]. Como desejamos calcular o niimero de permutagoes sem nenhum ponto fixo,
isto ¢, nenhum elemento em sua posicao original, do total das permutacgoes possiveis
devemos retirar aquelas que nao atendem nosso interesse, as quais podem apresentar
apenas um elemento, dois, trés ... ou até os n elementos fixos, ou seja, desejamos o
complementar dos conjuntos A}s,com ¢ = 1,2,3,...,n onde A; representa conjunto
em que um participante se encontre em sua €2 posicio. O principio da Inclu-
sao e Exclusao nos fornece uma maneira pratica para calcularmos a quantidade de

permutacoes cadticas para n elementos,

Dp=1In| =Y A+ Y JAnAl— > JANANAl+
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n
+ .+ (=D)"AIN AN Az N A, (3.2)

Temos que|A4;| = (n—1)! é o nimero de permutagoes possiveis para os restantes
dos elementos. Como podemos escolher 1 elemento dentre os n elementos, o total
de permutacgoes possiveis é

n! n!

Cwlx(”—l)!:mx(n—l)!:ﬂ,

Para o caso de dois pontos fixos, temos que

|A; N Aj| = (n —2)! é a quantidade de permutagdes possiveis para os demais
elementos. Como podemos escolher 2 elementos dentre os n elementos ha, portanto,
(2 maneiras possiveis de escolha. Logo o total de permutagoes é

n! n!

mx(n—2)!:—

Cmg X (n — 2)‘ = o1

Para o caso de trés pontos fixos, temos que

|A;NA;NAL = (n—3)! é a quantidade de permutacoes possiveis para os demais
elementos. Como podemos escolher 3 elementos dentre os n elementos, obtemos,
(3 maneiras. Entao o total de permutagoes é

n! n!
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E assim sucessivamente até que tenhamos n pontos fixos o que evidentemente s6 ha
uma permutacao em que esta situacao ocorre e podemos representar por

|
n: 1

E:

Assim, substituindo na equagao ([3.2)), obtemos:

n!  n! nl n!
D,, = n! T 3!+...+( 1) .l
colocando o n! em evidéncia, encontramos o resultado:
1 1 1 1
=n! - — - —1\yr =
Dn_n.x[l TR 3!+...+( 1) n!l’
o que encerra a demonstracao. |

Vamos utilizar a féormula acima para comprovarmos o resultado obtido para D,.

111 1
— 4! — . _1\4 =
D4_4'x{1 TR 3!+(1)4!]
11 1
— U (=14 = — =4 —
X( T3 6+24>
—12-4+1
—9.
Portanto,
9 1
= 37— 5 = 0.37.

Na tabela abaixo, estabelecemos a probabilidade de permutacoes caoticas até 10
elementos.

n | 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Do 105 10,333 0,375 | 0,36667 | 0,36806 | 0,36786 | 0,36788 | 0,36788 | 0,36788

Tabela 3.1: A Probabilidade de uma permutacao cadtica.

Voltando ao problema do amigo oculto, a probabilidade para que a brincadeira
tenha sucesso para n amigos ¢ dada por
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Logo,
1 1 o1
n:§—§+...+(—1) e
Se tomarmos um valor muito grande para n, a probabilidade para que a brinca-
deira de "amigo oculto" para n amigos dar certo é de aproximadamente 36,8%, ou

seja,
D 1
— =36,8% ~ .
n! e
Este fato nos fornece uma maneira rapida de calcularmos o valor inteiro de D,,, isto

é,
n! e e

Mostraremos que este inteiro ¢ o inteiro mais proximo do niimero —, para isto,
e

. ) n! 1
basta comprovarmos que a distancia entre D, e — é menor que 7 Como podemos
e

verificar para n = 1 e n = 2. Temos que

1! 1
e D;=0e —=0,33. Logo [0—-0,33] =0,33 < 3
e

2! 1
) D2zle€:0,7. L0g0]1—0,7|:O,3<§.

Teorema 3.3 Segundo [1], para todo inteiro n > 2, temos

v 1 r T x tho. o1 — 1
et = +ﬁ+?+§+...,enao,e = _ﬂ—i_i_i—i_""
logo,
e
1 1 1 1 1
= Inl|ll1l-=4+=-_= 1= —p! S T
_n{l 11 " 92! 317L (=1) 1] n( 11 21 3l )’
! n . [e.e] _11
’Dn—%_ ! (z')_nlz(i'> deste modo,
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n! = (—1)° :
D,——|=|n!
‘ " n Z a , ou ainda,
1=n+1
| -1 n+1 -1 n+2
’Dn _m_ n! ((nﬁl)! + En—izQ)! + ', podemos afirmar que
n! 1 1 1
D, ——| < |
‘ e _n((n+1)!+(n+2)!+(n+3)!+ )
B 1 N 1 n 1 n
T+ T n+1)(n+2) (n+Dn+2)(n+3) |
ou seja,
1
n! 1 1 1 n4+1 1 1
p, - )= e = - < o
’ c _<(n+1)+(n+1)2+(n+1)3+) 1 n <2
(n+1)
para n > 2.

Assim, comprovamos que D,, é o inteiro mais proximo de — e concluimos a de-

e
monstracao. [ |

Para mais informagoes sobre o ntimero e, ver no apéndice.

Vejamos algumas aplicagoes: O proximo exemplo que veremos ¢ uma variante da

questao proposta no século XVIII, conhecida como o problema das cartas mal
enderecadas.

Exemplo 3.4 Em um escritorio, certo funciondrio desatento tinha diante de si 6
cartas com mensagens distintas e 6 envelopes com enderecos diferentes para desti-
natdrios diferentes. Sabendo-se que o mesmo colocou as cartas aleatoriamente nos
envelopes, pergunta-se:

a) Qual € a probabilidade de nenhuma carta chegar ao enderego certo?

b) Qual é a probabilidade de todas as cartas chegarem ao enderego certo?

¢) Qual é a probabilidade de pelo menos uma das cartas chegar ao endereco certo?

d) Qual € a probabilidade de somente uma carta chegar ao enderego certo?

e) Qual é a probabilidade de somente trés cartas chegarem ao enderego certo?
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Para resolvermos a letra (a), podemos simplesmente aplicar a formula para de-
terminacao da quantidade de permutacoes caoticas.

1 1 1 1
— ! . o 1\ ___
Dn_n.x[l 1!+2! 3!+...+( 1) 1
logo,

1 1 1 1 1 1)

— Rl . o . _
D6_6'X<1 TR T TR TR

= 720 x (1—1+1—1+i—i+i>
2 6 24 120 ' 720

=360 — 120 + 30 — 6 + 1

= 265.

Como temos um total de 6! permutacoes possiveis, a probabilidade de nenhuma
carta chegar ao seu destino correto, é

D 2
- 6_!6 = % =0, 3681 = 36, 81% aproximadamente.

Na resolucao da letra (b) temos que apenas uma possibilidade nos satisfaz, por-
tanto a probabilidade de ocorrer tal evento é

1
P=_—=0,0014 =0, 14%.
720 ’  14%

Obtemos a solugao da letra (c) simplesmente realizando o complementar em
relagdo a letra (a), pois pelo menos uma carta chega ao seu destino correto ou
nenhuma delas chega, assim a probabilidade ¢é

P =1-0,3681 = 63,19% aproximadamente.

Para solucionar a letra (d), devemos fixar uma carta e permutar caoticamente
as outras cinco. Portanto, temos 6 x D5 possibilidades de apenas uma carta chegar
ao seu destino certo. Assim

P:6XD5

PO R ST S S S
AN G TR TR TR TR

=6 x [120 x ! 1+1 L
a 2 6 24 120

=6x(60—20+5—1)
=06x44
= 264.
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Portanto, a probabilidade para que apenas uma carta chegue ao destino certo é

264
P = 20 = 0,3667 = 36,67% aprorimadamente.

Para resolvermos a letra (e), devemos escolher apenas trés cartas dentre as seis
para que as mesmas cheguem ao destino certo, isto pode ser feito Cs3 maneiras,
enquanto as que nao forem escolhidas permutarao caoticamente. Desta maneira
temos a seguinte quantidade de possibilidades

6! 6x5x4x3!

CO’SXDdzﬁX2 316 =20 x 2 = 40.

Entao, a probabilidade de apenas trés cartas chegarem ao destino correto

40

= o5 = 0,0556 = 5,56% aproximadamente.

Exemplo 3.5 Uma empresa possui as salas para reunioes com 10 cadeiras pintadas,
cada cadeira com uma cor diferente. Certo dia, durante uma reunido o ar condicio-
nado quebrou e os 10 participantes resolveram passar para a sala ao lado. Ao sairem
o presidente da reuniao entregou aleatoriamente as cores da nova cadeira que iriam
ocupar. Apds todos se acomodarem, o presidente verificou que 4 deles estavam sen-
tados em cadeiras da mesma cor que estavam na sala anterior. De quantas maneiras
este fato pode ocorrer?

Dos 10 participantes a disposicao, 4 deles permanecerdo em suas €M% posicoes.
Este fato pode ocorrer de (4 maneiras distintas enquanto que os 6 que sobraram
serao permutados de maneira cadtica. Assim, encontramos a seguinte resposta:

1 1 1 1 1 1 )

_ ] ot L L 1 1
Cio4 X Dg = Cipa x 6! x (1 1!—1-2! 3!—0—4! 5!+6!

710><9><8><><7><6!X72OX . 1+1 1+1 1+1
a 4! x 6! 1 2 6 24 120 1720
=210 x 265

= 55650.

Outra resolucao para este problema, seria utilizando diretamente o Principio da
Inclusao e Exclusdo. Veremos a solugdo através deste principio (apesar de ser um
pouco mais longa), uma vez que nao é aconselhavel sempre recorrermos a formulas
matematicas, pois podemos esquecé-las, ou seja, devemos colocar nossos conheci-
mentos sempre em pratica. Vamos dividir em quatro passos a resolucao deste pro-
blema:
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Primeiro passo: Determinarmos de quantas maneiras podemos escolher 4 pes-
soas entre as 10. Isto é calculado por

01074 = 210

Segundo passo: Aplicarmos o Principio da Inclusao e Exclusao para os 6 par-
ticipantes nao escolhidos de maneira a obtermos o nimero de permutacoes em que
1,2,3,4,5 ou os 6 participantes ocupem cadeiras da mesma cor que na sala ante-

rior, utilizando novamente A; como conjunto em que uma pessoa ocupa sua i<Mme
posicao, obtemos:

6

Sl = > JANAl+ ) JANANAl -

i=1 1<i<5<6 1<i<j<k<6

— Y JANANANAl+ > A NANANANA, —
1<i<j<k<I<6 1<i<j<k<l<m<6

— A1 N Ay N AN AN As N Agl

= Cp1 X Bl =Cpa x4l +Cs3 x 3 —Cgy x 21+ Cg5 x 11 = Cgg x 0!

= 720—-360+120—-304+6—1

= 455.

Assim, temos 455 combinacOes nao cadticas entre os seis participantes nao escolhi-
dos.

Terceiro passo: Observemos que a quantidade de permutacoes cadticas que
desejamos é exatamente o complemento da uniao desses conjuntos, isto é,

6! — 455 = 720 — 455 = 265.
Quarto passo: Determinarmos o resultado final, ou seja,
210 x 265 = 55650.

Dai, comprovamos mais uma vez que as Permutagoes Cadticas e o Principio da
Inclusao e Exclusao sao topicos da Matematica que se relacionam.

3.4 Determinando o nimero de funcoes sobrejeto-
ras

Nesta secao, iremos verificar que o nimero de fungoes sobrejetoras entre dois

conjuntos finitos, bastante utilizado para a solucao de varios problemas matemati-
cos, pode ser determinado através do Principio da Inclusao e Exclusao.
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E bastante comum encontrarmos em texto elementares de analise combinatéria
situagoes envolvendo o calculo do nimero de funcoes de f: A — B, onde A e B sao
conjuntos finitos com n e m elementos, respectivamente, mas com certa raridade
para o caso em que n > m no que se refere ao nimero de funcoes sobrejetoras.
Abordaremos também este tipo de situacdo para estabelecermos uma maneira de
facilitar o calculo desta quantidade de funcoes.

As defini¢oes e demonstragoes constantes nesta se¢do sao adaptacoes de [I].

No que segue, consideremos os conjuntos A e B, com |A| =n e |B| =m.

Teorema 3.4 Se m = n, para n > 0, o niumero de funcgoes bijetoras f : A — B €
n!.

Funcoes bijetoras sao as aquelas que sao injetoras e sobrejetoras simultanea-
mente, ou seja, sao aquelas com a propriedade em que elementos diferentes do con-
junto A, possuem correspondentes diferentes no conjunto B (fun¢do injetora) e ainda
a propriedade de que todos os elementos de B sao utilizados (fungao sobrejetora).

Demonstracao: Como A possui n elementos ais i = 1,2,3,...,n ¢ B também
possui n elementos, entao para aq, temos n possiveis escolhas em B, para as, temos
(n — 1) possibilidades, para ag, temos (n — 2), ... e logicamente, a, terd apenas
uma possibilidade. Assim, pelo Principio Multiplicativo da contagem, o ntimero de
funcoes é

n(n—1)(n —2)(n —3)...1 =nl.

Como 0! =1, o resultado obtido também é valido para n = 0.

Teorema 3.5 Sendo n < m, o numero de fungoes injetoras f : A — B ¢
m(m —1)(m —2)...(m —n+1).

Demonstragao: Lembremos que fungoes injetoras sao aquelas em que elementos
diferentes do conjunto A possui imagens diferentes no conjunto B. Como A possui
n elementos as, para i = 1,2,3,...,n e B possui m elementos, entao para a;, temos
m possiveis escolhas em B, para ag, temos (m — 1) possibilidades de escolhas, para
az, temos (m — 2), ..., e a, terd (m —n + 1) possibilidades. Assim, pelo Principio
Multiplicativo da Contagem, o niimero de funcoes injetoras é

m(m —1)(m —2)(m —3)...(m —n+1)
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Vejamos uma ilustragao deste teorema. Sejam os conjuntos A = {z,y,2} e B =
{a,b,¢,d,e, f,g}, temos que:

e O elemento x podera associar-se a um dos sete elementos, ou seja, aos elemen-
tos a,b,c,d, e, f ou g;

e 0 elemento y podera associar-se a um dos seis elementos restantes. Supondo
que z esteja relacionado com o elemento a sobrariam os elementos b, ¢, d, e, f
ou g;

e 0 elemento z podera associar-se a um dos cinco elementos restantes. Supondo,
também, que y esteja associado com o elemento b, sobrariam os elementos
c,d,e, f oug.

Pelo principio multiplicativo da Contagem, obtemos
7x 6 x5 =210,
observemos que
7x 6 x5 equivale a T x (T—1) x (7T—3+1),

portanto, comprovamos a validade da formula m x (m — 1) x (m —n + 1).

Vamos comprovar este valor através da formula de arranjos simples:

7! _7><6><5><4!

= = 210.
(7—3)! Al

A7,3 -

Tanto para determinarmos o nimero de funcoes injetoras quanto o nimero de
funcoes sobrejetoras, nao foi necessario utilizarmos o Principio da Inclusao e Exclu-
sao, foi suficiente aplicarmos o Principio Multiplicativo da Contagem. Porém para
obtermos a férmula que nos forneca a quantidade de fun¢oes sobrejetoras f : A — B,
utilizaremos o Principio da Inclusao e Exclusao.

Teorema 3.6 Sendo n > m, o nimero de fungoes sobrejetoras f : A — B, onde
|Al =n e |B| =m, € dado por:
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Observacao: T(n,m) indica o nimero de maneira de distribuir n objetos distin-
tos em m caixas distintas sem que nenhuma fique vazia. Lembremos que fungoes
sobrejetoras sao aquelas em que todos os elementos do conjunto B sao utilizados,
podendo esté se correspondendo com um ou mais elementos do conjunto A.

Demonstracdo: Como A possui n elementos als i = 1,2,3,...,n e B possui m
elementos com n > m, entdo, para qualquer dos elementos a;s do conjunto A temos
m possibilidades de escolhas, o que nos fornece um total de m™ funcoes f : A — B.
Deste total devemos excluir o niimero de fungoes que nao sao sobrejetoras.
Sendo o conjunto B = {by, bs, ..., b,, }, consideremos ainda o conjunto B; de todas
as fungoes em que algum elemento de B nao tenha correspondente em A, ou seja,

B; = conjuntos de todas as fungoes f : A — B tais que f~!(b;) = 0.

Desta maneira, para i = 1,2, ...,m, temos que a uniao de todos esses conjuntos
nos fornece o nimero (N) de fungdes nao-sobrejetora. Portanto,

s
i=1

Aplicando o Principio da Inclusao e Exclusao, obtemos que

N = = (B1UByU Bs...U By,).

N=>IB|- > [BinBjl+ >  [BNBNB-..
=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

Como |B;| = (m —1)"; |B;N Bj| = (m —2)", ..,
entao,

N=Cpi(m—1)"—=Cpo(m—2)"+Cps(m—3)"+ ...+ Cpum(m — m)"

(=)' Cpi(m — i)™ (3.3)

I

=1

Mas a resposta que no interessa ¢ o complementar de N, isto “m”™ — N, ou seja,

m m
m* =Y (1) Cri(m — )" =Y (=1)'Cpi(m — )"
i=1 i=0
e, assim, concluimos a demonstracao. [ |

Exemplo 3.6 Consideremos um conjunto de 9 pessoas, sendo que todas sabem di-

rigir. De quantas maneiras estas nove pessoas podem se agrupar para levar 4 carros
da cidade A até a cidade B?
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(Nao vamos considerar "quem dirige” no caso de duas ou mais estarem em um
mesmo carro.)

Como todo carro necessita de um motorista, e dentro de um mesmo carro, podere-
mos ter mais de um motorista, o resultado que queremos, serd obtido, calculando-se
o nimero de fungbes sobrejetoras f : A — B, Sendo:

e A é o conjunto formado pelos motoristas;

e B é o conjunto formado pelos carros.

Logo, pelo teorema

4
D (—1)'Cui(4 —i)? =47 — C413° + C422° — Cy3 = 186.480.

1=0

Exemplo 3.7 Adaptado de [7], Determinar o nimero de fungoes sobrejetoras f :
A— B, emque A= {1,234}eB=1{5067}

Temos que o nimero de fungoes sobrejetoras é dada pela formula

Assim,

3
T(4,3) = > (—1)'Cs;(3—1)"

=0
= (=1)°C30(3 = 0)* + (=1)'C51(3 — 1)* + (=1)2C32(3 — 2)*+
+ (=1)3C33(3 — 3)*
=3 _3x2"4+3x1*—-0=81—48+3 = 36.

Portanto, teremos 36 fungoes sobrejetoras.

Vejamos esta solucao com mais detalhes
e O namero total de funcoes como sabemos é 3*%;

e O conjunto B nos fornece os seguintes subconjuntos com 2 elementos {5,6},
{5,7} € {6,7} que nos fornece 3 x 2* = C3 5 x 2*, uma vez que temos 2* fungoes
de A em cada um desses subconjuntos de B, as quais ja foram contadas no
total de funcoes, portanto devem ser retiradas.
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Entdo, terfamos 3* — 3 x 2% = 3" — (O35 x 2%,

Acontece que essas funcoes nao sao todas distintas pois, por exemplo, o nimero 5
formaréa duas fungoes iguais {(1,5), (2,5),(3,5),(4,5)} uma vez no subconjunto {5,6}
e outra no subconjunto {5,7}, analogamente, temos para o 6 e para o 7. Como foram
retiradas na contagem anterior, precisamos repor essas trés funcoes. Notemos que 3
= 03’1 X 14.

Portanto, o nimero de fun¢oes sobrejetoras é, como visto:

3 — O x 2" 4+ C3p x 11 =81 — 48 43 = 36.

47



Consideracoes Finais

Este trabalho me levou a conhecer um pouco mais sobre a Historia da Matema-
tica através da biografia sobre os matematicos citados no mesmo. Além da satisfagao
pessoal que senti ao realizé-lo, ele me proporcionou um aprendizado muito significa-
tivo a respeito do Principio da Inclusao e Exclusao, desde a deducao de sua formula
até as diversas aplicacoes em que o mesmo pode ser utilizado. Como sugestao ao
leitor, indico estudar a técnica da contagem que utiliza a divisao pelo fatorial da
quantidade de termos repetidos, pois as vezes se faz necessario utilizar as duas téc-
nicas para facilitar a resolucao de certos problemas.

Pretendo aplicar sempre que possivel a técnica desenvolvida neste trabalho para
aprofundamento de assuntos que estiver ministrando em sala de aula. Acredito que
com a utilizacao do Principio da Inclusao e Exclusao motivem os alunos a resolver
problemas e mais problemas, uma vez que esta técnica facilita bastante os calculos,
contribuindo desta maneira a exploracao do raciocinio matemaético, para o desen-
volvimento intelectual de cada discente, no rendimento escolar da turma e ajudar a
diminuir a evasao escolar.

Espero ainda ter oportunidade de transmitir este aprendizado aos colegas de

profissao e que assim como eu pesquisei em outras dissertacoes, esta possa auxiliar
em pesquisas de outros estudantes.
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Apéndice

O namero e.

A histéria do ntimero e = 2, 718281828... esta intimamente ligada com a histo-
ria do calculo integral e diferencial. Foi através da tentativa de calcular a area de

1
uma, curva aparentemente simples (y = —) que fez com que Newton e Leibnitz se
x

inspirassem em estudar processos infinitos, e assim depararam com o calculo e com
o proprio namero "e". Eles nao foram os tnicos, visto que muitos outros ja haviam
encontrado um valor aproximado para o nimero "e" até os babilonios, em céalculos
financeiros. Porém como eles nao sabiam célculo, nao compreenderam a importancia
deste acontecimento. Antes de nos aprofundarmos sobre o ntimero "e", falaremos
um pouco sobre a historia dos logaritmos. Uma ferramenta muito importante nos
estudos passados era as famosas tabelas de logaritmos que vinham nos livros e as
réguas de calculo, que hoje em dia, estao ultrapassadas.

A palavra logaritmo é de origem grega, formada por duas partes: 16gos (razao,
evolugao, discurso) e arithmos (nimero). Entao, podemos dizer que logaritmo signi-
fica literalmente, a evolucao dos nimeros. Sua simbologia ¢ log devido ao astronomo
Kepler. Os logaritmos foram inventados por John Napier (1550-1617), com o obje-
tivo de obter uma forma menos trabalhosa para realizar célculos. Uma multiplicacao
entre nimeros grandes, por exemplo, era um verdadeiro sacrificio. Considerava-se
que tais célculos apenas sébios seriam capazes de realiza-los. Napier ficou conhecido
também pelo nome de Neper, por isso logaritmos neperianos.

John Napier foi um rico escocés muito esperto. Conta-se que, desconfiava que
estava sendo roubado por um de seus empregados, fez com que todos passassem a
mao sobre um galo preto num quarto escuro, dizendo que o animal, posteriormente,
identificaria o ladrao. Acontece que Neper, astuto como era, havia passado fuligem
no galo e, ao sairem do recinto, todos os empregados teriam que mostrar as maos,
como um tnico empregado estava com as maos limpas, foi identificado como cul-
pado...
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Para se ter uma ideia do porqué Neper ter inventado os logaritmos seria por
exemplo obter o resultado de uma multiplicacao através da operacao de adi¢ao que
é mais facil. Vejamos com um exemplo como podemos utilizar a soma para ajudar
na multiplicacao.

Consideremos a tabela abaixo em que na linha superior temos os expoentes e na
inferior o resultado de 2 elevado ao respectivo expoente.
Sabemos que para multiplicar poténcia de mesma base, basta conservar a base e so-
mar o expoente. Assim, 2° x 27 = 2!2. De acordo com esta propriedade e utilizando

a tabela, em vez de multiplicarmos 16 x 64, basta observarmos que ¢ o mesmo que
2446 — 1024.

A primeira linha da tabela é também a linha dos logaritmos na base 2 e, a de
baixo, a dos respectivos antilogaritmos. Hoje parece muito facil, mas na época,
nao parecia tao simples. Neper usou como base 0,9999999 porém nao iremos nos
aprofundar de saber o porqué dessa escolha. O fato é que, com essa base, Neper
construiu suas tabuas de logaritmos e publicou um tratado: Mirifici logarithmorum
canonis descriptio (Descrigao do maravilhoso canone dos logaritmos).

201023456 7] 8 9| 10
2012141816 ( 3264 | 128 || 256 || 512 | 1024

Tabela 3.2: Poténcias de 2.

Henry Briggs (1561-1631), outro matematico, ao visitar Neper sugeriu o uso da
base 10. Criou-se, desta maneira, o logaritmo decimal, cujas tabelas (dos Irmaos
Maristas) todos os colegiais de antigamente possuiam, com a notagao log N signifi-
cando logaritmo de N na base 10. Na sequéncia, ensinavam-se logaritmos noutras
bases, em especial o famoso [nN, significando logaritmo natural ou logaritmo na

base "e", ou, ainda, logaritmo neperiano.

Para apresentar o nimero "e", vamos imaginar uma situacao ficticia em que um

banco pague juros de 100% ao ano.
Apoés um ano, teriamos o montante de R$ 2,00 para cada R$ 1,00 aplicado.

Vamos supor ainda que os juros fossem creditados por:

1\" 1)
e semestre; n = 2. Ao final de um ano terfamos (1 + —) = (1 + 5) = 2,25.
n

o1
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1\
trimestre; n = 4. Ao final de um ano terfamos (1 + Z) = 2,44141.

1\ ¢
bimestre; n = 6. Ao final de um ano teriamos (1 + 6) = 2,52162.

1\12
e més; n = 12. Ao final de um ano teriamos <1 + 1—2) = 2,61303.

Supondo n =1 000 000, obteriamos 2, 71828.
e Supondo, ainda, n = 10 000 000, obteriamos 2, 71828.

Se desejassemos obter o resultado para o crédito instantaneo, ou seja, com n

tendendo ao infinito, o resultado tenderia a um limite que é um nimero irracional

e transcendental chamado "e"(nimero de Euler). Um namero é irracional quando

~ a . . -
nao pode ser colocado na forma 7 com a e b inteiros. E transcendental quando

nao pode ser resultado de uma equacao polinomial com coeficientes inteiros do tipo:
ax™ + bz '+ ...+ 2=0.

A representacdo em simbolos é:
1 n
lim (1 + —) .
n—oo n
"e''= 2, 71828182845904523536028747135266... e nunca finaliza.
Quem efetivamente calculou o nimero "e" foi Leonhard Euler, e dizem que a

letra decorre da inicial de seu sobrenome, porém ha a versao de que ela se deva a
inicial da palavra exponencial. Esse niimero é a base dos logaritmos neperianos.

Figura 3.3: John Napier.
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