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Resumo

Faremos, aqui, um estudo tedrico sobre a Transformada Discreta de Fourier no cir-
culo finito Z/nZ. Nosso principal objetivo ¢ verificar se podemos obter propriedades
andlogas as encontradas nas transformadas de Fourier para o caso continuo. Nesse
trabalho mostraremos que Z/nZ tem uma estrutura de anel, dando condigbes para
o desenvolvimento de temas bastante discutidos na Aritmética como, por exemplo,
o Teorema Chinés do Resto, fun¢ao Phi de Euler e raizes primitivas, temas estes que
serao tratados no primeiro capitulo. O assunto principal desse estudo é desenvolvido
no segundo capitulo, onde definiremos o espago L?(Z/nZ) e provaremos que este é
um espaco vetorial com produto interno, dimensao finita e uma base ortonormal.
Tal fato serd de extrema importancia quando estivermos determinando a matriz e
demonstrando as propriedades da transformada discreta de Fourier. Também fa-
remos interpretagoes geométricas do Teorema Chinés do Resto e do circulo finito
Z,/nZ assim como daremos a representacao grafica da DFT de algumas fungoes que
calcularemos. Durante o desenvolvimento desse estudo faremos uso recorrente de
definicoes e resultados tratados na Aritmética, Algebra e Algebra Linear.

Palavras-chave: Transformada Discreta de Fourier, Anel Quociente Z/nZ, Con-
volugao de Fungoes Discretas, Raizes Primitivas, Grupos Ciclicos.
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Abstract

We will do here a theoretical study of the Discrete Fourier Transform on the finite
circle Z/nZ. Our main objective is to see if we can get properties analogous to
those found in the Fourier transform for the continuous case. In this work we show
that Z/nZ has a ring structure, providing conditions for the development of extensi-
vely discussed topics in arithmetic, for example, The Chinese Remainder Theorem,
Euler’s Phi Function and primitive roots, themes these to be dealt with in first
chapter. The main subject of this study is developed in the second chapter, which
define the space L?(Z/nZ) and prove that this is a finite-dimensional inner product
vector space, with an orthonormal basis. This fact is of utmost importance when we
are determining the matrix and demonstrating the properties of the discrete Fourier
transform. We will also make geometric interpretations of the Chinese Remainder
Theorem and the finite circle Z/nZ as well as give a graphical representation of the
DFT of some functions that calculate. During the development of this study we
will make recurrent use of definitions and results treated in Arithmetic, Algebra and
Linear Algebra.

Keywords: Discrete Fourier Transform, Quotient Ring Z /nZ, Discrete Convolution
Functions, Primitive Roots, Cyclic Groups.
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Introducao

No inicio do século XIX, Fourier publicou um trabalho sobre propagacao de
calor que mudou a visao dos matematicos sobre o conceito de funcao. Ele tentou
solucionar o problema para provar que qualquer funcao definida em um intervalo
poderia ser representada por uma série de senos e cossenos, dando origem ao campo
de pesquisa da matemética que conhecemos, hoje, como Analise de Fourier. Nesse
campo de pesquisa damos uma atengao especial as séries e as transformadas de
Fourier.

Uma transformada de Fourier é um operador linear que expressa uma funcao
dada em termos de senos e cossenos. O caso mais conhecido é o da Transformada
de Fourier para fungoes continuas. Nesse caso, a transformada de Fourier de uma
fungao integravel f(x) qualquer é dada por

+oo ]
F(y) = ft)e ™"dt.

—00

A transformada definida acima tem algumas propriedades interessantes tais como:
inversao, linearidade, convolugao, similaridade, teorema de Parseval, translagoes,
dilatagoes, derivagao, etc., e tais vantagens sao aplicadas quando tratamos de feno-
menos ocorridos em universos infinitos e continuos.

Na préatica, muitos problemas sao dados em universos discretos e finitos, e nosso
trabalho tem como principal objetivo apresentar uma alternativa para representar
funcgoes discretas em termos de seno e cosseno. Estaremos tratando, exclusivamente
da Transformada Discreta de Fourier no circulo finito Z/nZ, pois, além de Z/nZ
ser um conjunto mais facil de manipular, esse caso é o que apresenta mais aplica-
¢oOes praticas, como por exemplo, na Teoria dos Numeros, processamento de sinais,
processamento de imagens, na Teoria da Informagao, na engenharia, criptografia,
etce.

Assumindo que também é possivel definir a transformada de Fourier para fun-
¢oes discretas, algumas questoes importantes surgem sobre esse assunto: quais as
principais propriedades da transformada discreta de Fourier em Z/nZ? Sera que
essas propriedades sdo analogas as do caso continuo? E possivel obter propriedades
equivalentes para fungoes definidas em estruturas algébricas mais gerais?

x1i



Esse estudo tem como foco, responder as duas primeiras questoes do paragrafo
anterior e dar condig¢oes para que possamos refletir sobre a ultima.

No primeiro capitulo desse trabalho, estaremos interessados em construir uma
estrutura algébrica para Z/nZ de modo que possamos mostrar resultados importan-
tes sobre a Teoria dos Ntimeros. Enunciaremos e demonstraremos o Teorema Chinés
do Resto e apresentaremos uma interpretacao geométrica para um dado sistema de
congruéncia lineares. Também apresentaremos o subgrupo (Z/nZ)* das unidades de
Z/nZ, a partir de onde definiremos a Fung¢ao Phi de Euler. Falaremos sobre grupos
ciclicos e raizes primitivas antes de encerrar o capitulo apresentando uma pequena
aplicacao sobre criptografia de chaves piblicas.

O segundo capitulo tratara da Transformada discreta de Fourier no circulo Z/nZ.
Iniciaremos estabelecendo uma base ortonormal para o espaco de fungoes L?(Z/nZ).
Em seguida, falaremos um pouco sobre convolucao de fungoes e suas propriedades.
A partir dai, teremos as ferramentas necessarias para dar a definicao de Transfor-
mada Discreta de Fourier (DFT), determinar uma matriz para essa transformada e
demonstrar suas principais propriedades. Para algumas dessas propriedades, esta-
remos apresentando mais de uma demonstracao. Finalizaremos o segundo capitulo
calculando as transformadas de Fourier para algumas func¢oes e mostrando as res-
pectivas representagoes graficas.

Para um entendimento mais eficiente do que iremos expor, sao necessérios alguns
conhecimentos prévios sobre Aritmética, Algebra e Algebra Linear. Por esse motivo,
resolvemos enunciar alguns conceitos e resultados sobre tais assuntos nos apéndices
A, B e C. Alguns dos resultados 14 enunciados tém suas demonstragoes omitidas
pois supomos que tais conhecimentos ja tenham sido adquiridos previamente.

Como veremos adiante, Z/nZ é um grupo aditivo ciclico de ordem n e isomorfo
ao grupo multiplicativo das raizes n-ésimas da unidade complexa. Com isso Z/nZ
pode ser representado como pontos igualmente espacados sobre um circulo de raio
1. Também podemos interpretar o anel quociente Z/nZ como sendo um produto de
graficos ciclicos, obtendo, assim, o Toro Finito.

A Transformada Discreta de Fourier é calculada sempre que se faz necessério
escrever uma série de Fourier classica de senos e cossenos. Na pratica a DF'T exprime
uma funcao temporal como a soma de funcoes sinusoidais, ou seja, em termo de suas
frequéncias. Provavelmente a primeira aplicagao da DFT foi feita por Alexis Claude
de Clairaut, em 1754, para calcular uma 6rbita, que pode ser considerada como uma
série de Fourier finita de cossenos.

xiil



Capitulo 1

Congruéncias e o Anel Quociente dos
Inteiros mod n

Neste capitulo faremos uma breve revisao de alguns topicos tratados na
Teoria Elementar dos Niimeros. Falaremos um pouco sobre congruéncias mod n e
apresentaremos algumas propriedades importantes do anel quociente Z/nZ. Iremos
demonstrar o Teorema Chinés do Resto e faremos algumas aplicagdes. Apresenta-
remos certas propriedades importantes da fungao Phi de Euler. Expressaremos o
conceito de Raizes Primitivas, a partir do qual provaremos alguns resultados interes-
santes e mostraremos uma breve aplicacao dos contetudos estudados na criptografia.

1.1 Congruéncias

Iniciaremos nossos estudos revendo o conceito de congruéncia mod n e definindo
as operagoes de adi¢do e multiplicacdo no anel Z/nZ. Para um melhor entendi-
mento destes temas é necessario o conhecimento de algumas nog¢oes basicas de Arit-
mética como, por exemplo, divisibilidade de inteiros, divisao euclidiana e unicidade
da fatorac@o de inteiros em nimeros primos. Algumas dessas nogoes basicas se-
rao apresentadas no Apéndice A e também podem ser consultadas nas Referéncias
Bibliograficas [2], [3] e [4].

Definicao 1.1 Seja n um niumero inteiro positivo. Dados a,b € Z, dizemos que a
¢ congruente a b mddulo n, e escrevemos a = b (mod n), sen | a —b.

Observacgao 1.1 Os seguintes itens sao equivalentes a Definicao 1.1.
(@) a=b (modn) < a—b=kn, ke€Z;

(b) a=0b (mod n) & a—benZ = o ideal dos inteiros multiplos de n;
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(¢c) a=b (mod n) < a eb deizam o mesmo resto quando sao divididos por n.

Para que sejamos mais rigorosos, devemos mostrar que a nossa defini¢do para
congruéncia de numeros inteiros mod n faz sentido. A Proposicao 1.1 nos garante
que a congruéncia moédulo n é uma relagao de equivaléncia em Z.

Proposig¢ao 1.1 Para quaisquer a, b, c € Z e n € Z* temos:
(a) a = a (mod n) (reflexividade);
(b) a =b (mod n) = b= a (mod n) (simetria);

(¢)a=b(modn)eb=c (modn)= a=c(modn) (transitividade).

Demonstragao: Suponhamos que a, b, ¢ e n sejam inteiros quaisquer com n > 0.
(a) Como a —a =0, temos que n | a —a = a = a (mod n).

(b) Se a = b (mod n) entao
nla—b=n| —(a—b)=n|b—a,

logo, b = a (mod n).

(c) Se a =0 (mod n) e b = ¢ (mod n), entao
nla—ben|b—c=n|(a—b)+(b—c)=n|a—c,

portanto, a = ¢ (mod n). ]

Os elementos do conjunto quociente Z/nZ sao, por definigao, as classes de equi-
valéncia modulo n, ou seja, Z/nZ = {0,1,...,n — 1} onde

a = {r€Z|x=a(modn)}
= {x €Z | x— aémultiplo de n}
= {z=a+kn|kelZ}

Neste contexto, quando dois nimeros inteiros sao congruentes modulo n, po-
demos consideré-los como sendo o mesmo objeto. Além disso, podemos fazer uma
correspondéncia injetora entre o conjunto quociente Z/nZ e {0,1,2,--- ,n—1} C Z.
Note que, aqui, n6s equiparamos 0 com qualquer inteiro miltiplo de n. Assim pode-
mos interpretar geometricamente o anel Z/nZ como sendo a reta inteira contornando
um circulo infinitas vezes, como mostra a Figura 1.1. Desse modo, podemos consi-
derar Z/nZ como sendo um circulo finito.
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3 =13 (mod 10)
2 =12 (mod 10)

1 =11 (mod 10)

0= 10 (mod 10)

Figura 1.1: Reta inteira contornando o circulo finito.

E possivel utilizar outros conjuntos de representantes para Z/nZ como, por
exemplo, {1,2,3,--+ ,n} ou {—-n,—n+1,---,—2,—1}. Na verdade, podemos subs-
tituir qualquer representante j por j + an, onde a é um inteiro qualquer, pois
Jj = j+an (mod n). De modo geral, {a;n, 1+asn, 2+asn, ---, (n—1)+a,n} é um
conjunto de representantes de Z/nZ, para qualquer subconjunto {ay, as, as, -+ ,a,}
de Z.

Definiremos as operagoes de adigao e multiplica¢ao em Z/nZ aplicando as opera-
¢oes usuais + e - de Z e, em seguida, considerando o resto da divisao dos compostos
T+ 1y e x-y por n, para qualquer par de elementos z,y € Z/nZ. Sendo Z/nZ um
conjunto finito, é possivel escrever as tabuas da adicao e multiplicacao. Para tanto,
devemos posicionar os compostos i+ j e i - J nas células pertencentes a i-ésima linha
e j-ésima coluna das tabuas da adicao e multiplicagao, respectivamente.

A Proposicao 1.2, abaixo, garante a boa definicao das operagoes de adicao e
multiplica¢do em Z/nZ.

Proposicao 1.2 Sejam a, b, ¢, d € Z e n um numero inteiro positivo. Se
a=b(modn)ec=d (modn)

entao
a+c=b+d(modn)ea-c=b-d (mod n).
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Demonstragao: Suponhamos que a = b (mod n)ec = d (mod n), ou seja, existem
ki, ke € Z tais que a—b = kyn e c—d = kon. Para provar que a+c¢ = b+d (mod n) e
a-c = b-d (mod n) mostraremos que existem ¢y, g2 € Z tais que (a+c)—(b+d) = ¢1n
ea-c—b-d= gmn. De fato

(a+c)—(b+d) = kn+kmn=(k+k)n
= qn, onde ki +ky=q1 €7
= a+c=b+d (mod n).

De modo anéalogo, como ¢ — d = kon = ¢ = d + kon, temos

a-c—b-d

a-(d+ken)—b-d=ad+ aken —bd = (a — b)d + akan
kind + akon = (aks + dky)n

= qon, onde aky + dky = g € Z

= a-c=b-d (mod n).

Concluimos, assim, a demonstracao. [ |

Exemplo 1.1 Vamos construir a tibua da adi¢ao em Z/5Z.

e 0={5k | keZ}={ .., —15-10,-5,0,5,10,15,...};

e T={1+45k|keZ}={...,—14,-9,—4,1,6,11,16,...};
e 2={245k|keZ}={...,—13,-8,-3,2,7,12,17,... };
e3={345k|keZ}={.., —12,-7,-2,3,8,13,18,... };
e I={4+5k|keZ}y={ .. ,—11,-6,—1,4,9,14,19,...}.

Observe que, neste caso,

o

— {545k | keZ}={5(k+1) | keZ}={K | k+1=K e Z}=0

e também que 6 =1, 7 =2, 8 = 3, etc. Em Z/5Z temos, por exemplo, temos que:

e 0+2=2;

e 3+1=4;

e 44+3=7T7=2, pois o resto da divisdo de 7 por 5 ¢ 2;
e 3+3=6=1, jd que 6 =1 (mod 5).

A Tabela 1.1 representa a operagao de adigao em 7./57.

4
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+]0 1 2 3 4]
010 1 2 3 4
111 2 3 40
212 3 4 01
313 401 2
4104 01 2 3

Tabela 1.1: Adi¢ao em Z/5Z.

Exemplo 1.2 Construiremos, agora, a tibua da multiplicagao em Z/8Z. Procede-
remos de modo andlogo ao Exemplo 1.1.

Sabemos que Z/87Z = {0,1,2,3,4,5,6,7}, onde

e 0={8k| keZ}={ .. —24,-16,-8,0,8,16,24,...}:

e T={148k|keZ}=1{..., —23-15-7,1,9,17,25,... };

e 2={248k | keZ}={..,—22,—14,-6,2,10,18,26,...};
e3={34+8k|keZ}={..,—21,-13,-5,3,11,19,27,... };
e I={4+8k|keZ}={ .. —20,—12,—4,4,12,20,28,...};
e 5={5+8k|keZ}={..,—19,—11,-3,513,21,29,...};
e 6={6+8k|keZ}={.. —18,-10,-2,6,14,22,30,...};
e T={74+8k | keZ}=1{..., —17,-9,—1,7,15,23,31,... }.

Observe que, neste caso,
8={8+8k |keZ}={8k+1) | ke€Z}={8K |k+1=Ke€Z}=0

e também que 9 =1, 10 = 2, 11 = 3, etc. Desse modo obtemos, em Z/8Z:

«0.6=0;

°7-1=T7,

«3.3-5;

e 4-5=20 =4, pois o resto da divisio de 20 por 8 € 4;
e 7-7=49=1, jd que 49 =1 (mod 8).

5
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T 23156 7]
T[1 2 3 456 7
2012 16026 6
3036147 25
10101040 1
501527416 3
6|6 1206 4 2
7176513 21

Tabela 1.2: Multiplicagao em Z/8Z.

A Tabela 1.2 representa a operag¢io de multiplicagao emZ /87.

Observacao 1.2 Em muitas situacoes desse estudo, estaremos denotando a classe
de equivaléncia @ € Z/nZ simplesmente por seu representante a € Z. O contexto
deizard claro se a representard um numero inteiro ou uma classe de Z/nZ. Nos
casos extremos, para evitar confusio, podemos representar a classe a por a mod n.

As operagoes de adi¢do e multiplicacdo que definimos em Z/nZ possuem as
seguintes propriedades, para quaisquer z,y, z € Z/nZ:

e (r+y)+z=x+ (y+ 2) (a adigao é associativa em Z/nZ);

e v+0 = 0-+ux, paratodo z € Z/nZ (0 é o elemento neutro da adigado em Z/nZ);

e Para todo z € Z/nZ, existe —x € Z/nZ tal que x + (—x) = —z +x = 0 (todo
elemento de Z/nZ possui inverso aditivo);

e r+y=y+z (aadi¢do ¢ comutativa em Z/nZ);

e (x-y)-z=u-(y-z) (amultiplicagdo é associativa em Z/nZ);

e r-1=1-z, paratodo z € Z/nZ (1 é o elemento neutro da multiplicagdo em

Z/nZ);

e r-y =1y (amultiplicagdo é comutativa em Z/nZ);

r-(y+z)=z-y+z-ze(y+2)-x =y-x+z- -z (amultiplicagdo ¢ distributiva
com relagao a adigdo em Z/nZ).

As propriedades supracitas sao consequéncias imediatas das operagoes usuais +
e - de Z podendo-se, assim, omitir suas demonstragoes. Essas propriedades nos
dizem que Z/nZ é um anel comutativo com unidade. Consequentemente, Z/nZ é



1.1. CONGRUENCIAS

um grupo ciclico aditivo gerado por 1, uma vez que qualquer elemento deste grupo
¢ multiplo de 1.

Um anel é um conjunto fechado para a adicao, subtracao e multiplicagao mas nem
sempre é possivel efetuar divisoes utilizando as leis habituais tratadas na &algebra.
Em outras palavras, nem sempre é possivel garantir que todos os elementos nao
nulos de um anel tém inverso multiplicativo.

O conjunto (Z/nZ)\{0} = {1,2,3,--- ,n—1} é um grupo multiplicativo quando
todos os seus elementos admitem inverso. A Teorema 1.1 nos mostra em quais
condigbes Z/nZ ¢ um grupo multiplicativo. Porém, antes de apresentarmos este
teorema vamos relembrar um conceito muito importante. Um anel comutativo com
unidade K é denominado um corpo se todo elemento nao nulo de K possuir inverso
multiplicativo.

Teorema 1.1 O anel Z/nZ é um corpo se, e somente se n € um niumero inteiro
Primo.

Demonstracao:

(=) Inicialmente provaremos que se n é um inteiro primo entdo Z/nZ é um corpo.
Seja n um inteiro primo positivo. Como Z/nZ = {0,1,2,--- ,n—1} é um anel comu-
tativo com unidade 1, para Z/nZ ser um corpo, basta que todos os seus elementos
nao nulos tenham inverso multiplicativo. Seja a € Z/nZ tal que a # 0 (mod n).
Assim, temos que 1 < a < n — 1. Sendo n primo, m.d.c.(a,n) = 1 e, dai, existem
inteiros x,y tais que

ra+yn = 1.

Como yn = 0 (mod n) temos que za = 1 (mod n), ou seja, o inverso multiplicativo
de a é x em Z/nZ. Assim, podemos concluir que Z/nZ é um corpo.

(<) Provaremos, agora, que se Z/nZ é um corpo, entao n é primo. Esta demonstra-
gao seréa feita por absurdo. Suponhamos que Z/nZ é um corpo e n nao é primo, logo
n pode ser fatorado, ou seja, n =a-b com 1 < a,b < n. Por hipétese, a possui in-
verso multiplicativo no corpo Z/nZ, assim, existe inteiro x tal que az =1 (mod n),
ou seja, ax — 1 ¢ um multiplo de n, logo, ax —1 = kn = kab, onde k € Z. Portanto,

l=ar—kab=1=a(x—kb)=a]l,

o que é impossivel. Dessa forma, podemos concluir que n é primo. [ ]

O Teorema 1.1 nos garante que (Z/nZ) \ {0} = {1,2,3,--- ,n — 1} é um grupo
multiplicativo abeliano quando n é primo. Na secgao 1.3 definiremos o grupo mul-
tiplicativo das unidades de Z/nZ, denotado por (Z/nZ)*, e mostraremos algumas
condicOes necessarias e suficientes para que ele seja ciclico.
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Em resumo, Z/pZ é um corpo finito com p elementos (também chamado F),) se
p é primo. E possivel provar que qualquer corpo finito tem ¢ = p" elementos, para
algum primo p e algum inteiro positivo r. A demonstracao deste fato nao é objetivo
do nosso estudo.

O anel quociente Z/nZ pode ser comparado com anéis quocientes obtidos a partir
de Q[z] = anel dos polindomios com coeficientes racionais e variavel z. Os corpos
Q[z]/ f(x)Q[z], onde f(z) é um polindmio irredutivel, sdo extensoes finitas para o
corpo Q. Também podemos substituir o corpo dos racionais por um corpo finito e
obter outro corpo finito como um quociente de anéis de polinomios sobre F,,.

Agora falaremos um pouco sobre o Teorema Chinés do Resto. De acordo com
historiadores, o primeiro problema chinés de analise indeterminada foi encontrado
numa obra escrita, por volta do primeiro século d.C, pelo matematico Chinés Sun-
Tsi. Tal problema foi a motivagao para o que conhecemos hoje por Teorema Chinés
do Resto. Esse teorema tem intimeras aplicagoes em computacgao, por exemplo, na
criacao de programas para multiplicar inteiros grandes.

Definicao 1.2 Definiremos a soma direta de dois anéis R e S por
ReS={(rs)|reR, se€S}
Consequentemente, definimos as operagoes de adicao e multiplicagao em R@ S por:
(r,s) + (t,u) = (r+t,s+u),
(rys) - (t,u) = (r-t,s-u).

Com as operagao + e - definidas acima, podemos provar que R @ S também é
um anel. De modo anélogo é possivel definir soma direta para qualquer quantidade
finita de anéis.

Teorema 1.2 (Teorema Chinés do Resto) Suponhamos que my, mo, -+, m,
sejam inteiros relativamente primos dois a dois, ou seja, m.d.c.(m;,my) = 1, para
j# k. Sejam=mq-msg---m,. Entao temos o sequinte isomorfismo de anéis:

Z)mZ = (Z/miZ) ® (Z/mZ) @ - - - ® (Z/m, 7).
Demonstragao: Consideremos a funcao
Vv ZmZ — (Z)miZ) & (Z)moZ) & - - - & (Z/m,7Z)
definida por

Y(x mod m) = (x mod my, z mod msy, ---, x mod m,).
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Devemos mostrar que ¢ é um isomorfismo de anéis, ou seja, que ¥ é um homo-
morfismo bijetor. Inicialmente vamos verificar que 1 estd bem definida. De fato,
o valor de 1(z mod m) independe da escolha do representante da classe x mod m,
pois, se a e b sdo dois representantes distintos desta classe, entdo a = b (mod m),
ou seja, m | a — b, portanto, my - mg---m, | a —b. Mas m.d.c.(m;,my) = 1, para
J # k. Isso significa que m; | a — b, para todo i € {1, 2,--- | r}. Em outros termos
a = b (mod m;), logo,

(@ mod mq, a mod my,---, a mod m,) = (b mod my, b mod my,---, b mod m,),

donde concluimos que ¥ (a mod m) = (b mod m).

Vamos provar que a fungao ¢ ¢ um homomorfismo de anéis, ou seja, que ¥ cumpre
as condigoes (a) e (b) da Defini¢ao B.18. Para quaisquer x,y € Z/mZ temos:

Y(z+ymod m) = (xr+ymodmy, v+ ymodmsy, ---, x+y mod m,)
= (x mod my, z mod my, ---,  mod m,)
+ (y mod my, y mod my, -+, y mod m,)
= ¢(x mod m) + ¢¥»(y mod m) (¢ preserva soma);
Y(x-ymodm) = (zr-ymodmy, -y modmy, ---, x-y mod m,)
= (x mod my, x mod my, ---, z mod m,)
(y mod my, y mod my, -+, y mod m,)

= t(z mod m)-(y mod m) (¢ preserva produto).

Logo, ¥ ¢ um homomorfismo de anéis. Resta provar que @ é uma bijecao ou seja,
é injetora e sobrejetora. Como o dominio e o contra-dominio de ¥ tém a mesma
cardinalidade (ambos tém m elementos), o Principio das Casas de Pombo ! nos
garante que, se 1 for injetora, entao ¢ também seré sobrejetora. Isto reduz nosso
trabalho a provar, apenas, que ¥ é injetora. De fato, se ¢)(z modm) = 1(y mod m),
entdo z =y ( mod m;), para todo j, ou seja,

mi|z—y, me|x—y, -, m Ty
Como m.d.c.(m;,my) = 1, para j # k, temos que
my-mg---omy |z—y=>m|z—y=2x=y ( modm).

Fica assim provado que v é uma funcao injetora e, consequentemente, sobrejetora.
Como v é um homomorfismo sobrejetor de anéis, podemos concluir que 1 é um
isomorfismo de Z/mZ em (Z/miZ) & (Z/msZ) © - - - & (Z/m,Z). ]

1O Principio das Casas de Pombo (PCP) nos diz que se temos n + 1 pombos e n casas, entdo
existe pelo menos uma casa contendo mais de um pombo.
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Observagao 1.3 Apresentamos, anteriormente, uma versao algébrica para o Teo-
rema Chinés do Resto. Geralmente, nosso primeiro contato com esse teorema € por
meio de sua versao aritmética, cujo enunciado mostramos a sequir:

Sejam my, mg, -+, m, inteiros positivos tais que m.d.c.(m;, my) = 1, para j # k.
O sistema

r = aj (mod my)

r = ay (mod my)

r = a, (mod m,)

tem uma tnica solu¢ao modulo m = my - my---m,. Tal solu¢ao pode ser escrita
como x = Myyia; + Maysas+- - - M,y,a,, onde M; = m/m; e y; é solugao da equagao
M;y =1 (mod m;), comi € {1,2,--- ,r}.

Podemos consultar uma demonstracao aritmética para o Teorema 1.2 nas referéncias

bibliogrdficas [2], [3] e [4].

Exemplo 1.3 Vamos resolver o sequinte sistema de congruéncias.

r = 2 (mod 3)
x = 3 (mod 5)
x = 2 (mod7).

Sequiremos a sequinte sequéncia: multiplicaremos por 70 o resto da divisao de x
por 3, multiplicaremos por 21 o resto da divisao de x por 5, e multiplicaremos por
15 o resto da divisao de x por 7. Somaremos os trés resultados e, em sequida,
consideraremos o resto da divisao da soma por 105 encontrando, assim, a menor
solugao para o sistema, 23:

70-2+21-3+15-7=233=2-105+ 23.

Mas, de onde € que vem 70?2 E wm multiplo de 5 e 7 congruente a 1 mddulo 3.
De modo andlogo, 21 é um mailtiplo de 3 e 7 congruente a 1 modulo 5 e 15 € um
maltiplo de 3 e 5 congruente a 1 modulo 7.

Em seguida, faremos uma interpretacao geométrica do Teorema Chinés do Resto
para o caso em que Z/15Z = Z/3Z & Z/57Z.

Exemplo 1.4 Suponhamos que exista um computador com problemas que conhece,
apenas, 0s numeros de 1 a 15. Podemos melhord-lo usando o Teorema Chinés do
Resto com maodulos 3 e 5. Para tanto, faremos com que cada nimero de 1 a 15 ocupe
um lugar no retangulo mostrado na Tabela 1.35.

10
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ltf2[3]4]5]
[ 1]7[13]4]10
1128 |14]5
306 12[3 9|15

Tabela 1.3: Z/15Z = 7./3Z & 7./ 5Z.

Devemos perceber que, na Tabela 1.3, o elemento pertencente a j-ésima linha e
k-ésima coluna é um x € ZJ/15Z tal que x = j (mod 3) e x = k (mod 5). Por
exemplo:

e 0 elemento pertencente a linha 2 e coluna 4 € 14 pois satisfaz, simultaneamente,
as equagoes x = 2 (mod 3) e x =4 (mod 5);

e 0 elemento pertencente a linha 3 e coluna 1 € 6 pois satisfaz, simultaneamente,
as equagoes x =3 (mod 3) e x =1 (mod 5);

Um modo bem simples de completar a Tabela 1.3 € utilizando uma tdbua auziliar

com 15 linhas e 15 colunas, preenchendo sua diagonal principal com os elementos
de Z.J15Z, como mostra a Tabela 1.4.

1{2(3]4|5]1]2]|3 |4
1

ot
—
5]
(oM
i
ot

2

[a

10

11

12

13

14

oo

Tabela 1.4: Tabua auxiliar para a construcao da Tabela 1.3.

Na Tabela 1.4 temos, por exemplo, que o elemento 13 de Z/157Z pertence a linha
que inicia em 1 e coluna que inicia em 3. Na Tabela 1.3, 13 deve ocupar a linha e
coluna que iniciam nos respectivos elementos dados na Tabela 1.4. De modo andlogo,
percebe-se que 9 € Z/15Z encontra-se na linha que inicia em 3 e coluna que inicia
em 4, nas duas tabelas.

Iremos, agora, fazer uma interpretacio geométrica do anel Z/15Z por meio do
Teorema Chinés do Resto. Em vez de um circulo finito ou grdfico ciclico, podemos

11
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1.1.

considerar o produto de dois grdficos ciclicos finitos, resultando no grdafico do toro
finito. A Figura 1.2 contém a imagem de um toro continuo obtido enrolando-se um
pedaco de material no formato de retingulo. O toro finito € mostrado na Figura 1.35.

s, Juntamos os lados horizontais
- ' I"'-;_
4

%
" ‘ -

N,
ay -
T

Obtemos um cilindro

Obtemos um toro de revolucdo

Figura 1.2: Toro continuo ou de revolugao obtido a partir de um retangulo enrolado

Para finalizar esta seccao, faremos uma breve reflexao sobre a seguinte questao

porque os anéis abaixo tém mesma ordem 2" mas sao todos diferentes?

Z/2"Z, (Z)2Z)", Fan

O grupo aditivo do anel da esquerda ¢ ciclico ja que Z/2"Z = (1 ( mod 2")),
em outras palavras, Z/2"Z ¢ gerado por 1. No grupo aditivo do anel (Z/27)",
cada elemento diferente de zero tem ordem 2, o que significa que 2x = 0 para todo
x # 0. O anel Fy» é um corpo e, portanto, nao tem divisores proprios de zero, ou

12



1.2. INVERSO MULTIPLICATIVO NO ANEL 7Z/NZ E FUNCAO PHI DE
EULER

Juntamos

Figura 1.3: Toro finito obtido a partir do grafico de Z/15Z = 7Z./37 & Z/5Z.

seja, ab # 0 para quaisquer a e b nao nulos. Mas o outros dois anéis tem divisores
proprios de zero.

1.2 Inverso Multiplicativo no Anel Z/nZ e Fungao
Phi de Euler

Daremos sequéncia aos nossos estudos apresentando algumas propriedades do
grupo multiplicativo de inteiros a(mod n), com m.d.c.(a,n) = 1. Em seguida, de-
finiremos a Funcao Phi de Euler e provaremos alguns fatos importantes sobre tal
fungao e, como consequéncia, mostraremos o Pequeno Teorema de Fermat.

Definigao 1.3 O grupo das unidades do anel Z/nZ ¢é dado por

(Z/nZ)* = {amodn |md.c.(a,n)=1}
= {amodn | ar =1 (mod n), com uma solugao x € Z}.

Devemos observar que 1 € (Z/nZ)*, ja que m.d.c.(1,n) = 1. Além disso, para
todo y € (Z/nZ)" temos que 1 -y = y-1 = y, ou seja, 1 é elemento neutro
da multiplica¢do em (Z/nZ)*. A Definicao 1.3 nos diz que todos os elementos de
(Z/nZ)* sao inversiveis. Também vimos, anteriormente, que a multiplicacdo em
Z/nZ & associativa e, consequentemente, tem a mesma propriedade no subconjunto
(Z/nZ)*.

Como a multiplicacao é associativa, tem elemento neutro e admite inverso para
todos os elementos de (Z/nZ)*, podemos concluir que (Z/nZ)* é um grupo multi-
plicativo.

Exemplo 1.5 Vejamos alguns exemplos de grupos das unidades.

e O grupo das unidades de Z/87 ¢é (Z/87)* ={1,3,5,7};

13
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e O grupo das unidades de Z./127 ¢é (Z/127)* = {1,5,7,11};

e Seja p € um inteiro primo qualquer. O grupo das unidades de Z/pZ é

Definicao 1.4 A funcgao Phi de Euler ¢ definida por
o(n) = [(Z/nZ)*| = ordem do grupo (Z/nZ)*.

Exemplo 1.6 A seguinte tabela mostra alguns valores da fun¢ao Phi de Euler.

n 1 2 3456 7 8 9 10 11
on) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4 10

Tabela 1.5: Func¢ao Phi de Euler.

Teorema 1.3 Os sequintes fatos sobre a fun¢do Phi de Euler sao verdadeiros.
(a) Se p € um primo, entao ¢(p") = p™ — p" L.

(b) Se m.d.c.(m,n) = 1, entao ¢p(nm) = ¢p(n)p(m). Isto mostra que a fungao Phi
de FEuler é uma fung¢ao multiplicativa.

(c)
o 1 ()

(d) Se x € um inteiro tal que m.d.c.(x,n) = 1, entdo

%™ =1 (mod n).

Demonstracgao:

(a) Seja p um numero primo. De acordo com a Definigdo 1.4, ¢(p™) ¢ o nimero
de inteiros a compreendidos entre 0 e p" — 1 tais que m.d.c.(a,p) = 1. Em outros
termos, podemos contar os niimeros a entre 0 e p” — 1 tais que p divide a e subtrair
esta quantidade de p™. Os ntmeros a com p dividindo a tais que 0 < a < p" — 1 sao

O-p, 1-p, 2:p, -+, (P" ' =1)p

14
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I elementos, podemos concluir que o niimero

" —p

Percebendo que a lista acima tem p"~
de elementos de (Z/p"Z)* ¢ p™ — p"~', ou seja, ¢(p") = p

n—1

(b) Sejam n e m inteiros tais que m.d.c.(m,n) = 1. Consideremos os anéis Z/nmZ,
Z|nZ e Z]mZ. Pelo Teorema Chinés do resto, temos que

Z/nmZ = 7/n7 & L] mZ.
Isso significa que Z/nmZ e Z/nZ & Z/mZ tém o mesmo numero de elementos in-

versiveis, ou seja, ¢(nm) = ¢(n)op(m).

(c) Seja m um ntmero inteiro maior que 1. Pelo Teorema Fundamental da Aritmé-
tica, podemos escrever m de modo tnico como produto de fatores primos. Assim,
existem primos py, pa, ps, -+, Dj € Ny, N2, ng, ---, n; € NU{0} tais que

ng n3 . n;

mo=pi"t e pa™ s’

Aplicando o resultado demonstrado no item (b) temos que:
o(m) = o(p1™ - p2" - ps"™ - p") = G(p1™) - G(p2"?) - Dps"™) - - - d(p;™).
No item (a), provamos que ¢(p") = (p™ — p™ 1), para todo p primo e n natural, logo

Bm) = (™ =) (= o) (s = ) (s — )

1 1 1 1

— p1n1 (1 _ _) . p2n2 (1 _ _) . p3n3 (1 _ _) .. .pjnj (1 — —)
D1 P2 P3 bj
:p11p21p33"'pjj 11— — 1 — — 1—— - 1—-—
b1 D2 b3 Dy

()

plm
p = primo

(d) Consideremos um elemento = € Z/nZ tal que m.d.c.(z,n) = 1. Desse modo, T
pertence ao grupo das unidades de Z/nZ e, como (Z/nZ)* é um grupo multiplicativo
finito de ordem ¢(n), pelo Coroléario B.2, podemos concluir que

7 =1, ou seja, z°™ =1 (mod n).

O item (d) do Teorema 1.3 também é conhecido como Teorema de Euler-Fermat.
A seguir, provaremos uma consequéncia importante do Teorema de Euler-Fermat.

15
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Corolario 1.1 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p um nimero primo qual-
quer. Entao, para todo a € Z temos que

a’ = a (mod p).

Se p nao dwide a, entao
a’ ' =1 (mod p).

Demonstracao: Consideremos um nimero primo p e um inteiro a quaisquer. Se
p|laentdop| —aep|aP, portanto

p| (a® —a) = a” = a (mod p).
Suponhamos, agora, que p nao divide a. Assim, m.d.c.(a,p) = 1. Como
d(p)=p' —p' " =p-p"=p-1,
o item (d) do Teorema 1.3 nos diz que
a®® =1 (mod p) = a”* = 1 (mod p).

Além disso, podemos multiplicar a congruéncia ¢! = 1 (mod p) por a para concluir
que
a-a’'=a -1 (mod p) = a’ = a (mod p).

Observagao 1.4 Sen é um inteiro maior que 2, entao ¢p(n) =0 (mod 2). De fato,
sen = 2% com k > 2 inteiro, entdo

d(n) =21 =0 (mod 2).

k

Sen=p"-a, ondea,k € N ep>2 ¢éum primo tal que p1a, temos também

d(n) = ¢(p"* - a) = ¢(p*) - ¢(a) = (P" — p* p(a) = p* ' (p — )o(a).

mas p € um primo impar, logo p — 1 € par e, portanto, p*~(p — 1)é(a) também é
par, ou seja

p(n) =p" (p—1)¢(a) = 0 (mod 2).

Encerraremos esta sec¢ao mostrando mais uma propriedade da fungao Phi de
Euler.

Proposicao 1.3 Para todo nimero natural m temos que

> o(d) =m.

dlm

16
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Demonstracao: Seja m um nimero natural qualquer. Suponhamos que m = p”,
com p primo e n € N. Desse modo temos

Do) = D o) = o(°)+ > o)

dlm

n
Como Z P '(p—1) ¢ a soma dos n termos de uma P.G. com primeiro termo
j=1
a; =p—1erazao g =p > 1, temos que

gt —1

Z¢(d) = l+4a;- 1 1+(p—1)-

dlm

= 1+p"—1=p"=m.

Suponhamos, agora, que m nao seja poténcia de um nimero primo. Pelo Teorema
Fundamental da Aritmética, podemos escrever m de modo tinico como produto de

nimeros primos, assim existem py, ps, -+, pg primos e ny, ng, -+, ni € NU{0}
tais que
m=p" - p"* - pp
Logo,
niy  no ng
Dod) = 33 ) e p e p)
dlm 71=0 j2=0 Jk=0

= Z Z . Z B(pr7t) - (ps?2) - - - d(pi*)

Jj1=0j2=0 Jk=0

= (i d)(pljl)) <i ¢(p2j2)> (Z ¢(pkj’“)>

Jj1=0 Jj2=0 Jr=0

= [ Do st || D] blda) |- | D oldi)

di[p™ da|p"2 dy|p™k

= p1" Pt =m.
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1.3 Raizes Primitivas

Definicao 1.5 Consideremos um elemento qualquer g pertencente ao grupo mul-
tiplicativo (Z/nZ)*. Definimos a ordem de g, denotada por o(g), como sendo o
numero de elementos do subgrupo (g) gerado por g. Se a ordem de g for igual a
o(n), ou seja, for igual ao numero de elementos de (Z/nZ)*, dizemos que g é uma
raiz primitiva modulo n.

Observagao 1.5 Na subseccao B.1.3 do Apéndice B, daremos uma defini¢ao mais
geral sobre ordem de elementos pertencentes a um grupo multiplicativo e falaremos
sobre grupos ciclicos. Para um estudo mais aprofundado sobre esses temas, podemos
consultar a referéncia bibliogrdfica [5].

Observacao 1.6 De acordo com a Definicao 1.5, quando falamos que g € uma raiz
primitiva mddulo n também estamos afirmando que g gera o subgrupo (Z/nZ)*, ou
seja, (Z/nZ)* = (g) € ciclico.

Exemplo 1.7 O nimero 2 nao € raiz primitiva modulo 7 pois ¢(7) =7 —1 = 6,
mas, 2° = 1,28 =2, 22 =42 =8 =1 (mod 7), ou seja, (2) = {1,2,4} e
0(2) =3 # (7). Em outras palavras, 2 nao gera (Z/77)*.

Exemplo 1.8 O nudmero 5 € raiz primitiva mdédulo 6 pois

6(6) = 0(2-3) = 6(2) - 6(3) = 2 - 1)-(3-1) =1-2=2.

Além disso, 5° = 1, 51 = 5 ¢ 52 = 25 = 1 (mod 6), ou seja, (5) = {1,5} e,
consequentemente, o(5) = 2 = ¢(6). Assim, (Z/6Z)* = (5) € um grupo ciclico.

Exemplo 1.9 Vamos provar que nao existe raiz primitiva modulo 12. Devemos
perceber, inicialmente, que todos os elementos de (Z/3Z)* e (Z/AZ)*, tém ordem
1 ou 2, ocorrendo o mesmo com os elementos de (Z/37)* & (Z/AZ)*. Por outro
lado, o Teorema Chinés do Resto nos garante que (Z/12Z)* = (Z/3Z2)* & (Z/AZ)*.
Assim, todos os elementos de (Z/127Z)* tém ordem 1 ou 2 e, portanto, nao existe
raiz primitiva modulo 12, jd que

$(12) = 4(3-4) = 6(3) - 6(4) = (3—1)- (2" =2) =2-2=14.
Logo, (Z/127)* nao € ciclico.

Exemplo 1.10 Consideremos o grupo multiplicativo das raizes n-ésimas da unidade
compleza definido por
U, ={zeC| " =1}

18
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Os elementos desse grupo podem ser escritos na forma exp (2kmwi/n), com
k= 0,1,2,--- ,n — 1, onde todos sao distintos e tém inverso multiplicativo, jd
que U, C C\ {0}. Consideremos w = exp (2mi/n). E claro que todos os elemen-
tos de U,, sao poténcias distintas de w, em outras palavras, w € gerador de U,, ou
seja, U, = (w) € um grupo ciclico de ordem n. Além disso, pelo que veremos na
Proposi¢ao B.2, os grupos (Uy,,-) e (Z/nZ,+) sao isomorfos. Faremos, abaizo, as
representagoes geométricas dos grupos ciclicos Uy e Ug.

wt

Figura 1.4: Raizes n-enésimas da unidade complexa para n =4 e n = 6.

Observacao 1.7 Como (Z/nZ)* é um grupo finito de ordem ¢(n), sendo a um
elemento qualquer de (Z/nZ)*, o Coroldrio B.1 nos garante que o(a) € um divisor

de ¢(n).

A seguir, provaremos que (Z/nZ)* é ciclico se, e somente se, n = 2, 4, p¢, 2p°,
para todo p primo e e € N.

Teorema 1.4 (Z/pZ)* é ciclico para todo p primo, ou seja, eziste raiz primitiva
modulo p, para qualquer primo p.

Demonstragao: Devemos provar que (Z/pZ)* tem um elemento de ordem p — 1.
Seja d um divisor de p—1. Denotaremos por 1 (d) o nimero de elementos de (Z/pZ)*
com ordem d. Assim, se 1(d) # 0, entdo existe © € Z/pZ tal que a ordem de x é
igual a d, logo, para 0 < k < d, as classes z* sao todas distintas modulo p. E 6bvio

que o conjunto
(x) ={1, o, 2%, 2% -, 27}

é um subgrupo ciclico de (Z/pZ)* com, exatamente, d elementos. Como Z/pZ é um
corpo, e consequentemente um anel de integridade, a Proposi¢ao B.6 nos garante
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que a equagao T =1 (mod p) tem, no maximo, d solugdes distintas e tais solugoes
sao, exatamente, os elementos de (z), ja que (z*)¢ = 1, com 0 < k < d. Além
disso, se o(z¥) = d, entdo m.d.c.{k,d} = 1, pois r = m.d.c.{k,d} > 1 implica que
(zF)m = (zd)k/m = 1¥/" = 1, ou seja, o(2*) < d/r < d, o que contradiz o fato de que
o(x*) = d. Dessa forma, o subgrupo (x) contem todos os elementos de (Z/pZ)* com
ordem d, ou seja, ¥(d) < ¢(d). Além disso,a Proposigao B.2 nos diz que o grupo
ciclico (z) é isomorfo ao grupo aditivo Z/dZ. Por outro lado, para cada elemento
a € (Z/pZ)* temos que o(a) | p— 1, assim,

> w(d)=p-1.
0<d
dlp—1

Na Proposigao 1.3 vimos que

§ ¢(d)::p‘_ L
0<d
dlp—1

portanto

U(d) <o(d) = Y () <> é(d)
0<d

< 0<d
dlp—1 dlp—1

= p—1=> 9d) <Y ¢d)=p-1,
1 dp1

onde podemos concluir que ¥ (d) = ¢(d) e, portanto,

(r) ={y € (Z/pZ)" | o(y) = d}.

Em particular, temos que p — 1 | p — 1, logo, ¥(p — 1) = ¢(p — 1), ou seja, existe
x € Z/pZ tal que o(x) = p—1 = ¢(p), logo (Z/pZ)* = (x) # 0 e, portanto, (Z/pZ)*
é ciclico. [ |
Daremos sequéncia aos nossos estudos lembrando que (Z/nZ)* é um grupo finito
abeliano. Por outro lado, é possivel provar que todo grupo finito abeliano é isomorfo
a um produto direto de grupos ciclicos finitos. Nesses casos, o produto direto é
analogo a soma direta de anéis que apresentamos no Teorema Chinés do Resto,
entretanto, no produto direto de grupos nos preocupamos apenas com uma operagao,
a multiplicacao. Nessas condigdes, sendo n = pi' - p3? - - - pi*, onde os p; sdo primos
distintos e os e; inteiros positivos, o Teorema Chinés do Resto nos diz que

(Z/nZ)" = (Z/p7"Z)" x (Z/pPPL)" X -+ X (Z/p}}L)".

Aqui o simbolo x denota o produto direto de grupos multiplicativos.
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Proposicao 1.4 Se p é um primo impar , entao (Z/p°Z)* € ciclico, para qualquer
mnteiro positivo e.

Demonstragao: Seja p um namero primo impar. Provaremos, inicialmente, que,
que existe raiz primitiva g (mod p) tal que g?~! #Z 1 (mod p?). Ja vimos no Teorema
1.4 que existe raiz primitiva x (mod p). Se P! # 1 (mod p?) basta tomar g = z.
Caso tenhamos 2P~! = 1 (mod p?), tomaremos g = x + p, que também ¢é raiz
primitiva médulo p. Assim

gt = (@+pP!

= 2P 4+ (p—1)paP 24 4 pP!

A partir da terceira parcela da soma anterior, todos os termos sao miltiplos de p?,
ou seja, sao congruentes a zero modulo p?. Além disso, 77! =1 (mod p?), logo,

gt = (@+pPt=1+(p-1)pa"?+0+--+0 (mod p?)

= 1+ (p—1)pz? 2 # 1 (mod p?),
ja que (p — 1)pzP=2 £ 0 (mod p?).

Prosseguiremos nossa demonstracao provando que, para qualquer raiz primitiva
g (mod p) tal que g?~' # 1 (mod p?), temos g*" =D % 1 (mod p°), para qual-
quer que seja o inteiro e > 2. Faremos esta prova por inducao em e.

Se e = 2 temos que g? “®=D = gr=1 =£ 1 (mod p?), como vimos anteriormente.
Logo, a afirmagao é valida para e = 2.

Suponhamos que gP" =1 #£ 1 (mod p*) para algum k > 2 natural. Devemos mos-
trar que ¢g*" " ®~1) #£ 1 (mod pFt1).

Sabemos que ¢(p*~1) = p*~! — pF=2 = p*~2(p — 1). Aplicando o Teorema de Euler-
Fermat obtemos

A N B | (mod p*1),

ou seja, gpk_Q(p_l) =1+ mp*~t, onde p{m. Desse modo, segue que

21



1.3. RAIZES PRIMITIVAS

gD [gp’“*(pfl)}p: (1 + mph=1]"

= () e () ) e (1) Gty

Como, a partir da terceira parcela da ultima soma, todos os termos sao miltiplos
de p**1, ou seja, sdao congruentes a zero moédulo pF!, obtemos

gD = 14 pmpt Tt 40+ -+ 0 (mod pht?),

= 1+mp®#1 (mod prth)
pois mp* # 0 (mod pF*1), ja que ptm.
Por fim, provaremos que qualquer raiz primitiva g (mod p) satisfazendo a condi¢ao
g’ 1 # 1 (mod p?) ¢ uma raiz primitiva modulo p¢, para todo natural e > 1. De
fato.
Ja provamos que, nessas condicoes, g? @1 £ 1 (mod p°), para todo e > 2. Tam-
bém sabemos que a ordem de g em Z/p°Z divide ¢(p¢). Denotando a ordem de g
por 0, (g) temos que

0pe(9) | () = 0pe(9) | P*~ (P = 1).
Como ¢°*¢(9) =1 (mod p°), segue que g°*(9 =1 (mod p) e, portanto,

0p(9) | 0pe(g) = p— 1] 0pe(9).

Dessa forma, 0, (g) = p*(p — 1), onde 0 < o < e — 1. Mas ¢* =D # 1 (mod p°),
para todo e > 2, logo, « = e — 1, portanto,

ope(9) =0 (p— 1) = o(p°).

Assim, fica provado que ¢ é raiz primitiva modulo p¢, o que conclui nossa demons-
tracao. ]

Proposicao 1.5 (Z/2°Z)* nao € ciclico para e > 3.

Demonstragao: Provaremos, inicialmente, que para todo inteiro impar g e m > 3,
m—2 . . ~
vale g?" " = 1(mod 2™). Faremos isso por indugao. Para m = 3 temos que
2m—2

g =1 (mod 2™) = ¢* =1 (mod 8),
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jaque 1> = 1 = 1 (mod8), 32 = 9 = 1 (mod &), 52 = 25 = 1 (mod 8) e
72 =49 = 1 (mod 8). Suponhamos que g2k72 = 1 (mod 2¥) seja verdadeiro para
algum inteiro & > 3. Devemos mostrar que ¢ = 1(mod 2*!). De fato, como
2872 = 1(mod 2F) = 2" " = a2+ 1, para algum a € Z, segue que

gzk—l _ 92'2k_2 _ (gzk—2>2 = (a- ok 4 1)2
a2 +2.q-2" 41
= @2 2kHIHk-l g g 0k 1
= (a* 21 +qa) 281 + 1 = 1(mod 2F+1).

Provaremos, agora que (Z/2°Z)* nao ¢ ciclico para e > 3. Como ¢(2¢) = 2¢7! temos

que
(2% ge—1

gz =g 2 = g2€_2 = 1(mod 2°).

$(2°)
— 2 - . o
primitiva moédulo 2¢ impar. Como nao faz sentido falar em raiz primitiva médulo

2¢ par, pois m.d.c.(g,2°) # 1 quando g é par, podemos concluir que (Z/2°Z)* nao é
ciclico para e > 3. [ |

Logo, 09¢(g) < , para qualquer inteiro fmpar g. Isso significa que nao existe raiz

Proposicao 1.6 Se n = ab, com a,b > 2 inteiros tais que m.d.c.(a,b) = 1, entdo
(Z/nZ)* nao é ciclico.

Demonstragao: Suponhamos que n = ab, com a,b > 2 inteiros coprimos, ou seja,
com m.d.c.(a,b) = 1 e (Z/nZ)* seja ciclico. Pelo Teorema Chinés do Resto temos
que

(Z/n2)" = (Z/a2)* x (Z/VL)",

logo, (Z/aZ)* x (Z/bZ)* deve ser ciclico. Por outro lado, pelo que vimos na
Observagao 1.4, ¢(a) e ¢(b) sao ambos pares, e portanto, (Z/aZ)* e (Z/bZ)* tém
elemento de ordem 2. Denotemos por e 7 os elementos de ordem 2 pertencentes
a (Z/aZ)* e (Z/VZ)*, respectivamente. Desse modo, os pares (z mod a, 1 mod b)
e (1 mod a, y mod b) tem, ambos, ordem 2 em (Z/aZ)* x (Z/bZ)*, o que é um
absurdo ja que, como veremos na Proposi¢ao B.4, um grupo ciclico deve ter apenas
um elemento de ordem 2. Assim, podemos concluir que (Z/nZ)* nao é ciclico. =

Observacao 1.8 E possivel provar que o produto direto G x H de grupos ciclicos
também é ciclico se, e somente se, |G| e |H| sao primos entre si. Esse resultado serd
bastante 1util na demonstracao do prorimo teorema. Ele também poderia ser utilizado
na demonstracao da Proposi¢io 1.6, ja que (Z/aZ)* e (Z/bZ)* tém, ambos, ordem
par.

O Teorema 1.4 junto com as proposicoes 1.4, 1.5 e 1.6 nos conduzem ao enunciado
do seguinte teorema.
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Teorema 1.5 FExiste alguma raiz primitiva modulo n se, e somente se, n = 2,
n=4,n=p°oun=2p° ondep € um primo impar.

Demonstragao: Ja vimos, nas proposi¢oes 1.5 e 1.6, que nao existem raizes
primitivas modulo n quando n = 2¢, para e > 3, e também quando n = ab, com
a,b > 2 inteiros tais que m.d.c.(a,b) = 1. E facil verificar que 1 ¢ raiz primitiva
modulo 2 e 3 é raiz primitiva moédulo 4. A Proposigao 1.4 nos garante que ha raiz
primitiva modulo p® para p > 2 primo impar. Resta mostrar que (Z/2p°Z)* é ciclico.
Para tanto, basta lembrar que (Z/2p°Z)* é isomorfo a (Z/27)* x (Z/p°Z)* e perceber
que este produto direto de grupos ciclicos também é ciclico, pelo que foi exposto na
Observacao 1.8. n

1.4 Uma Pequena Aplicacao na Criptografia

Em varias situagoes do nosso cotidiano se faz necessario enviar algum tipo de
mensagem secreta que deve ser decifrada apenas pelo destinatario, como por exem-
plo, trocar mensagens em redes sociais ou efetuar uma compra via internet. Nessas
situagoes se faz necessario o uso de algoritmos para criptografia de chaves piublicas.

Para entendermos como funciona esse método de criptografia, suponhamos que
estamos enviando uma mensagem secreta para alguém. Assim, vamos considerar
essa mensagem como sendo um nimero m mod pgq, onde p e ¢ s&0 nimeros primos
muito grandes, cada um com, pelos menos, 100 algarismos em sua representagao
decimal. A criptografia de m é dada por m' (mod pq), para algum expoente t. O
receptor que deseja descriptografar a mensagem deve determinar outro expoente s
tal que m" = m (mod pq).

Pelo que vimos com repeito a (Z/nZ)*, considerando que p e ¢ nao dividem m,
vemos que é preciso resolver a equagao

ts =1 (mod ¢(pq)).

O modo mais fécil de resolver a tltima congruéncia linear é fazer
ts = t°0PD) (mod ¢(pq)) = s = t*CPD=1 (mod ¢(pq)).

No entanto, devemos lembrar que ¢(pq) = (p—1)(¢—1) e para resolver a congruéncia
é necessario fatorar ¢(pq), o que é computacionalmente complexo, pois devido ao
modo como escolhemos os niimeros primos p e ¢, o tempo estimado para tal tarefa
requer alguns anos. Isso faz com que esse algoritmo seja considerado computacio-
nalmente inquebravel.

Abaixo explicitaremos os passos do algoritmo para chaves piblicas que estamos
apresentando.
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passo:

passo:

passo:

passo:

passo:

Escolher, aleatoriamente, dois ntimeros primos p e ¢ muito grandes;
Calcular pq ;

Caleular ¢(pq) = (p — 1)(q - 1);

Escolher um inteiro ¢ tal que 1 <t < ¢(pq) e m.d.c.(t, p(pq)) = 1;

Calcular s de forma que ts =1 (mod ¢(pq)).

O par (pg,t) representa uma chave piblica que pode ser conhecida por todos e
utilizada para codificar a mensagem m. Ja a terna (p, ¢, s) representa a chave privada
que fica guardada em sigilo e serve para decodificar a mensagem criptografada.
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Capitulo 2

A Transformada Discreta de Fourier
no Circulo Finito Z/nZ

Daremos continuidade a esse trabalho apresentando a defini¢ao de Transformada
Discreta de Fourier no circulo finito Z/nZ. Para isso, iremos definir uma base orto-
normal para o espaco de fungoes complexas L*(Z/nZ) e apresentaremos o conceito
de convolugao de fungoes. Provaremos que a DFT tem propriedades analogas as
do caso continuo, listaremos as transformadas de certas fungoes e faremos algumas
representacoes graficas.

2.1 O que é a Transformada Discreta de Fourier?

Sejam C corpo dos nimeros complexos e G um grupo finito qualquer. Considere-
mos o conjunto L?(G) formado por todas as fungoes com valores complexos definidas
em (G, ou seja,

L*(G) :={f:G — C | f é uma funcao}.

Podemos definir soma e produto por escalar em L?(G) da seguinte forma:

(f +9)(x) f(z) +g(z);
(Af)(z) A ().

Com essas operagoes o conjunto L?(G) é um espago vetorial complexo, pois as
operacgoes aqui definidas tém as propriedades dos itens 3 e 4 da Definigao C.1. Além
disso, tem dimensao finita (provaremos adiante) e um produto interno definido dado
por:

(f.9) =) flx)g(x), para f,g € L*(G). (2.1)

zelG
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Em resumo, L*(G) é um espago vetorial sobre o corpo dos complexos com produto
interno, ou seja, L?(G) tem as propriedades da Definigao C.10. De fato, sejam
frg,h € L*(G) e A € C:

= Y f@)f(@) = |f) f) > 0.

zeG zeG
Além disso,

(/=0 |f@) =0 [f(z)| =0, Vr € G f=0.

zeG

Y f@g(@) =) fle)g(x)

el zeG

> Ff@)gle) =) g(@)f(z) =g, ).

el zeG

() (f+g.h) = Y (f+9)@)h(z) =Y _[f(x) + g(x)]h(x)

zeG zel
= S [f(@)h(z) + g@)h(z)] = Y f@)h@) + Y g(a)h(z)
reG reG zeG
= (fih)+{g.h).
(d) Mgy = Y M)gl) =AY flo Af, g)-
zeG zeG

Observagao 2.1 Na demonstragao dos itens (a), (b), (¢) e (d) acima, foram uti-
lizadas algumas propriedades sobre numeros compleros que estamos supondo conhe-
cidas e que sao faceis de demonstrar. Vale lembrar também que, de acordo com
a Definigao C.12, dizemos que duas fungoes f,g € L*(G) sao ortogonais quando
(f,g) = 0. Além disso, como L*(G) é um espago vetorial com o produto interno
dado em (2.1), podemos definir a norma de uma fungio f € L*(G) da sequinte
forma:

£l = (f, £)H2. (2.2)

Consequentemente, podemos definir uma métrica em L*(G) por meio da norma
(2.2) como sendo d(f,q) = ||f — gll, desse modo, o espago de fungoes L*(G) pode
ser tratado como um espaco métrico. Além disso, também € possivel provar que ele
€ um espaco de Hilbert.
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2.1. O QUE E A TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER?

A partir daqui, trataremos do espacgo de fungdes complexas definidas sobre o
grupo aditivo Z/nZ, denotado por L*(Z/nZ). A seguir, determinaremos uma base
ortonormal para esse espago vetorial.

Consideremos o espago vetorial complexo L?(Z/nZ). Definiremos as fungoes
0; 1 Z/nZ — C, onde i € {0,1,2,--- ;n — 1}, da seguintes forma:

5:j) = { 1, sei=j (mod n) (2.3)

0, caso contrario.

Proposicao 2.1 O congunto {6y, 61, -+, 6n_1}, formado pelas fun¢oes definidas
em (2.3), constitui uma base ortonormal para o espago vetorial L*(Z/nZ).

Demonstragao: Para mostrar que {dp, 01, -+, d,_1} é uma base ortonormal
de L*(Z/nZ), devemos provar que este conjunto ¢ ortonormal e gera o espaco de
funcgoes.

1, sei =z (mod n)
0, caso contrario

Por definigao, §;(x) = { , Vo € Z/nZ. Assim, ;(x) = 6;(z).

Desse modo

(50.65) Za 2 =Y ()t )

Se i # j (mod n) entdo, para todo x € Z/nZ, apenas uma das seguintes alternativas
ocorre:

Em todos os casos, 6;(x)d;(z) = 0, logo,

(5;,0;) }:5

Se i = j (mod n), entdo existe xg € Z/nZ tal que o =i (mod n) e j = o (mod n),
ou seja, 0;(zo) = d;(z9) = 1. Além disso, para todo x € Z/nZ \ {x¢} temos que

x# 1 (modn) ex#j (modn) = d(z)=74;(z)=0.

Assim

(8:,6,) }:5 () = dilwo)d; (o) + Y dilw)dj(x) =1+0 =1,

zeG’
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onde G' = Z/nZ \ {zo}.

Pelo que foi exposto acima, podemos concluir que

(5:,6,) = { 1, sei=j (mod n) (2.4)

0, caso contrario.

A equagao (2.4) nos diz que quaisquer duas fungoes delta distintas sdo ortogonais,

ou seja, {dg, 01, -+, 0p_1} ¢ um conjunto de vetores ortogonais em L?*(Z/nZ), e,
pelo Teorema C.3, é um conjunto LI. Além disso, ||0;]| = (d;,d;) = 1, para todo
ie€d{0, 1, ---, n— 1}, ou seja, {dy, 1, -+, dp_1} ¢ um conjunto de vetores

ortonormais. Resta provar que o conjunto das fungoes delta gera L*(Z/nZ), ou seja,
que toda fungao f € L*(Z/nZ) pode ser escrita como combinacao linear das fungoes
delta.

Como d,(z) = 1 para a = x (mod n) e d,(z) = 0 para a # = (mod n), temos que

f(0) = £(0)00(0), f(1) = f(1)6:(1),---, f(n—1) = f(n—1)0p1(n —1).

Assim, fica facil perceber que

f(x) = f(0)do(z) + f(1)81(2) + f(n — 1)dpn-1(2),

ou seja,
n—1
fl@) =" fla)da(w). (2.5)
a=0
Com isso, concluimos a demonstracao da proposicao. [ |

Observacao 2.2 A Proposi¢io 2.1, apresentada acima, nos mostra que o conjunto
B = {bo, 01, -*+, On_1} € uma base ortonormal do espago L*(Z/nZ) e, consequen-
temente, dim L?(Z/nZ) = n, jd que essa base possui n elementos. Além disso, a
demonstracao dessa proposicao nos mostra como determinar as coordenadas de uma
fungao f € L*(Z/nZ) na base B por meio da equagdio (2.5).

Observagao 2.3 Consideremos a transformagio T : L*(Z/nZ) — C" definida
por

T(f) = (f(0), fQ), ---, fln—=1)).

E possivel provar que T é wma transformacdo linear bijetora, ou seja, T é um iso-
morfismo de L*(Z/nZ) em C". Desse modo, esses espagos vetoriais tém as mesmas
propriedades algébricas e podem ser representados um pelo outro. No Teorema C.1,
do Apéndice C, apresentamos uma prova para esse fato, numa abordagem mais geral.
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Agora, podemos definir convolugao para fungoes de L?(Z/nZ) e mostrar algumas
propriedades importantes. Nesse caso, iremos tratar Z/nZ como um grupo aditivo.

Definigao 2.1 Consideremos duas fungoes f,g € L*(Z/nZ). A convolugao f * g €
definida da sequinte forma:

Z fly , para x € Z/nZ.

YyEZL/nZ
Notemos, aqui, que a convolucao de fungoes * associa cada par de funcoes f,g
de L*(Z/nZ) a uma fungio f x g € L*(Z/nZ). Em seguida, mostraremos algumas

propriedades da convolugao de fungoes.

Proposigao 2.2 Sejam f,g,h € L*(Z/nZ). As sequintes propriedades sao verda-
deiras.

(@) fxg=gx*f (comutatividade);

(b) fx(gxh)=(f*g)*xh  (associatividade);

(c) fx(g+h)=fxg+ [fxh (distributividade com relagao a adigao);
(d) se 8, € 0y sao fungoes delta definidas em (2.3), entao:

5a * 51) = 5a+b (mod n);

(f #0a)(x) = [flz—a)

Demonstracgao:
(@) (f*g)(z) = Z fly , para © € Z/nZ
YyEZ/nZ
= Z g(x —y)f(y), tomando x —y = z (mod n)
yEZL/NZL
= D 9@ —2) = (g% f)@).
2€Z/nZ
(b) [f *(gxh)](x) = Z f()(g*h)(x—y), para x € Z/nZ
YEZL/nZ
= > [ Y 9@)h)(@-y-2).
yEZ/nZ 2€Z/nZ.
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Sabendo que y + z = w (mod n) = z = w — y (mod n) temos

[f* (gxh)](x) = > 9w —y)(h)(z —w)

(d) Provaremos,

5 *5b

= > by)

> f)

YyEZ/NZ

= > ) fwew

YEL/NZL weEL/nZ

weZ/nZ

> fgw

wEZ/nZL | yEL/nZ

;|

= Y (fx9))(h)(z—w)

—y)(h)(z —w)

wEZ/nZ
= [(f *g) * h](2).
Z f(y)(g+h)(x—y), paraz € Z/nZ
YyEZ/nZ
= > fly ) + h(z —y)]
YyEZ/nL
= Y [fWelx—y) + fy)h(z —y)]
YyEZ/nZ
= > fWele—y)+ Y fly)hz-
YEL/NL YEZ/nZ
= (f*g)(@)+ (f=h)(x).
inicialmente, que 6, * 05 = Ja+b (mod n)-

)op(z — y). Da equagao (2.3), temos que

yEL/NZ

> daly)

YyEZ/nZ

)=1ou Z da(

YyEZ/nZ

55%— 55.73— )

=0.

- y)} (h)(z —w)

Sabemos que

O primeiro caso ocorre se, e somente se, uma das parcelas do somatoério nao for nula,
o que ¢ verdade se, e somente se, a = y (mod n) e b = r—y (mod n), para algum par
x,y € Z/nZ, o que nos da, por meio da soma das equivaléncias, a +b = x (mod n).
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2.1. O QUE E A TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER?

Do contrario, (d, * 0)(x) = 0. Em resumo

1, sea+b=2x (modn)

o x u)() = { 0, caso contrério = 0a % 9 = Ot (mod n)

Resta provar que (f * d,)(x) = f(z — a). De fato, como d,(x —y) = 1 se, e
somente se, a = x — y (mod n), e sabendo que a ultima equivaléncia implica em
y = x — a (mod n), podemos concluir que

(f*da)(@) = D fW)dalx —y) = f(x = a)du(a) = f(x —a) -1 = f(z —a).

yEZL/NZL

Exemplo 2.1 Vamos determinar a convolugao para as funcoes f = 64 + 05 + 0g €
g=0_3+0_1+ 08 em L*(Z/15Z). Para isso, iremos aplicar os itens (a), (c) e (d)
da Proposicao 2.2. Vejamos:

f*g = f*(5,3+571+(50)

f*5_3+f*5_1+f*(50

O_3* f+0_1%f+0*f
5—3*(54+55+56)+5—1*(54+55+56)+50*(54+55+56)

O_g %04 +0_3 %05+ 0_3 %06+ 01 *0q +0_1 %05 +0_1 * 0
60*54+50*65+50*66

0344+ 0_345 + 0_346 + 0_144 + 0_145 + 0_146 + o4 + 045 + Jo46
51+52+63+53+54+55+54+55+56

01 + 0o + 203 + 264 + 265 + J¢.

=+ 1

Vejamos a representacgao grdfica das funcoes f, g e f *g.

Grafico de [ Grifico de 9

% %5 % B3 2 % o 1 2 3 a4 5 6

Figura 2.1: Exemplo de convolugao discreta para fungoes de L?(Z/15Z).
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2.1. O QUE E A TRANSFORMADA DISCRETA DE FOURIER?

Observagao 2.4 No Exemplo 2.1, como —1 = 14 (mod 15) e —3 = 12 (mod 15),
temos que 6_1 = 014 € 0_3 = O19.

Continuaremos nossa discussao relembrando que podemos obter uma relagao
entre as fungoes exponenciais e as fungoes trigonométricas através da féormula de

Euler:

e = cosz +isenz, onde i2=—1exz €R.

A seguir, consideremos o subgrupo multiplicativo dos ntmeros complexos de
modulo 1, isto é,

T:={zeC||z| =1}.

Proposicao 2.3 Seja a € Z/nZ. A funcgao e, : Z/nZ — T definida por

(2m’aw>
ea(r) = exp
n

é um homomorfismo do grupo aditivo Z/nZ no grupo multiplicativo T.

Demonstracao:  De acordo com a Definicao B.4 devemos mostrar que, para
quaisquer x,y € Z/nZ, e,(x + y) = eq(x) - e4(y). De fato

2mia(z + y)) — exp (27rm;1: + 2m‘ay)
n n

2miax 27Tiay>
= exp +

ea(r +y) = exp

= eq(z) - ealy).

Portanto, e, ¢ um homomorfismo de grupos. [ |

Observacao 2.5 Os homomorfismos apresentados na Proposicdao 2.3 sdao, usual-
mente, chamados caracteres de Z/nZ.

Para encerrar esta seccao, iremos definir a Transformada discreta de Fourier no
circulo finito Z/nZ.

Definigao 2.2 A transformada discreta de Fourier (ou simplesmente DFT) de uma
funcao f € L*(Z/nZ) é definida por

Fuf(z)=Ffx)=fx)= Y fWe—y).

Aqui, e, € a exponencial tratada na Proposi¢cdo 2.3.
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2.2. AS PROPRIEDADES DA DFT EM Z/NZ

O seguinte fato é uma consequéncia imediata da Definicao 2.2:

Flx)= Y fWe(=y) = Y fWesly) = (f.ex).

YyEL/nZL yEZ/n.

Observacao 2.6 Na proxima sec¢ao mostraremos algumas propriedades da DFT
em L*(Z/nZ). Em tais demonstragoes faremos uso, na maioria dos casos, da De-
finicao 2.2, de propriedades dos nimeros complexos, de fungoes exponenciais e fa-
remos algumas mudancgas nos indices dos somatorios. Porém, os sequinte fato pode
nos fornecer um outro ponto de vista sobre a DFT em L*(Z/nZ). De acordo com
as definigoes de DFT e convolugio em L*(Z/nZ) temos que

Ffa)= > fWel-y) = > fWe(0—y)=fxes(0).  (26)
YEL/NL YyELZ/NZ
Um exercicio interessante € tentar provar algumas das propriedades que veremos na
proxima secgao utilizando o fato mostrado na equagao (2.6). Nesse caso, podemos
utilizar as propriedades da convolugao.

2.2 As Propriedades da DFT em Z/nZ

Iniciaremos esta seccao determinando a matriz da transformada discreta de Fou-
rier no circulo finito Z/nZ com relagao a base das fungoes & = {dg, 61, -+, dp_1}
em L*(Z/nZ).

Seja f uma fungio qualquer de L*(Z/nZ). Pela equagdao (2.5), podemos escrever
f como combinagao linear das fungoes delta da seguinte forma:

f(n—1).
De modo anélogo, como .Z f também é uma fungao de L*(Z/nZ), sua matriz
com relagao a base £ é:



2.2. AS PROPRIEDADES DA DFT EM Z/NZ

Por outro lado, a Definicao 2.2 nos diz que

Fo) = ¥ et = ¥ e (U0

YyEZL/NZ YyEZL/NZ

= > f [eXp (?)}xyz > flyw.

yEZ/nZ YyEL/NZ

(2.7)

onde w = exp (2mi/n) é a e-ésima raiz primitiva da unidade complexa, como vimos
no Exemplo 1.10. Atribuindo valores para x na equagao (2.7) temos:

([ F10) = ) flyw
FrY) =) flyw

\ YyEZL/nL
F0) = f0)w "4 f(Hw ™ -+ f(n— 1w "D
Ff) = 0w 0+ fw M e fn = DY

Ffn—1) = FO) 0D+ f(1 D — D0
(2.8)
O sistema de equagdes (2.8) pode ser representado por matrizes da seguinte
forma:

ﬁf(m w00 w01 L w—O-(n—l) f(O)
ﬁf(l) w—l-o w—1~1 . w—l-(n—l) f(l)
Ffn—1) (=10 (=11 (L)1) fn—1)
Com isso, podemos concluir que a matriz da DFT na base {dg, 01, -+, dp_1} €
=00 e S w-0(n—1)
w10 e B w-L(n=1)
Fn = )

=10, —(n-1)1 —(n—1)-(n—1)

W W W

onde w = exp (27mi/n) é uma raiz e-ésima primitiva da unidade complexa. Essa
matriz ainda pode ser representada por:
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2.2. AS PROPRIEDADES DA DFT EM Z/NZ

F, = (w*(jfl)(kfl)) (2.9)

onde j e k representam, respectivamente, a j-ésima linha e k-ésima coluna da matriz
F,.

1<j,k<n

Exemplo 2.2 Vamos determinar a matriz da DFT no caso em que n = 4, ou seja,
em L*(Z/AZ). De acordo com a equagao (2.9),

w*O-O w*O-l w*O-Q w70-3 1 1 1 1
I KU & S S B! 1 wl! w2 w3

Fy = w20 21 -22 23 - 1 w2 wi o )
w30 31 =32 =33 1 w3 w8 W

onde w = exp (2mi/4) = exp (7i/2). Assim

1 1 1 1 1 1 1 1
T 27mi 371 T - 37
1 e2 e 2 e 2 1 ez e ™ e 3
Fy = Comi _ami _em | = Comi i (2.10)
1 e 2 e 5 e 3 1 e T e 21 e 3mi
3mi 6ri 9mi _8mi  _o . _9omi
1 @_% 6_% 6_% 1 e 2 e 3 o—

e’% = oS (—%) + isen (—% —1;
e = cos (—37“) + 2sen (—37”) = 1
e=F = cos (—97”) + isen (—97“) = —1
e ™ = cos(—m)+isen(—m) = —1;
e ?™ = cos(—2m)+isen(—2m) = 1;
e ™ = cos(—3m)+isen(—3w) = -1
Portanto,

1 1 1 1

1 —: -1 1

Fe=1y 1 1

1 1 —1 —i

O seguinte lema nos mostraré as relacoes de ortogonalidade dos caracteres de
Z/nZ.

Lema 2.1 Seja e,(b) = exp (2mwiab/n), para a,b € Z/nZ. Entao:

O vl SR

0, caso contrario
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Em particular,

0, caso contrario

n, sea=0 (modn
(€q, €0) = { ( ) } = ndp(a).
Demonstragao: De acordo com a equagao (2.1) temos que

(arey) = Y ee,b)= Y eulb)e,(~b)

beZ/nZ beZ/nZ

2miah —2miyb
= Z exp - exp -

Se z =y (mod n), entdo x —y = 0 (mod n), logo

. n—1 n—1
2mi-0-b
<€x, €y> = E exp <MT> = E e’ = E 1=n.
bEZ/nZ b=0 b=0

iz — y)b).

Suponhamos, agora, que = # y (mod n) e seja S = Z exp (
n

beZ/nZ

exp (W) S —exp (M) S exp (2m'(a:n— y)b)
2mi(x — y)) exp <2m'(:c — y)b)

(

= Y exp (2m(~”3 —Y) . 2mi(r — y)b)
(
(

bEZ/NZ
2mi(x —y)(b+ 1
LY o ()
bEZ/NZ "
2mi(r —y)d
= exp milr = y) ) , tomando b+ 1 =d (mod n)
dez/n. "

2mi(x —
Acabamos de mostrar que exp (M) S =8. Como x # y (mod n), ou seja,
n

x — y nao é miltiplo de n, temos que

oxp () — cos (P jsen () 24

n n n
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portanto
exp(W)S:S:> [GXP(W) —1:| S=0=5=0.

Logo

caso contrario

e ={ 7 Se et — i)

Particularmente, temos que

(eu e0) :{ n, sea=0 (mod n) }:n%(a)'

0, caso contrario

[
O seguinte teorema nos mostra algumas propriedades basicas da DFT no circulo
finito.

Teorema 2.1 Consideremos a fungio F : L*(Z/nZ) — L*(Z/nZ) dada por

Ff(x)= > fWex(—y).

YyEZ/nZ

As sequintes propriedades sao verdadeiras:
(a) F € uma transformagao linear bijetora;

(b) Z(f *g)(x) = Ff(x)- Fg(x) (convolugio);

(©) fe) = 257 (-0) =+ 3 fwenn

2mixy

) (inversao),

1 . .
(d) {f,f)=—(f,f) (Teorema de Plancherel ou Igualdade de Parseval).
n

Demonstracgao:

(a) Provaremos, inicialmente, que .% é uma transformacao linear. Para tanto, con-
sideremos f,g € L*(Z/nZ) e A € C quaisquer.

FM+9)@) = > M+9Wel—y) = D M) +9@)e(—y)

YyEL/nZ YyEZ/nZ

= D M®el—y) + 9m)ea(—y)
YyEZ/nZ

= A fWel-y+ Y gwe-y)
YEZ/nZ yEZ/n.

= ANF f(x)+ Fg(z).
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O fato de que .Z ¢ bijetora sera demonstrado no item (c), onde explicitaremos
uma férmula para o célculo da transformada inversa.

(b) Sejam f e g fungoes quaisquer em L*(Z/nZ).

FUrae) = X Urowet-n= ¥ Frowes ()

yEL/NZ YyEZ/nZ

= > > el eXp(_zzm‘y)-

YEL/NL zE€L/nL

Sabendo que y — z = w (mod n) = y = z + w (mod n), obtemos

Freae) = XX felwe (ST

WEL/NL zEZL/nZ

-y ¥ f(Z)g(w)eXp(_2ZixZ+_27:%)

2€ZL/nZ weL/nZ

_ Z Z F(2)g(w) exp (—27;2’3%) exp (—27;@'1‘10)

2€ZL/nZ wEL/NZL

= > [z eXp( 2TIE | > g(w)exp (%)

2€ZL/NZ wEZ/nZ
= Ff(z) Fg(x).

(c¢) Vamos provar, inicialmente, que a formula para a inversao de .# é valida para
as fungoes {dg, 1, -+, dp_1}. A transformada de Fourier para uma funcao d, é

Fo,(x) = o) = Z da(y)es(—y), para a,z € Z/nZ.

Portanto,
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2.2. AS PROPRIEDADES DA DFT EM Z/NZ

FFo(—x) = Y da(—1)e_s(~y)

YEZ/NZ
—2miza 2m’xy)
- Y
n n
YyEZ/nZ

onde concluimos, por meio do Lema 2.1, que

1
FFbo(—1) =nda(x) = du(z) = Eﬁﬁ%(—@-

Consideremos, agora, uma fun¢ao qualquer f € L?(Z/nZ). Pela equacio (2.5)
podemos escrever f como combinacao linear das func¢oes delta da seguinte forma

flz) = Z_:f(a)%(x):f(O)éo(x)+f(1)51(:€)+"'+f(n—1)5%1(37)

_ f(O)%ﬂgé’éo(—x) b EZ6 () 4+ fn— 1)%yy5n1(—x>.

S|

Como .% é linear, temos:

f@) = TIFFIO(—x) + FF () 4+ FFfn— Doy a(~a)]
= LEF[FO%() + F()5 () -+ = Do)
= FFf(-)

Portanto,

(d) Para demonstrar o Teorema de Plancherel (ou Igualdade de Parseval) utilizare-
mos um método que consiste em provar o resultado mais geral que segue

(f.0) = (7.3}, para f.g € L(Z/n). 2.11)
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Para quaisquer a € Z/nZ e g € L*(Z/nZ) temos que

n—1

(0a:9) = D dal@)9(x) = 8ula)g(a) = g(a).
Pelo item (c¢) do Teorema 2.1 temos que

Gug) = 9@ = = S §00) oxp Criay/n)

yGZ/nZ

= % Z exp (—2miay/n) §(y).

yEZL/NZ
Na demonstracdo do item (c) vimos que exp (—2miay/n) = d,(y), logo,

(0as 9) Z dal %(5“@-

yEZ/nZ

Agora, consideremos uma fungao f € L*(Z/nZ) qualquer. Sabemos que

e que o produto interno de funcoes da Definicao 2.1 é linear. Dessa forma

(f.9) =< f(a)da, g> Zf (6as 9)

a=0

I
3
L
=
=
S|
)
0
)
s
I
S|
/\3
|
P
N
0
N
Q
~_—

S)
Il
o

Il
S|
—
M1
Y
=
s
(@)
g
N
Q
\\\v///
3|’—‘
/\
3
kh
\\\v///

1 1 /4.
= —'<52:f7<gzg> = - <j:£7>'
n n
Acabamos de provar a equagao (2.11). Tomando g = f podemos concluir que

(F.5) = =0, )

Para encerrar esta seccao, mostraremos as propriedades de translacao e dilatacao
da DFT no circulo finito Z/nZ.
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Teorema 2.2 (Translagao) Seja a um elemento qualquer de Z/nZ. Consideremos
a fungao T, : L*(Z/nZ) — L*(Z/nZ) definida por T,f(z) = f(x — a), entdo

F(T,f)(x) = exp (—2miazx/n) F f(z).

Demonstragao: Sejam a € Z/nZ e f € L*(Z/nZ) quaisquer. O item (d) da
Proposicao 2.2 nos diz que

Tof(x) = f(x —a) = (0, * f)(z), YV € Z/nZ.
Dessa forma
F (L)) = F(0ux [)(x)
= Fou(x) - Ff(x), (item (b) do Teorema 2.1)
= exp(—2miax/n) Z f(x).

Teorema 2.3 (Dilatagao) Seja a um elemento qualquer do grupo multiplicativo
(Z/nZ)*. Consideremos a fungio D, : L*(Z/nZ) — L*(Z/nZ) definida por
D.f(z) = f(ax), entao

y(Daf)(x) = Da—lng(x)'

Demonstragao: Sejam a € (Z/nZ)" e f,g € L*(Z/nZ) quaisquer. Como a é um
elemento inversivel de Z/nZ, ¢ certo que existe a™! € (Z/nZ)* tal que a-a~' = 1.
Assim,

o6 = X Dson = Y Sanpesn ()

YEL/NZ yEZ/nZ
—2mia ‘zay
= Y fay exp( ) = X st
YEZ/nZ YyEZ/nZ

Tomando z = ay (mod n) obtemos

Z f(z)ea*11<_z) = ﬁf(a_lx) = Daflﬁf(l‘)'

z€ZL/NL

2.3 Outras demonstracoes para as propriedades da
DFT em Z/nZ

Nesta secgao apresentaremos outras demonstragoes para o Lema 2.1 e para os
itens (a), (c) e (d) do Teorema 2.1.

42



2.3. OUTRAS DEMONSTRACOES PARA AS PROPRIEDADES DA DFT EM
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2.3.1 Segunda Demonstracao para o Lema 2.1.

Sejam x e y elementos quaisquer de Z/nZ. Se v =y (mod n), entdo (e,,e,) =n
e a demonstragao ¢ feita do mesmo modo que apresentamos na secgao anterior.
Suponhamos que x # y (mod n)

i
—
3
|

—

(€r,€y) = es(a)ey(a) = es(a)ey(—a), para a € Z/nZ,

39
Il
=]
Q
I
o

(]

exp(2miza/n) exp(—2mwiya/n)

a=0
n—1

= Zexp (2miza/n) exp(—2miya/n)

nl n—1

B Zexp<2m~— ) Zexp(me—y))
— <27m'(x—y)

Sabemos que Z exp
n
a=0

a
> ¢ a soma dos n termos de uma progressao
o . . 2mi(r — y) y
geométrica com primeiro termo a3 = 1 e razao ¢ = exp | ———= | # 1, ja que,
n

por hipétese, n nao divide x — y. Dessa forma

I—q" 1-—4qg"

l—q 1-q°

<€:rﬂ €y> =Qy-
Por outro lado,
¢" = lexp (2mi(z —y)/n)]" = exp (2mi(z — y)n/n)

= @i = cos2m(x — y)] +isen[27m(z — y)] = 1.

Portanto,
l—¢" 1-1 0

l1-¢ 1-q¢ 1-—gq

<6x7 €y> - = O

Em resumo,

0, caso contrario

(e ) = { . sex=y (modn) } — nd,(y).

2.3.2 Segunda Demonstragao para item (a) do Teorema 2.1

Faremos, aqui, outra demonstracao para o fato de que .# é bijetora. Para isso,
iremos provar um resultado mais geral sobre a matriz de Vandermonde.
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Definicao 2.3 Seja V uma matriz m X n cujos elementos pertencem a um corpo
K. Dizemos que V' é uma matriz de Vandermonde quando os termos de cada uma
de suas linhas estao em progressao geométrica. Uma matriz de Vandermonde tem a
sequinte forma geral:

1z 23 zh !
-1

1 xy 22 xy

V= . :
2 n—1

1 oy i, -+ a

onde x; € K.

Vimos, na equagao (2.9), que a matriz da DFT pode ser representada por

1 1 1 1
. 1wt w2 w= (=1
F, = (w_(J_l)(k_l))Kj wen = | - . : . : ;
1 w_(n_l) w_Q(n_l) “ e w_(n_1)2

onde w = exp (27i/n) é uma raiz e-ésima primitiva de T. E facil perceber que F), é
uma matriz n X n de Vandermonde, com z, # x,, para r # s.

Seja V,, o determinante da matriz n x n de Vandermonde V. Provaremos, por
indugao, que V,, = H (s — ).

1<r<s<n
Para n = 2 temos que

1 T

ngdet(l o

)zl-xg—l-xlzmg—xlz H (xs — ).

1<r<s<2

Suponhamos que a féormula para o determinante seja véalido para matrizes de
Vandermonde n — 1 x n — 1 (hipotese de indugao). Assim

1z 22 - 2!
1 @y 22 - af!
V,, = det
2 n—1
1z 2, -+ x)

Agora, a partir da segunda coluna, iremos somar cada coluna com a da esquerda
multiplicada por —x1, logo
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2 n—1 n—2
1 zy—2-1 27 —x9221 -+~ x11—$1x12
2 n— n—
1 29—21-1 25 —21229 -~ 3521—331£U22
2 n— n—
V., = det 1 zg3—21-1 x5 —x928 --- X5  — 174
2 -1 -2
1 xp—21-1 2, —29220 --- T — 217
1 0 0 0
n—2
1 zg—x1 xo(xo—1) -+ 5 (19 — 17)
n—2
= det| 1 z3—x1 a3(xz—21) -+ 23 (13— 11)
-2
1z, —x1 zp(x, —21) -+ 2l %(z, —21)

Aplicando o Teorema de Laplace ! obtemos:

Vn = (—1)1+1 -1- det(MH) + (-1)1+2 -0 - det(Mlz) + -+ (_1)1+n -0- det(M1n>

To — 11 Xo(Tg—x1) - azg"i(xg—:cl)
Ty —x1 x3(xs —x N A

C det(My) = det | T 3( J 1) 3 (.3 1)

Ty — 11 ToplTp—x1) o0 2%z, — T1)
1 Ty - xg_2
$3 xg’_Q

= det(Myy) = (v — x1)(2x3 — 1) (2, — x1) det : :
1 x, z 2

Aplicando a hipétese de inducao temos que

Vo = (vo—m)(x3— 1) () — 21) H (xs — )

2<r<s<n
= | | (x5 — xp).
1<r<s<n

Apoés essa demonstracao é imediato perceber que, para obtermos V,, # 0, é ne-
cessario ter x, # xg, para r # s. Dessa forma, podemos concluir que o determinante

1O Teorema de Laplace no diz que o determinante de uma matriz A € M,,«,,(K), onde K ¢é

n
um corpo, é dado por det(4) = Z(—l)”j -a;; - det(M;;), em que M; ; representa a matriz que se
j=1
obtém da matriz original pela eliminagao da i-ésima linha e da j-ésima coluna.
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2.3. OUTRAS DEMONSTRACOES PARA AS PROPRIEDADES DA DFT EM
Z/NZ

da matriz da DFT nao é nulo, ou seja, det(F,,) # 0. Portanto, F,, é inversivel e,
consequentemente, a funcao .# também é. Assim, .# ¢ bijetora.

2.3.3 Segunda Demonstragao para item (c) do Teorema 2.1

Faremos uma demonstracao calculando, diretamente, a dupla soma representada
por % f.

FFf-2) = 3 fwew (W)

F(2) exp (—27m'yz) exp (27rixy>
Z n n

nZ | z€Z/nZ

_ Z £ eXp( 27mzy) exp (Qﬂ':fy>

2€ZL/nZL yEL/NL

= > [ ) e®el-y)

z€ZL/NZ yEZ/nZ

= Z f Z ( )ea:(y)
ZEZ/nTZ YyEZ/NnZ

- Z f ezaer - Z f(z)<€x7€z>‘
2€Z/nZ 2€Z/nZ

FFf(=x) = Y f)nh(z) = Y f(z)nd(z)

Portanto,



2.3. OUTRAS DEMONSTRACOES PARA AS PROPRIEDADES DA DFT EM
Z/NZ

2.3.4 Segunda Demonstragao para item (d) do Teorema 2.1

Consideremos o conjunto U = {ug, uy, - -, Up_1}, onde u, = n~'/%e,, para
a €{0,1,--- ,n—1}. Provaremos que U é uma base ortonormal do espago L*(Z/nZ),
ou seja, U ¢ um conjunto de vetores ortonormais que gera L*(Z/nZ). Para tanto, de-
vemos lembrar que dim L?(Z/nZ) = n e provar que (uq, up) = 0, para a Z b (mod n),
(Uq,uq) = 1, ou seja, Y é um conjunto ortonormal.

Sejam u, e u, elementos quaisquer de /. Assim

(g, up) = (N2, n Y26y =n"Y2 . n7V%(e,, €) = n" e, ).

Pelo Lema 2.1 temos que (e,, €,) = nd,(b), logo

(Ug,up) =011 6,(b) = (uq, up) = 04 (b),

onde podemos concluir que (u,, up) = 0, para a Z b (mod n) e (ug, uq) = 1 = ||ugl|,
logo, U = {ug, u1, -+, U,_1} é um conjunto ortonormal de vetores em L*(Z/nZ)
co n elementos e, portanto, uma base para L?(Z/nZ). Além disso, aplicando o
Corolario C.1 obtemos

n—1 <f, U,a> n

a2 () =

2 a

Sabemos que

n—1 n—1
(fs Ny =)_fla) fla) =) _If(@P
a=0 a=0
Por outro lado,
R . n—1 R n—1
o = D @ = Y K el
a=0 a=0
n—1 n—1
= S )] = ST 0 )|
a=0 n—1 =0 n—1
= ("Y1 walP = Y )l
a=0 a=0

ou seja,
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Z/NZ

) . n—1 1 . R n—1
o Dy =nd [f wall* = —(f, f) =D _I{f )l
a=0 a=0

Para concluir a demonstragao resta provar que

S @ = 3 I . (2.13)

De fato, aplicando o resultado obtido em (2.12) temos que

—_

a=0 b=0

n—1

S @P = (£ = < o). S <f,ub>ub<x>>
= S (fouw) <ua<x>, Z<f,ub>ub<x>>

a=0 b=0
n—1 n—1
= Z<f7 ua> <f7 ub> <uav ub)
a=0 b=0
Como (uq, up) = 0,(b) temos que
n—1 n—1
(f up) (tay wp) = ) (f, up)0a(b) = (f, a)
b=0 b=0
Desse modo,
n—1 n—1 n—1

=
S
o
I
=
S
2
=
S
N
—
S
g
S
N

a=0 a=0 b=0
= > (foua) (Frua) = D 1(frua)l,
a=0 a=0
e, portanto,
(5 = S U@F =S 1wl = (F. )
a=0 a=0
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2.4. ALGUNS EXEMPLOS

2.4 Alguns Exemplos

Nesta sec¢ao mostraremos alguns exemplos com o calculo e a representagao gra-
fica da DFT de fungoes em L*(Z/nZ) e listaremos todas as transformadas determi-
nadas neste estudo.

Exemplo 2.3 Vamos determinar a DFT da fungdo constante f(x) = 1, para todo
x € Z/nZ.

n—1

Ffx) = Y. fWel—y) = Y 1-exp(—2mizy/n)
ye Z/HZ y=0

n—1

= Z exp(2mi0 - y/n) - exp(—2mizy/n)

n—1

= Y e - enl-y)

y=0

n—1

B S )

y=0

Pelo Lema 2.1, podemos concluir que (e, eq) = ndg(z), portanto

F f(x) = (eg, €x) = (€x, €0) = ndo(x) = ndp(z).

A seguir, faremos a representagao grdfica da fungdao constante f(x) =1 e sua DFT

f(z) = ndp(z).

Observagao 2.7 Pelo que foi visto no exemplo anterior, se definirmos a probabili-
dade uniforme por Py(x) = 1/n, para todo x € Z/nZ, entao sua DFT é

1 1

Aplicando a formula da inversao da DFT temos que
Foo=F Fpy(x)=npy(x),

ou seja, a DFT da func¢ao delta em zero € a probabilidade uniforme multiplicada por
n.
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Grafico da fungio flz) =1 Grafico de f{:) = ndy(x)

3 3

2 2

|T0000¢¢0I

0 1 2 3 e n 0 1 2 3 . "

Figura 2.2: Uma funcao constante e sua DFT.

Exemplo 2.4 Definiremos a funcao f(x) = %[51(x)+§_1(x)] em L*(Z/nZ). Vamos

mostrar que
p 2rx
f(z) = cos <L> .
n

Sabemos que F € linear e jd provamos que Fdq(x) = dq(x) = eq(—x). Assim

Fi) = ﬁ%[él(x)+5_1(x)] _ %[ﬁ’él(x)+ﬂ6_1(x)]
_ %[61(—93)—1—6_1(—93)] _ %[exp(—Qm’x/n)—l—exp(27ri.r/n)]

= %[cos(—ch/n) +isen(—2mx/n) + cos(2mx/n) + isen(2mx/n)|

= %[cos(%m;/n) —isen(2rx/n) + cos(2mx/n) + isen(2mwx/n)]

<2W$>
= cos|—|.
n

A Figura 2.3, a sequir, nos fornece uma representagao geométrica das fungoes f e
f definidas neste exemplo, para n = 15.
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Girafico da fungio f T 3 Grafico da TDF de f
* *
081 081
* *
08 08
» »
041 041
* +
a3 a2
R AR IR A S T S S I R Y :
6 5 - 3 2 a0 4 [ to * A0 1 * |
021
0.4 1
* *
081
+ a8 *
* 11 *

Figura 2.3: Graficos das fungoes f e f dadas no Exemplo 2.4.

1
Exemplo 2.5 Consideremos fungao f(x) = 5[(51(:10) + 0o(z) + 6_1(x)| pertencente
ao espago L*(Z/nZ). Vamos determinar f(x).

Ff@) = ﬁé[dl (2) + 6o(2) + 6_1(2)] = %[%1 (2) + Foo(x) + Fb1(2)
= Lle(—0) + eo(—a) +er(~w)] = Flexp(~2miz/n) + 1+ exp(2rir/n)
= %[cos(—%rx/n) +isen(—2mx/n) + 1+ cos(2mx/n) + isen(2wz/n)|

= 1[(:08(27171;/71) —isen(2rx/n) + 1+ cos(2mx/n) + isen(2wx/n)

1 2
= - {1+2(:os (ﬂ)] .
3 n

1
Veremos, abaizo, a representagdo grdfica de f(x) = 5[51 () 4+ do(x) + d_1(z)] e
sua DF'T para n = 15.

w
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Grafico de .f 4 irafic r
1 irific e o Grafico de [
08 + 08 *
0.6 * 0.6 *
00.4 . + . 0.4 .
02 02
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1
Figura 2.4: A DFT de f(z) = 5[51(ZE) + do(z) + d_1(x)] para n = 15.

1
Exemplo 2.6 Seja f:Z/nZ — C a fungao definida por f(x) = 5[(50(:@ + 61 (x)].
Vamos calcular F f(x).

FHw) = Flla) +h(@)] = SlFola) + Faa)]

1
2

feo(—) +e1(~)] = 5exp(0) + exp(~2ria/n)]

DN | —

— %[1 + cos(—2mx/n) + isen(—2mx/n)l.

Aplicando as identidades cos(2a) = 2cos?*(a) — 1 e sen(2a) = 2sen(a) cos(a)
obtemos:

Fflx) = %[1 + 2cos?*(—mx/n) — 1 — 2isen(—nx/n) cos(—mz/n)
= cos?*(—mx/n) —isen(—mx/n)cos(—mx/n)

= [cos(—mx/n) + isen(—mx/n)| cos(mz/n)

( T ) < T )
= exp|——) cos(—).
n n
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Mostraremos, a seguir, uma tabela listando todas as transformadas de Fourier
determinadas neste estudo.

0 7 [y)

1 ndo(y)

e(2) nda(y)

Sula) c{~9)

%(51 +6.1)(x) cos (%Ty)
%(51+50+5_1)($) %{MLQCOS (i_y)}
%(60 + 1) () Xp (_%) cos <%>

Tabela 2.1: Uma pequena tabela com transformadas discretas de Fourier.
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Apéndice A
Conceitos Basicos da Aritmética

Faremos, nesse apéndice, um breve resumo sobre alguns temas tratados na Arit-
méatica que sao importantes para esse estudo. As demonstragoes omitidas aqui
podem ser consultadas nas referéncias bibliograficas [2], [3] e [4].

Definicao A.1 Dados dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b quando
existir um k € Z tal que b = ka. Denotaremos por a | b e podemos dizer também
que a € um divisor de b ou, ainda, que b ¢ um multiplo de a ou que b ¢ divisivel por
a.

Na maioria dos casos, um nimero inteiro a nao divide o niimero inteiro b. Nessas
situagoes, as vezes, se faz necessario utilizar um fato que garante a possibilidade de
efetuar a divisao de b por a com resto. Esse resultado, que enunciaremos abaixo,
foi apresentado pela primeira vez na obra "Os Elementos", escrita por Euclides por
volta de 300 a.C.. Esse teorema ¢ o resultado central da Aritmética.

Teorema A.1 (Algoritmo da Divisao) Dados a,b € Z, com b # 0, existem uni-
cos q,r € 7 tais que
b=aq+r, com0<r<|al.

A seguir, apresentaremos o conceito de m.d.c. e provaremos um resultado inte-
ressante sobre ele.

Definigao A.2 Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. O Maximo Divisor Comum
de a e b, denotado por m.d.c.(a,b), € um inteiro positivo d que satisfaz as sequintes
condicoes:

(a)d|aed|b;
(b) sec|aec|bentioc|d.
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O seguinte teorema nos mostra que é sempre possivel escrever o m.d.c. de dois
numeros inteiros como combinacao linear destes, com coeficientes inteiros.

Teorema A.2 Sejam a,b € Z, com a # 0 ou b # 0. Entao existem x,y € 7Z tais
que
ar + by = m.d.c.(a, b).

Demonstragao: Sejam a,b € Z. Suponhamos, sem perda de generalidade, que
a # 0 e consideremos o conjunto S de todas as combinagoes lineares positivas de a
e b:

S={ax+by|ar+by>0; x,y €L}

Vamos provar, inicialmente, que S nao é vazio. De fato, 0 < |a| = ax+b-0 € S, onde
tomamos x = 1 ou x = —1 conforme a seja positivo ou negativo. Pelo Principio
da Boa Ordenacao!, S possui um elemento minimo d. Provaremos, agora, que
d = m.d.c.(a,b), ou seja, d satisfaz as condigoes (a) e (b) da Definigao A.2. De
acordo com a definicao de S, existem z,y € Z tais que ax + by = d. Aplicando o
Algoritmo da Divisao de Euclides podemos encontrar niimeros inteiros g e r tais que
a=qd+r,com (0 <r <d. Logo, podemos escrever r na forma

r = a—qd=a—qlax + by)

= a(l —qz) + b(—qy)
= aX+bY,ondel —gr=X€Ze —qy=Y €Z.

Se r > 0, entao r é um elemento de S, o que é uma contradicao, pois d é o elemento
minimo de S e r < d, portanto, devemos ter » = 0. Deste modo,

a=qd+r=a=qd=4d|a.

Analogamente podemos provar que d | b. Em resumo, d | a e d | b. Agora, se ¢ é
um inteiro positivo onde ¢ | a e ¢ | b, entdo, existem ki, ko € Z tais que a = kjc e
b = ksc, logo,

d = ax+by=kicx+ kocy = (k1x + koy)c
= d=kc, onde kyx +koy =k € Z
= c|d,

ou seja, se ¢ | a e ¢ | bentdo ¢ | d. Como d satisfaz as condigoes da Definigao A.2
podemos concluir que d = m.d.c.(a, b). [

Como consequéncia imediata do Teorema A.2 temos que se m.d.c.(a,b) = 1,
entao existem x,y € Z tais que ar + by = 1.

1O Principio da Boa Ordenagao (PBO) garante que todo subconjunto nao vazio de elementos
de Z4 tem um elemento minimo.
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Definicao A.3 Seja p um inteiro maior que 1. Dizemos que p € um nidmero primo
quando ele tiver apenas dois divisores.

Por fim, enunciaremos o Teorema Fundamental da Aritmética, que nos garante
a possibilidade de decompor em fatores primos, de modo tnico, qualquer ntmero
inteiro diferente de —1, 0, e 1.

Teorema A.3 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural
maior que 1 ou € primo ou se escreve de modo inico (a menos da ordem dos fatores)
como um produto de niumeros primos.

De posse do Teorema A.3, é possivel provar que, para qualquer inteiro m diferente
de —1, 0, e 1, existem pq, pa, - - -, px Primos e ny, ng, - -+, nx € NU{0}, univocamente
determinados, de modo que

m= % py'pyt Pt
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Apéndice B
Algebra

B.1 Grupos

B.1.1 Definicao e Exemplos

Definicao B.1 Sejam G um conjunto nao vazio e x uma operacao definida em G.
Dizemos que G € um grupo com relagao a operacao * quando forem verificadas as
sequintes propriedades:

(a) zx (yxz) = (x*xy)*2z para quaisquer x,y,z € G (associatividade);

(b) existe e € G tal que x xe = exx = x para todo x € G (existéncia de elemento
neutro);

(c) para todo x € G, existe x™' € G tal que zx 271 = 271 x x = e (existéncia de

inverso).

Observacgao B.1 Quando, além das trés propriedades da Defini¢cao B.1, a operagao
x for comutativa, ou seja, se x xy = y *x x para quaisquer x,y € G, dizemos que
G € um grupo abeliano ( ou comutativo). Se a opera¢io * for uma adigdo, entao
diremos que G € um grupo aditivo. Se % for uma multiplicacao, diremos que G é
um grupo multiplicativo.

Exemplo B.1 Sao exemplos de grupos aditivos: (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C,+)
desde que + represente a adicao usual nos conjuntos numéricos. Sao exemplos de
grupos multiplicativos: (Q\ {0},-), (R\ {0},-) e (C\ {0},-) desde que - represente
a multiplicagao usual nos conjuntos numéricos. Nesse trabalho estamos dando uma
atencao especial aos sequintes grupos multiplicativos:

e grupo das classes de equivaléncia mddulo p primo dado por (Z/pZ) \ {0};
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e 0 grupo dos nuimeros complexos de mddulo 1, ou seja, T={z € C | |z| =1};

e o grupo U, = {z € C | 2" =1} das raizes n-ésimas da unidade complezxa.

Os grupos listados neste exemplo sao todos abelianos.

-

Definigao B.2 Seja (G, *) um grupo finito com n elementos. A ordem de G ¢
definida como sendo o nimero de elementos distintos de G e é denotada por |G| ou
por o(G). Quando G for infinito, dizemos que a ordem de G é infinita.

Exemplo B.2 Consideremos A = {1,—1} e a operagao * de multiplicacio dada na
sequinte tdabua.

N
11 ]-1
1 -1 1

Neste caso, (A,-) é um grupo abeliano de ordem 2, ou seja, |A| = 2.

Definigao B.3 Seja (G, ) um grupo. Um subconjunto nao vazio S C G que seja
fechado com relagao & operagio x é denominado um subgrupo de G quando (S, %)
também for um grupo.

Observagao B.2 Todo grupo G admite pelo menos dois subgrupos triviais: S; = G
e S = {e}, onde e é o elemento neutro de G.

A seguinte proposi¢ao nos fornece uma ferramente muito ttil quando estamos inte-
ressados em provar que certo subconjunto S é subgrupo de (G, *). Sua demonstragao
pode ser consultada na reveréncia bibliografica [5].

Proposicao B.1 Sejam (G, *) um grupo e S um subconjunto de G. As sequintes
condicoes sao equivalentes:

(a) S € um subgrupo de G;

(b) (i) e € S;

(ii) xxy € S, para quaisquer x,y € S;
(iii) x= € S, para todo x € S;

(c) S#0D exxyteS, para quaisquer x,y € S.

Exemplo B.3 Sejam G = (R\ {0},-) o grupo multiplicativo dos reais nao nulos e
S C G o conjunto de todas as poténcias de expoente inteiro de 2:

1 111
S={2"|kez}= g 50 152,4,8, 16, -
@lkezh={ s }
Sejam x ey dois elementos quaisquer de S. Assim, x ey sao poténcias de 2, ou seja,
r=2"ey=2"comm,n € Z. Desse modo, x-y~* = (2™)-(2")~! = 2m.27" = 2m~",
Como m —n € Z, temos 2™~ " € S, portanto, S € subgrupo de G.
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B.1.2 Homomorfismo e Isomorfismo de Grupos

Definigao B.4 Dados dois grupos (G,x*) e (J,*) uma fun¢io ¢ : G — J € deno-
minada um homomorfismo de G' em J quando

(@ xy) = (z) *(y)
para quaisquer x,y € G.

Exemplo B.4 Sejam G = (R, +) e J = (R\{0}, ), respectivamente,o grupo aditivo
e o grupo multiplicativo dos reais. Consideremos um niumero real positivo a. A
fungao ¢ : G — J definida por ¥(x) = a® é um homomorfismo de G em J pois
para quaisquer T,y € G temos

Yl ty)=a" =a" o’ =P(x) - P(y).

Definicao B.5 Sejam G e J grupos. Um isomorfismo ¢ : G — J é um homomor-
fismo de grupos que € também uma funcao bijetora. Quando existir um isomorfismo
de grupos ¢ : G — J, diremos que G € isomorfo a J e denotamos por G = J.

Exemplo B.5 Sejam G = (R*, ) o grupo multiplicativo dos reais positivos e
J=(R,4). A fungio ¢ : G — J definida por ¢(x) = log(z) é um isomorfismo de
grupos pois:

(1) 1 € bijetora;
(ii) ¥ € um homomorfismo jd que

b(z - y) = log(x - y) = log(x) +log(y) = () +¥(y).
Portanto (RT, ) = (R, +).

Observacao B.3 Se dois grupos G e J sao isomorfos, entao eles tém as mesmas
propriedades algébricas. Por exemplo, se G for abeliano, entao J também serd abe-
liano, se G for finito e de ordem n, entao J também serd finito e de ordem n, se G
¢ ciclico, entao J também serd ciclico, se determinada equac¢ao tem solugcao em G,
entao também terd solugao em J, etc.

B.1.3 Grupos Ciclicos e Teorema de Lagrange

Definicao B.6 Um grupo multiplicativo G € denominado ciclico quando existir um
elemento g € G tal que todo elemento de G seja igual a alguma poténcia de g, ou
seja, G = {g" | n € Z}. Neste caso, o elemento g é denominado um gerador de G
e escrevemos G = [g] ou G = (g).
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Exemplo B.6 O grupo S = {‘..,;11,%,1,2,4,8,...} dado no Exemplo B.3 é um
grupo ciclico gerado por 2, ou seja, S = (2). Notemos, neste caso, que % também
¢ gerador de S, ou seja, S = (%) Ja foi wvisto, no Exemplo 1.10, que o grupo
Uy, :={z€C | z" =1} € ciclico, gerado por w = exp (2mi/n).

Exemplo B.7 O grupo multiplicativo G = (Q%,+) nao é ciclico porque nao € pos-
stvel encontramos um niumero racional positivo cujas poténcias gerem todos os ele-
mentos de G.

Definicao B.7 Seja g pertencente a um grupo multiplicativo G, se existir um me-
nor numero inteiro positivo n tal que g" = e = elemento neutro de G, entdo n €
denominado a ordem de g. Se nao existir o menor inteiro positivo n tal que g" = e,
entao dizemos que g tem ordem zero. A ordem de um elemento g € denotada por

o(g)-

Observagao B.4 A ordem de um elemento g pertencente a um grupo multiplicativo
G também pode ser definida como sendo o nimero de elementos do grupo ciclico (g).

Exemplo B.8 Consideremos o grupo multiplicativo (Z/TZ)\ {0} e seja 2 € Z/77Z.
Assim, 2' =2, 22 = 4, 23 = 1. Portanto, o(2) = 3.

Exemplo B.9 No grupo multiplicativo das poténcias de 2 no exemplo B.6, obser-
vemos que 28 = 2, 22 = 4, 23 = 8, 2* = 16, ... e as poténcias ndo se repetem.
Portanto, nao existe wm menor inteiro positivo n tal que 2™ = 1, logo, o(2) = 0.

Proposicao B.2 Seja G um grupo ciclico finito de ordem n. Entao, G € isomorfo
ao grupo aditivo Z/nZ.

Demonstragao: Suponhamos que G seja um grupo ciclico gerado por g, ou seja,
G ={e,¢* g% -+ ,g"'}. Consideremos a fungao ¢ : Z/nZ — G definida por
¥(z) = ¢g* e ilustrada abaixo.

Z/nZ= {0, 1, 2, -, n—1}
N \J
G= {67 g, 927 T, gnil}

Vamos provar que 1 é um isomorfismo de grupos. De fato, a fungao ¢ é claramente
sobrejetora. Por outro lado, para quaisquer Z,y € Z/nZ, temos que

k T

T=ger=ymodn)er—y=nkkcZe g V=g*=(@¢"V=ceg =¢,

logo, ¥ também é injetora. Além disso,
b(E+y) =Yty =g""=g"g" =v(@) ¥y

e portanto, fica mostrado que ¢ é um homomorfismo bijetor de G em Z/nZ, ou seja,
G = Z/nZ. ]
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Definigao B.8 Sejam H um subgrupo de um grupo (G,*) e v € G um elemento
qualquer. A classe lateral a esquerda, moédulo H, definida por x, denotada por x* H,
é definida como sendo o sequinte subconjunto de G:

zxH={x*h|heH}.

Analogamente, a classe lateral a direita, médulo H, definida por z, denotada por
H x z, é definida como sendo o sequinte subconjunto de G':

Hxx={h*x| he H}.

Observacgao B.5 Quando G for um grupo abeliano os conceitos de classes laterais
a esquerda e a direita coincidem, ou seja, x x H = H *x x.

Na Proposicao B.3 a seguir, consideremos G um grupo multiplicativo e H um
dos seus subgrupos. Por simplicidade, ao tratarmos de grupos multiplicativos, de-
notaremos suas classes laterais por tH ou Hz. Omitiremos a demonstragao dessa
proposigao e sugerimos a consulta da referéncia bibliografica [5].

Proposi¢ao B.3 7,y € G, v = y (mod H) & xy~' € H define uma relagio de
equivaléncia no grupo G.

Nas condigoes da Proposicao B.3, consideremos uma classe de equivaléncia
T={yeG|x=y (mod H)}. Desse modo

yecTer=y(mod H) & yr '€ Heyr ' =h,

para algum h € H, ou seja, y = hx. Assim é facil ver que Hr = {hx | h€ H} =T
(um argumento analogo nos leva a uma conclusao semelhante para classes laterais
a esquerda). Com isso, o conjunto quociente G/H, formado por todas as classes de
equivaléncia T moédulo H em G, é dado por G/H = {Hz | x € G}.

Vamos supor, agora, que GG/H tem, exatamente, n classes laterais distintas, ou
seja, G/H = {Hxy,Hxs,--- ,Hx,}, onde z1, 9, -+, x, € G. Como G/H é uma
partigdo de G, temos que Hz; N Hz; = () se i # j. Além disso,

G=HxyUHzyU---U Hz, (unido disjunta).

Definicao B.9 Sendo G um grupo finito e H um subgrupo de GG, o indice de H em
G € o numero de classes laterais distintas modulo H em G e € denotado por (G : H).

Teorema B.1 (Teorema de Lagrange) Se G for um grupo finito e H for um
subgrupo de G, entao a ordem de H divide a ordem de G e |G| = |H|(G : H).
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Demonstragao: Vamos mostra, inicialmente, que toda classe lateral Hx tem a
mesma quantidade de elementos que H. De fato, Seja 1) : H — Hx definida por
(h) = hx. Temos que:

e Se ¥(hy) = ¥(hy), entdao hyx = hy - v = hyzar™! = hyza™' = hy = hy. Logo,
1 ¢é injetora.

e Se y € Hx, entao existe h; € H tal que y = hyx e dai ¢¥(h;) = hyx = y. Logo,
1 & sobrejetora.

Como v é uma bijegdo de H em Hz, podemos concluir que |H| = |Hzx|.

Daremos prosseguimento a nossa demonstracao lembrando que
G=HriUHxyU---UHuz,,
onde classes laterais distintas nao tém elemento em comum. Assim
(i) (G H) =n:
(ii) |Hx;| = |H| para todo i € {1,2,--- ,n};

n parcelas
7\

(iii) |G| = |Hzi| + |Hazo| + -+ |Hzn| = |H| + - - + |H| = n|H]|.

Dos itens (i) e (ii) concluimos que |G| = |H|(G : H). [
Corolario B.1 Se G ¢ um grupo finito e x € G, entdo o(x) € um divisor de |G|.

Demonstragao: Basta lembrar que |(z)| = o(z) assim, pelo Teorema de Lagrange,
|(x)| divide |G]. [

Corolario B.2 Se G ¢ um grupo finito, com elemento neutro e, e x € GG, entao
Gl —
%l =e.

Demonstracao: Seja H = (z). Entao |H| = o(z) e, como |G| = |H|(G : H),
temos |G| = o(x)(G : H) = z!Cl = g0@(GH) — (go@))(GH) — o(GH) — ¢ -

Corolario B.3 Todo grupo finito G' de ordem prima € ciclico e seus unicos subgru-
pos sio {e} e G.

Demonstragao: Suponhamos |G| = p primo e H um subgrupo de G. Como |H |
¢ um divisor de |G|, temos |H| =1 ou |H| = p. Se |H| =1, entdao H = {e}. Caso
tenhamos |H| = p, entdo H = G. Logo, os tnicos subgrupos de G sao os subgrupos
triviais {e} e G.

Se G = {e} = [e] entdo G é ciclico e é gerado por e; se G contiver algum elemento
x # e, entao H = (x) = H # {e} = H = G, ou seja G = (z) é gerado por z. Em
qualquer caso, G é ciclico. [
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B.1.4 Grupos-Quocientes

Sendo G um grupo, um subgrupo N de G ¢é denominado normal quando
xN = Nx para todo x € G. Neste caso, N subgrupo normal de G é denotado
por N < @G.

Exemplo B.10 E claro que se G for abeliano, entio todo subgrupo de G € nor-
mal porque as classes laterais a esquerda e a direita coincidem. Por exemplo, se
G=(R,+) e H=(Z,+), entao H < G.

Sejam N um subgrupo normal de um grupo G e N e yN duas classes laterais
modulo N quaisquer. Podemos definir uma operacao de multiplicagao - sobre o
conjunto de todas as classes laterais moédulo N do seguinte modo:

(xN) - (yN) = (z - y)N. (B.1)

Definicao B.10 Consideremos N <1 G. O conjunto de todas as classes laterais
mddulo N com a operagao definida em (B.1) é denominado grupo quociente de G
por N e € denotado por G/N:

G/N ={zN| z€G).

E facil provar que (G/N,-) tem, realmente, todas as propriedades de grupo. Além
disso, quando G for um grupo finito, o Teorema de Lagrange nos garante que

_ gl

G/NI = (G N) = (5

Antes de encerrar essa seccao iremos enunciar um resultado utilizado nesse tra-
balho.

Proposicao B.4 Se G € um grupo ciclico de ordem n e d | n, entao existe um unico
subgrupo S de G (que também € ciclico) de ordem d.

Particularmente, se n é igual a 2, entao GG tem apenas um elemento de ordem 2.

B.2 Anéis

B.2.1 Definicao e Exemplos

Definigao B.11 Consideremos um conjunto A # 0 no qual estio definidas duas
operagoes: uma adi¢io (+) e uma multiplica¢io (). Dizemos que (A,+,-) é um
anel (ou simplesmente que A é um anel) quando forem verificadas as sequintes pro-
priedades:
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(a) Ve,y,z € A, v+ (y + 2) = (v + y) + 2 (associatividade da adigao);

(b) Vx,y € A, v +y =y + x (comutatividade da adigdo);

(¢) Existe 0 € A tal que x +0 =z, Vo € A (elemento neutro da adigao);

(d) Para todo x € A, existe (—x) € A tal que x + (—x) = 0 (inverso aditivo);
(e) Vx,y,z, (x-y)-z=a-(y-2) (associatividade da multiplica¢cdo);

(f) Vr,y,z€ A, z-(y+2)=x-y+z-ze(x+y) z=x 2+y-2 (distributividade
da adi¢ao com relagao a multiplicagdo).

Exemplo B.11 Os conjuntos numéricos Z Q, R e C sao anéis com relagao as
operagoes de adicao e multiplicacao usuais.

Definicao B.12 Seja (A, +,-) um anel e S # O um subconjunto de A. Dizemos
que S € um subanel de A quando (S, +,-) também for um anel com as operagoes de
A restritas ao conjunto S.

Exemplo B.12 O conjunto dos maultiplos de 5, 57, é um subanel de Z com as
operagoes de adi¢do e multiplicagio de inteiros usuais. Em geral, (nZ,+,-) € um
subanel de (Z,+,-) para qualquer inteiro positivo n.

A proposigao a seguir fornece um critério bastante util para se determinar se um
conjunto é subanel de um anel.

Proposicao B.5 Sejam (A,+,-) e S um subconjunto de A. Entao, S é um subanel
de A se, e somente se, 0 € Sex—y e S ex-y e S para quaisquer x,y € S, ou
seja, S for fechado com relagao a subtragao e a multiplicacdo de A.

Definigao B.13 Um anel (A, +, ) é denominado comutativo se a sua multiplicagao
for comutativa, ou seja, se x -y =1y -z, Vr,y € A.

Definicao B.14 Um anel com unidade € um anel A cuja multiplicacao possui ele-
mento neutro, denotado por 14 ou simplesmente por 1, e denominado a unidade do

anel.

Exemplo B.13 O anéis Z, Q, R e C, com as operagoes usuais de adi¢cao e multi-
plicagao, sao exemplos de anéis comutativos com unidade.

Definicao B.15 Dizemos que x # 0 e y # 0 em um anel A sdo divisores proprios
de zero quando x -y = 0.
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Definicao B.16 Um anel comutativo com unidade A é denominado anel de inte-
gridade quando
Ve,ye A, v-y=0=2=0 ouy=0.

Pelo que vimos nas defini¢oes B.16 e B.15, um anel de integridade ¢ um anel
comutativo com unidade que nao possui divisores proprios do zero.

Exemplo B.14 No anel dos inteiros Z, se x,y € Z sao tais que x -y = 0, entao

temos que x =0 ouy = 0. Logo, Z € um anel de integridade. Também sao anéis de
integridade: Q, R e C.

Exemplo B.15 Consideremos o anel Z/10Z. Os elementos 5 e 6 sio diferentes de
0, mas 5-6 = 30 = 0. Logo, 5 e 6 sao divisores préprios do zero em Z/10Z e,
consequentemente, Z./10Z nao € anel de integridade.

Definicao B.17 Um anel comutativo com unidade K ¢é denominado um corpo se
todo elemento nao nulo de K possuir inverso multiplicativo, ou seja, Vx € K,
r#A0=3Ir '€ K tal que x-x7! = 1.

Exemplo B.16 Os anéis Q, R e C sao exemplos de corpos. No entanto, Z nao € um
corpo, porque nem todo niumero inteiro possui inverso multiplicativo. No Teorema
1.1 vimos que Z/pZ é uma corpo para qualquer primo p.

B.2.2 Homomorfismo e Isomorfismo de Anéis

Definigao B.18 Uma func¢ao v : A — B de um anel A em um anel B € deno-
minada homomorfismo de anéis quando forem verificadas as sequintes propriedades,
para quaisquer x,y € A:

(a) Y(z+y) =1(x) +¢(y) (¢ preserva soma);
(b) ¥(z-y) = ¢(x)-¥(y) (¢ preserva produto).

Um isomorfismo de wum anel A em um anel B € wuma funcao
v A — B que é um homomorfismo bijetor. Nesse caso, dizemos que A e B
sao anéis isomorfos e denotamos por A = B.

Exemplo B.17 Seja A = Q@ R,+,:) e B = (R® Q,+,-), onde + e - sdo as
operagoes dadas na Definicao 1.2. Mostraremos que a func¢ao v : A — B definida
por (x,y) = (y,z) € um isomorfismo de anéis.
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Sejam o = (x,y) e B = (z,w) dois elementos quaisquer de A. Dessa forma temos
que:

(@) Pla+B) = v((z,y)+(zw) = YE+zy+tw) = (Y+wr+2)
2) = Wl y) +¢(z,w)

z
(8) (1 preserva soma);

|
s
=
¥+
=

(b) 1/}(055) = 1/1((x,y)(z,w) = w(‘rzuyw) = (y~w,x-z)
= (y,x) ’ (UJ,Z) = (I7y) ’ @Z)(Z,U))
= (o) -y¥(B (1 preserva produto).
d

Logo, i é um homomorfismo de anéis. Resta provar que ¢ é uma bijecao. Como

Y(a) =(B) = Y(z,y) =v(z,w) = (y,2) = (w,2) S r=2cy=w=a=f,

temos que ¥ € injetora. Além disso, para todo par b = (r,s) € B existe um par
a=(s,r) € A tal que (a) = b, logo, ¥ também € sobrejetora e, portanto, bijetora.
Assim 1) € um isomorfismo de anéis.

Observagao B.6 De modo andlogo ao isomorfismo de grupos, se dois anéis A e B
sao isomorfos entao eles tém as mesmas propriedades algébricas.

B.2.3 Ideais e Anéis-Quocientes

Definigao B.19 Sejam A um anel comutativo e I um subconjunto nao vazio de A.
Dizemos que I € um ideal em A quando ele tem as sequintes propriedades:

(a) x—yel,Ve,y el
(b) a-xel,VreleVac A

Exemplo B.18 Sejam A = 7Z e I = 77 = conjunto dos inteiros miltiplos de 7.
Sabemos que I = 77 nao € vazio. Além disso:

(a) se z,y € I, entdo x = Tm e y = Tn com m,n € Z. Dai, temos que = —y =
Tm—"Tn="Tm-—n) eI,

(b) seac€ A,entao a-x=a-(7m)="T(a-m) € I.

Dessa forma, podemos concluir que 7Z é um ideal em Z. De modo geral, temos
que nZ. € um ideal em 7 para todo inteiro n.

Observacao B.7 Todo anel A possui pelo menos dois ideais: o proprio anel A e
o congunto unitdrio {04} formado pelo elemento neutro da adi¢ao. Tais ideais sao
chamados de ideais triviais.
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Seja I um ideal em um anel comutativo A no qual consideramos a seguinte
relagao ~:
r~y&sr—yel, Veye A

E facil verificar que essa é uma relacao de equivaléncia em A. As classes de equiva-
léncia, neste caso, sdo os conjuntos T = {z+i | i € I} = x+1 e o conjunto-quociente
de A por ~ é o conjunto A/~ = {Z | z € A} que é formado por todas as classes
de equivaléncia da relagdo ~. Neste caso, denotaremos A/~ também por A/I.

Definicao B.20 Seja I um ideal em um anel comutativo A. O anel quociente de
A por I é o conjunto

A/l ={z+1 |z € A}
com as operacoes de adicao e multiplicacao definidas a sequir:
Adigao: (x+ 1)+ (y+1)=(x+y)+1,Vr,ye A
Multiplicagio: (x+1)-(y+1)=(x-y)+1,Vr,yc A

E possivel provar que (A/I,+, -) tem todas as propriedades de anel dadas na
Definigao B.11, mas esse nao é o objetivo do nosso estudo.

B.2.4 Polindmios

Definicao B.21 Seja A um anel comutativo qualquer. Definimos o anel comutativo
Alx] como sendo o conjunto de todas as expressoes da

f(x) = ap + a1x* + apx® + - + a, 2™,
com a; € A. Tais expressoes sao chamadas de polindmios com coeficientes em A.
Definigao B.22 Sejam f(x Zajxj eg(x mej dots polindmios quaisquer

definidos sobre um anel comutatwo A. A soma e 0 produto no anel de polindomios
Alx] sao dados por

fl@)+g(z) = Y (a;+0by)a;

J
f(ﬂf) : g(l’) = Zchxh, onde Cp = Z CLka
h j+k=h

E possivel verificar que A[z] com as operagoes + e - definidas acima tem a
estrutura de anel. Nessas condigoes, dizemos que A[x] é um anel de polinémios.
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Definigao B.23 Seja A um anel e f(x) = ag+ a1z’ + asx® + - - - + a,a™ € Alx] um
polinémio nao nulo. O grau de f € o maior indice dos termos nao nulos de f, ou
seja, € o maior j tal que a; # 0. Neste caso, o termo a; ¢ denominado coeficiente
dominante de f. Nao definimos grau para o polinémio nulo. Representamos o grau
de um polinémio f por Of ou por deg(f).

Definicao B.24 Sendo A um anel comutativo com unidade, dados dois polindmios
f e g em Alx], dizemos que f divide g quando existir h € Alx] tal que g = f - h.

Exemplo B.19 Sejam f = 1+x e g = —2—z+2? = (14x)-(—2+x). Considerando
h = -2+, temos que g = f - h e dai concluimos que f | g.

Enunciaremos, a seguir, uma teorema que trata do algoritimo da divisao para po-
linémios. Sua demonstragao pode ser consultada na referéncia bibliografica [5].

Teorema B.2 Seja A um anel comutativo com unidade. Consideremos dois polino-
mios f(z) = ag+a1x+asx®+- - +a,z" e g(r) = bo+bix+bex® +- - -+ b x™ de Alx]
tais que g nao € o polindmio nulo e seu coeficiente dominante € invertivel. Entao,
existem tnicos polinomios q,r € Alx] tais que f =g-q+r er =0 ou Or < Jg.

No Teorema B.2, os polindmios ¢(z) e r(z) sdo denominados quociente e resto
da divisao de f(x) por g(z), respectivamente.

Definicao B.25 Sejam A um anel comutativo com unidade. Consideremos o po-
linomio f(x) = ag+a1x + -+ a2z € Alz] ea € A. O wvalor de f em r, denotado
por f(r), € o elemento de A dado por f(r) = ag+ay -7 +as -r*>+ -+ a,-r".
Quando f(r) =0, diremos que r € uma raiz do polinémio f(x).

Exemplo B.20 Sejam f(z) = =2 +2®> + 2 € Zlz], r = —1 e s = 2. Temos:
fr)y=f(=1)==2+(=12+(-D*=0¢e f(s) = f(2) = —2+22+2* = 18. Assim,
r € uma raiz do polindomio f(x), porém s nao € raiz.

Proposicao B.6 Se A for um anel de integridade e f for um polinémio nao nulo
de Alx] com m raizes, entao m < Of.

Demonstracao: Se df = 0, entao f é um polindmio constante e nao tem raiz.
Neste caso, m = 0 e m < Jf. Suponhamos df = n > 0 e que (por hipotese de
indugao) a proposicao seja verdadeira para todo polindémio de grau n — 1. Se f nao
possui raiz, m = 0, entdo, neste caso, a proposi¢ao é verdadeira (porque m < n).
Caso contrario, seja 7 uma raiz de f. Como f é divisivel por (z — r), temos que
existe ¢ € A[z] tal que f = (z—r)-q. Dai, qualquer outra raiz de f (se existir), sera
também raiz de ¢. Como dq = n — 1, temos por hipotese que o niimero de raizes de
g nao ultrapassa n — 1. Juntando-se as raizes de ¢ com r, obtemos as raizes de f.
Logo, o nimero de raizes de f nao ultrapassa (n — 1) + 1 = n e dai, por inducao, a
proposicao fica demonstrada. [ |
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Apéndice C

Algebra Linear

Nesse apéndice, apresentaremos algumas defini¢coes e resultados, da Algebra
Linear, essenciais para nosso estudo. Algumas demonstracoes nao serao feitas aqui
e poderao ser consultadas na referéncia bibliografica [6].

C.1 Espacos Vetoriais

Definicao C.1 Um espago vetorial V' consiste no sequinte:

1. Um corpo K de escalares.
2. Um conjunto nao vazio V' de objetos chamados vetores.
3. Uma operagao de adi¢cao de vetores que associa a cada par de vetores u,v € V
um vetor u +v € V', chamado soma de u e v, de tal forma que
(a) a adigdo é comutativa, ou seja, u + v = v + u, para quaisquer u,v € V;
(b) a adi¢ao € associativa, ou seja, u+ (v + w) = (u+v) + w, para quaisquer
u,v,w eV,
(c) existe um inico vetor 0, chamado vetor nulo, tal que v+ 0 = v, para
todov € V;
(d) para cada vetor v € V' existe um unico vetor —v € V tal que v+ (—v) = 0.

4. Uma operacao de multiplicacao por escalar que associa cada par com escalar
A € K ewvetorv €V a um vetor \v € V', chamado produto de \ e v, de tal forma
que

(a) lv = v, para todo v € V;

(b) (MA2)v = A (Agw), para quaisquer A\, Ao € K ev € V;

(¢c) Mu+v) = Au+ A, para quaisquer A € K e u,v € V;

(d) (M1 + A2)v = Mo + \v, para quaisquer A\, As € K ev € V.

Nas condigoes acima, dizemos que V é um espago vetorial sobre o corpo K
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ou, simplesmente, V' é um espaco vetorial. Em seguida, veremos dois exemplos de
espagos vetoriais.

Exemplo C.1 Sejam K um corpo e K™ o conjunto formado por todas as n-uplas
v = (T1,T, -+ ,x,), comx; € K. Seu = (y1,92, -+ ,yn) € K™ podemos definir
soma de vetores e produto por escalar em K" da sequinte forma:

vtu= (1 +y1, T2+ Yo, Tn + Yn)
A= (A1, Azg, -+, Axy).

As operagoes de soma de vetores e multiplicacio por escalar aqui definidas tem
as propriedades dos itens 3 e 4 da Definicao C.1, logo, K™ é um espago vetorial.
Em particular, como Q, R e C sao corpos, podemos concluir que Q™, R™ e C" sao
espacos vetoriais com as operacoes dadas acima.

Exemplo C.2 Sejam K um corpo e m,n € N. Consideremos o conjunto K™*"
formado por todas as matrizes m X n sobre o corpo K. Podemos definir soma de
vetores e produto por escalar em K™ ™ da sequinte forma:

(A+ B);; = Aij + Bj;

O conjunto K™ " junto com as operagoes definidas neste exemplo tém as propri-
edades dos itens 3 e 4 da Definicao C.1, logo, K™*™ é um espaco vetorial e recebe
o nome de espago das matrizes m X n.

Definicao C.2 Seja V um espaco vetorial sobre um corpo K. Um subespaco de V
€ € um subconjunto W de V' que também € um espaco vetorial sobre o corpo K com
as operacoes de adicao e multiplicagcao por escalar de V.

Proposicao C.1 Um subconjunto nao vazio W de V' é um subespaco de V se, e
somente se, para cada para de vetores u, v em W e escalar A\ € K, o vetor A\u + v
estda em W.

Exemplo C.3 Consideremos o espago vetorial K™ das n-uplas sobre um corpo K.
Seja W um subconjunto de K™ formado por todas as n-uplas (x1, xa, -+, T,) com
x, = 0. Sendo u = (x1, z2, ---, 0) ev = (y1, Yo, -+, 0) vetores quaisquer em
W, temos que

>\U’+U - /\(Ila $2,"',0)+<y1, y27"’70)
= (Amy, Awg, -+, 0) + (Y1, Y2, --+, 0)
= (Az1 4y, \ea+ya, -+, 0) € WL

Pela Proposicao C.1 podemos concluir que W € subespago de K™.
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Definicao C.3 Seja V' um espacgo vetorial sobre o corpo K e consideremos os ve-
tores u, vy, va, -+, v, em V. Dizemos que u é combinacao linear de vy, vg, - -+, v,
se existirem escalares \i, Ao, -+, A\, em K tais que

U = AU+ XU+ -+ AU,
i=1

Definicao C.4 Seja S um subconjunto de vetores num espaco vetorial V. O subes-
paco gerado por S € definido como sendo a interseccao W de todos os subespagos
de V' que contém S. Quando S € um conjunto finito S = {vy, ve, -+, v,}, deno-
minaremos W simplesmente o subespaco gerado pelos vetores vy, vy, - -+, Uy.

Proposicao C.2 O subespago gerado por um subconjunto nao vazio S de um espaco
vetorial V' € o conjunto de todas as combinagoes lineares de vetores de S.

Exemplo C.4 Seja V' o0s espaco das funcoes polinomiais sobre um corpo K. Seja
S o subconjunto de V' formado pelas funcgoes f1, fa, -+, fn definidas por

folz) =2" ne{0,1,2,---}.

Pela Proposicao C.2, V € o subespago gerado pelo conjunto S.

C.2 Bases e Dimensao

Definicao C.5 Seja V' um espago vetorial sobre o corpo K. Um subconjunto S de
V' € dito linearmente dependente (ou simplesmente LD) se existem vetores distintos
V1, Vg, ++ -, U, em S e escalares A1, Ao, ---, A\, em K, nao todos nulos, tais que

)\11)1 + )\2’02 + o+ )\nvn = 0.
Um conjunto que nao é LD € dito linearmente independente (ou simplesmente LI).

Observagao C.1 O que nos interessa de fato sao os conjuntos de vetores LI. A
Definicao C.5 nos diz que S € LI se, e somente se, para quaisquer vetores distintos
V1, Vg, ++ ¢, Up em S, A1 + AgUg + - - - + A\v, = 0 implica que cada \; = 0.

Definicao C.6 Uma base de um espaco vetorial V' é um conjunto linearmente in-
dependente de geradores de V.

Definicao C.7 Um espaco vetorial V é de dimensao finita se ele possui uma base
finita. Nesse caso, o numero de elementos da base é a dimensao de V', que denotamos
por dim V.
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C.3. TRANSFORMACOES LINEARES

Exemplo C.5 Consideremos um espaco vetorial C", on de C é o corpo dos niimeros
complexos. Seja S o subconjunto formado pelos vetores

61:(7

1,0,0,---,0)
e; = (0,1,0

, ’...,0)

er; : (0,0,0,---,1).
Se x1, xg, -+, T, sGo escalares em K, podemos escrever
V=161 + Xo€g + -+ + Tply,
ou seja, v = (x1,Ta, -+ ,Ty). 1sso mostra que ey, ey, - -+, €, sao geradores K™.
Por outro lado,

$161+x262+"'+xn€n:0 = (wlax%"'7xn):(070a07”'70)
&S r=x9=---=z, =0.

Assim, os vetores eq, es, -+ -, e, sao LI e, portanto, S = {e1, ey, --+, e,} € uma base
de C™, denominada base canonica. Como a base S do espago C" tem n elementos,
podemos concluir que dim C" = n, ou seja, C™ € um espago n-dimensional.

C.3 Transformacoes Lineares

Definicao C.8 Sejam V e W espagos vetoriais sobre um corpo K. Uma transfor-
macao linear T de V. em W € uma funcao de V- em W tal que

T(Au+v) = ANTu) + T,
para quaisquer vetores u,v em V e escalar A € K.

Exemplo C.6 Seja K um corpo e V' o espaco vetorial de todas as fungoes polino-
miais f: K — K dadas por

f(x) = apz™ 4+ ap_12" ' + -+ apr® + a1 + ag.

Seja
(Df)(z) = napa™ ' + (n — Dap_12" 2 + - 4 2a7 + a;.

Nesse caso, D € uma transformagao linear de V- em V chamada transformacao
derivacao.
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C.3. TRANSFORMACOES LINEARES

Definicao C.9 Sejam V e W espacos vetoriais sobre um corpo K. Uma transfor-
macao linear bijetora T de V. em W € denominado um isomorfismo de V em W.
Nesse caso, dizemos que V € isomorfo a W.

Teorema C.1 Todo espaco vetorial n-dimensional sobre um corpo K é isomorfo ao
espaco K™.

Demonstracao: Sejam V' um espago vetorial de dimensao n sobre um corpo K e
B =1{5y,Ba, - uma base de V. Consideremos uma aplicagao 17" : V — K"
) ) ) n
que associa cada vetor v de V' a n-uplas de suas coordenadas com relacao a base
. Em outras palavras, sendo x1, o, - - -, T, as coordenadas de um vetor qualquer
de V com relacdo a base & temos que Tv = (1,29, -+ ,z,). E facil perceber
7 ) Y

que T é uma transformacao linear. Além disso, para qualquer vetor v de V existe
uma unica n-upla (z1, 29, -+ ,z,) € K™ associada a v pois se existisse outra n-upla
(Y1, Y2, ,yn) € K™ associada ao mesmo vetor teriamos

n n
v=>Y wifi e v=> uib;
1=1 =1

logo

szﬁl - Zyzﬂz = Z(ml —y)B; =0
=1 i=1 i—1

e a independéncia linear dos vetores 3; nos levaria concluir que x; — y; = 0, ou seja,

xr; = y;, para cada 7. Assim mostramos que 7T é injetiva. Além disso, se considerar-

mos uma n-upla qualquer (z, xs,--- ,x,) € K", ela representara as coordenadas do
n

vetor v = ZiBlﬂi, logo T' também é sobrejetora e, portanto, V' e K™ sao espagos
i=1

vetoriais isomorfos. [ |

Geralmente, ao invés de utilizarmos n-uplas, é mais conveniente representar um

vetor v por meio de uma matriz coluna das coordenadas de V' em relagao a uma

base # do espaco vetorial ao qual ele pertence. Em outros termos, ao invés de

escrevermos v = (xy, T3, - , T, ), podemos representar v por
€
T2
[U]%’ = . )
Tn
onde xq, x9, - -+, X, sao as coordenadas de v com relacao a uma base de V.

Para finalizar esta secgao, enunciaremos um teorema que nos mostra como de-
terminar a matriz de uma transformagao linear.
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C.4. ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO INTERNO

Teorema C.2 Sejam V' e W espacos vetoriais sobre um corpo K tais que dimV =n
e dimW = m. Sejam B e B bases ordenadas de V e W, respectivamente. Para
cada transformacgao linear T' : V. — W existe uma matriz m x n A sobre o corpo
K, denominada a matriz de T em relagao a B ¢ B, tal que

[TU]%/ = A[U],%a

para todo vetor v em V. Além disso, T — A € uma correspondéncia bijetora entre o
conjuntos das transformacoes lineares de V-em W e o conjunto das matrizes m X n
sobre o corpo K.

C.4 Espacos Vetoriais com Produto Interno

Definicao C.10 Sejam C o corpo dos nimeros complexos e V. um espago vetorial
sobre C. Um produto interno em V' € uma fungao que associa a cada par de vetores
u,v € V um escalar (u,v) € C de modo que, para todo u,v,w € V e X € C, temos:

(a) (v,v) >0 e (v,v) =0 se, e somente se, v =10;

(b) (u,v) = m, onde a barra representa conjugagdo complexa;

(¢) (u+v,w) = (u,w) + (v, w);

(d) (Mu,v) = Xu,v);

Nas condigoes acima, dizemos que V' é um espago vetorial com produto interno.
Exemplo C.7 Consideremos o espago wvetorial C" sobre o corpo C.  Sejam

u = (uy, ug, -+, Uy) ev = (v1, vy, -+, vy,) vetores em C", o produto interno
canonico desse espaco € definido por

(u, ’U> = uﬁl + UQ@Q —+ -4 unﬁn = Z Ujﬂj-
j=1
Quando tratamos do espaco R, esta defini¢cdo torna-se
(u,v) = ugvy + UgVy + -+ - + UKV, = Zujvj.
j=1

Esse produto interno €, usualmente, chamado de produto escalar.
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C.4. ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO INTERNO

Definicao C.11 Consideremos um espago vetorial com produto interno V sobre C.
Seja v um vetor em V. A norma de v € dada por

loll = (v, 0)"%.

Definicao C.12 Sejam u e v vetores num espaco vetorial V' com produto interno.
Dizemos que u e v sao vetores ortogonais quando (u,v) = 0. Se S é um subconjunto
de V', dizemos que S € um conjunto ortogonal se dois quaisquer vetores distintos
de S sao ortogonais. Um conjunto ortonormal € um conjunto ortogonal S, com a
propriedade adicional de que ||v|| =1, para todo v em S.

Exemplo C.8 As bases canonicas de R™ e C" sao ortonormais em relagao ao pro-
duto interno candénico definido no Exemplo C.7.

Proposicao C.3 Seja V' um espago vetorial com produto interno, entao, para quais-
quer vetores u,v € V temos:

(a) [{(v,u)| < ||v] |||l (desigualdade de Cauchy-Schwarz);
(b) [Jv +ul| < ||v]] + ||u]| (desigualdade triangular).

Demonstragao: (a) Se u = 0, a desigualdade é 6bvia. Suponhamos que u # 0 e
(v, u)

[

vamos tomar w = v — u. Os vetores u e w sao ortogonais, pois

= (v <U’u>uu:vu—<v’u>uu:vu w,up e
o) = ( ) = oy = ) = (o = Sl =

J[u]? ]

Como ||w|]* = (w,w) > 0 temos que

Pl = (et (e v o)
)+ (e o)+ (e )

(v, )

lu]?

— o)+ (. &

(v,u)
I

LCRD) S (U0

fal® = ull?

<U7u> . <U,U> A HuHZ
Jull  lull?

= Jlwl*+ (w,u) + {u, w) +

= Jlwl*+

Logo, [{v, u)* < [[v[|*[|ul|* e, portanto, [(v, u)] < [|v]| [ull
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C.4. ESPACOS VETORIAIS COM PRODUTO INTERNO

(b) Denotaremos por Re(u, v) a parte real do produto interno (u,v). Desse modo

lo+ul? = +uv+u) = (v,0)+ (v,u) + (u,v) + (u,u)
[v]]? 4 (v, u) + (v, u) + [Ju]]?
= [Joll> +2 - Re(v, u) + [|ul]?
< wllP 42 v, w)] + [lul?
< wlP+2 vl -l + [ju))? (desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Portanto, [|v 4 ul|* < ([Jv]| + [[u])? e, portanto, [lv +ul| < [l 4 [|ul|. u

Teorema C.3 Um conjunto ortogonal de vetores nao nulos € linearmente indepen-
dente.

Demonstragao: Seja S um conjunto de vetores ortogonais em um espago vetorial
com produto interno V. Suponhamos que vy, vq, - -+, v, sejam vetores distintos em
S e que v=A\vi+ Avy + -+ \v,. Desse modo

(v,v;) = Z<>\ﬂjavz‘> = ZAj(vj,vZ) = Aj(vj,5).

Como (vj,v;) # 0 temos que

>\j _ <U>Uj> _ <vaj> (Cl)

Corolario C.1 Se um vetor v é combinagao linear de um conjunto ortogonal de
vetores nao nulos vy, vy, --+, v, entao v € exatamente a combinacao linear

n
V= Z <U’,Uj2>1)j.
[[oj

J=1

Demonstracao: Sendo v = A\v; + \vy + -+ + A\,v,, basta aplicar o resultado
obtido em (C.1) para obter

Vo= AU+ Avg 4+ Ay,
= D = S
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