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Resumo

Neste trabalho apresentamos os principais conceitos de médias: Aritmética, Ge-
ométrica, Harmoénica e Quadratica e também o Principio das Gavetas de Dirichlet.
Destacamos como principais direcoes deste trabalho, as aplicacoes destes conceitos
nas diversas dreas da matematica e a possibilidade de se trabalhar tais contetidos
no Ensino Médio. Ressaltamos também os principais teoremas abordados, os quais
sao, a Desigualdade das Médias e os Teoremas de Ramsey e de Dirichlet que sao
aplicacoes nao triviais do Principio das Gavetas.

Palavras-chave: Médias, Desigualdade das Médias, Principio das Gavetas.



Abstract

We present the main concepts of averages: Arithmetic, Geométrica, Harmonica
and Quadratic and also the Dirichlet’s Drawer Principle. We highlight as the main
directions of this work, the application of these in various areas of mathematics and
the ability to work with such content in high school. We also emphasize the main
theorems approached, which are the Inequality of Medium and theorems Ramsey
and Dirichlet that are nontrivial applications of the Drawer Principle.

Keywords: Medium, Inequality of Means, Principle of Drawers.
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Introducao

No presente trabalho, trataremos sobre as Médias, suas Desigualdades e o Prin-
cipio das Gavetas de Dirichlet. As médias sao bastante conhecidas e trabalhadas
no Ensino Basico, ja as desigualdades nem tanto, apesar de tantas possibilidades de
aplicagoes, como mostraremos nesse trabalho. No entanto, o Principio das Gavetas,
¢ um tema pouco ou quase nunca lembrado pelos professores de Ensino Médio. E
aqui, tratamos dele como ferramenta bastante eficiente na resolucao de problemas,
ja que é possivel aplicar tal principio em diversas areas da Matematica. Nesse sen-
tido, dividimos o trabalho em quatro capitulos.

O primeiro capitulo trata das Médias Aritmética, Geométrica, Harmonia e in-
clusive a Quadratica que pouco é vista no Ensino Médio. Definimos cada um delas,
trazendo ainda algumas aplicagoes de cada tipo de média e exemplificando com
problemas voltados para o Ensino Médio, a partir de [1]. Assim, como também tra-
tamos das desigualdades entre as médias, demonstrando essa relacao bastante tutil
na resolucao de problemas, e apresentando diversos exercicios onde podemos aplicar
tais desigualdades em diversas areas da mateméatica, com mais informagoes em |2].
Além de fazer a representacao de tais médias geometricamente, utilizando diversas
construcgoes e aplicando relacoes e conceitos matematicos. Permitindo a percepcao
de forma lidica das da desigualdade entre as médias.

No segundo capitulo, o Principio das Gavetas de Dirichlet é apresentado e de-
monstrado, assim como sua generalizagao, a fim de evidenciar sua eficacia como fer-
ramenta matematica, uma vez que diversos problemas podem ser resolvidos usando
este principio em diversas areas da matemaética. Apresentamos diversos exemplos
da sua aplicacao, inclusive de cariter logico e uma secao com exercicios resolvidos
onde ja podemos perceber sua importancia na resolucao de problemas matemaéticos,
baseados em |[3], [4], [5], 6], |[7] e [8] . Por fim, relacionamos algumas areas da
matematica com o principio das gavetas, ressaltando os conhecimentos prévios na
resolucao, como pode ser visto em [2].
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De forma a certificar a importancia do Principio das Gavetas, o terceiro capitulo
traz dois teoremas onde este principio é utilizado como ferramenta na sua demons-
tracao, sao eles o Teorema de Dirichlet e o Teorema de Ramsey, aplicagoes classicas
do Principio das Gavetas e um convite a se aprofundar mais no assunto através da
leitura de [2] , [9] e [10].

No quarto e iltimo capitulo, apresentamos a experiéncia em sala com a aplicacao
de testes e seus respectivos resultados. Foram aplicados dois teste versando sobre
o Principio das Gavetas. O primeiro teste foi aplicado aos alunos sem apresentar
o Principio das Gavetas. E, antes da aplicacao do segundo teste, o Principio das
Gavetas foi apresentado aos alunos, de forma expositiva, e ainda foi feita a resolucao
do primeiro teste. Os resultados sao apresentados pelos percentuais de acertos em
ambos os testes, além de graficos que fazem um comparativo entre cada teste.

Percebendo o interesse e a curiosidade dos alunos do Ensino Médio, em utilizar
o Principio das Gavetas, sugerimos aos professores que procurem abordar o tema
quando possivel, em suas aulas. Esse é o principal objetivo desse trabalho, mostrar
que podemos aplicar os temas aqui apresentados para tornar o ensino de matematica
mais atrativo para os alunos.

xii



Capitulo 1
Médias

Neste capitulo fazemos uma breve introducao das principais médias. As médias
estao associadas a ideia de substituir uma sequéncia de ntimeros por um Gnico que
represente toda sequéncia. Observamos que, geralmente, as médias estao associadas
a uma determinada operacao sobre a sequéncia dos nimeros. Apo6s definir cada
média a partir de [1], fazemos aplica¢oes da utilizagdo com alguns exemplos e pro-
pondo alguns exercicios para que haja uma melhor fixacao das ideias, tomando como
referéncias [2] e [6].

As Médias sao essenciais para fazer estimativas de tendéncias de crescimento
populacional, de taxas de rendimento em investimentos ao longo de um dado tempo,
velocidade média ou, até mesmo, para aplicar na geometria plana e espacial. Apesar
do conceito de Média ser extremamente simples, é importante saber identificar as
situacoes adequadas para uma aplicacao correta de cada tipo de relagao envolvendo
os conceitos de Média, pois uma aplicagao incorreta pode gerar erros relevantes e
estimativas discrepantes com a realidade.

1.1 Definicoes de Médias

Para as médias que trabalhamos podemos dar uma conceitualizacdo geral. A
ideia chave é a da substituicao de uma sequéncia de valores por um valor que repre-
sente todos.

Definigao 1.1 Considere uma sequéncia finita de nimeros reais (x1,xa,...,T,) €
* uma operacao sobre os membros da sequéncia. Uma média dos elementos da
sequéncia com respeito a operacao * € um numero real M com a propriedade de
substituir todos os elementos da sequéncia no que diz respeito a operacao  , isto €

Ty xTok...xLy =M*Mx...xM.
VvV

n termos



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

Observacao 1.1 O conceito geral de média descrito acima € abstrato. Portanto,
devemos especializd-lo para encontrar importantes tipos usuais de média. Nos casos
que trabalhamos a média é, de fato, um nimero intermedidrio, entre o menor e o
mator elemento da sequéncia. Isto é€,

min{z;} < M < maz{z;}

Claramente, se o menor e o maoir numeros sao iguais, a média € igual a estes
numeros.

Observacao 1.2 Quando for dito que uma sequéncia de termos estd em ordem
crescente queremos dizer que v1 < 1o < ... < x,. Quando a desiqualdade for
estrita, r1 < xo < ... < x, diremos que a sequéncia de termos é estritamente
crescente. Para as médias que trabalhamos e na maioria dos resultados obtidos a
ordem dos termos nao € relevante, pois estamos lidando com operacoes comutativas
como adicao e multiplicacao entre numeros reais.

1.1.1 Meédia Aritmética

Defini¢ao 1.2 A média aritmética (simples) de uma sequéncia de nimeros reais
(x1,22,...,2,) € 0 nimero A com respeito a operacio de adi¢ao, desta forma

(T14+ 22+ ... +w) =A+A+ ... +A=nA

n termos

Portanto,
. $1+.T2-|——|—.Z'n

n

A

Aplicagao 1.1 Cada termo de uma progressao aritmética (PA), exceto os extremos,

pode ser obtido pela média aritmélica dos termos equidistantes. Fm particular;
Ai—1 + Git1 )
aiZJ parai=23,...n—1< a1 —a; =a; —a;i_1 =1

onde (..., aj_1,a;,a;s1, ...) estao em PA cuja razao € r.
Exemplo 1.1 Considere uma PA tal que az =7 e ay9g = 55. Determine as.

Solugao: Basta perceber que

a3+a19_7+55_
2 2

ayp = 31

az +an 7+ 31 _

= 19.
2 2

a7 =



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

Exemplo 1.2 Em seis provas, onde as notas atribuidas variam de 0 a 100, um
estudante obteve média 83. Se a menor nota for desprezada a sua média sobe para
87. Qual foi a menor nota obtida nas 6 provas?

Solucao: Considere x4 a menor nota. Entao,

Ty + Xy + T3+ Tg+ X5+ Tg
6

=83 lOgO $1+$2+SE3+$4+SE5+$6:498 (11)

X1+ To+ T3+ Ts + Ty
5
Subtraindo 1.2 de 1.1, temos

=87 logo x1+ o+ x3+ 5+ 16 = 435. (1.2)

rg = 498 — 435 = 24 = 63
Portanto a menor obtida nota foi 63 . o

Exemplo 1.3 Suponha que a média aritmética de uma turma de 20 pessoas seja 7
numa determinada prova. Qual serd a média das 19 pessoas restantes se retirarmos
da turma o unico aluno que tirou nota 10.

Solucao: Temos pela média artmética que

T+ X9+ ...+ T
20

Ou seja, a soma das notas é 140. Considere z,, = 10 o aluno com nota 10. Desta
forma,

:7:>l'1+$2—|—+$20:140

19 19 19 T

Portanto, a média das 19 pessoas seria 6, 84. o

Lema 1.1 Propriedade da Média Artmeética Se a média aritmética dos nime-
708 T1, T2, ..., Ty € tqual a T, pelo menos, um dos nimeros xi, s, ..., T, € Maior que
ou igual a T. Podendo o leitor consultar [2] para mais detalhes.

Demonstragao: Supor, por contradicao, que z; < T para todo 1 =1,2,...,n.

Ou seja, v1 < T, 09 < T, ..., Ty < T . Assim, x1 + x5 + ... + z, < n.T, e dividindo

. 1 +To+ ...+ _ _ _ 3
a desigualdade por n, temos, ! 2 " < 7. E portanto T < Z, o que é

n
absurdo. Logo, existe 1 € 1,2, ...,n tal que z; > 7. [ |

A possibilidade de ocorrer varios z; iguais inspira a definicao de uma média arit-
mética onde as grandezas possam ter pesos a elas associados, pesos estes que de
alguma forma deem uma ideia de multiplicidade. Entao, se agruparmos os termos
iguais e multiplicarmos pela frequéncia de cada um deles teremos a conhecida média
aritmética ponderada.



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

1.1.2 Meédia Ponderada

Definigao 1.3 A média aritmética (ponderada) de uma sequéncia de nimeros
(x1,22,...2,) € de pesos (p1,pa,...Dn), com 08 pis > 0, € o numero P com respeito
a operacao de adicdao com pesos, desta forma,

P11 +p2x2+...+pnxn :p1P+p2P+...+pnP.

Portanto
7 _ D + Do + ...+ Pay

pr+p2+...+pn

P

Exemplo 1.4 Em um grupo de pessoas, 70% das pessoas sao adultos e 30% sao
criancas. A massa média dos adultos € 70 kg e a massa média das criancas é de 40
kg. Qual a massa média do grupo? Retirado de [6].

Solucao: A massa média serd a média aritmética ponderada dos dois subgrupos,
com pesos relativos de 0,7 e 0, 3.

~0,7.70+0,340  49+12
- 0,7+0,3 1

61

Logo, o grupo tem 61 kg de massa média. o
Média Aritmética Simples e Média Aritmética Ponderada

Verifica-se que a Média Aritmética Simples nao traduz precisamente diferencas
de desempenho, crescimento populacional etc., por considerar que todos os elemen-
tos componentes possuem o mesmo peso, ou seja, a Média Aritmética Simples nao
considera repeticoes dos elementos, tampouco as variagoes destes mesmos elemen-
tos ao longo do tempo. Por isso, a Média Aritmética é mais precisa para mostrar
retornos numeéricos de problemas que nao envolvam repeticoes dos elementos cons-
tituintes ou grandes variacoes entre os valores destes elementos ao longo do tempo.
Nestes casos, a Média Aritmética Ponderada mostra resultados mais precisos.

Exemplo 1.5 Em um departamento de uma empresa qualquer, um funciondrio re-
cebe um saldrio de R§ 1.000,00 por més, enquanto outro recebe R§ 12.500,00 por
més. Qual € a média salarial mensal destes funciondrios?

Solugcao: Como temos que z1 = 1000, x5 = 12500 e que n = 2, o niimero funcio-

nérios. Entao,

1 1
A 000 + 2500:>A:675O

Logo, a média salarial mensal serd de R$ 6.750,00. o



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

Verifica-se que o valor obtido por meio da Média Aritmética Simples nao possui
uma correspondéncia, que pareca verdadeira, com os salarios apresentados.

Vamos verificar, no proximo exemplo, se havera essa discrepancia entre os valores
apresentados e a média:

Exemplo 1.6 Verifique a tabela a sequir e, com base nos dados nela contidos, cal-
cule a média salarial mensal:

Quantidade de Funcionarios | Salarios / més (em R$)
15 800,00
3 3.000,00
2 5.250,00
1 12.100,00

Tabela 1.1: Tabela dos Salarios dos Funcionarios

Solucao: Como héa repeticoes do mesmo valor salarial, ou seja, mais de um funcio-
nario recebe o mesmo salario, o uso da Média Aritmética Ponderada é mais indicado.
Como temos os valores

x1 =800, x9 =3000, z3=>5250 e x4 = 12.100
e 0S pesos
p1:157 p2:37 p3:2 € p4:]-
Entao, aplicando a Média Ponderada temos
(15.800) + (3.3000) + (2.5250) + (1.12100)
154+3+2+1

p_ 12000 + 9000 —;—110500 + 12100 — P = 2076, 19

Portanto a média salarial mensal seria de R$ 2076,19. o

P =

Se os funcionérios confrontassem seus salarios e as médias mensais dos seus sala-
rios com os outros funcionarios, certamente, ninguém concordaria com tais valores,
tanto os que ganham mais quanto os que ganham menos. Por essa razao, conside-
ramos as Médias Aritméticas(simples ou ponderadas) apenas como uma tentativa
de minimizar as relagoes entre duas ou mais medidas, nao tendo muita utilidade
pratica, a nao ser em situacoes nas quais exista uma grande quantidade de elemen-
tos a medir e se faz necessario determinar apenas uma amostra para lidar com o
tema abordado. Por consequéncia, as Médias Geométricas e as Médias Harmonicas
possuem mais utilidade pratica.



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

1.1.3 Meédia Geométrica

Definicao 1.4 A média geométrica de uma sequéncia de nimeros reais positivos
(x1,22,...,2,) € 0 nimero G com respeito a operacio de multiplicacdo, desta forma

Portanto,

Aplicagao 1.2 Cada termo de uma progressio geométrica (PG), exceto os extre-
mos, pode ser obtido pela média geométrica, em maodulo, dos termos equidistantes.
Em particular

. a; Ait1
la;| = Ja;_1.a;x1 para i=23,....n—1< = =q

a;—1 Q;

onde (...,a;_1,a;, a;41,...) estao em PG cuja razdo € q.

Exemplo 1.7 Considere uma PG tal que ag = 1 e a1 = 625. Determine aqq.

Solucao: Basta perceber que a5 ¢ a média geométrica entre ag e aig, portanto
a1y = /ag.ag = V1.625 = /625 = 25

e que aig ¢ a média geométrica entre ag e a1z, portanto

a10 = y/Aag.12 = V 1.25 = \/% =95

o
Aplicacao 1.3 O maodulo do produto dos n primeiros termos de uma PG é:
n
1P| = (aran)?
De fato, se considerarmos o produto P, = aj.as..... (p—q.Qy € TEESCTEVETMOS €SSE
produto na ordem inversa dos termos, ou seja, P, = ap.ap_q. . . .. as.ay. A multipli-

cacao das duas expressoes termo a termo, na ordem serd
2
P = (ay.a,).(ag.apn—1) ... (ap_1.a2).(an.a1)
sabemos que ai.a, = G3.0p_1 = ... = Qp_1.00 = Ayp.a1, l0go

Pg = (a1.a,)" & |P,| = (alan)%



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

Exemplo 1.8 Determine o produtos dos 40 primeiros termos de uma PG cujo pri-
meiro e o quadragésimo termo sao 1 e 2 respectivamente.

Solugao: ©
|Py| = (1.2)2 = 2%

Como a; e as sao ambos positivos, entdao a PG é positiva, logo, Pyy = 22 o

Aplicacdo 1.4 E muito comum se fazer uso das Médias Geométricas em geometria
plana e espacial:

Exemplo 1.9 A altura de um tridngulo retdngulo em relacdo a hipotenusa é a média
geométrica das projecoes ortogonais dos catetos sobre a hipotenusa.

Solucao:  Observe a construcao abaixo, aplicando a razao de semelhanca nos
triangulos semelhantes AHC' e BH A teremos:

A

Figura 1.1: A altura é a Média Geométrica das projecoes dos catetos sobre a hipo-
tenusa.

@ﬁzﬁ(:)h:\/mxn.
m h

Q &
==
s
S

O

Exemplo 1.10 Podemos interpretar a Média Geométrica de trés numeros a, b e
¢ como a medida | da aresta de um cubo, cujo volume é o mesmo de um prisma
retangular reto, desde que este tenha arestas medindo exatamente a, b e c.

Solugao: Sabemos que o volume de um Prisma de dimensoes a, b, c é dada por
V = a.b.c e o volume de um cubo de aresta [ ¢ dada por V = [3. Igualando os

volumes:
abe=10—=1=Vab.c
Portanto temos que [ é a Média Geométrica entre a, b e c. o

7



1.1. DEFINICOES DE MEDIAS

Figura 1.2: Prisma de dimensoes a,b,c e Cubo de aresta .

Aplicagao 1.5 A Média Geométrica € frequentemente usada na Matemdtica Finan-
ceira quando discutimos tazas de rendimento em investimentos, ou ainda em juros
SUCESSIVOS.

Exemplo 1.11 Um investimento rendeu anualmente conforme a sequinte tabela:
Qual a média anual de rendimento desse investimento?

[ 2013 [ 2014 | 2015 |
| 15% | 5% | 7% |

Tabela 1.2: Tabela de Rendimentos Anuais
Solugao: Queremos encontrar uma determinada taxa ¢ tal que

(14+4)* = (140,15).(1 +0,05).(1 + 0,07).
Logo,

(1+1i) = ¢/1,15.1,05.1,07 ~ 1,0891.
que nos da uma taxa média de aproximadamente 9%. Assim, temos que i = 9%. ¢

Aplicacao 1.6 Numa aplicacdo a juros compostos o fator de aumento médio é a
média geométrica dos fatores de aumento individuais.

Exemplo 1.12 Considere que a tara de rendimento de um fundo de renda fiza
tenham sido 10% no primeiro quadrimestre, 20% no sequndo e 15% no terceiro.
Determine a taxa média de rendimentos anuais admitindo regime de capitalizagao
composta entre os quadrimestres.

Solugao: Queremos encontrar uma determinada taxa ¢, tal que:

(144)* = (1+0,1).(140,2).(1+0,15).

Logo,
(1+1)=+/1,1.1,2.1,15 ~ 1,1493
que nos da uma taxa media de aproximadamente 14, 93%. o
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1.1.4 Meédia Harmonica

Definicao 1.5 A média harménica de uma sequéncia de nimeros reais nao nulos

(x1,22,...,2,) € 0 nimero H com respeito a operacdo de soma dos inversos, desta
forma

1+1+ +1—1+1+ +1_n

Tttt TE YR TR T

n termos

Portanto,

Observacao 1.3 Alguns dos problemas prdticos mais interessantes sobre médias
estao relacionados ¢ média harmonica. E importante que saibamos reconhecer es-
ses problemas. A sequir colocamos alguns exemplos onde surge a ideia da média
harmonica. Nesses problemas o que geralmente ocorre é o fornecimento de tazas de
variagdo (velocidades, periodos, vazdes etc) e se pede algo relativo a taza de variagao
média.

Aplicacao 1.7 Um automdvel vai da cidade A para B com uma velocidade média
de vy e volta, pelo mesmo caminho, de B para A com uma velocidade média de vs.
A wvelocidade média em todo percurso serd a média harmonica de vy e vs.

~ . ) d
Solucgao: De fato, sendo d a distancia entre A e B, temos que t; = —, tempo de
U1

d
ida, e 5 = — tempo de volta. Se v é a velocidade média em todo percurso, entao

()
2d
v=———, donde
11+t
d
— =t t+to=—+—
U1 ()
e portanto,
2 1 n 1 N 2
- = — P v =
v U1 V2 i i
U1 V2

Portanto, temos que v é a média harmonica entre v; e vs.
Note que a argumentacao nao se altera se tivermos n deslocamentos iguais com

velocidades médias em cada parte vy, v, ..., v, . Ou seja, se v é a velocidade média
em todo percurso, temos
n 1 1 1 n
v U1 V2 Un, IS 4+ =
U1 V2 Un
o
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Exemplo 1.13 Um veiculo faz metade da distincia de um trajeto qualquer a 90
km/h e a outra metade a 50 km/h, a velocidade média do trajeto serd:

Solucao: Como temos que x; = 90 km/h , x9 = 50 km/h , e duas partes
do trajeto, logo n = 2. A velocidade média serd a média harmonica entre x; e xo,

portanto
2 2 2 900
H= L L7540 W =g 03
90 50 450 450
A velocidade média é portanto de 64,3 km/h. o

Aplicacao 1.8 Se um tanque pode ser enchido individualmente por uma torneira
1 em wm tempo Ty , por uma torneira 2 em um tempo Ty , assim sucessivamente
até uma torneira n em um tempo T, , entao se pusermos todas as torneiras simul-
taneamente para encher o tanque, o inverso do tempo que levarao é a soma dos
mversos dos tempos delas separadas. Note que cada uma das torneiras pode ser
substituida por torneiras de mesma vazao, de modo que o tempo necessdrio para que
esta torneira substituta encha o tanque € a média harmonica dos tempos individuars.

- .1 . , . .
Solucao: A razao T corresponde a fracao do tanque que é cheia em uma unidade
i
de tempo pela torneira i , ou seja, a vazao da torneira ¢ . Logo, se T for o tempo

necessario para as torneiras juntas encherem todo tanque e — a vazao de n torneiras

denti h it ¢ ; n 1 1 n 1 P 1 o
idénticas encherem juntas o tanque, teremos: — = — = — 4+ — + ... + —.

] que; t T T, T T,
Exemplo 1.14 Trés torneiras ligadas sozinhas enchem um tanque em 3 h, 4 h e 6 h
respectivamente. Ligando as tres torneiras simultaneamente, quanto tempo levarao
para encher o tanque sabendo que hd um vazamento capaz de esvaziar o tanque em

12 h.

Solugao: Observe que o problema tem um wvazamento, que é considerado como
uma torneira que enche o tanque em tempo negativo. Basta fazer,

1 1 1 1 1

T 37176 1
4 3 2 1
12012 120 12
8
12
Obtendo assim 7" = 3/2.
Portanto, para encher o tanque sera preciso %h, ou seja, 1h 30min. o
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Meédias Harmonicas sao usadas quando temos que lidar com uma série de valores
inversamente proporcionais como um calculo de uma velocidade média, relacoes
entre velocidade e tempo, um custo médio de compras com uma taxa fixa de juros
e resisténcias elétricas em paralelo, por exemplo.

Podemos exemplificar essa representacao mostrando relacao entre a resisténcia
total, Ry, de um sistema em paralelo e a soma das suas resisténcias, R; e Ry, por

1 1
exemplo. Temos: R_T = (E + E)

, uma relacao com o inverso das resisténcias.

Exemplo 1.15 Prove que média geometrica entre dois termos € média geometrica
entre as médias harmonica e aritmética desses dois termos.

Solugao: Dados x e y reais positivos, temos:

2y
T4y

G = V77, A:—x;y e H=

logo,

VAT =[S - g -

2 T+y

1.1.5 Meédia Quadratica

Definicao 1.6 A média quadratica de uma sequéncia de niimeros reais nao nulos
(x1,Ta,...,x,) € 0 nimero Q) com respeito a operac¢ao de soma dos quadrados, desta
forma

eyt =0+ Q.+ QP =nQ”
n tcjrrmos

Portanto

2 2 2
I R a1 e i
Q_\/ n '

Exemplo 1.16 Determine a Média Quadrdtica entre os numeros 1 e 7. Adaptado

do [6].

12472 1449 /50
Solucao: De forma direta : Q) = \/ —g = \/ —; =\ 5 = V25 = 5. o

Aplicacao 1.9 FEstatisticamente, a forma mais natural de medir o quanto uma
sequéncia de numeros se dispersou da média aritmética € através do desvio pa-
drao (o). O desvio padrio é a média quadrdtica dos desvios individuais.

11
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Ou seja, dados (x1,x2,...,2,) e denotando por T a média aritmética dos x;s
temos
o \/(xl — T 4+ (22— T2+ ... + (v, — T)?
n

Exemplo 1.17 Considere a funcao real de varidvel real:

U(x):\/(:pl—x) + (e —x)* 4+ ...+ (x, — ) '

n

_ ,q1- . L. ’ . ... . ~
Prove que T , a média aritmética dos x;s € o valor que minimiza o desvio padrao.

Solugao: Para minimizar ¢ , basta minimizar a funcao o(x)?. Desenvolvendo
o(z)?, temos,

1+ ... +xy :16%—|—...+:1:721
S NS e BRI Ny

o(r)? = 2% — 2 - -

Como essa fun¢io é uma funcao quadrética, da forma y = ax? +bx + ¢, com a > 0,

o minimo ocorre no vertice, onde x, = 2 Logo,
a

1+ ...+xT, _
Ty=—"—"""""=T, =T
n

12
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1.2 Desigualdade das Médias

Nesta secao faz-se uma comparacao entre as varias médias, resultando numa
desigualdade fundamental entre as médias aritmética, geométria, harmonica e qua-
dréatica, a partir das referéncias [1] e [2]. Verificamos diversas aplicagoes envolvendo
as desigualdades das médias e a importancia de tais desigualdades no desenvolvi-
mento das competéncias, em diversas adreas da matemaética, dos alunos do Ensino
Médio.

Teorema 1.1 Desigualdades das Médias Sejam (1, xs,...,T,) nimeros reais
positivos e denotemos por H, G, A, Q) respectivamente as médias harmonica, geomeé-
trica, aritmética e quadrdtica desses numeros, entao temos as sequintes desigualda-

des:
H<G<A<Q.

Além disso, a igualdade em qualquer ponto das desigualdades acima € possivel se, e
somente se, (r1 = 9 = ... = x,) e, nestas condigdes, teremos necessariamente a
igualdade de todas as médias. Baseado em [6].

Demonstracao: Vamos comecar mostrando que a desigualdade G < A implica a
desigualdade H < (. De fato, aplicando a desigualdade G < A para (%, ce zi),
temos "
T SR

i - .

O que é equivalente a

—>nx X
1 1 = 1.---Tp
ottt

isto ¢, a desigualdade H < G vale para a n-upla (z;...x,).

Para demonstrar a desigualdade A < @), consideramos a desigualdade elementar
(x1 — A)? + -+ (2, — A)? > 0.

De onde observamos que (z1 — A)? + -+ + (z, — A)? = 0 se, e somemte se, 71 =
.-+ =ux, = A. Desenvolvendo a desigualdade acima, temos

a4+ 2k = 2A(zy 4+ 2,) + 1A% > 0.
Lembrando que x; + - - - + x, = nA, da tltima desigualdade temos
i+ a2 > nAP

Portanto,
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Ocorrendo a igualdade somente quando x; = --- = x,. Para concluir a prova do
teorema falta mostrar que G < A e que a igualdade s6 ocorre quando x1 = - - - = x,,.
Isto seguira dos dois proximos lemas. |

Antes de darmos os proximos dois lemas que nos permitirao a conclusao do
precedente teorema, vamos introduzir a seguinte definicao.

Definicao 1.7 Dizemos que a desigualdade das médias (A > G) vale para n € N

se para todo lista x4, ...,x, den nimeros reais positivos vale a desigualdade
T+t
T G ———_
n
ocorrendo a igualdade somente quando x1 = -+ = x,.

Lema 1.2 A desigualdade das médias (A > G) vale para n = 2* para k € N.

Demonstracao: A prova sera feita por inducio sobre k. Para k =1, n = 2! = 2,

temos: )
A—G:xl—;—b (VT — \/72) >0

— V01X = =

2
ocorrendo a igualdade somente quando x; = x5. Supondo, por hipétese de inducao,
que o resultado valha para n = 2*, provemos que o resultado também vale para
(X1 + -+ xp) o
n

2n = 2FF1. De fato, aplicando o caso k = 1, para os nimeros

(Tpg1 + -+ - + Tap)
n

, temos

Tyt T B T \/(x1+---+xn)(xn+1+---+x2n)
2n - n n
(@14 +xn)  (Tpgr + -0+ T2p)

Agora, aplicando a hipétese de inducao, para e ,
n n

a ultima igualdade nos da

x1+---+xn;rnmn+1"'+x2” 2\/mm

o que ¢ equivalente a

$1+"'+Z‘n+$n+1"'+l’2n

> R/T1 . XXyl - - Top,

2n
ocorrendo a igualdade somente quando z; = -+ =2, Tpy1 = - =Top € Ty + -+
Tp = Tpy1 + -+ + Toy, 0 que implica que a igualdade s6 ocorre quando z; = --- =
Tp = Tpi1 = - = To,. Portanto, pelo principio de inducao finita, o lema segue. W

14
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Lema 1.3 Se a desigualdade das médias A > G € vdlida para algumn € N (n > 3),
entao ela também vale para para n — 1.

Demonstracao: Sejam zq,...,7,_; nimeros reais positivos. Defina z, = A =
T+ T T+t Tyt n—1A A

! "~1 Note que — S e ( ) +— = A. E, portanto,
n—1 n n n

por hipotese,
A Z \n/ I .. .ZL'n_lA

ocorrendo a igualdade somente quando xy = --- = x,_; = A.
Como a tultima desigualdade é equivalente a A™ > z7 ...z, 1A, concluimos dai

que
A Z L R I AR G,
ocorrendo a igualdade somente quando x1 = -+ = z,,_1. [ |

Corolario 1.1 Se a desigualdade das médias A > G € wvdlida para algum n € N
(n > 3), entdo ela também vale para todo k € N tal que 2 < k < n.

Demonstracao: Segue imediatamente aplicando o Lema 1.3, recursivamente n — 2
vezes. [
Conclusao da prova do Teorema 1.1
Sejan € N, n > 2. Pelo Lema 1.2, vale a desigualdade das médias (A > @) para
2". Como n < 2", segue do Corolario 1.1 que a desigualdade A > G vale para n.
Isso conclui a prova do Teorema 1.1

Exemplo 1.18 Mostre que, entre todos os retangulos de perimetro 2p, o quadrado
¢ o de maior drea. Retirado de [6].

Solucao: Sendo x e y os lados do retangulo, temos que z + y = p ,logo a média
rT+y p

aritmética entre x e y é

2
E ainda temos que a area do retangulo A = z.y, dai:

VA= ry< Y=t

2 2

portanto,

2

A<l

4

e a igualdade s6 é obtida quando x = y.
2

Portanto, o retangulo de maior area é o quadrado cuja area A = pz o

15



1.2. DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Figura 1.3: Trapézio ABCD

Exemplo 1.19 No trapézio ABCD, da figura 1.3, M e N sao pontos médios dos
lados AD e BC, respectivamente. Seja P € o ponto de intersecio das diagonais AC
e DB. Temos que XY € paralelo a AB e passa pelo ponto P.

Mostre que XY ¢é a média harmonica e que MN e a média aritmética dos lados

AB e CD.

Solucao: Como o AABD ~ AXPD, temos

AD XD - ADXP
AB XP AB
Pela semelhanca AAXP ~ ANADC', temos
AD AX . ADXP
DC PX DC
Somando as expressoes 1.4 e 1.3 obtemos
AD.XP AD.XP
AD=AX+XD=—o—+ —. (1.5)
DC AB
Dividindo 1.5 por AD, obtemos
_XP XP 1 1 1

— RN = .
DC * AB  XP DC * AB
De modo analogo, como ANABC ~ APYC e ABDC ~ ABPY, obtemos que

1 1 1 S
= + . Logo concluimos que X P = PY |, e portanto a expressao acima
PY DC AB ]

pode ser reescrita como, — +
- XY DC AB
de ABe CD

. Provando que XY ¢é a Média Harmonica

16
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AB

Para a segunda parte, basta observar que QN = , pois ACNQ ~ ACBA.

5G
Segue que M(@Q) = TC ja que AAMQ ~ ANADC. Assim,

AB DC AB+ DC
MN =MQ+ QN = + = i .
2 2 2
Observe que o problema acima nos fornece uma demonstracao para a desigualdade
entre as médias aritmética e harmonica, para dois termos, ou seja, A > H , com a

igualdade ocorrendo apenas quando AB = DC. o

Exemplo 1.20 De todos os paralelepipedos, conhecida a soma das suas trés arestas,
perpendiculares entre si, encontrar o paralelepipedo de maior volume.

Solugao: Suponha m = a + b+ ¢ a soma das arestas e V = abc o volume do
paralelepipedo.
Aplicando a desigualdade A > G temos:

m_atbte yo_ yv

3 3

entao )

m o s m

—>VV =V —.

3~ - 27

. m. .

A igualdade ocorre se a = b = ¢ = 3 isto é, quando o paralelepipedo representa
um cubo. o

Exemplo 1.21 Qual o maior valor que a soma das coordenadas de um ponto, per-
tencente a circunferéncia x* + y? = 50, pode assumir?

Solugao: Pela desigualdade

2 2 50
A< (@Q temos, x;ygwx -2|—y :\/7:5.

Portanto, x +y < 10 . Entao o valor maximo que a soma das coordenadas pode
assumir é r +y = 10, se x = y = 5 vale a igualdade. o

Exemplo 1.22 Se 1200 c¢m? de material estiverem disponiveis para fazer uma caiza
com uma base quadrada e sem tampa, encontre o maior volume possivel da caiza e
as dimensoes para que 1SS0 0corTTa.

17



1.2. DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Figura 1.4: Paralelepipedo de arestas z, x e h

Solugao: Considere o Paralelepipedo da figura 1.4. Observemos que A4, = 22 e
A; = 4(xh), logo a area total da caixa A; = 22 +4xh e seu volume é igual a V = 2.
Aplicando a desigualdade A > G, temos

2
12300 U 2x§+ 200 - e 2w 3wk — /AR = VAV

Como 22 + 4zh = 1200 o volume serd maximo se, e somente se, x> = 2zh, logo

x = 2h. Portanto 2zh + 4zh = 6xh = 1200 ou seja xh = 200, mas como x = 2h
resulta que 2h.h = 200, h? = 100,h = 10 e x = 20. Concluimos que as dimensoes
sao h =10 em ez =20 cm e o volume maximo da caixa serd V = 4000 cm?. o
Exemplo 1.23 Determinar as dimensoes do paralelepipedo de menor diagonal pos-
stwel, sabendo que a soma dos comprimentos de todas suas arestas é 12.

Solugao: Considere um paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e ¢, como o
comprimento de todas suas arestas é 12, podemos escrever, 4a + 4b+ 4c = 12, entao
a+b+c=3. Una vez que d = va? + b> + ¢2, usando A < () temos

a+b—|—c< [a? + b + 2
3 - 3
2 2 2
| < la +l; +c

2,12, .2
1§a —b—l;—i-c

Mas como a +b+c¢c=3

Elevando ao quadrado temos

Obtendo assim
a’>+b*+c* >3

Como queremos a menor diagonal e sabendo que igualdade A = @), ocorre quando
a:b:c,tomaremosd:\/§:>a:b:c:1. o

18



1.2. DESIGUALDADE DAS MEDIAS

Exemplo 1.24 Se uma lata de zinco de volume 16w cm? deve ter a forma de um
cilindro circular reto, figura 1.5. Determine a altura e o raio do cilindro para que a
quantidade de material usado em sua fabricacao seja a menor possivel.

Figura 1.5: Lata de Zinco

Solucao: Sejar oraio da base, h a altura e S a area da superficie total do cilindro.
Entao
V=nr? h=16rcm® =1’ h =16 e S = 2nrh+ 27r’

Usando a desigualdade das médias em .S, obtemos

S h h + 27r? A
3= mrh Wg +emr > v/ mrhrrh2nr? =

= /2(7)3(r2h)? = /2(7)3(16)2 = /2%(m)3 = 8.

E a 4rea S serd minima se, e somente se, ocorrer a igualdade , isto é, quando
7rh = 2772, Obtemos h = 2r e portanto 2r® = 16, resulta r = 2 cm e chegamos a
h =4 cm, verificando-se que, o minimo para S ocorre para esses valores. o

Podemos perceber que existem varias formas de demonstrar as Desigualdades.
No entanto priorizamos as formas mais basicas, devido ao piblico que queremos
atingir . Apresentamos questoes contextualizadas bastante significativas para des-
pertar o interesse dos alunos, sabendo que a resolucao de problemas ¢ fundamental
no ensino de Matematica, fazendo com que o aluno enfrente novos desafios e de-
senvolva sua capacidade de raciocinio. Observamos a aplicacdo das desigualdades
nos contetidos do ensino médio, quando se trata de problemas de otimizacao en-
volvendo areas de figuras planas, no calculo de area e volume de figuras espaciais ,
no célculo com aplicacoes de maximo e minimo e em diversas situagoes-problemas.
Percebendo ainda que o estudos acerca das desigualdades é muito significativo e
deve ser abordado com maior frequéncia no ensino médio.
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1.3 Representacao Geomeétrica para as Médias

Utilizaremos alguns conceitos e construcoes geométricas para representar geo-
métricamente as médias aritmética, geométrica, harmonica e quadratica, bem como
verificar a desigualade existente entre essas médias a partir de dois segmentos dis-
tintos a e b.

1.3.1 Representacao da Média Aritmética

Sejam a e b dois segmentos distintos. Iremos construir uma circunferéncia, cujo
diametro é a soma dos segmetos a e b, ou seja, D = a + b. (figura 1.6)

Circunferéncia de Diametro (a -+ b)

Temos que D=a+b

como D=2r = 2r=a-+b

tah. a—+b
0 dai, temos que:r = ——

Portanto : Ay =r

Figura 1.6: Representacao da Média Aritmética

A Média Aritmética (Agp) € o raio 7 da circunferéncia cujo Diametro é D = a+b.

1.3.2 Representacao da Média Geométrica

A partir da circunferéncia construida na figura 1.6, tracaremos h perpendicular
ao Diametro, exatamente no ponto de intersecao de a e b, determinando um ponto na
circunferéncia que forma um tridangulo com as extremidades desse Diametro. Esse
triangulo é retangulo, ji que o Diametro é um de seus lados, o que nos permite
utilizar a relagao métrica entre a altura e a projecao dos catetos.
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Da relacao métrica,

h M=axb = h= Vi x b

Portanto Gy ="h

temos

Figura 1.7: Representacao da Média Geométrica

A Média Geométrica (Gp) € a altura h relativa a hipotenusa de um triangulo

retangulo.

1.3.3 Representacao da Média Harmonica

A partir do circunferéncia construida na figura 1.6, e da altura determinada na
figura 1.7, tracaremos um raio r, que vai do centro até o ponto em que h toca a
circunferéncia, obtendo um triangulo retangulo onde hipotenusa coincide com o raio
r e catetos m e h. Tracando ainda uma perpendicular a esse raio passando no ponto
de intersecao de a e b, determinamos um outro triangulo retangulo de hipotenusa

h e catetos e e c. Aplicaremos semelhanca nesses triangulos.

Por semelhanga,
@
¢ h h*

s _ = ¢
h r r

T

Mas,
1 2 2ab
H!r!’l 1 1 = =
1y a+b a+b
9 ab
Portanto : | Hy =«

Figura 1.8: Representacao da Média Harmonica

A Média Harmonica (Hy) € o cateto ¢ do triangulo retangulo cuja hipotenusa

coincide com a altura h da figua 1.7
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1.3.4 Representacao da Média Quadratica

A partir do raio r determinado na figura 1.6 construiremos o segmento [, de
extremidades onde r toca a circunferéncia e na intersecao de a e b. Temos que [
serd a hipotenusa de um triangulo retangulo, cujos catetos sao r e m, observados na
figura 1.9. Aplicaremos o Teorema de Pitdgoras nesse triangulo retangulo.

Temos que :

a—+b a—0b a-+b
—b = m= e r=-—

" =

cgp o 2 2 2
E por PFitagoras: [1==1r"+m"

s a+b, a—0b,
da, I‘—[Hi_}]‘—l—[uo )]‘

Fortanto : Qu, =1

Figura 1.9: Representacao da Média Quadratica

A Média Quadratica (Qg) é a hipotenusa [ do triangulo retangulo cujos catetos
sao r e m.
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1.3. REPRESENTACAO GEOMETRICA PARA AS MEDIAS

1.3.5 Conclusao

A partir das construcoes realizadas chegamos aos seguinte resultados paras as
médias:

e r éa Meédia Aritmética (A);
e h é a Média Geométrica (G);
e ¢ é a Média Harmonica (H);
e [ é a Média Quadratica (Q).

Podemos verificar esses resultados na figura 1.10.

Ay =7 r=h e A>G

Gu=h h>c e G=H
=

Hy=c [>r e Q=4

(c]ng =1 i

Q > A >G> H

(%) A igualdade ocorre apenas quando:a=1b

Figura 1.10: Representacao das Médias Q, A, G, H
Observe ainda as desigualdades

e r > h , ouseja, (A) > (G), valendo a igualdade, (A) > (G), apenas quando
a=b;

e h > ¢, ouseja, (G) > (H), valendo a igualdade, (G) > (H), apenas quando
a = b,

e [ >, ouseja, (Q) > (A), valendo a igualdade, (Q) > (A), apenas quando

a = b

Portanto,

e/ >7r>h>c,ousea, (Q) > (A) > (G) > (H), valendo a igualdade,
(Q) > (A) > (G) > (H), apenas quando a = b.
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Capitulo 2

Principio das Gavetas

Pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, se
n + 1 objetos sao colocados em n gavetas, en-
tao pelo menos uma gaveta devera conter, pelo
menos, dois objetos. Essa ideia tao 6bvia é, na
realidade, uma poderosa ferramenta na demonstragao
de muitos resultados bastante dificeis. O que, muitas
vezes, torna o problema dificil é a construcao de um
conjunto ou conjuntos aos quais se possa aplicar esse
principio.

O Principio das Gavetas de Dirichlet foi utilizado publicamente, pela primeira
vez, pelo matematico alemao Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), em 1834 com o
nome de Schubfachprinzip ("principio das gavetas"). Em sua homenagem, portanto,
ficou conhecido como Principio das Gavetas de Dirichlet.

Podendo ser aplicado em muitas situagoes formais, é muito 1til para resolver
problemas que, pelo menos a primeira vista, nao sao imediatos mas, podem ser re-
solvidos sem recorrer a formulas ou a técnicas complicadas. A sua aplicagdo exige
identificar, na situacao dada, quem faz o papel dos objetos e quem faz o papel
das gavetas. O principio de Dirichlet admite generalizagoes e suas demonstracoes
e aplicagoes podem ser apresentadas de maneira simples, acessivel e cativante aos
estudantes. Vamos visualizar aplicacoes que evidenciam esta abordagem como um
método importante de contagem matematica, que ultrapassa este senso comum de
objetos e gavetas. O Principio das Gavetas parece bastante inocente, mas tem mui-
tas aplicacoes interessantes, especialmente em argumentos de ezisténcia em que nao
se determina o objeto procurado explicitamente.

LD HHID
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2.1. PRINCIPIO DAS GAVETAS DE DIRICHLET

2.1 Principio das Gavetas de Dirichlet

Teorema 2.1 (O Principio das Gavetas de Dirichlet) Seja k um nimero in-
teiro positivo. Se k+ 1 ou mais objetos sao colocados dentro de k gavetas, entdo hd
uma gaveta que terd dois ou mais objetos.

Demonstracao: Seja x; o nimero de objetos colocados na gaveta j = 1,2,..., k.
Entao a média do niimero de objetos por gaveta é dado por

T o= > > 1.
v 2 =Tk

Pelo Teorema 2.1, existe algum ndmero x; maior ou igual a 7, isto &, existe alguma
gaveta j que possui mais do que 1 objeto. [

Exemplo 2.1 Quantos alunos deve haver em uma sala para podermos afirmar que
pelo menos dois estudantes tenham a mesma nota em uma determinada prova, se a
nota € graduada em um niumero inteiro de 0 a 107

Solucao: De 0 a 10 existem 11 nimeros possiveis(gavetas). O principio de Dirichlet
mostra que entre 12 estudantes(objetos) ha pelo menos dois com a mesma nota. <

Exemplo 2.2 Quantas pessoas precisam estar no mesmo onibus para garantir que
pelo menos duas delas tenham o sobrenome iniciado pela mesma letra?

Solugao: Como no alfabeto existe 26 letras (gavetas). Se tiverem 27 pessoas(objetos),
entao serao 27 sobrenomes que devem ser distribuidos nas 26 gavetas, garantindo
assim, pelo principio que pelo menos uma das letras tera dois sobrenomes. o

2.2 A Generalizacao do Principio

O principio das gavetas afirma que deverd haver pelo menos dois objetos na
mesma gaveta quando existirem mais objetos que gavetas. Desta forma, o princi-
pio de Dirichlet, pode ser generalizado pelo teorema a seguir, onde utilizaremos a
seguinte notacdo: |x] o tnico inteiro tal que |z| <z < |z] 4+ 1, ou seja, é a parte
inteira de z.

Teorema 2.2 (A Generalizacao do Principio de Dirichlet) Se colocarmos n
n—1

objetos em k gavetas, entdo ao menos uma das gavetas conterd, no minimo, | r |+

1 objetos. Adaptado se baseando em [5].
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2.2. A GENERALIZACAO DO PRINCIPIO

Demonstracao: Seja x; o nimero de objetos colocados na gaveta j = 1,2,... k.
Entao, o nimero médio 7, de objetos por gaveta é

_ x|+ a9+ ... + 2

xr = _=

n
k k'

. . _ . . . n
Assim, pelo Lema 1.1, existe algum elemento =, > 7 , ou seja, maior ou igual a —.

k

n ~ ’ ~ ’ . 3
e Se T nao é natural, entao, como xj, ¢ natural, ele deve ser maior ou igual a

-1
L%J + 1. Em particular , z;, > LnTJ +1
n . n—1 n i on n—1
e Se — ¢ natural, entdo, LTJ =7~ 1, isto é: 7= | k |+ 1 e o resultado
segue.
[
Exemplo 2.3 Entre 500 pessoas pelo menos quantas nasceram no mesmo més?
Solucao: Utilizando o Teorema 2.2 temos
500 — 1 499
1=]|— 1 =42
: 12 I+ 12 I+
Assim, podemos afirmar que pelo menos 42 pessoas nasceram no mesmo mes. o

Exemplo 2.4 Mostre que em qualquer grupo de 20 pessoas, pelo menos 3 nasceram
no mesmo dia da semana. Visto em [5]

Solugao: De fato, se tomarmos n = 20 e k = 7(dias da semana). Logo, como

20 —1 19
LTJ+1:L7J+1:2+1:3'

Portanto, pelo menos 3 terao nascido no mesmo dia da semana. o

Exemplo 2.5 Quantas pessoas tem o mesmo signo, em um grupo de 40 pessoas?
Modificado de [7]

Solugao: Note que, colocando cada pessoa (objeto) na gaveta do seu signo, temos
n = 40 e K = 12(signos), segue que
40 -1

L12

Logo, pelo menos 4 pessoas tem mesmo signo. o

39
J+1:LEJ+1:3+1:4
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2.2. A GENERALIZACAO DO PRINCIPIO

Exemplo 2.6 Jodo convidou 49 amigos para sua festa de aniversdrio. Podemos
afirmar que em sua festa existiam pelo menos:

a) 5 pessoas que fazem aniversario no mesmo meés ?

Solucao: Verdadeira.
O ano tem 12 meses e podemos considerar cada més como uma gaveta. Assim, com

49 -1 48
—— | +1l=|=|+1=4+1=5 o

n = 12, pelo principio da gavetas, temos: | T 12

b) 8 pessoas que nasceram no mesmo ano?

Solugao: Falsa.
O numero 49 nao é suficientemente grande para podermos assegurar a afirmacao,
diante do ntimero de anos que os convidados podem ter nascido. o

c¢) 6 pessoas que nasceram no mesmo dia da semana?

Solugao: Verdadeira.
A semana tem 7 dias (domingo, segunda, terca, ..., sibado), assim, a afirmacao é

—1 48
J+1:L7J+1:6+1:7 o

verdadeira pois |

d) 2 pessoas que nasceram no més de janeiro?

Solucao: Falsa.
Pelo item (a) podemos garantir que pelo menos um més em que pelo menos 5 pes-
soas nasceram, mas o principio das gavetas, nao assegura qual é o més. o

O Teorema 2.2 pode também ser enunciado da seguinte forma.

Teorema 2.3 (Principio das Gavetas generalizado - bis) Sen gavetas sao ocu-
padas por pelo menos nk + 1 objetos, entao pelo menos uma gaveta deverd conter
pelo menos k + 1 objetos.

Exemplo 2.7 . Em [8]: Numa festa de aniversdrio com 37 criangas, podemos dizer
que pelo menos 4 delas nasceram no mesmo més?

Solucao: De fato, como sao 12 meses, 12 x 3 + 1 = 37 o resultado segue do
Teorema 2.3, com n = 12 e k = 3. Logo temos que pelo menos 3 + 1 = 4 criancas
nasceram no mesmo meés. o

Exemplo 2.8 . Um carteiro deseja entregar cartas em um prédio com 20 aparta-
mentos. Quantas cartas ele terd que entregar para garantirmos que pelo menos um
apartamento receberd mais de 3 cartas?
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2.3. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Solucao: Se consideremos os apartamentos como gavetas, e as cartas como os
objetos, pela generalizacao do principio das gavetas , 20 x 3+ 1 = 61. Logo com 61
cartas garantimos que um apartamento recebera 4 cartas. o

Exemplo 2.9 . Se uma urna contém 4 bolas vermelhas, 7 bolas verdes, 9 bolas
azuis e 6 bolas amarelas. Qual o menor nimero de bolas que devemos retirar (sem
olhar) para ter certeza de ter tirado pelo menos 3 de uma mesma cor?

Solugao: Consideramos como gavetas as 4 cores diferentes e, portanto, tomando
k=2en =4, temos 4 x 24+ 1 =9. Portanto, se retirarmos 9 bolas da urna, pelo
menos trés delas tem a mesma cor. o

2.3 Exercicios Resolvidos

Os Exercicios a seguir, por serem simples e de facil assimilacao podem servir para
introduzir e apresentar o Principio das Gavetas. Pois muitos problemas atraentes da
matematica podem ser resolvidos sem recorrer a formulas ou a técnicas complicadas.
Iremos apresentar sugestoes de solucoes, para os exercicios propostos, utilizando o
Principio das Gavetas.

Exercicio 2.3.1 Mostrar que, numa festa de aniversdrio com mais de 12 criancas,
existem pelo menos duas nascidas no mesmo més e que também existem pelo menos
duas nascidas no mesmo dia da semana.

Solugao: Como temos mais criancas (objetos) do que méses (gavetas), pelo menos
um "més", devera conter pelo menos duas "criancas". Na segunda parte, sendo o
numero de criancas maior do que 7, necessariamente duas ou mais terao nascido no
mesmo dia da semana. o

Exercicio 2.3.2 Sabendo que existem n pessoas em uma sala, qual o nimero mi-
nimo de pessoas para garantir que 2 nasceram no mesmo més? Fxercicio modificado

de [6].

Solugao: Pelo principio das gavetas: (12 x 1)+ 1 = 13 pessoas. Pois sdo 12 meses
no ano (gavetas) e com 13 pessoas(objetos) pelo menos duas fazem aniversario no
mesmo meés. ©

e E, se a pergunta fosse: Qual o niimero minimo de pessoas para garantir
que 3 nasceram no mesmo més?
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2.3. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Solugao: Pelo principio das gavetas: (12 x 2) + 1 = 25 pessoas. Se pegéassemos
24 pessoas, poderiamos ter 2 nascidas em cada més do ano. Adicionando mais uma
pessoa, teremos a certeza de que ela nasceu no mesmo més que, pelo menos (na pior
hipotese), outras 2 pessoas presentes na sala e assim, teriamos garantido 3 pessoas
com 0 mesmo més de nascimento. o

e E, se a pergunta fosse: Qual o niimero minimo de pessoas para garantir
que 4 nasceram no mesmo més?

Solugao: Pelo principio das gavetas: (12 x 3) + 1 = 37 pessoas. Analogamente,
com 36 pessoas, poderiamos ter 3 nascidas em cada més do ano. Adicionando mais
uma, pessoa, teremos a certeza de que ela nasceu no mesmo més que, pelo menos
(na pior hipotese), outras 3 pessoas presentes na sala e assim, teriamos garantido 4
pessoas com 0 mesmo més de nascimento. o

Exercicio 2.3.3 Quantas jogadas de dado teremos que fazer para ter certeza que
um mesmo numero serd sorteado 2 vezes?

Solucao: Na pior hipotese, podemos obter 6 nimeros diferentes. Na jogada
seguinte, com certeza o resultado seré igual a algum anterior. Entao, com 7 jogadas,
garantiremos 2 resultados iguais. Pelo principio : (6 x 1) + 1 = 7 jogadas. o

Exercicio 2.3.4 Em uma gaveta estdio guardadas vdrias meias masculinas, todas
misturadas, nas sequintes quantidades e cores: 8 meias brancas, 12 meias pretas,
6 meias beges, 4 meias vermelhas e 2 meias azuis. Ocorreu uma pane de energia
elétrica e uma pessoa precisa retirar a quantidade minima de meias dessa gaveta,
na escuridao, para que possa garantir que duas delas, pelo menos, sejam da mesma
cor. O niumero de meias que a pessoa deve retirar é:

Solugao: Sao 5 cores, logo basta tirarmos 6 meias. (1 x 5+ 1 = 6) o

Exercicio 2.3.5 Em uma urna, hda 20 esferas: 5 azuis, 6 brancas, 7 amarelas e
outras 2 cujas cores podem ser azul ou amarelo. Nao € possivel saber a cor das
esferas sem que elas sejam retiradas. Também ndo € possivel distingui-las a nao ser
pela cor. Serdo retiradas simultaneamente N esferas dessa urna.

e Qual o menor valor de N para que se possa garantir que, entre as esferas
retiradas, havera 2 da mesma cor?

Solucao: Retirando 3 esferas, como sao 3 cores teremos uma de cada cor, a proxima
serd de uma das cores ja retiradas assim 4 esferas sio suficientes.(1 x3+1=14) o

e Qual o menor valor de N para que se possa garantir que, entre as esferas
retiradas, havera 2 com cores diferentes?
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2.3. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Solugao: Na pior das hipoteses retirando as 7 esferas amarelas, ainda restam 2
que também podem ser amarelas, a proxima esfera retirada terd uma cor diferente.
Logo sao necessarias 10 esferas. (1 x 9+ 1 = 10) o

Exercicio 2.3.6 Um torneio de futebol passard a ser disputado anualmente por seis
equipes. O troféu serd de posse transitoria, isto €, o campedo de um ano fica com
o troféu até a proxima edicao do torneio, quando o passa para 0 NOVO CAMPEQO.
Uma equipe sé ficard definitivamente com o troféu quando vencer quatro edigoes
consecutivas do torneio ou sete edicoes no total, o que acontecer primeiro. Quando
1880 ocorrer, um novo troféu serd confeccionado. Os niumeros minimo e mdximo de
edicoes que deverao ocorrer até que uma equipe figue com a posse definitiva do troféu
valem, respectivamente,

Solugao: O numero minimo é dado quando uma das equipes vence as 4 primeiras
edicoes consecutivamente. O ntumero maximo é dado quando cada equipe vencer 6
edi¢oes nao consecutivas e alguma das equipes vencer mais uma edigao totalizando
37 edigdes. (6 x 6+ 1 =37) o

Exercicio 2.3.7 Mostrar que todo subconjunto de {1,2,3,...,2n}, contendo n + 1
elementos, possui um par de elementos primos entre si. Ezercicio modificado de [7],
podendo ser encontrado em [8].

Solucdo: E facil observar que os tinicos subconjuntos de {1,2,3,...,2n} contendo
n elementos, nao-consecutivos, sao {1,3,5,...,2n — 1} e {2,4,6,...,2n}. Portanto
ao tomarmos um subconjunto com n + 1 elementos teremos, necessariamente, dois
elementos consecutivos que, sendo primos entre si, irao garantir nosso resultado. <

Exercicio 2.3.8 Mostrar que qualquer subconjunto S de {1,2,3,...,12} contendo
sete elementos possui dois subconjuntos cuja soma dos elementos € a mesma.

Solucao: Um subconjunto com 7 elementos terd soma no maximo igual a 6 +
7T+8+94+ 10+ 11 + 12 = 63. Disto concluimos que os possiveis valores para a
soma dos elementos de um subconjunto de um conjunto contendo 7 dos elementos de
{1,2,3,...,12} vao de 1 a 63, ou seja, temos 63 valores possiveis. Mas um conjunto
com 7 elementos possui 27 — 1 subconjuntos nao-vazios. Logo, como 27 — 1 > 63,
pelo menos dois deles terao a mesma soma para os seus elementos. o

Exercicio 2.3.9 Quantos pontos sao necessdrios para ter-se um segmento formado

por eles com comprimento menor ou igual /3. Sendo esses pontos interiores ou nas
faces de um paralelepipedo de arestas iguais a 2 cm , 3 cm e 4 cm.
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2.3. EXERCICIOS RESOLVIDOS

Solugao: Como o volume desse paralelepipedo, é V = 2.3.4 = 24 cm?, se divi-
dirmos esse paralelepipedo em 24 cubos da aresta 1, cujo volume serd 1 cm?, eles
terao diagonal igual a v/3 e pelo principo das gavetas com 25 pontos , teremos dois
internos a um mesmo cubo, satisfazendo o problema. o

Exercicio 2.3.10 Suponhamos que os numeros de 1 até 15 sejam distribuidos de
modo aleatorio em torno de um circulo. Mostrar que a soma dos elementos de pelo
menos um conjunto de 5 elementos consecutivos, tem que ser maior do que ou igual
a 40. Adaptado de [5], onde encontramos mais a respeito.

Solugao: Observe que, se somarmos todos os possiveis conjuntos de 5 elementos
consecutivos (sdo 15), cada um dos nameros de 1 a 15 tera sido somado 5 vezes e
que, portanto, a soma total serd 5.(1 +2 4+ 3+ ... + 15) = 5.(15 4+ 1).15/2 = 600.
Como sao 15 conjuntos distintos de 5 elementos consecutivos, se cada um tiver soma
inferior a 40, o total serd no maximo 15 x 39 = 585. Logo, pelo menos um deve ter
soma maior do que ou igual a 40. o

Exercicio 2.3.11 Num grupo de n pessoas (n > 2) existem pelo menos duas pes-
soas com o mesmo numero de conhecidos. (OBS.: Neste exemplo assumimos que
a relagao de conhecimento € simétrica, isto €, se a conhece b, entao b conhece a.)

Adaptado de [6].

Solucao: Vamos particionar estas n pessoas em subconjuntos Ag, Ai, ..., A,_1,
onde A; é o subconjunto que contém as pessoas que conhecem ¢ pessoas no grupo
de n. Logo, se uma pessoa nao conhece nenhuma outra das n — 1 pessoas ela estara
no grupo Ap, se tem somente um conhecido estard em A; e assim por diante, até
A, _1, caso ela conheca todas as outras n — 1 pessoas. Mas se o subconjunto A
possui alguém, A, _; nao possui ninguém e vice-versa. Isto porque se alguém nao
conhece ninguém ¢é porque ninguém conhece todos e se alguém conhece todos nao
h& ninguém que seja desconhecido de todos. Logo, as n pessoas estao particionadas
em n — 1 subconjuntos e, portanto, algum subconjunto contém pelo menos duas
pessoas, o que conclui a demonstracao. o

Exercicio 2.3.12 Prove que, dados 11 nimeros inteiros quaisquer, a diferenca en-
tre dois deles serd um maltiplo de 10. Retirado de [3]

Solucdo: E facil verificar que diferenca entre dois nimeros inteiros serd um mil-
tiplo de 10 quando eles tiverem o mesmo resto na divisao por 10. Sabemos que
existem dez restos possiveis nesta divisao (gavetas) e que temos disponiveis onze
niumeros inteiros (objetos). Logo, pelo Principio das Gavetas, dois destes nimeros
terao restos iguais na divisao por 10, ou seja, a diferenca entre eles serd um mltiplo
de 10. o
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2.4. EXERCICIOS APLICADOS

Exercicio 2.3.13 Do conjunto A = {1,2,3,...,99,100}, escolhemos ao acaso 51
numeros. Demonstrar que entre os niimeros escolhidos sempre existem dois que sao
consecutivos. De [4] onde podem ser vistos mais exemplos.

Solugao: Distribuindo os 50 nimeros em gavetas assim construidas:

(1,2} {3,4} {56} ... {99,100}

Como hé 50 gavetas das quais retiramos 51 niimeros, pelo principio das gavetas
sempre existird uma geveta da qual escolhemos dois nimeros e estes, gragas a cons-
trucao, serao consecutivos. o

2.4 Exercicios Aplicados

Apresentamos exercicios que relacionam o Principio das Gavetas com outros con-
teudos do ensino basico. Baseados em [3], [5], [7] e [8], tais exercicios utilizam os
conhecimentos prévios dos alunos em Aritmética, Combinatoria, Geometria Plana,
Geometria Espacia, Geometria Analitica e Funcoes, associados a utilizacao do Prin-
cipio das Gavetas. Assim, mostramos que o principio pode ser 1til na resolugao de
problemas nos mais diversos campos da matemética.

2.4.1 Aplicado a Aritmética

Exercicio 2.4.1 Mostre que todo inteiro positivo n tem um mailtiplo que se escreve
apenas com os algarismos 0 e 1. Encontrado em [5].

Solugao: Considere os n+ 1 primeiros numeros da sequéncia 1,11, 111, .... Divida-
os por n e considere os restos dessas divisoes. Esses restos s6 podem ser iguais
0,1,2,3,...,n — 1. Pensando nos niimeros como objetos e nos restos como gavetas,
temos mais objetos do que gavetas. O Principio das Gavetas assegura que alguma
gaveta recebera mais de um objeto, isto é, ha dois nimeros na sequéncia que dao
o mesmo resto quando divididos por n, digamos 11...1 (p algarismos) e 11...1 (g
algarismos), p < ¢. A diferenca desses nimeros é um multiplo de n e se escreve
11...10...0, com p algarismos 0 e ¢ — p algarismos 1. o

2.4.2 Aplicado a Analise Combinatéria

Exercicio 2.4.2 Uma prova de concurso possui 10 questoes de multipla escolha,
com cinco alternativas cada. Qual € o menor nimero de candidatos para o qual
podemos garantir que pelo menos 3 deles preencheram o cartao resposta com exata-
mente as mesmas respostas para todas as questoes? Encontrado em [3].
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2.4. EXERCICIOS APLICADOS

Solugao: Cada uma das 10 questoes do concurso pode ser respondida de 5 ma-
neiras diferentes. Desta forma, pelo Principio Multiplicativo, ha 5!° maneiras de
preenchermos o cartao resposta, ou seja de gabaritos. Facilmente podemos concluir
que se o concurso tiver até 2 x 510 candidatos, ainda nio poderemos garantir que
mais de dois candidatos (objetos) terdo gabaritos (gavetas) iguais. J& se tivermos
2x 5041 =19.531.251 candidatos, teremos o ntimero de gavetas maior que o dobro
do numero de objetos, o que garante, pelo Principio das Gavetas, que pelo menos
trés candidatos preencheram o cartao resposta com exatamente as mesmas respostas
para todas as questoes. o

2.4.3 Aplicado a Geometria Plana

Exercicio 2.4.3 FEscolhem-se 5 pontos ao acaso sobre a superficie de um quadrado
de lado 2. Mostre que pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem
comprimento menor ou igual a /2. Encontrado em [3], [7] e [8].

Solucao: Vamos dividir o quadrado de lado 2 em outros quatro de ladol tracando
dois segmentos com extremidades nos pontos médios dos lados opostos do quadrado
original. Desta forma subdividimos o quadrado original em 4 quadrados menores de
modo que a distancia maxima entre dois pontos em cada uma destes novos quadrados
é, pelo teorema de Pitagoras, v/2 (medida da diagonal do quadrado de lado 1). Como
temos 4 quadrados de lado 1 (gavetas) e iremos escolher 5 pontos (objetos), pelo
Principio das Gavetas, dois dos pontos escolhidos estarao num mesmo quadrado de
lado 1, determinando um segmento menor ou igual a v/2. o

2.4.4 Aplicado a Geometria Espacial

Exercicio 2.4.4 Escolhem-se 9 pontos ao acaso interiores ou nas faces de um cubo
de aresta 2. Mostre que pelo menos um dos segmentos que eles determinam tem
comprimento menor ou igual a /3. Encontrado em [3]e [8].

Solucao: Iremos dividir o cubo em 8 cubos menores de aresta 1, seccionando-o por
meio de trés planos, onde cada um deles passa pelo centro do cubo e é paralelo a duas
faces opostas. Desta forma subdividimos o cubo original em 8 cubos menores de
modo que a distancia maxima entre dois pontos em cada uma destes novos cubos é,
por Pitagoras, v/3 (diagonais de um cubo de aresta 1). Como temos 8 cubos de aresta
1 (gavetas) e iremos escolher 9 pontos (objetos), pelo Principio das Gavetas, dois
pontos escolhidos estarao num mesmo cubo e, portanto, determinam um segmento
menor ou igual a V3. o
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2.4.5 Aplicado a Geometria Analitica

Exercicio 2.4.5 Sejam 5 pontos distintos do plano com coordenadas inteiras. Mos-
tre que pelo menos um par de pontos tem ponto médio com coordenadas inteiras.
Encontrado em [3].

Solugao: Dados dois pontos do plano A = (z4,9,) € B = (x4, 4s), 0 ponto médio
M do segmento AB é dado por M = (%, ‘””Tﬂ’b) . Além disso, sabemos que a
média entre dois nimeros inteiros serd um nimero inteiro se eles tiverem a mesma
paridade, ou seja, ou dois sao pares ou sao impares. Quando analisamos um ponto do
plano com coordenadas inteiras, encontramos um dos seguintes tipos de coordenadas
: (PAR, PAR), (PAR,IMPAR), (IMPAR, PAR), (IMPAR, IMPAR). Portanto temos
4 gavetas, e 5 pontos do plano que serao os objetos e, pelo Principio das Gavetas,
pelo menos dois deles terao coordenadas do mesmo tipo e, consequentemente, o
ponto médio do segmento que tem estes pontos como extremidade também terao
coordenadas inteiras. o

2.4.6 Aplicado a Funcoes

Exercicio 2.4.6 Sejam A e B dois conjuntos finitos tais que o nimero de elementos
de A € maior que o numero de elementos de B. Prove que nao existe funcao injetiva
de A em B. Encontrado em [3].

Solugao: Seja f uma funcdo de A em B. Para construirmos esta fungao devemos
escolher para cada elemento de A um tnico elemento em B para ser sua imagem.
Como o numero de elementos de A (objetos) é maior que o nimero de elementos
de B (gavetas), pelo principio das gavetas, teremos pelo menos dois elementos de A
com imagens iguais em B, ou seja, f nao pode ser injetiva. o
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Capitulo 3

Teoremas

3.1 Teorema de Dirichlet

Descendente de familia francesa, Dirichlet nasceu em
1805 na Alemanha, estudou na Universidade de Paris e ocu-
pou cargos na Universidade de Breslau e na Universidade
de Berlim. Em 1855, ele foi escolhido para ser sucessor
de Gauss na Universidade de Gottingen. Gustav Lejeune
Dirichlet morreu em 1859 deixando importantes contribui-
coes em diversas areas da matematica com destaque para
o estudo da Teoria dos Numeros. Acredita-se que na de-
monstracao desse teorema, Dirichlet utilizou pela primeira
vez em 1834 o Principio das Gavetas de forma relevante.
Iremos enunciar o Teorema de Dirichlet a seguir tomando Figura 3.1: Dirichlet
como referéncia [3] e sugerindo ao leitor [9] para aprofundar-se.

Teorema 3.1 (Teorema de Dirichlet)

Dado um nimero irracional o, € possivel encontrar infinitos numeros racionais

§, comp €7 eq € L de tal forma que |a — §| < q%, ou seja, eristem infinitas

aApProTIMacoes racionals para um numero irracional com erro menor que o0 INVErso
do quadrado do denominador.

Ao longo da prova algumas notacoes nos serao muito uteis.
e |x] o tnico inteiro tal que |x] <z < |x| + 1, ou seja, é a parte inteira de x;

o {z}=ux—|z] €]0,1), ou seja, é a parte fracionaria de z.
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3.1. TEOREMA DE DIRICHLET

Demonstracao: Seja N € N um numero grande e seja o um numero irracional.
Considere os N + 1 nameros : 0, {a},{2a},...,{Na}, € [0,1). Agora, particione

[0,1) em N intervalinhos : [0,1) = Uszl [%, %) Novamente, pelo Principio da

0 1
' : : : : ‘o

N-1
N

2=
=zl

2
N
Figura 3.2: Particao de 0 a 1

Gavetas , podemos afirmar que haverd um intervalinho (gaveta) com pelo menos
dois numeros (objetos). Desta forma, concluimos que existem dois niimeros {ia} e
{ja} ,com ,0<i<j<N, tais que

[{ja} —{ia}] < % e [{ja} —{ia}[=|(ja = [ja]) = (ia = [ia])| = [(jo —ia —
L] + lia])] =[G = D) = ([ja] = [ia])] < %
Counsiderando ¢ :== j —i e p := Ljozjl— inx , temos j —i e |ja| — |ia] inteiros e

garantimos que 0 < ¢ < N, ou seja, — > N Desta forma mostramos que
q

| <t <o
a— — < -

Dividindo ambos os membros da desigualdade por ¢, temos

P 1 1
a——-|<—<L—
A . - . D 1
0 que prova a existéncia de uma aproximagao racional = de o com erro menor que —.
q

Provaremos agora que existem infinitas aproximagoes racionais da forma descrita

anteriormente. Suponha, por contradi¢ao que exista apenas uma quantidade finita

. ~ . . . P1 P2 Pk . . Py
de aproximagoes racionais de o, digamos —, ==, ..., —, e seja d := min{|a—-2|,1 <

q1 42 dk 4;
j <k} > 0. Como podemos escolher N tao grande quanto quisermos, existe N € N

tal que N < 6. Pela construcao no inicio da prova existe uma aproximacgao racional

de a, ]—9, tal que \a—8| < —. Logo, ]oz—]—)| < —=<6< |a—&| el ;é& para
q ¢ N ¢ N % 9" 4G

todo 7 < k, o que garante a existéncia de uma solucao diferente das k solucoes bi
qj
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3.1. TEOREMA DE DIRICHLET

c . , .~ , . . . - . . D
iniciais, o que é uma contradicao. Portanto, héa infinitas aproximacoes racionais —
q

1

de a com erros menores que —. [ |
q

e Vejamos um bom exemplo de aplicagao do Teorema de Dirichlet, em conhecidas
aproximacoes racionais do 7.

22 22
1. Para 7 & — temos b_ —, Ou seja
7 q 7
|7r—]—9| = 13,141592654 . ..—3,142857143 ... | = 0,001264489 . .. < 0,020408163 ... =
1 1
7P
355 355
2. Para m ~ — temos b_ ——, Ol seja
113 qg 113
|7r—2—9| = [3,141592654 . ..—3,14159292. . .| = 0,000000266 . .. < 0,000078314 ... =
q
1
1132 ¢2
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3.2. TEOREMA DE RAMSEY

3.2 Teorema de Ramsey

Em 1927, Frank Plumpton Ramsey (1903 - 1930),
logico inglés, provou no seu trabalho de teoria dos
conjuntos o que se chama hoje de Teorema de Ram-
sey, um teorema que abriu novas portas para o es-
tudo de combinatéria, pois procurava encontrar regu-
laridades. Ramsey buscava responder se era possi-
vel obter, de um conjunto desordenado, alguma or-
dem, e a quantidade dessa ordem. Atualmente, devido
a vastas pesquisas sobre o assunto, a Aarea conhecida
como Teoria de Ramsey é bem estabelecida na mateméa-
tica.

Figura 3.3: Ramsey

O Teorema de Ramsey é outra aplicacao classica do Principio das Gavetas de
Dirichlet. Antes de enuncia-lo e demostra-lo, iremos apresentar a seguir uma caso
particular do teorema, tomando como referéncia [3| e sugerindo ao leitor [10] para
aprofundar-se.

e Mostre que, numa reuniao com 6 pessoas, necessariamente existem 3 pessoas
que se conhecem mutuamente ou 3 pessoas que nao se conhecem mutuamente
(lembre que, se A conhece B, entdo B conhece A).

Vamos representar na figura 3.4 as 6 pessoas por 6 pontos (A, B, C, D, E e F) nao
colineares quando tomados 3 a 3, formando assim um hexagono.

A F
L] °
B@® ®c
L )
c D

Figura 3.4: Vértices do Hexagono

Se duas das pessoas se conhecem, entao serao ligadas por um segmento continuo e
se duas das pessoas nao se conhecem, entao serao ligadas por um segmento tracejado.

38



3.2. TEOREMA DE RAMSEY

Por exemplo, na figura 3.5 temos que A e D se conhecem, formando o segmento
continuo AD e que A e C nao se conhecem, formam o segmento tracejado AC.

A F

B@®

C

Figura 3.5: Segmento AD continuo e Segmento AC tracejado

Desta forma, todos os possiveis segmentos que unem quaisquer dois pontos po-
dem ser construidos. Estes segmentos tracados sao os lados e as diagonais do hexéa-
gono formado.

Fixemos o ponto A , a partir dele partem 5 segmentos,(AB, AC, AD, AE, AF)
como mostra a figura 3.6. Considerando os pontos como objetos e os segmentos
continuos ou segmentos tracejados como gavetas, temos 5 objetos e 2 gavetas e, pelo
Principio das Gavetas de Dirichlet, havera pelo menos 3 segmentos continuos ou
pelo menos 3 segmentos tracejados, ou seja, a pessoa A conhece ou nao conhece pelo
menos 3 pessoas.

Figura 3.6: Segmentos continuos AB, AC, AD, AE, AF

Vamos adimitir que, partindo de A, ha 3 segmentos continuos e 2 segmentos
tracejados. Observados na figura 3.7, sao continuos os segmentos AB, AD, AF e sao
tracejados os segmentos AC, AE .
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3.2. TEOREMA DE RAMSEY

Figura 3.7: Segmentos AB, AD, AF continuos e Segmentos AC, AE tracejados

Se algum dos segmentos BD, BF ou DF for continuo, o problema esta resol-
vido, como visto na figura 3.8 . Pois, este segmento juntamente com os que ligam
seus extremos ao ponto A formam um tridngulo continuo e, portanto, 3 pessoas se
conhecem mutuamente.

C D

Figura 3.8: Segmento continuo BD formando o triangulo ABD

Agora, se nenhum dos segmentos citados é continuo, entdo eles formam um
triangulo tracejado, como visto na figura 3.9. E portanto ha 3 pessoas que nao se
conhecem mutuamente.
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3.2. TEOREMA DE RAMSEY

Figura 3.9: BD, DF', F'B formando o triangulo BDF

O caso que partem trés segmentos tracejados de A é andlogo ao caso anterior.
Desta forma, concluimos a demonstracao.

Teorema 3.2 (Teorema de Ramsey)

Para todo m,n > 1 existe R > 1 tal que em uma reuniao com R pessoas, existem
m que se conhecem ou n que nao se conhecem. Chamamos o menor niimero R com
esta propriedade de R(m,n).

Demonstragao: Por defini¢do, temos R(n,1) = R(1,n) = 1. Sabemos também
que R(m,2) = m para todo m > 2 | pois em qualquer conjunto de m pessoas,
ou todas as pessoas se conhecem ou pelo menos 2 nao se conhecem. Além disso,
R(m,n) = R(n,m), pois conhecer ou nao conhecer ¢ simétrico segundo o enunciado.
Observe que conhecemos todos os valores de R(m,n) em que m +n <4. R(1,1) =
R(2,1) = R(1,2) = R(3,1) = R(1,3) = 1e R(2,2) =2

Provemos agora, por inducao, que R(m,n) < R(m — 1,n) + R(m,n — 1) para todo
m+n>4em,n > 2.

Por hipdtese de indugdo, existem os numeros R(m — 1,n) e R(m,n — 1) pois
(m—1)4+n=m+n—-1) < m+n. Seja R := R(m — 1,n) + R(m,n — 1).
Considere uma, festa com R pessoas, cada pessoa sendo representada por um ponto.
Se duas pessoas se conhecem, entdo elas serao ligadas por um segmento continuo,
caso contrario, serao ligadas por um segmento tracejado. Fixemos uma pessoa P .
Pelo Principio das Gavetas de Dirichlet, de P saem pelo menos R(m —1,n) segmen-
tos continuos ou pelo menos R(m,n — 1) segmentos tracejados. De fato, pois saem
R—1= R(m—1,n)+R(m,n—1)—1segmentos de P, e R(m—1,n)+R(m,n—1)—1 >
(R(m—1,n) — 1)+ (R(m,n —1) —1).
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3.2. TEOREMA DE RAMSEY

Suponhamos que saem pelo menos R(m—1,n) segmentos continuos de P. Entao,
ha pelo menos R(m — 1,n) pessoas. Portanto, existem pelo menos m — 1 pessoas
que se conhecem ou n que nao se conhecem. Como P conhece todos eles, caso haja
m — 1 que se conhecem, junte a pessoa P , e temos pelo menos m pessoas que se
conhecem. Caso contrario, havera n pessoas que nao se conhecem.

O caso em que saem pelo menos R(m — 1,n) segmentos tracejados de P é anélogo
ao caso anterior. Desta forma, concluimos a demonstracao do teorema. [
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Capitulo 4

Experiéncia em sala de aula

O fato do Principio das Gavetas de Dirichlet ser tdo 6bvio, ao mesmo tempo,
uma excelente ferramenta na resolucao de problemas, e nao fazer parte do conteiido
do Ensino Médio, dispertou o interesse de utiliza-lo de alguma forma em sala de
aula. Para isso, foram aplicados dois testes com alunos de uma turma de 3° ano
do ensino médio de uma Escola Publica no Estado de Pernambuco. O primeiro
teste (TESTE I), de multipla escolha, para que os alunos ficassem livres para usar o
raciocinio sem se preocupar com féormulas ou regras matematicas. Apos esse teste foi
apresentado aos alunos, de forma expositiva, o Principio das Gavetas. E em seguida,
a resolucao das questoes do primeiro teste, o que ja despertou nos alunos o interesse
pelo método por ser pratico e de facil aplicacao. Em seguida aplicou-se o segundo
teste (TESTE II), de questdes abertas , para que os alunos aplicassem o principio
das gavetas em sua resolucao. A seguir apresentaremos as questoes e, seu respectivo
gabarito, de ambos os teste, e uma tabela com o percentual de acertos dos alunos.
Em seguida um grafico com esses percentuais de acertos. Apresentaremos ainda o
percentual médio de acertos nos dois testes e o comparativo entre cada um deles. E
notavel a aceitacao dos alunos e a aplicacao do principio na resolucao das questoes
como mostram os resultados obtidos na maioria das questoes, mesmo com algumas
delas nao tendo a maioria do percentual de acertos, ficou evidente a possibilidade
de abordar o contetido no Ensino Médio, como mais uma ferramenta para auxiliar
os alunos na resolucao de problemas.
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4.1. TESTE I

4.1 TESTE I

Questoes Propostas:

1) Certa noite, Carlos Eduardo resolveu ir ao cinema, mas descobriu que nao
tinha meias limpas pra calcar. Foi entao ao quarto do pai, que estava na escuridao.
Ele sabia que la existiam 10 pares de meias brancas e 10 pares de meias pretas,
todos misturados. Quantas meias ele teve de retirar da gaveta para estar certo que
possuia um par da mesma cor 7

GABARITO : letra b
[ GABARITO | a | b [ ¢ [ d [ e
[FREQUENCIA (%) [ 18% [ 55% [ 23% [ 4% [ 0% |

2) Um grupo é formado por N pessoas. O valor minimo de N para que se tenha
certeza de que duas delas fazem aniversario no mesmo dia da semana é:

GABARITO : letra b
[ GABARITO | a [ b [ ¢ [ d [ e
| FREQUENCIA (%) || 28% [ 50% || 4% [ 0% [ 18% |

3) Em uma caixa ha 12 bolas do mesmo tamanho: 3 brancas, 4 vermelhas e 5 pretas.
Uma pessoa, no escuro, deve tirar n bolas e ter a certeza de que, entre elas, existem
trés da mesma cor. O menor valor de n para que se tenha essa certeza é:

a) b

b) 6

c) 7

d) 8

e) 9

GABARITO : letra c

[ GABARITO || a | b | ¢ | d [ e
[FREQUENCIA (%) [ 0% [ 32% [ 36% | 4% [ 28% |
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4) O menor ntimero de pessoas que se deve ter em um grupo, para se garantir
que pelo menos duas delas aniversariam no mesmo mes é:

GABARITO : letra c
[ GABARITO a b c d
[FREQUENCIA (%) [ 14% [ 18% [ 18% | 46% [ 4% |

e

5) Uma sacola contém 200 bolas de cores variadas. Destas, 20 sdo brancas, 30 sdo
vermelhas, 50 sao azuis, 40 sao verdes e 60 sao pretas. O menor numero de bolas
que devemos retirar dessa caixa, sem olhar as suas cores, para termos a certeza de
que retiramos, pelo menos, 5 bolas de mesma cor, é:

a) 15
b) 20
c) 21
d) 25
e) 31
GABARITO : letra c
| GABARITO | a [ b | ¢ | d [ e

[FREQUENCIA (%) [ 18% [ 18% [ 14% | 1% [ 9% |

6) Em uma urna ha 5 bolas pretas, 4 bolas brancas e 3 bolas verdes. Deseja-se
retirar, aleatoriamente, certa quantidade de bolas dessa urna. O nimero minimo de
bolas que devem ser retiradas para que se tenha certeza de que entre elas havera 2
de mesma cor é:
a) 8
b) 7
)5
)4
)3
GABARITO : letra d
| GABARITO | a [ b | ¢ | d

[FREQUENCIA (%) | 14% [ 4% [ 18% [ 32% | 32% |

[N eNNe!

e

45



4.1. TESTE I

7) Uma urna contém 4 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas azuis. N bolas
serao retiradas simultaneamente dessa urna. Qual o menor valor de N para que se
possa garantir que, entre as retiradas, haja bolas de cores diferentes?

a) 3

b) 4
)
)
)

Y=V e)
=~ o Ot

GABARITO : letra c
[ GABARITO a b c d
[FREQUENCIA (%) | 32% [ 18% [ 36% [ 14% [ 0% |

e

e O grafico 4.1, a seguir mostra o percentual de acertos nas questoes do TESTE
L.
Vale ressaltar que nas questoes 1, 2, 3, 6 e 7 a alternativa correta foi a que
apresentou maior percentual de acerto entre as alternativas, o que nao ocorreu
nas questoes 4 e 5.

TESTE | - ACERTOSEM (%)

55%

50%
36% 36%
32%
18%
l 14%
a1 2 Qa3 Q4 Qs ae

Q a7

Figura 4.1: Grafico de acertos do TESTE 1
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4.2. TESTE II

4.2 TESTE II

Questoes Propostas:

1.) Marcos estéa se arrumando para ir ao teatro com sua nova namorada, quando
todas as luzes de seu apartamento apagam. Apressado, ele corre até uma de suas
gavetas onde guarda 24 meias de cores diferentes, a saber: 5 pretas, 9 brancas, 7
azuis e 3 amarelas. Para que Marcos nao saia com sua namorada vestindo meias de
cores diferentes, o niimero minimo de meias que Marcos devera tirar da gaveta para
ter a certeza de obter um par de mesma cor é igual a:

GABARITO : 5 meias
| RESPOSTAS APRESENTADAS || 10 | 3 [ 6 [ 5 |

| FREQUENCIA (%) | 6% | 12% | 12% | 70% |

2.) A quantidade minima de alunos que deve existir numa turma para que se possa
garantir que trés deles, pelo menos, tenham nascido no mesmo dia da semana, é:

GABARITO : 15 alunos
| RESPOSTAS APRESENTADAS | 8 [ 21 | 9 [ 10 | 15 |

| FREQUENCIA (%) 1 6% | 6% [[12% ] 23% [ 53 % |

3.) Qual é o nimero minimo de pessoas que deve haver em um grupo para que se
possa garantir que neste grupo haja pelo menos 5 pessoas nascidas no mesmo més?

GABARITO : 49 pessoas
| RESPOSTAS APRESENTADAS || 17 ,22e61 || 26,35e¢44 | 49 |
| FREQUENCIA (%) | 6%cada [ 12%cada | 46 % |

4.) A Republica Federativa do Brasil é formada por 27 unidades (26 estados e 1
Distrito Federal). Qual o niimero minimo de pessoas que deve haver em um grupo
de brasileiros natos para que se possa garantir que nele ha pelo menos 4 pessoas
nascidas na mesma unidade?

GABARITO : 82 pessoas
| RESPOSTAS APRESENTADAS | 32 | 31el108 | 82 |
| FREQUENCIA (%) [ 6% | 12%cada | 70% |

5.) Uma caixa contém 100 bolas, das quais 30 sdo vermelhas, 30 sdo azuis, 30 sdo
verdes e das 10 restantes algumas sao pretas e outras sao brancas. Qual o nimero
minimo de bolas que devem ser retiradas da caixa, sem lhes ver a cor, para termos
a certeza de que entre elas existam pelo menos 10 bolas da mesma cor?
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GABARITO : 38 bolas
| RESPOSTAS APRESENTADAS [/ 6,35,46¢70 [ 20,28 ¢ 40| 38 [ 30 |

| FREQUENCTA (%) | 6%cada [ 12%cada [ 18 % [ 23 % |

6.) Em uma gaveta, ha 6 lengos brancos, 8 azuis e 9 vermelhos. Lengos serao
retirados, ao acaso, de dentro dessa gaveta. Quantos lencos, no minimo, devem ser
retirados para que se possa garantir que, dentre os lencos retirados haja um de cada

cor?
GABARITO : 18 lencos

| RESPOSTAS APRESENTADAS | 4,5,6,9e17 || 7 | 18 | 3 |
| FREQUENCIA (%) [ 6%cada [15%[21% [28% |

7.) Uma urna contém 4 bolas brancas, 3 bolas pretas e 2 bolas azuis. N bolas serao
retiradas simultaneamente dessa urna. Qual o menor valor de N para que se possa
garantir que, entre as bolas retiradas, haja 2 de uma mesma cor?

GABARITO : 4 bolas
[RESPOSTAS APRESENTADAS | 3,7¢9 | 6 | 4 |
FREQUENCIA (%) 6 % cada 17 % 65 %

e O grafico 4.2, a seguir mostra o percentual de acertos nas questoes do TESTE
IT.
Vale ressaltar que nas questoes 1, 2, 3, 4 e 7 a resposta correta apresentou
maior percentual de acerto entre as diversas respostas apresentadas, o que nao
ocorreu nas questoes 5 e 6.

TESTE Il - ACERTOSEM (%)

70% 70%
65%
53%
46%
o,
a1 Qz2 Qa3 Q4 Qas Q6 a7

Figura 4.2: Grafico de acertos do TESTE II
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4.3 Resultados

Foi observado que 5 das 7 questoes aplicadas (71,4%) , em ambos os testes,
tiveram acertos com maior percentual, em relagdo aos erros. O que representa um
bom indicativo de desempenho, pois o teste 1 foi de questoes de multipla escolha e
o teste 2 foi de questoes abertas, tornando-o mais dificil.

O percentual médio de acertos nas 7 questdes do teste 1 foi de 34,4% e no teste
2 de 49%, como podemos observar no grafico 4.3. O fato desse percentual ser me-
nor que 50% do total, pode parecer pouco favoravel, mais tendo em vista o nivel
de dificuldade das questoes do teste 2 em relacao as quetdes do teste 1, podemos
considerar bastante positivo esses percentuais pois fica perceptivel a evolucao no
percentual de acertos.

Média de Acertos nos TESTES
49%

34,4%

TESTE1 TESTE2

Figura 4.3: Grafico da Média de Acertos

Vale ainda ressaltar que o teste 2, devido ao tipo das questoes abertas, foi preciso
a resolucao para atingir uma resposta. Portanto apresentou uma amplitude maior
de possiveis respostas, diferentemente do teste 1 que por possuir alternativas poderia
ser respondido aleatoriamente. Ainda assim o percentual médio de acertos do teste
2 foi superior ao do teste 1, como pode ser visto no grafico anterior.
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ACERTOSEM (%) - TESTEI x TESTEI
70%

70%

- 65%
50% 53%
I6%
50% 559
40% 50%
30%
36% 18%
20%
32% 36%
10%
18%
0% 14%
a4
TESTE | Qs Q7
mTESTE Il

Figura 4.4: Grafico Comparativo de acertos

Outra observacao importante é que, em 6 questoes, o percentual de acertos do
teste 2 foi maior que o percentual de acertos da teste 1, como pode-se observar no

comparativo do grafico 4.4, lembrando que o tipo das questoes eram bem semelhan-
tes nos dois testes.

Portanto, os resultados reforcam que a aplicacao do principio na resolucao de

problemas é de grande utilidade, pois propicia aos alunos uma ferramenta matema-
tica simples.
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