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Resumo

Este trabalho tem como objetivo facilitar o trabalho do professor do ensino médio com as
aplicacoes de matrizes. Através do deslocamento de um robo no plano é sugerido uma sequéncia
de atividades organizando e direcionando o trabalho do professor em sala de aula. As atividades
sao voltadas para turmas do 2° e 3° anos do ensino médio. Sao utilizadas as transformagoes no
plano ( rotagao, reflexao e translacdo) e através da matriz canonica de cada transformagao sao
desenvolvidas varias atividades simulando o deslocamento de cada objeto ou figura.

PALAVRAs-CHAVE: Matrizes , Transformacao no plano, Robética



ABSTRACT

This work aims to facilitate high school teacher’s work with applications matrices. By dis-
placing a robot in the plan suggested a sequence of activities by organizing and directing the
work of teachers in the classroom. The activities are geared to the 2nd and 3rd year high school
classes. the changes in the plan are used (rotation, reflection and translation) and through the
canonical matrix of each transformation are developed several activities simulating the move-
ment of each object or figure.

KEY- WORDS: DIES, CHANGES IN THE PLAN, ROBOTICS
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Introducao

Este trabalho tornou-se uma semente quando realizei curso de robdtica, voltado para professo-
res, na Universidade Federal do Amapa- UNIFAP, onde foram trabalhadas as nocoes basicas de
programacao utilizando o microcontrolador Arduino e o software ardublock desenvolvido para
programar em linguagem C utilizando blocos graficos.

Nas tarefas mais bdsicas, como controlar o funcionamento de um motor alimentado a pi-
lha, estabelecer uma sequéncia de comandos a ser obdecida por um robo6 entre outras, percebi
que poderia ser desenvolvido uma proposta contextualizada e interdisciplinar na area da ma-
tematica.

Atuo em uma esola no municipio de Santana, estado do Amap4, situada no bairro central.
O publico da escola em sua maioria sao oriundos da areas perféricas, quase todos recebem
apoio através de algum programa de assiténcia social do governo, familias de baixa renda. Ao
abordar o tema robotica em sala de aula, pouco vi de motivagao no semblante dos alunos, a nao
ser uma aluna que esbocou comentarios pois ja havia tido contato com a atividades de robdtica
desenvolvida em outra escola.

A robdtica para os alunos era algo distante, longe da sua realidade educacional e financeira.
Foi entao que resolvi leva-l6s como visitantes a uma feira de robdtica realizada no Instituto
federal do Amapa- IFAP, no municipio de Macapa.

Os alunos perceberam que havia outras escolas publicas participando e comecaram a indagar
sobre o valor destes materiais, dos kits de robdtica, ver os robos utilizados nas competicoes.

Assim surgiu a ideia de criar uma proposta de ensino contextualizada e interdisciplinar
abordando aplicacoes das operagoes com matrizes e robotica, juntado duas areas diferentes de
conhecimento. O foco do trabalho seria instigar o aluno a trabalhar ou conceber estratégias de
solucoes ja conhecidas e até mesmo descobrir novas solugoes.

Este trabalho foi dividido em sete capitulos:
No primeiro capitulo temos uma introducao.

No segundo capitulo falamos sobre os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino Médio
e a sua proposta para a reformulacao do ensino médio.

No terceiro capitulo é aborado o conceito de contextualizacao e interdisciplinariedade dois
objetivos desta proposta didatica, e feita uma breve introdugao sobre robdtica educativa.
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No quarto capitulo é abordado o tema matrizes indo da definicao até as operagoes de soma,
multiplicagao por escalar e multiplicagdo entre matrizes. O conteiudo abardado é o minimo
necessario para o desenvolvimento do assunto.

No quinto capitulo abordamos de maneira introdutria o conceito de espago vetorial que dara
suporte para desenvolver o conceito de transformacoes lineares. As atividades propostas sao
direcionadas para transformacoes no plano cartesiano, ou seja o R2.

No sexto capitulo falamos sobre a transformacoes no plano e associacao de uma figura a
uma matriz.

No sétimo e ultimo capitulo foi sugerido uma proposta de trabalho para auxiliar o professor
que deseja trabalhar uma proposta contextualizada e interdisciplinar sobre o uso de matrizes.
Também pode servir de material auxiliar na preparacao dos alunos para a Olimpiada Brasileira
de robotica.



Capitulo 2

Os Parametros Curriculares Nacionais

O ensino médio esta passando por um processo de rearranjo em que interdisciplinariedade e
contextualizacao passam a ser um necessidade no contetido trabalho em sala de aula. O ensino
médio deixa de ser visto como um preparagao para uma proxima etapa e passa a ser uma etapa
final da escolaridade bésica.

A Matematica deve ser compreendida como uma parcela do conhecimento humano essencial
para a formacao de todos os jovens, que contribui para a construgao de uma visao de mundo,
para ler e interpretar a realidade e para desenvolver capacidades que deles serao exigidas ao
longo da vida social e profissional. O ensino da matematica nao foge deste contexto.

Os PCN'’s prevem trés competéncias, no ensino da matematica, basicas : comunicar e repre-
sentar; investigar e compreender; contextualizar social ou historicamente os conhecimentos.

O Exame Nacional do Ensino Médio (Enem) aponta cinco competéncias gerais: dominar di-
ferentes linguagens, desde idiomas até representacoes matemadticas e artisticas; compreender
processos, sejam eles sociais, naturais, culturais ou tecnoldgicos; diagnosticar e enfrentar pro-
blemas reais; construir argumentacoes; e elaborar proposigoes solidarias.

Cada um desta competéncias e presupoe algumas habilidades. O ensino das disciplinas é es-
truturado em forma de topicos e nao em competéncias. Assim os PCN’s vem esbocar uma
estrtutura contemplando tanto o ensino com base em competéncias como em tépicos como
atualmente esta estruturado.

A atividade proposta neste trabalho, segue a orientacao dos Parametros Curriculares Nacio-
nais - PCN ao trabalhar os trés temas estruturadores da matematica no ensimo médio: Algebra,
Geometria e Analise de dados.

Ao lado de cada tema procura-se trbalhar habilidades especificas:

e Algebra: Ler e interpretar diferentes linguagens e representacoes envolvendo variagoes
de grandezas; Identificar regularidades em expressoes matematicas e estabelecer relagoes
entre variaveis;

e Geometria : Analisar e interpretar diferentes representagoes de figuras planas; Reconhecer
que uma mesma situagao pode ser tratada com diferentes instrumentais matematicos,
de acordo com suas caracteristicas. Associar situacoes e problemas geométricos a suas
correspondentes formas algébricas e representacoes graficas e vice-versa

e Aniélise de dados: Fazer o aluno perceber que um mesmo problema pode entao ser abor-
dado com diferentes instrumentos matematicos de acordo com suas caracteristicas; Com-
preender o uso de representacoes graficas, identificacao de regularidades, interpretagao
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e uso de modelos matematicos e conhecimento de formas especificas de raciocinar em
Matematica.



Capitulo 3

Construcao da proposta

3.1 Construcao da proposta

O desenvolvimento das proposta de ensino a madureceu quando tive contato com as provas da
olimpiada brasileira de robética - OBR. Uma questao aparentemente simples, mais que desper-
tou minha atencao. Faz referéncia ao deslocamento de um robo:

OBR - 2016 - Prova Nivel 5 - O astronauta enviou suas coordenadas cartesianas (52, 30)
para o robo, considerando que o robo se encontra na origem do eixo de coordenadas. Neste
sistema, cada unidade é contada em quilémetros (km).

e Qual a sequéncia de comandos de programacao que faz com que o robo alcance seu objetivo,
percorrendo a menor distancia possivel?

15. O robo da figura abaixo foi enviado para Marte para resgatar um astronauta.

o

Figura 3.1: Prova OBR- nivel 4- 2016

Para o desenvovlvimento deste documento foi utilizado como ferramenta auxiliar o software
de geometria dinamica GEOGEBRA para efetuar as transformagoes e simular o deslocamento
a ser realizado nos pontos escolhidos.
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3.2 Contextualizacao e interdisplinariedade

Para D’Ambrosio, “Do ponto de vista de motivacao contextualizada, a matemédtica que se
ensina hoje nas escolas é morta. Poderia ser tratada como fato histérico” (D’ AMBROSIO,
2012, p. 29).

Muito se deve ao distanciamento da realizade do aluno. Segundo Meyer “A maioria das pessoas
nao consegue relacionar a Matematica nem com as outras ciéncias e muito menos com situacoes
de seus cotidianos, porque foi criado um universo a parte, ou seja, para elas, a Matemética nao
estd presente em outros contextos” (MEYER et al, 2011, p.24).

Mas o que seria contextulizar. Segundo Fogaca contextualizacao pode ser definida como "o
ato de vincular o conhecimento a sua origem e a sua aplicacao” (FOGACA, 2012). Contextu-
alizar o assunto é aproximar a teoria e a pratica.

Mas nao basta somente contextualizar o ensino e necessario aproximar a realizade do aluno.
Atuo em uma esola no municipio de Santana, estado do Amapa, situada no bairro central. O
publico da escola em sua maioria sao oriundos da areas perféricas, quase todos recebem apoio
através de algum programa de assiténcia social do governo, familias de baixa renda. Ao abordar
o tema robdtica em sala de aula, pouco vi de motivacao no semblante dos alunos, a nao ser
uma aluna que esbocou comentarios pois ja havia tido contato com a atividades de robotica
desenvolvida em outra escola.

De acordo com Valente,

“A aplicacao da informagao exige sua interpretacao e seu processamento, o que implica a
atribuicao de significados de modo que a informacao passe a ter sentido para aquele aprendiz.
Assim, aprender significa apropriar-se da informacgao segundo os conhecimentos que o aprendiz
ja possui e que estao sendo continuamente construidos. Ensinar deixa de ser o ato de transmitir
informagao e passa a ser o de criar ambientes de aprendizagem para que o aluno possa interagir
com uma variedade de situagoes e problemas, auxiliando-o em sua interpretacao para que
consiga construir novos conhecimentos”. (VALENTE, 2002, p.24).

A Interdiciplinaridade pode ser é compreendida como uma forma de trabalhar em sala de
aula, no qual se propoe um tema com abordagens em diferentes disciplinas. E compreender,
entender as partes de ligacao entre as diferentes areas de conhecimento, unindo-se para transpor
algo inovador, abrir sabedorias, resgatar possibilidades e ultrapassar o pensar fragmentado. E
a busca constante de investigagao, na tentativa de superacao do saber.

Para que ocorra a interdisciplinaridade nao se trata de eliminar as disciplinas, trata-se de
torna-las comunicativas entre si, concebeé-las como processos histéricos e culturais, e sim torna-la
necessaria a atualizacao quando se refere as praticas do processo de ensino-aprendizagem.

De acordo com Morin (2000), as disciplinas como estao estruturadas sé servirdo para iso-
lar os objetos do seu meio e isolar partes de um todo. A educacdao deve romper com essas
fragmentacoes para mostrar as correlacoes entre os saberes, a complexidade da vida e dos pro-
blemas que hoje existem. Caso contrario, sera sempre ineficiente e insuficiente para os cidadaos
do futuro.

Ainda que a nocao do termo interdisciplinaridade nao se configure como um sentido univoco
e preciso, em vista do conjunto de enfoques que ela recebe, mesmo que nao possamos genera-
lizar uma concepcao de interdisciplinaridade, o certo é que ha uma compreensao comum, por
parte dos seus diversos tedricos, na necessidade de relagao de sentidos e significados na busca
do conhecimento, objetivando uma percepcao de saberes em conjunto.

Robética educativa- (R.E)
Para Schons et al., a R.E “[...] constitui nova ferramenta que se encontra a disposigao do
professor, por meio da qual é possivel demonstrar na préatica muitos dos conceitos tedricos, as
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vezes de dificil compreensao, motivando tanto o professor como principalmente o aluno”.

D’Ambrosio defende a robotica educativa com um meio de oferecer aos alunos experiéncias
proximas as encontradas na vida real além de trabalhar o desenvolvimento do raciocinio légico,
criatidade, interagoes em grupo bem como a utilizacao de conceitos aprendidas em diversas
areas do conhecimento.

O aluno na intencao de ver um robo estruturado e funcionando nao espere que lhe sejam
fornecidos todos os detalhes técnicos (eletronica, programagao ou mecanica), desta forma a
cada busca por informacao e interagdo com o objeto (robd), o discente se vé autossuficiente,
percebe seu conhecimento ampliado e que nao é o mesmo de outrora, pois evoluiu na maneira
de aprender a pensar e de aprender a aprender.



Capitulo 4

Matrizes

4.1 Matrizes

4.1.1 Definicao de matriz

A aplicagao das transformacoes lineares, no ensino médio, geralmente vem associada a ideia de
matrizes.

Dados dois ntimeros naturais m e n , definimos uma matriz de ordem m por n, ou sim-
plesmente uma matriz m por n ( escreve-se mxn), como uma tabela formada por elementos
distribuidos em m linhas e n colunas. Estes elementos sao chamados entradas da matriz. E
usual indicarmos as entradas de uma matriz arbitraria A pelos stmbolos a;; , onde os indices in-
dicam nessa ordem, a linha e a a coluna onde o elemento se encontra. Uma matriz ¢ usualmente
representada por A = [aij]m., Ou simplesmente [a;;].

A matriz A representa um quadro com m linhas e n colunas, no qual o elemento a;; situa-se
no cruzamento de i-ésima linha com a j-ésima coluna:

ay;y ... Qip

A=
Ap1 -+ Gpn

Uma matriz nxn, em que o nimero de linhas é igual ao de colunas, é chamada de matriz
quadrada de ordem n.

a11p Qa2 Q13
A= G21 Q22 (23

31 Aas2 0ass
Se A = [a;j] é uma matriz quadrada de ordem n, as entradas em que ¢ = j, forma a diagonal

principal de A. Uma matriz diagonal de ordem n é uma matriz quadrada de ordem n em que
os elementos que nao pertecem a diagonal principal sao iguais a zero.

2 0 0
A=10 3 O
00 -2

A matriz Identidade é uma matriz diagonal de ordem n cujas entradas da diagonal principal
sao iguais ao niumero natural 1.



CAPITULO 4. MATRIZES 10

o

I
O O =
O = O
_— O O

4.2 Operacoes com Matrizes

Para o estudo das transformagoes lineares seré necessério realizar algumas operagoes entre ma-
trizes como soma, subtracao, igualdade e multiplicagao.

4.2.1 Igualdade

Dizemos que duas matrizes A = [a;j]man € B = [bij]man, de mesma ordem, s@o iguais , escreve-se
A = B, quando a;; = b;; , paratodo 1 <i<mel<j<n.

A=B
1 03 1 0 3
A= -6 1 0| B=| -6 10
3 05 3 05

4.2.2 Adicao de matrizes

A adicao de matrizes tem propriedade semelhantes a adicao dentro do conjunto dos nimeros
reais desde que estabelecemos as convencoes de que a matriz nula 0 do tipo m x n é aquela
cujos elementos sao todos iguais a zero e que se M = [a;;] entdo —M = [—ay;].

Se A = [a;;] € B = [bij]man sd0 duas matrizes de mesma ordem m x n, a soma de A e B,
denotada A+ B, é a matriz C' = [¢;;] de ordem m x n tal que ¢;; = a;;+b;; paratodo 1 <i <m
e 1 < 7 < n. Considere a matriz A e B

1 2 1 1 00

A= 0 -3 0| B=|0120

-1 0 1 0 01
1 2 1 10 -1 1+1 240 1+4+-1
0O -3 0|+]01 0 = 0+0 —-3+1 0+0
-1 0 1 0 0 1 -1+0 0+0 1+1

4.2.3 Multiplicacao por escalar

Dada a matriz A = [a;j|man, definimos o produto de A pelo nimero real k, como k.A =
[k.ai]] man-

Vamos efetur a operacao de multiplicacao de um escalar k por uma matriz A.

Seja a matriz

2 3 1
A=|1 1 -1
1 4 0
a multiplicacdo por um esclar resulta na matriz k. A =
k2 k3 k.1

A= | k1 k1 k-1
k1l k4 kO
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4.2.4 Multiplicacao de matrizes

Entre elas daremos énfase a multiplicacao entre matrizes. Sejam A = [ai;]mzn € B = [bijlnap
duas matrizes. O produto A.B de A por B, é definido como a matriz C' = [¢;]]map tal que

Cij = ailblj + Cligsz —+ ...+ ambnj,
Segue abaixo o produto de duas matrizes 2x2,

SHIEN
2.1+ 3.(-2) 2.(—1)+3.1}

AB = [0.1+1.(—2) 0.(-1) + 1.1

Dada uma matriz A = (a;;) do tipo m x n e uma matriz B = (b;;) do tipo n x p, o produto
da matriz A pela matriz B é a matriz C' = (¢;;) do tipo m x p tal que o elemento ¢;; é calculado
multiplicando-se ordenadamente os elementos da linha i, da matriz A, pelos elementos da coluna
j, da matriz B, e somando-se os produtos obtidos. Para dizer que a matriz ¢ é o produto de a
por B, vamos indicé-la por AB:

Apon-Bnzp = ABpp

4.2.5 Diferencas entre o produto de matrizes e o produto de niimeros:

Lima, esclarece as quatro diferencas fundamentais entre o produto de matrizes e o produto de
nameros:

1. A primeira é que o produto entre dus matrizes A e B, definido por A.B nao esta definido
para quaisquer matrize A e B; pois s6 faz sentido quando o nimero de linhas de A é igual
ao numero de colunas de B.

2. A segunda é que o produto A.B nao é comutativo.
3. A terceira diferenca é que o produto de duas matrizes nao-nulas pode ser a matriz nula.

4. A quarta diferenca é que para o produto de numeros todo numero a diferente de zero
possui inverso multiplicativo a~1, pois a.a~1 = a.a”1 = 1. Por outo lado, dada a matriz
quadrada A, do tipo nxn, nem sempre existe uma matriz C,do tipo nx n, tal que A.C' =
C.A = I,. Quando um atal matriz C existe, a matriz A se diz invertivel e C' chama-se
inversa de A. Escreve-se entao C' = A™1



Capitulo 5

Transformacoes Lineares

5.1 Transformacoes Lineares

5.1.1 Espacos Vetoriais

Seja V um conjunto nao-vazio qualquer de objetos no qual estao definidas duas operacoes, a
adicao e a a multiplicagao por escalares. Por adicao entendemos uma regra que associa a cada
par de objetos u e v em V um objeto u + v; por multiplicacao entendemos uma regra que
associa a cada escalar k e cada objeto v em V um objeto k.v, chamado multiplo de v por k. Se
os seguintes axiomas sao satisfeitos por todos os objetos u,v e w em V e quaisquer escalares k

e [, entao nos dizemos que V é um espaco vetorial e que os objetos de V sao vetores.

1.
2.

8.

A definicao de um espaco vetorial nao especifica nem a natureza dos vetores nem das
Qualquer tipo de objeto pode ser um vetor e as operacoes de adigao e multi-
plicagaopor escalar podem nao guardar semlhanca ou ter relacao alguma com as operacoes

operacoes.

A adicao ¢ associativa (v +v) + w = u + (v + w), onde u, vew € V.
A adigao é comutativa u + v = v + u, para todo u,v € V.

A adicao possui elemento neutro

existe 0 € V, tal que v + 0 = v, para todo v € V'

a adicao possui simétricos para todo v € V, existe —v € V tal que (—v) +v =10
se k é um escalar qualquer k(u +v) = ku + kv

(k+1lv=kv+1v

k(lw) = (kl)u

lv = v, para todo v € V.

usuais em R™. A tnica exigéncia é que os axiomas de espaco vetorial sejam satisfeitos

A abordagem feita neste trabalho sobre o tema transformacoes lineares foge da abordagem

tradicional utilizando vetores e utiliza equagoes lineraes.

12
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5.1.2 O que sao transformacoes lineares?

Uma transformacao linear de V.em W é uma funcao 7" : V. — W que possui as seguintes
propriedades:

T(vy +vy) = T(v1) + (v2), para quaisquer vy e vy em V.
T(a.v) = a.T(v), para quaisquer v em V e a em R.

Se o dominio de uma funcao é R,, e o contradominio é R,,, entao escrevemos f : R, — R,,
e f é chamada uma aplicagao ou transformagao de R,, — R,,, neste caso dizemos que a fungao
leva ou aplica R,, — R,,.

Para o caso em que n = m, ou seja, a transformacao f : R, — R, é chamada um operador
linear de R,,. Neste trabalho focaremos o caso em que n = 2, ou seja, um operador linear em
R2.

Suponha que fi, fo, ...., fn sa0 funcoes de n variaveis reais, digamos:
w1 = fl(l’l, Ly evnny ZL’n)
Wo = fg(l’l, Ly evnny ZEn)
Wy = fr(T1, Toy ooy )
Estas m equagbes associam um ponto (wy, ws, ..., w,,) em R, a cada ponto (x1,xs, ...., T,)

em R,. E portanto definem uma transformacao de T': R, — R,,. Assim temos
T:R, — R,

T(x1,x9, ... Tp) = (W1, Wa, ..., Wy,)

No caso especial em que as equagoes sao lineares, a transformacao 7' : R, — R,, definida
por estas equacoes é chamada uma transformacao linear. Assim uma transformacoes linear
T : R, — R,, é definida por equacoes da forma

W1 = 1171 + A12T2 + ... + A1pTy
W9 = A12T1 + A92To + ... + Aop Ty

Wy = Am1T1 + Qoo + ... + QT

escrevendo, em notacao matricial,

wq a1; A2 ... Qaip T

Wa Q21 Q22 ... Q2p T2
W = =

W Am1 Am2 .. Qmp Ty

ou mais precisamente, por W = A.X

A matriz A = [a;;] é chamada a matriz canonica da transformacao linear T e a transformagcao
¢ chamada multiplicagao pela matriz A.



Capitulo 6

Transformacoes no Plano

6.1 Transformacoes lineares no plano

6.2 Reflexao em relacao a uma reta

Vamor analisar as transformacoes lineres no plano que preservao distancias, ou seja, as sime-
trias.

6.2.1 Reflexao em relacao ao eixo Y

E um operador que leva cada vetor em seu simétrico em relagao ao eixo Y.
. 2 2 . . . , .
Considere o operador T" : R© — R" que aplica cada vetor na sua imagem simétrica em
relagao ao eixo Y.

. 2 2 . s . ~
Na figura abaixo o operador T : R© — R’ leva o ponto A em A’ simétrico em relacéo ao
eixo Y.

Considere o ponto generico A(x,y). Se escrevermos w = T'(z), entdo as equagoes relacio-
nando os componentes de x e de wsao:

Figura 6.1: Reflexao em relacao ao eixo Y

wy = —v = —x+ 0y
wy=y=0x+y

14
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ou em formato matricial
lw | | =10 T
w=lm] =15

Como as equacoes de wy e wy sao lineares, T' é um operador linear e analisando a forma
matricial da transformacao a matriz canonica de 1" é

=[]

6.2.2 Reflexao em relacao ao eixo X

E um operador que leva cada vetor em seu simétrico em relacao ao eixo X.
Considere o operador T' : R? — R? que aplica cada vetor na sua imagem simétrica em
relagao ao eixo X.

Na figura abaixo o operador T : R*> — R? leva o ponto A em A" simetrico em relacdo ao
eixo X.

Considere o ponto generico A(x,y). Se escrevermos w = T'(z), entdo as equagoes relacio-
nando os componentes de x e de wsao:

Figura 6.2: Reflexao em relagao ao eixo X

w, =z =z + 0y
wy=—y=0r—y

ou em formato matricial

v=[n]=lo S0
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Como as equagoes de w; e wq sao lineares, T' é um operador linear e analisando a forma
matricial da transformacao a matriz canonica de T' é

=l 4]

6.3 Rotacao

6.3.1 Rotagao em relagao a origem

E um operador que gira cada ponto em R? por um angulo fixado 6.
Considere o operador que gira cada vetor no sentido anti-horario por um angulo positivo
fixado.

Para encontrar as equagoes relacionando x com w = T'(x), seja § o angulo entre o segmento
ox € 0 eixo x positivo e seja r o comprimento comum de x e de w.

Figura 6.3: Rotagao do ponto A em relacao a origem por um angulo 6 relagao ao exixo Y

Por trigonometria x = rcosf3, y = rsenfs e
wy = rcos(ff + 0)
wy = rsen(f +0)

Aplicando a formula do seno / cossseno da soma de arcos, temos :
wy = rcosP + cosh — rsen3sent
we = rsenfcosf + rcosfsenf

substiuindo os valores acima de x e y em w; e ws, temos
wy = xcost — ysenb

wy = xsent — ycost

As equagoes acima sao lineraes , de modo que T' é um operador linear. Escrevendo na forma

matricial
W:[wllz{cosé’ —sen@]{x]
Wa senf)  cosf Y
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Esse tipo de rotagao funciona quando a figura esta com o ponto, que sera a base da rotagao
no eixo X, posicionado na origem.

Quando o ponto esta fora da origem é necessario fazer uma translagao de eixos.

6.3.2 Rotacao de objeto fora da origem

Quando o obejto esta situado fora da origem a rotacao dele e composta de uma transformacao
de translacao de iexos

Figura 6.4: Rotacao no plano

W— wy | _ cos —senf T — X N z
Wo senfl  cosf Y — Yo Y

A seguir, vamos mostrar que de fato a Transformacao T é uma rotacao de angulo 6 em
torno do ponto P. Considere (z;y) um ponto qualquer, faca uma translacdo do mesmo por
—P = (—x0; yo), rotacione-o em torno da origem por # unidades angulares, faca uma translagao
por P = (zo;y0). A menos que (zo;yo) = (0;0), esta transformacao nao é linear.

M e
Y —Yo Y—%
cos —senb T — To
_>
senf)  cost Y — Yo
cosd —send T — X x
— +
senfl  cost Y — Yo Yy

6.4 Dilatacao

A matriz candnica da dilatacao serd utilizada como a matriz deslocamento pois ela efetuara
o deslocamento do objeto situado no plano. A transformacao linear 7' : R? — R? dada por
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T(x,y) = K(z,y) é donomidada dilatacdo ou contragdo do vetor OP com coordenadas na
origem do plano cartesiano e no ponto P(z,y).

Figura 6.5: Dilatacao corresponde ao deslocamento de uma figura ou um ponto no plano

. w1 . k0 xz
v-[n]-1o 2]
Como nao estamos considerando o vetor OP mas o ponto P, o valor de K corresponde ao

deslocamento que queremos efetuar na diregao a frente do objeto considerado.
Se K > 1, temos um deslocamento para frente. Se k& < 1 temos um deslocamento para tras.

Na forma matricial temos,

6.5 Translacao

Observe a figura abaixo
As matrizes relacionadas as figuras acima sao:

03 4
A‘[zesz]

eA,:[s 11 12}

0 4 0
o~ . ~ . N .o~ . !’
A regiao triangular A sofreu uma translacao dando origem a regiao triangular A". Podemos
descrever essa translagao usando uma matriz coluna:

)

Movemos 8 unidades a direita ao longo do eixo x, e depois, movemos 2 unidades para baixo
ao longo do eixo Y.
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De modo geral, para transladar um ponto P(z,y), de a unidades para a direita e b unidades
para cima, efetuamos a adicao de matrizes:

HEBEE

Figura 6.6: Dilatacao corresponde ao deslocamento de uma figura ou um ponto no plano



Capitulo 7

Proposta de ensino

7.1 Aplicacao das operacoes com Matrizes

DETERMINAR O DESLOCAMENTO A SER REALIZADO
POR UM ROBO NO PLANO R’

15. O robd da figura abaixo foi enviado para Marte para resgatar um astronauta.

[ILULEA]

Figura 7.1: Prova OBR- nivel 4- 2016

A figura acima foi retirada da prova da Olimpiada Brasileira de Robdtica- OBR ano 2016.
O comando da questao segue abaixo:

O astronauta enviou suas coordenadas cartesianas (52, 30) para o robd, considerando que o
robo se encontra na origem do eixo de coordenadas. Neste sistema, cada unidade é contada em
quilometros (km).

e Qual a sequéncia de comandos de programacao que faz com que o rob6 alcance seu objetivo,
percorrendo a menor distancia possivel?

e Considerando que o astronauta possui mantimentos suficientes para sobreviver apenas
mais 4 dias e que o rob6 se desloca a uma velocidade de 8 cm/s, o rob6 chegara a tempo de
salvéa-lo?

20
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1. Va em frente por 52 km; Gire 90° para esquerda; Va em frente por 30 km. O robd nao
chegard a tempo.

2. Gire 45° para esquerda; Va em frente por 60 km.e O robo chegara a tempo.

3. Gire 90° para esquerda; V& em frente por 30 km; Gire 90° para direita; V4 em frente por
52 km.e O robo chegard a tempo.

4. Gire 30° para esquerda; Va em frente por 60 km. e O robo nao chegard a tempo.

5. Gire 60° para esquerda; Va em frente por 60 km. e O robo nao chegara a tempo.

Percebendo as dificuldades dos alunos em trabalhar e responder esta tipo de questao, desen-
volvida uma atividade utilizando o software GEOGEBRA. O aluno precisa encontrar e calcular
o caminho a ser percorrido por um veiculo. Porém segue como sugestao uma sequéncia didatica
de atividades para dar suporte ao professor antes de trabalhar as questoes no nivel da OBR.



CAPITULO 7. PROPOSTA DE ENSINO 22

7.2 Atividade 1

Atividade 1

Entender o que é uma transformagao no plano.

O objetivo da atividade um ¢é mostrar o aluno que cada figura pode ser tratada com um
conjunto de pontos
ou até mesmo um unico ponto no plano.

Podemos extender essa representacao com a utilizacao de matrizes.

Como associar uma figura a uma matriz.

Observar a figura abaixo e associar os pares ordenados correspondentes a cada vértice a
uma matriz As,, em que n representa o nimero de vértices.

44444

Figura 7.2: Relacionando figuras, vertices e matrizes

Os vértices (1,1);(2,4); (7,2) que compdem a figura acima podem ser associados a matriz

127
A:{142]

Observe o triangulo abaixo (fig 7.3) no plano cartesiano e responda:
a) Escreva os pares ordenados que descrevem seus vértices. Procure enfatizar o trabalho
com outros poligonos, explorando nao somente os triangulos e quadrilateros;

b) Escreva esses pares ordenados formando uma matriz 223; As matrizes construidas serao
da forma A = (a;;)2.m €m que m é o nimero de vértices da matriz.
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Figura 7.3: Ativiade 1

7.3 Atividade 2

Atividade 2

Conhecendo os tipos de transformacoes e as matrizes associadas a elas:
Objetivo: Mostrar os diferentes tipos de transformagoes lineares e suas matrizes canonicas.

REFLEXAO
A reflexdo em relacao ao eixo Y leva a matriz A em A!

(1 -4 =6 1011 4 6
A‘[1 1 5};{0 1“115]

Figura 7.4: Reflexao

Atividade
Faca o que se pede para cada matriz a seguir:

01 3 0 2 3 ~1 -3 -5
SRR LR RS |
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a) Marque os pares ordenados em um plano cartesiano e ligue os pontos, em ordem, para
formar uma figura.Explore o caso em que nao se obedece a ligagdo dos pontos na ordem que
sao colocados na matriz.

b) Efetue uma reflexdo das figuras em relagdo ao eixo x e escreva a matriz de cada figura
refletida.Procure ajudar o aluno a associar a reflexao como se houvesse um espelho em frente a
figura no eixo X.

c¢) Constate que a matriz da figura refletida pode ser obtida multiplicando-se a matriz as-
sociada a figura pela matriz:
Dependendo da assimilagao do contetido pelos alunos ja pode-se demonstrar como obter a ma-
triz canonica da transformacao acima.
-1 0
o]
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7.4 Atividade 3

Atividade 3

Enteder o processo de rotagao nos sentidos horarios e anti-horarios.
O obejtivo ¢ diferenciar a rotacao em relacao a origem da realizada em relacao a um ponto da
figura. Importante fazer uma revisao sobre o conceito de angulos e trigonometria em especial
como calcular os valores das prinicpais func¢oes trigonométricas.

] 1 .;/ __________ B '
Rotagéo 90° anti-horario

8 5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 ]

Figura 7.5: Rotacao 90° anti-horario

A rotacao em relacao a origem leva a matriz A em Al

Al — 1 4 6 N cos90 —sin90 1 4 6
| -1 -1 -5 sin90  cos90
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AR

Rotagio 45" Athariio Rotagio S0P An horo Rotagho 135 An hrio Rotagho 160°- AnsHortio

-t o 2 H 4 5 8 H 2 R L R oo ® ™ B H

ﬁ/
N o

Rotagéo 45"~ Horario Rotagéo 90° - Hordrio Rotagdo 135° - Horario

Rotacéo 180°- Horério

Figura 7.6: Rotacoes sentido horario e anti-horario

Faca o que se pede para cada matriz a seguir:

113 2 15 -1 -3 -5
A:{l 3 3}32{2 44}02[2 2 1}

a) coloque os pares ordenados de cada matriz no plano cartesiano e ligue os pontos em
ordem para formar uma figura.
(Atentar para a necessidade de seguir a ordem de ligacao dos pontos)

b) Na matriz A aplique uma rotagao de 45°, em B uma rotacao de 90° e em C uma rotagao
de 135°, no sentido anti-horéri, em torno da origem (0, 0)

c¢) em todos os casos escreva a matriz associada a figura final e desenhe-as em um mesmo
plano cartesiano.

d) Verifique que a matriz associada pode ser obtida multiplicando-se a matriz associada &
figura inicial por

{ cosfp  —senf3 ]

senf3  cosf

Para a matriz canonica de rotagao o valor de 3 positivo ou negativo corresponde a rotagao
nos sentido anti-horario ou horério respectivamente.

A matriz rotacao toma como referéncia a origem do plano cartesiano. Existem situages que
é preciso girar a figura ao redor de si. Neste caso serd necessario fazer uma translagao de eixos.
Dependendo do nivel da turma em que esta sendo trabalhado o assunto pode se enfatizar de
maneira mais superficial ou explicar o processo de translagao de eixos. Na rotagao em relagao
a origem a nova figura é rotacionada por um angulo f.

Para a demosntracao da rotacao de figuras procure inserir imagens de objetos ou veiculos,
ja que algumas rotacao podem confundir os alunos.



CAPITULO 7. PROPOSTA DE ENSINO

Rotagéo 60°
. Anti-horario em relagéo a origem

8 Rotagéo de 60°
anti-horario em relagao ao vértice do tridngulo

Figura 7.7: Rotacao em relacao a origem x rotagao em relacao ao vértice da figura

7.5 Atividade 4

Dilatacao
Observe a figura abaixo:
Verificando geometricamente, temos:
Matrizes associadas as figuras A e A’

A

I
—
N DN
(G20 \V]
N Ot
1

,[4 4 10
A—[4 10 4]

Figura 7.8: Dilatacao

Observe a figura abaixo, nela foi aplicadada uma transformacao de dilatacao do tipo

o]

em seguida variamos os valores de k, onde K €N
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Figura 7.9: Translacao de um ponto P pode ser interpretado como deslocamente de P.
Procure trabalhar com diferentes valores K e de maneira natural identificar o que ocore para
valoresde K >0, 0 < K <1, K >0e K =0

a) o que acontece com a figura?

b) o que ocorre se trocarmos a figura por um ponto P de coordenadas (x,y) qualquer?

Nesse ponto ¢ interessante mostrar que a matriz dilatacao pode ser utilizada para gerar

figuras semlhantes , deslocar um objeto ou um ponto no plano.
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7.6 Atividade 5

Atividade 5

Acionamento do motor

Para controlardo o acionamento e velocidade dos motores e utilizamos um microcontrolador
arduino.

O microcontrlodor Arduino é um pequeno computador que vocé pode programar para pro-
cessar entradas e saidas entre o dispositivo e os componentes externos conectados a ele, intera-
gindo com o ambiente por meio de hardware e software.

Fonte externa

Figura 7.10: Trajeto simulando deslocamento do robo

O veiculo é controlado por dois motores, através de uma placa conectada ao arduino conhe-
cida como ponte H.
A placa possui duas saidas independentes onde serao conectados os dois motores.
Os motores utilizados sao do tipo DC , para variarmos a velocidade do motor, rotagdes por
minuto, devemos variar a tensao de entrada, ou seja alimentacao dos dois pinos do motor.
Dependo da forma como o motor é alimntado obteremos os seguintes movimentos:
Motor A - ( giro no sentido horario)
Pino 1- OV
Pino 2- 5v

Motor B - ( giro no sentido horério)
Pino 1- OV
Pino 2- 5v

Se os dois motores forem alimentados conforme a configuracao acima, o veiculo se desloca
para frente.

Motor A - ( giro no sentido anti-horario)
Pino 1- 5V
Pino 2- Ov

Motor B - ( giro no sentido anti-horario)
Pino 1- 5V
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Pino 2- Ov

Se os dois motores forem alimentados conforme a configuracao acima, o veiculo se desloca

para tras.

Se combinarmos o movimento do motor A no sentido horario com o motor B no sentido
anti-horario obtemos o giro para direita ou esquerda.

Bairento do exnjurlo .
Frafrente

Wit 0o tarjunta:
Faratris

$

Wit 00 tarjunta: Hownietn o oy
Gira o sunlbdotvrirn ira e sartido ant-forine

Wasimanks d erjnto Wastmanks d arjnta
Wi pars 3 drly Virs e s

Figura 7.11: movimentos possiveis Trajeto simulando deslocamento do robo

Observe a tabela com as configuragoes e estados possiveis para os motores A e B.

Este trabalho explora os movimentos para frente, parado, e tras.

Dependo do nivel da turma, tempo disponivel para atividade e desenvovlimento do assunto
pode ser explorado os outros movimentos. Ficando a critério do professor esta decisao.
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HOTORA MOTOR B
ENTRADAL EATRADAD ENTRADA3 ENTRADA4  MOVIVENTO DO RORO
v W W i} FRENTE
i W v W RE

[l W W W GIRQ DIREITA
v v W v GIRO ESQUERDA
[l i W W PARADO

Figura 7.12: Programacao dos motores

As atividades foram propostas tendo como referéncia os alunos do 2° ano do ensino médio,
de uma escola da rede ptblica.

Nesta atividade o professor pode explorar o deslocamento ou rotacao da figura com a
sequémcia de movimentos necessarios para programar o motor.
Por exemplo, qual seria a programacao adequada para o robo realizar o deslocamento abaixo:

Apartir de agora sera trabalhado o deslocamento de um ponto simulando o movimento de
um robo em um plano.

Figura 7.13: Trajeto simulando deslocamento do robo

O objetivo é descrever o caminho que o objeto deve fazer do ponto de inicio até o fim do
trajeto. O aluno deve escolher quatro Ay, As, Az, Ay pontos no plano que seram utilizados
para criar caminho poligonal.

Através da software geogebra serd feito um caminho poligonal, simulando o trajeto escolhido.
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7.7 Atividade 6

Atividade 6

1- Com base no desenho abaixo responda

Figura 7.14: Trajeto simulando deslocamento do robo
a) Descreva a sequencia de movimentos necessérios para deslocar o robo até o local indicado

b) Descreva a sequéncia de comandos( parar, frente, tras, girar, ) que o robd devera executar
do ponto inicial até o local indicado
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