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RESUMO

DALPIAZ, Marcos Roberto. UM ESTUDO SOBRE FRACTAIS: ORIGEM E PROPOSTA
DIDATICA PARA APLICACAO EM AULA. 71 f. Dissertagdo - Programa de Mestrado Profis-
sional em Matematica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal do
Parana. Curitiba, 2016

Este trabalho traz uma breve apresentacao histdrica do surgimento dos Fractais, bem como do
criador do termo Fractal, Benoit Mandelbrot. Aqui sdo apresentados alguns Fractais cldssicos e
destacam-se suas principais propriedades Matematicas. Sugere-se um software livre, e de acesso
online, para a criagdo dessas figuras. Posteriormente, aplica-se uma proposta didética baseada
em um material paradidédtico que propde a investigacdo de Fractais nos anos finais do ensino

fundamental ou no ensino médio, relatando-se os resultados dessa aplicagao.

Palavras-chave: Fractal. Matematica. Proposta Didética.






ABSTRACT

DALPIAZ, Marcos Roberto. A STUDY OF FRACTALS: ORIGIN AND DIDACTICAL PRO-
POSAL FOR CLASSROOM APPLICATION. 71 pg. Dissertation - Programa de Mestrado
Profissional em Matemadtica em Rede Nacional - PROFMAT, Universidade Tecnoldgica Federal
do Parana. Curitiba, 2016

This dissertation presents a brief historical overview of the origins of Fractals, as well as of the
creator of the Fractal term, Benoit Mandelbrot. Some classical Fractals are presented and its
main mathematical properties are highlighted. It suggests a free software, with on-line access,
to the creation of these figures. Later, the didactic proposal is applied based on a paradidactic
material, which proposes investigation of Fractals in the last years of primary school or in the

secondary school and the results of this application are reported.

Keywords: Fractal. Mathematics. Didatical Proposal.
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INTRODUCAO

O presente trabalho vem mostrar um assunto ainda pouco utilizado nas aulas de Matema-

tica: os Fractais.

A palavra Fractal vem do latim Fractus que significa quebrado ou fraturado e podemos
entendé-los, intuitivamente como formas ou figuras geométricas completamente fraturadas,
mudando de dire¢ao a cada instante (como a Curva de Koch na subsecdo 2.3) ou cheias de
buracos (como o Conjunto de Cantor na subsecao 2.2). A Geometria dessas formas intrincadas
contrasta com os objetos simples da Geometria euclidiana com seus segmentos de reta, circulos,

planos e curvas definidas como o local geométrico dos pontos com uma determinada propriedade.

Descri¢des simples sdo, para muitos propdsitos, melhores do que descri¢cdes comple-
xas. Contudo, acontece que as formas escolhidas pela natureza ndo sao aquelas da Geometria

euclidiana:

Nuvens nao sido esferas, montanhas nio sdo cones, linhas costeiras nao sao
circulos, cascas de drvores nao sdo lisas, nem o raio viaja em linha reta. (MAN-
DELBROT, 1982, p.53)

Ainda que formas de grande complexidade e beleza sejam produzidas com Fractais, eles
sdo usualmente criados pela repeticdo de processos simples, sejam processos de remog¢do de
partes de uma figura inicial, substituicdo de partes por outras distintas ou iteracdes repetidas
de determinadas fun¢des. Devido ao fato desses processos serem aplicados repetidamente, a
utilizacdo de ferramentas computacionais nao s6 € natural, como é uma necessidade no estudo
dos Fractais para que eles possam ser gerados (desenhados). Seguindo essa linha, vemos as
nocoes intuitivas de Fractal dadas por STEWART:

Os Fractais sdo formas geométricas que repetem sua estrutura em escalas cada
vez menores. (STEWART, 1996, p.12)

e MANDELBROT:

Fractais sdo objetos gerados pela repeticio de um mesmo processo recur-
sivo, apresentando auto-semelhanca' e complexidade infinito.(MANDELBROT,
1982, p.53)

992

Devido a esses padrdes que se repetem, a essa “‘estrutura fina”~, € comum que nao existam

segmentos de reta ou circulos em um Fractal, como também € dificil de definir uma reta tangente

1
2

Veja no capitulo 2 a explicagdo
Veja no capitulo 1 a explicagao
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de modo consistente ou ter uma defini¢do clara do angulo que uma dessas figuras geométricas
fazem uma com a outra. Isso faz com que a Geometria Fractal ndo possa ser compreendida com
as ferramentas da Geometria Euclidiana. Contudo, vé-se a necessidade de estudar esses objetos
para descrever a estruturas das drvores, as formas das nuvens e a turbuléncia que as turbinas
de um avido geram ao voar. Serd que existe uma ordem no meio desse mundo aparentemente
irregular e cadtico? A resposta € sim e para compreendé-la, vamos recorrer as propriedades
geométricas desses Fractais, ou a Geometria Fractal. Vivenciamos que a pessoa que se deparar
pela primeira vez com essa Geometria, encanta-se pela beleza, tanto no aspecto estético-visual

como na sua Matematica.

Figura 1 — Imagem de uma Planta com Propriedades Fractais

Fonte: (WANGENHEIM, Acesso em: 11 ago. 2016)

A Geometria Fractal pode ser encontrada na natureza, em 4rvores, samambaias, flocos de
neve, nuvens, montanhas, etc. Nestes objetos podemos observar padrdes intrincados e repeti¢cdes
desses padroes, como na samambaia da figura 1, em que pode ser observada uma réplica em
miniatura do todo em cada parte. Nem sempre a repeticao € idéntica, porém € semelhante na

estrutura.

Alguma razdo para a Geometria ndo descrever o formato das nuvens, das
montanhas, das arvores ou a sinuosidade dos rios? Nuvens nio sido esferas,
montanhas ndo sio troncos de cones, drvores ndo sdo hexdgonos e muito menos
os rios desenham espirais. (MANDELBROT, 1982, p.53)

E importante levar esses conceitos para a sala de aula, olhar a natureza e encontrar nela
a Matematica, discutir novos padrdes que surgem, fazendo uso dos contetiidos ja conhecidos
mostrando como podem ser aplicados e proporcionando novas descobertas. Os Fractais podem
ser um encaminhamento da Matemadtica para uma situac¢ao de exploracao e desenvolvimento da
criatividade.

Constam nos Parametros Curriculares Nacionais (PCNs), que os contetidos desenvolvidos

facam sentido ao educando e que tenham correspondéncia no seu cotidiano. Para tanto, é
necessdria a elaboragdo de uma metodologia que seja capaz de:
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Priorizar a construcdo de estratégias de verificacdo e comprovacdo de hipéteses
na constru¢ao do conhecimento, a constru¢do de argumentagdo capaz de con-
trolar os resultados desse processo, o desenvolvimento do espirito critico capaz
de favorecer a criatividade, a compreensdo dos limites e alcances 16gicos das
explicagdes propostas. (MEC/SEF, 1998, p.28)

Entre 1857 e 1913, cientistas como Weierstrass, Cantor e Koch encontraram fungdes,
conjuntos e curvas completamente quebradas e nas quais as técnicas usuais da Matemadtica
deixavam de funcionar. Esses objetos foram considerados como “monstros ou demonios”,
patologias encontradas na busca por contra-exemplos e que se supunha ndo terem grande valor
cientifico. Tais objetos desprezados num primeiro momento acabaram por adquirir um estatuto
de dignidade Matemadtica, o que constitui hoje uma 4rea importante de investigacdo Matematica:
a Geometria Fractal. Um dos primeiros a estudar essas estruturas como objetos de interesse foi
Benoit B. Mandelbrot, que cunhou o termo Fractal e descobriu um dos Fractais mais famosos,
conhecido como “Conjunto de Mandelbrot”, que exploramos no capitulo 1.

Os meteorologistas podem utilizar o cédlculo Fractal para verificar as turbuléncias da
atmosfera, como nuvens, montanhas e a prépria turbuléncia. Também sdo encontradas aplicacdes

na engenharia, nas comunicagdes telefonicas, na quimica, na inddstria metaltrgica, na arte, na
Matemdtica e no estudo de doencas cronicas e em diversos campos da medicina.

Os Fractais podem ser encontrados em todo o universo natural e em toda a
ciéncia, desde o aspecto das nuvens, montanhas, arvores e reldmpagos, até a
distribuicao das galdxias, assim como na arte e na Matemaética. (OLIVEIRA,
1994, p.92)

Estudos revelaram que um coragdo sauddvel pode bater a um ritmo Fractal e que um
batimento cardiaco quase periddico € um sintoma de insuficiéncia cardiaca. Para (OLIVEIRA,
1994, p.92), essa nova drea das ci€éncias Matemadticas vem tendo uma enorme aplicacdo. Para os
bidlogos, ajuda a compreender o crescimento das plantas. Para os fisicos, possibilita o estudo de
superficies irregulares. Para os médicos, d4 uma nova visdo da anatomia interna do corpo. Enfim,
ndo faltam exemplos. Um dos mais belos € o uso dos Fractais na arte. Para (OLIVEIRA, 1994,
p-92), a Geometria Fractal é uma nova linguagem. Ela ajuda a descrever a forma de um rio, a
fronteira de um pais, os 6rgdos do corpo humano, a distribuicdo de galdxias no universo e outros

objetos, tdo precisamente como um arquiteto descreve uma casa.

Este trabalho aborda os Fractais, suas origens, algumas propriedades, um pouco de sua
histéria e diversidade, cita alguns exemplos de aplicagdes, fala um pouco sobre a Geometria e
a importancia do trabalho em sala de aula. O estudo sobre Fractal é considerado recente, uma
vez que ndo se passaram muitos anos desde seu inicio e ja existindo uma enorme diversidade de

Fractais, gerados por processos distintos.

Na escola o ensino dos Fractais no Ensino Médio, propicia ao estudante o contato com
conteudos usualmente pouco explorados como padrdes geométricos, processos iterados e o

conceito de infinito. Além disso, conceitos usualmente estudados também sao explorados com o
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estudo de Fractais como: semelhanga, homotetia, escalas e dimensdo. Além de disso, o assunto
pode servir como uma entrada no mundo da programacgdo e como ferramenta para auxiliar no
estudo de fendmenos naturais. Dessa forma, os alunos reveem alguns contetidos matematicos ja

estudados, permitindo fazer conexdes entre a Geometria Tradicional e a Geometria Fractal.

No mais, apresentar no¢des de Fractais associados a um sistema dinamico contribui para
a formacao de alunos com a consciéncia da importancia do conhecimento matematico, o que os
liberta de uma Matematica procedimental, muitas vezes enraizada nos curriculos da educagao
basica, além de abrir possibilidades para a contextualizacdo e interdisciplinaridade. Segundo
(BARBOSA, 2002, p.159), as justificativas para inserir Geometria Fractal em sala de aula se dao

por:

¢ Conex0Oes com varias ciéncias;

* Deficiéncia da Geometria Euclidiana para os estudos de formas da natureza, desde que
sejam em geral, apenas para formas do mundo oriundas do humano, como construc¢des de
casas, prédios, pontes, estradas, maquinas etc.; os objetos naturais sao com frequéncia mais
complicados e exigem uma Geometria mais rica, cujos modelos com Fractais possibilitam
desenvolver projetos educacionais sobre temas transversais voltados para a compreensao

de fendmenos que ocorram nos diversos ambientes;

* Difusao e acesso aos computadores e as tecnologias da informética nos vérios niveis de

escolarizacdo;

* Existéncia do belo nos Fractais e possibilidades do despertar e desenvolver o senso estético
com o estudo da arte aplicada a constru¢do de Fractais, entendendo-se arte como toda acao

que envolve simultaneamente emogao, habilidade e criatividade;

» Sensacdo de surpresa diante da ordem na desordem.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos. No primeiro capitulo, traremos um pouco
da biografia de Benoit Mandelbrot que é de fundamental importancia para compreender o

surgimento da Geometria Fractal.

No capitulo 2, serdo expostas algumas propriedades Fractais, bem como o célculo de sua
dimensao, sendo abordada caracteristicas Fractais: o Conjunto de Cantor, a Curva de Koch e a

Curva do Dragio.

No capitulo 3, apresentaremos uma opcao de software online para a implementacao de

diversos Fractais, mediante a criagdo de um algoritmo capaz de gerar diferentes modelos.

Ja no capitulo 4, traremos um plano de aula (Proposta Paradidatica) com o tema: In-
vestigando Fractais no Ensino Basico, este sendo abordado juntamente com o anexo I, que é
um livreto produzido para estas aulas, com propriedades, construgdes lidicas e aplicacdes de

cotidiano, como exemplo de uma Matematica aplicada que pode ser utilizada em aula.
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1 AS ORIGENS DA GEOMETRIA, MANDELBROT E FRACTAIS

Para entender a origem do estudo dos Fractais, € preciso voltar as origens relativas a
Geometria. Contudo, as origens de qualquer ciéncia estdo repletas de incertezas de datas precisas,
devido a prépria histéria da humanidade e do longo periodo de inexisténcia dos registros escritos.
O historiador grego Herddoto, do século V a.C., considerado o pai da historia, juntamente com o
filésofo Aristételes, propuseram a origem da Geometria na civilizacio egipcia. Para um, havia a
necessidade pratica de medi¢des, para outro, a existéncia de uma classe sacerdotal com tempo
disponivel para dedicar-se a questdes relacionadas a formas e tamanhos. De qualquer modo, as

primeiras consideragdes que o homem fez a respeito da Geometria sdo muito antigas.

Boyer (1981), no seu livro sobre Historia da Matemdtica, menciona que:

O fato dos gedmetras egipcios serem as vezes chamados de “estiradores de
corda” ( ou agrimensores) pode ser tomado como apoio de qualquer das duas
teorias, pois as cordas eram indubitavelmente usadas tanto para tracar as bases
de templos como para realinhar demarcacdes apagadas de terras. (BOYER,
1981, p.29-31)

Indmeras circunstancia da vida, até mesmo do homem mais primitivo, levavam a um

certo montante de descobertas geométricas subconscientes.

A nocdo de distancia foi, provavelmente, um dos primeiros conceitos geométricos a
serem desenvolvidos. A necessidade de demarcar terras levou a nocdo de figuras geométricas
simples. Outros conceitos geométricos, como nog¢des de vertical , paralela e perpendicular, teriam
surgido nas constru¢des de muros e moradias. O historiador Herddoto, do século V a.C, defendeu

esta tese:

Eles diziam que este rei [Sesostris] dividia a terra entre os egipcios de modo
a dar a cada um deles um lote quadrado de igual tamanho e impondo-lhes
o pagamento de tributo anual. Mas qualquer homem despojado pelo rio de
uma pane de sua terra teria de ir até SesOstris e notificar o ocorrido. Ele entdo
mandava homens seus observarem e medirem quanto a terra se torna menor,
para que o proprietdrio pudesse pagar sobre o que restam, proporcionalmente
ao tributo total. Dessa maneira, parece-me que a Geometria teve origem, sendo
mais tarde levada até a Hélade. (EVES, Herddoto, século V a.C apud. EVES
1997, p.3-10)

Este relato localiza, na agrimensura prética do antigo Egito, os primérdios da Geometria.
Embora ndo se tenha certeza de sua origem, parece seguro assumir que a Geometria surgiu das
necessidades préticas, surgidas hd vérios séculos antes da nossa era, no oriente antigo, como

uma ciéncia que se desenvolveu para atividades ligadas a agricultura, a engenharia ou a religiao.

Boyer (1981) cita exemplos do aparecimento da Geometria na pré-historia, ao citar o

homem do periodo neolitico, devido as simetrias e congruéncias presentes em artefatos como
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vasos, potes, tecidos e cestas. No Egito, € importante citar os papiros que trazem a descricao de
grande quantidade de problemas, propondo constru¢des, calculos de dreas e volumes, todos com
natureza pratica e muitas vezes relacionados as piramides. Também sao encontrados, em menor
nimero, desafios e enigmas. Os relatos da origem da Geometria, na Grécia, sdo fragmentados,
como coloca Boyer:

Os relatos sobre as origens da Matematica grega se concentram na chamadas
escolas jonica e pitagdrica e nos representantes principais de cada uma - Tales e
Pitagoras - embora as reconstru¢des de seu pensamento se baseiem em narragdes
fragmentdrias e tradi¢des elaboradas nos séculos posteriores.(BOYER, 1981,
p-29-31)

E notdvel a importincia desses dois matematicos gregos do século VI a.C.: as proporgdes,
a histéria do cdlculo da altura da piramide, o teorema de Pitdgoras e trabalhos com nimeros
irracionais. Mencionamos ainda dos gedmetras antigos: a escola de Platdo e seus didlogos,
Eudoxo e as proporc¢oes, o Método da Exaustao, as sec¢des conicas de Menaecmus e Euclides
de Alexandria com seus Elementos, cujos contetidos ainda dominam o ensino de Geometria no

ensino basico.

Figura 2 — Euclides de Alexandria

Fonte: (WIKIPEDIA, 2016, Acesso em: 11 ago. 2016)

N3ao se sabe muito sobre a vida de Euclides. Estima-se que ele viveu no periodo de 360
- 295 a. C. Por vezes, ele € chamado Euclides de Alexandria, devido ao fato de ter sido um
dos grandes filosofos a estudar e ensinar na grande biblioteca de Alexandria. Poucos de seus
trabalhos sobreviveram até hoje e sao eles: Os Elementos, Os dados, Divisdao de figuras, Os

fendmenos e Optica; sendo sua principal obra Os Elementos.

Ainda sobre os Elementos,

trata-se de um texto introduzido cobrindo toda a Matematica elementar - isto é
aritmética (no sentido de "teoria dos nimeros"), Geometria Sintética (de pontos,
retas, circulos e esferas), e dlgebra (n2o no sentido simbdlico moderno, mas
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um equivalente em roupagem geométrica) [...]; se limitam austeramente ao
seu campo - a exposicdo em ordem légica dos assuntos bdsicos de Matemdtica
elementar.(BOYER, 1981, p.29-31)

“Os Elementos” de Euclides sdo a mais antiga e importante obra Matematica grega da
historia, pois estd presente na atualidade de forma ativa e, por isso, € considerado o texto mais
influente de todos os tempos. “Os Elementos” estd dividido em treze obras (livros) ou capitulos,

sendo os seis primeiros sobre Geometria Plana Elementar.

No primeiro deles, ha vinte e trés defini¢des conhecidas pela ineficiéncia, jd que as
primeiras no¢des de Geometria, chamadas primitivas, s@o as de ponto, reta e plano, conhecidas
intuitivamente, ou seja, sdo aceitas sem defini¢des exatas, como por exemplo: “ponto € aquilo
de que nada € parte” ou “linha € comprimento sem largura” . A questdo € como propor uma
definicdo em termos de coisas precedentes mais conhecidas de forma clara, o que certamente ndo
foi atingido. A Geometria Euclidiana é considerada a primeira obra Matemadtica a construir uma
teoria baseada em axiomas e postulados utilizando a l6gica usual sem contradi¢des evidentes.
Como mencionada por (AVILA, 2001, p.1-9) “Historicamente, os Elementos de Euclides sao a

primeira corporificacdo desse método axiomaético”.

Conforme (COURANT RICHARD; ROBBINS, 2002, p.262), o método axiomatico,listado
abaixo, classico de Euclides pode ser utilizado indiscriminadamente, pois se apoia somente em
fundamentos geométricos, sendo os teoremas deduzidos por raciocinio l6gico e sustentado em

axiomas ou postulados.
Os axiomas (ou nogdes comuns) de Euclides sdo:
1. Coisas iguais sdo iguais entre si.
2. Se quantidades iguais sdo adicionadas a iguais, os totais sdo iguais.
3. Se quantidades iguais sdo subtraidas de iguais, os restos sdo iguais.
4. Coisas que coincidem uma com a outra sao iguais.
5. O todo € maior do que qualquer de suas partes.
E os postulados:
1. Uma linha reta pode ser tracada de um ponto a outro, escolhidos a vontade.
2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.
3. Um circulo pode ser tragado com centro e raio arbitrarios.
4. Todos os angulos retos sdo iguais.

5. Se uma reta secante a duas outras forma angulos, de um mesmo lado, essas retas se

prolongadas suficientemente encontrar-se-d30 em um mesmo ponto desse mesmo lado. (Figura 3)

Figura 3 — Quinto Postulado de Euclides
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A Geometria Euclidiana € desenvolvida em por¢des finitas, ou seja, os principais elemen-
tos sdo o ponto € a reta, os quais sdo definidos a partir dos axiomas de Geometria. De acordo
com (COURANT RICHARD; ROBBINS, 2002, p.262), dentro de qualquer conjunto de axiomas
devem entrar quaisquer conceitos indefinidos, tais como “ponto” e “reta” em Geometria. Seu

“significado”, ou relagcdo com objetos do mundo fisico, ¢ Matematicamente dispensdvel".

Durante 2000 anos, incluindo os dias de hoje, a Geometria Euclidiana, a Geometria
Esférica, a Geometria Diferencial e as Geometrias ndo Euclidianas sdo conhecidas e mais antigas

que a Fractal. Porém, elas t€ém se demostrado insuficientes ao explicar fatos e fendmenos.

Um problema secundério que atraiu a ateng¢do de alguns matemdticos durante muito
tempo € se o quinto postulado seria um teorema, ou seja, pode ser demonstrado a partir dos
outros 4 postulados, ou entao, pode ser omitido da teoria sem prejudicar sua consisténcia, o que
a torna verdadeira, logicamente falando.

Entao, nos préoximos 22 séculos, desde Euclides, em varios momentos da histéria da
Matemadtica, ocorreram frustradas tentativas de se provar o quinto postulado, o notavel postulado

da paralela unica.

Somente no século XIX, que alguns mateméticos conseguiram chegar a conclusao de
que ndo tinha como prové-lo e, a partir da sua negacdo, surgiram o que chamamos de Geometria
nao euclidiana. Estes matematicos descobriram que a negacdo deste postulado junto aos demais
gera outras Geometrias tdo consistentes como a que foi proposta por Euclides.

Os conceitos matemdticos sobre Geometria, Euclidianos e ndo Euclidianos, estdo garan-
tidos nos PCN-Matematica, que apresentam:

... fruto da criag@o e inven¢@o humanas, a Matemadtica ndo evolua de forma
linear e logicamente organizada. Desenvolve-se com movimentos de idas e
vindas, com rupturas de paradigmas. ... Uma instincia importante de mudanga
de paradigma ocorreu quando se superou a visdo de uma tnica Geometria de
real, a Geometria Euclidiana, para aceitacdo de uma pluralidade de modelos
geométricos, logicamente consistentes, que podem modelar a realidade do
espagco fisico. (MEC/SEF, 1998, p.42)

A Geometria Euclidiana descreve as formas de figuras ideais, tais como retangulos e

circulos, mas nao ¢ adequada para descrever com precisao as formas construidas pela natureza,
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como por exemplo uma folha de samambaia. Ja a Geometria Fractal foi proposta para descrever

a Geometria de estruturas com fragmentacoes, com dobras e outros aspectos.

Um dos percussores do estudo de Fractais foi Benoit Mandelbrot, matematico francés
que nasceu em Varsdvia, capital da Polonia, em 20 de novembro de 1924. Sua familia era judia

da Lituania, seu pai foi vendedor e sua mae dentista.

Figura 4 — Mandelbrot

Fonte: (YALE, 2016, Acesso em: 08 set. 2016)

Em 1936, Benoit e seus familiares foram morar na Franga, refugiando-se no sul devido a
2% guerra mundial. Este pesquisador vem de familia de tradicao académica, o que o levou a se
interessar por Matemadtica, influenciado por seu tio Szolem Mandelbrot (1899, 1983), professor

de Matemadtica no “College de France”.

Benoit Mandelbrot estudou no “Lycze Rolin”, Paris. Em 1944, frequentou a Ecole
Polytechnique, onde trabalhou com Pierre Lévy (1886 - 1971) e obteve o grau de PhD na
Universidade de Paris. Depois, foi pra os Estados Unidos para estudar em Princeton, retornando a
Franga em 1955, onde se casou com Aliette Kagan. Nessa época, comecou a trabalhar no Centro
Nationale de la Recherche Scientifique, como professor de Matematica. Em 1957, retornou a
Ecole Polytechnique, onde sua carreira ficou marcada entre Franca e EUA. Em 1958, na cidade
de Nova lorque, foi convidado para trabalhar na IBM. O trabalho de Mandelbrot na IBM o
levou a estudar o “ruido” em sinais elétricos que eventualmente causava erros. Mesmo sem
conseguir entender a natureza desses erros, Mandelbrot descobriu que os padrdes de interferéncia
se repetiam em escalas menores, formando padrdes relacionados a uma estrutura considerada
anteriormente como patoldgica: o Conjunto de Cantor (que € um objeto de destaque no capitulo
3).

Na IBM deparou-se com questdes de ruidos nas linhas telefonicas utilizadas em redes
entre os computadores. Mandelbrot soube dos engenheiros que algum ruido ndo poderia ser
eliminado e interferia nos sinais; a aleatoriedade e a irregularidade dos ruidos afastavam os

engenheiros da busca de solugdes. Resolveu o problema empregando um trabalho antigo de
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Georg Cantor chamado poeira de cantor, pensando nos erros de transmissao como um desses

conjuntos de cantor.

Neste problema, nao havia um determinado padrio, os ruidos aconteciam aleatoriamente,
contudo conseguiu fazer uma descri¢do dos erros que se aproximavam de uma dispersdo infinita.
Mandelbrot elaborou também uma relacdo geométrica entre as sequéncias de erros € 0s espacos
de transmissdo perfeita e, em determinadas escalas, chegou a propor periodos sem erros, mas os

com erros permaneciam constantes. Conforme (BARBOSA, 2002, p.159).

Descobrindo que padrdes geométricos elaborados poderiam surgir da repeti¢ao de pro-
cessos geométricos simples, o matematico fez uma ligagdo entre um problema que a primeira
vista nada tem em comum com os ruidos telefonicos, as cheias ocorrentes no Rio Nilo, que ja
vem, ha milénios, sendo uma preocupacgao para os egipcios. O rio sobe muito em determinados
anos e baixa em outros. Ele se inspirou nesses dados e propds dois efeitos com base nos estudos
desses fendmenos: o efeito Noé e o efeito José. Denominou-se efeito Noé a descontinuidade:
quando uma quantidade se altera, modificando de uma maneira muito rdpida, como um dilavio.
Mandelbrot denominou "efeito José"a persisténcia desses dados, ou seja, pela andlise de dados

histéricos observou que as cheias e as secas do rio persistem.

O problema em estudar objetos matematicos tdo diferentes, como Fractais, é que faltam
ferramentas. Os conceitos usuais de angulos, tangentes e circulos ndo auxiliam a compreender
melhor os Fractais. Uma ideia que auxilia no estudo de Fractais € a de dimensdo, que tenta
responder quanto que um Fractal de fato preenche um espaco. Existem alguns conceitos distintos
de dimensao Fractal e um dos mais intuitivos € o tema de dimensdo Fractal através da Homotetia

e Auto-similaridade da secdo 2.6.

Mandelbrot precisava de um nome para suas formas, dimensdes e sua Geometria. Foi
entdo, que seu filho chegou em casa trazendo um dicionario de Latim, no qual Mandelbrot
encontrou uma palavra que lhe chamou atencao: fractus, do verbo frangere, que significa quebrar,
fraturar, como consta na obra “O padrao da (des)ordem da natureza”” (NAIME R.; SPILKI, 2002).
Criou-se, entdo, o famoso termo Fractal, que significa na nossa imagina¢do uma maneira de ver o
infinito. A dimensao Fractal ndo € necessariamente um niimero inteiro, ou seja, podemos repetir
um mesmo processo infinitas vezes. Os Fractais apresentam uma forma geométrica complexa,
definida por propriedades como auto similaridade, irregularidade (forma rugosa ou fragmentada)

e uma dimensao nao inteira, como mostraremos no item 6 do capitulo 2.

O conceito de Fractal também permite que as pessoas se aproximem das formas existen-
ciais na natureza, como, por exemplo, a imagem dos litorais, da projecao das montanhas e das

rochas, do contorno de lagos e do tragado de rios, entre outras.

Mandelbrot teve a genialidade e, devido sua posi¢ao na IBM, a tecnologia necessaria para
a realizacdo de célculos e construcdes de graficos. Sendo assim, o primeiro a poder visualizar a

imagem de um Fractal com alta complexidade de detalhes.
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Mandelbrot, na introdu¢do do seu livro A Geometria Fractal da Natureza, relata:

Respondendo a este desafio, eu pesquisei uma nova Geometria e implantei-a
num numero diversos de situacdes. Ela descreve muito do que é irregular e
fragmentado a nossa volta [...], através da identificacdo de uma familia de
formas que eu chamei Fractais. [...] Muitos conjuntos Fractais sdo curvas ou
superficies, outros nao sdo mais que "poeiras"desconexas e outros ainda sdo
formas tdo estranhas que ndo ha bons termos para eles em qualquer ciéncia ou
arte. MANDELBROT, 1982, p.53)

Um Fractal é um objeto que apresenta invariancia na sua forma a medida em que a escala,
sob a qual o mesmo € analisado, € alterada mantendo-se a sua estrutura idéntica a original. Isto
nao é o que ocorre, por exemplo, com uma circunferéncia que parece reduzir a sua curvatura a

medida em que ampliamos uma das suas partes.

Conforme mencionado anteriormente, a dimensdo de um Fractal diferente do que ocorre
na Geometria Euclidiana, ndo € necessariamente um valor inteiro. Nela, um ponto possui
dimensdo zero, uma linha possui dimensdao um, uma superficie possui dimensao dois e um
volume possui dimensao trés. No caso da dimensdo Fractal, ela € uma quantidade fraciondria ou

até irracional, que representa o grau de ocupacio da estrutura no espaco que a contém.

A Geometria ndo Euclidiana surgiu devido a fragil aplicabilidade em relagio a questoes
envolvendo principalmente a natureza. Mandelbrot lembra que nuvens ndao podem ser simples
esferas, montanhas ndo podem ser representadas por simples cones e assim por diante. Existe
por trds disso tudo uma Geometria cheia de reentrancias e depressdes, uma Geometria de

fragmentacdes que se espelha num universo que € irregular e ndo redondo.

A dimensao Fractal estd relacionada ao grau de irregularidade de um sistema, o qual é
encontrado na natureza, como em troncos de drvores e nas montanhas. Quanto mais préximo nos

encontrarmos desses sistemas, maiores serdo as irregularidades observadas.

Desta maneira, os Fractais apresentam formas geométricas mais complexas, permitindo,
assim, aproximacgdo das formas presentes na natureza, como, por exemplo, a imagem dos litorais
marinhos, das projecdes das montanhas e das rochas, do contorno de lagos e do tracado dos rios
e riachos, entre outras. (MANDELBROT, 1998, p.53) propds ndo descrever apenas os objetos
da natureza, “mas também descrevé-los de uma forma suficientemente perfeita para permitir
imitar imagens do real por meio de férmulas. Tais imitacdes eram escritas a partir de modelos

estatisticos”.

Os Fractais sdo objetos ordenados dentro de um sistema cadtico, originam formas
admiréveis e incrivelmente belas ao descreverem determinados fenomenos da natureza. Segundo
BARBOSA (2002):

As estruturas fragmentadas, extremamente belas e complexas dessa Geometria,
fornecem uma certa ordem ao Caos, razdo de ser, as vezes, considerada como
a sua linguagem, que busca padrdes de um sistema por vezes aparentemente
aleatdrio. (BARBOSA, 2002, p.159)
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Portanto, foi a partir desse conhecimento que os objetos da natureza puderam ser medidos
com os Fractais, formando modelos que levam em conta os detalhes de modo que os seus detalhes
se aproximassem da realidade. Assim, os Fractais envolvem olhar mais de perto e enxergar mais
detalhes, tendo tudo a ver com sali€ncias que escondem outras saliéncias e curvas que escondem

mais curvas.
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2 FRACTAIS

2.1 A QUESTAO DO TAMANHO DA COSTA DE UM LITORAL

Para Mandelbrot, as “imperfei¢cdes” nas formas da natureza ignoradas pelas figuras
classicas da Geometria Euclidiana sdo mais do que apenas reentrancias e/ou emaranhados, sao

as chaves para a esséncia destas coisas

Uma questdo aparentemente simples, mas surpreendentemente complexa, levantada por
Mandelbrot, foi: qual o comprimento de uma linha costeira? Serd infinitamente longo num
sentido, porém finito em outro sentido, dependendo do que se entende por medir o "tamanho"da
curva. Para medir uma linha costeira, pode ser utilizado o seguinte método: toma-se uma abertura
fixa do compasso, de comprimento /, e, a partir de um um ponto inicial, marca-se um dos pontos
de intersecdo da linha costeira com a circunferéncia centrada neste ponto e de raio /, obtendo um
segundo ponto. Repete-se este processo em cada novo ponto até obtermos uma poligonal que
aproxima a linha costeira. Quanto maior a abertura escolhida no compasso, mais sdo ignoradas
as irregularidades e reentrancias do litoral, de modo que o comprimento da poligonal tende a

crescer quando se diminui a abertura do compasso; conforme ilustra imagem a seguir:

Figura 5 — Ilustragdo de como medir o comprimento da costa, utilizando-se um compasso de
abertura ajustavel.
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Fonte: (WANGENHEIM, Acesso em: 11 ago. 2016)

Mandelbrot descobriu que o comprimento dessas poligonais tende ao infinito quando se
faz a abertura do compasso tender a zero. Mais do que isto, ele afirma que qualquer pequena
porc¢do do litoral € estatisticamente semelhante ao todo, ou seja, as pequenas porcdes do litoral
ndo sao copias exatas do todo, mas as irregularidades apresentam o mesmo tipo de padrao
estatistico. Assim, as baias, as enseadas, os golfos e as peninsulas formam padrdes na linha
costeira semelhantes aos padrdes formados em um pequeno trecho do litoral pelas pedras e
irregularidades do terreno. Como comenta MORRS (2010) sobre o tipo de curva que melhor

representa a costa de um litoral:



28

Os Fractais estdo por toda parte. Seu estudo € muito importante para melhor
compreender as fungdes Matemdticas que apresentam um perfil serrilhado,
como o da costa de um pais. Sao fungdes representadas por graficos com perfil
Fractal. (MORRS, 2010, Acesso em: 09 mai. 2010)

Noc¢des como comprimento, drea ou volume ajudam muito pouco na compreensao dos

Fractais, pois assim como no exemplo de um litoral, estes conceitos frequentemente t€m valor

zero ou infinito para Fractais. Para obter uma nog¢ao mais util do tamanho de um Fractal, sdao

introduzidos os conceitos de dimensao Fractal, um dos quais estudaremos em maior detalhe na

secdo 6 deste mesmo capitulo.

Uma defini¢do precisa de Fractal e que seja abrangente o suficiente para englobar todos os

objetos matematicos entendidos como Fractais ndo existe. Por isso, utilizaremos uma abordagem

nao tao precisa, baseada em (FALCONER, 1990), listando algumas das caracteristicas que um

Fractal X usualmente possui:

. X tem uma estrutura fina, isto €, detalhes em escalas arbitrariamente pequenas. Quanto

mais ampliada a figura, mais detalhes aparecerdao. Em figuras geométricas comuns, isto
nao ocorre. Por exemplo, em uma circunferéncia, quanto menor for uma secao da circunfe-

réncia, mais ela é parecida com um segmento de reta.

. X € muito irregular para ser descrito em linguagem geométrica tradicional, isto €, o

conjunto X ndo pode ser descrito como unides finitas de objetos geométricos simples

como segmentos, planos, retas, circulos, esferas, paraboloides.

. X tem alguma forma de auto-similaridade. A autossimilaridade, ou autoafinidade, que basi-

camente € a obtencdo de figuras semelhantes a figura original (idénticas ou estatisticamente

semelhantes) ao ampliarmos pequenas porcoes da figura.

Para um Fractal cujas partes sejam uma cOpia exata (reduzida) de seu todo, a autossimilari-
dade € dita estrita. Por outro lado, diz-se que um Fractal tem autossimilaridade estatistica
quando adapta-se o tamanho das variagOes aleatérias de pequenas partes, obtém-se a
mesma distribui¢io estatistica que o todo!'(FALCONER, 1990);

. A “dimensdo Fractal”, na maioria dos casos, nio € inteira. Essa dimensao Fractal € a

medida do grau de irregularidade e de fragmentacgdo, sendo que esta pode ser uma fracdo

simples ou um nimero irracional;

. Na maioria dos casos de interesse, X estd definido de maneira simples, talvez recursiva-

mente. Muitos Fractais sdo definidos através de infinitas iteracdes de algum procedimento

geométrico simples ou pela aplicacdo repetida de alguma fungdo elementar.

1

Para mais sobre Fractais aleatdrios, sugerimos o capitulo 15 de (FALCONER, 1990).
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2.2 O CONJUNTO DE CANTOR

O matematico Georg Ferdinand Ludwig Philip Cantor, nascido em 1845 em Sdo Petes-
burgo, Russia, dedicou grande parte de seus estudos a Teoria dos Conjuntos. Cantor € considerado
um dos maiores matematicos de seu tempo. Em 1883, ele apresentou o chamado "Conjunto de
Cantor". O conjunto foi considerado uma aberracdo Matemadtica na época de sua descoberta,

contudo hoje tem aplica¢des importantes, como no estudo da Geometria de Atratores Cadticos 2.

O Conjunto de Cantor € obtido a partir de um segmento de reta, partindo do seguinte
processo: inicia-se com o intervalo fechado [0, 1]. Divide-se esse segmento em trés partes e
descarta-se o pedaco do meio, ficando apenas com os dois pedagos extremos. Os dois pedagos
restantes sdo, entdo, divididos em trés partes e sdo descartadas cada uma das partes centrais,
ficando com quatro segmentos. Os quatro segmentos restantes sofrem o mesmo processo dando
origem a oito segmentos, cada vez menores. Este processo repete-se infinitamente, sempre
dividindo cada segmento restante em trés e descartando o terco médio de cada divisdo. O
resultado final € um conjunto de pontos mais conhecido como "Poeira de Cantor"ou Conjunto de

Cantor.

Figura 6 — algumas etapas na constru¢do do Conjunto de Cantor

Formalmente podemos defini-lo:

Definicao 2.1. O Conjunto de Cantor, que denotamos por C, é o conjunto obtido a partir de um

segmento de reta, iterando-se infinitas vezes o seguinte processo:

1. divide-se cada um dos segmentos de reta formado na iteracdo anterior em trés segmentos

de igual comprimento;

2. apaga-se os segmentos abertos centrais obtidos no item 1.

De maneira mais precisa’, podemos dizer que um ponto z € R? estd no Conjunto
de Cantor se, e somente se, existir uma sequéncia (z,) que converja para x, onde x,, estd na

poligonal obtida pela n-ésima iteracao do processo acima para cadan € N.

Estudamos agora, entdo, algumas das propriedades do Conjunto de Cantor, cujos elemen-

tos serdo obtidos a partir do intervalo [0, 1] como segmento inicial.

2
3

Conforme consta em: <https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_do_caos>, acesso 17/05/2016.
Seguindo a ideia do artigo original de Koch, que define a curva que leva seu nome, veja (EDGAR, 2003).


https://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_do_caos
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Proposicao 2.2. O Conjunto de Cantor é formado exatamente pelos niimeros do intervalo [0, 1]

que podem ser representados em base 3 sem utilizar o algarismo 1.

Demonstragdo. Vamos mostrar que apds n iteracdes retiramos todos os nimeros que precisam
do algarismo 1 até a n-ésima casa decimal, de modo que a indug@o sobre n garante que no
limite ndo temos nenhum nimero que precisa do algarismo 1 em nenhuma casa decimal para ser

representado em base trés. Seguimos por inducao:

* Partimos do segmento [0, 1]. Primeiramente notamos que o nimero 1 pode ser escrito,
em base 3, como 1 = 0,2 = 0,222... Na primeira iteragdo, dividimos o segmento
[0, 1] nos intervalos®, de igual comprimento, com extremos: 0 ¢ 0,1; 0,1 ¢ 0,2; 0,2 e 1.
Entéo, retiramos o intervalo central, que é formado exatamente pelos nimeros que t€m 1
como primeiro digito depois da virgula; exceto pelo nimero 0, 1 que, contudo, pode ser

representado como 0,02 = 0,02222 . . ..

* Supondo que no conjunto resultante da n-ésima iteracao temos exatamente 0os nimeros
que ndo precisam do algarismo 1 até a n-ésima casa decimal em sua representacao em
base 3; entdo na (n + 1)-ésima iterag@o retiramos todos os nimeros que tém e precisam
do algarismo 1 na (n + 1)-ésima casa decimal de sua representagdo em base trés. O que

completa a demonstracgdo.

O

Exemplo 2.3. Como exemplo ilustrativo da substituicdo do algarismo 1 por infinitos algarismos
2 na demonstracdo expressa anteriormente, consideramos o niimero % = (0,221)3. Mas, se
observarmos que (0,221)3 = (0,22022222...)3, poderemos sempre substituir o algarismo final
1 pela sequéncia 0,22222.... Com esta conven¢do (também usada em outras bases, como por
exemplo, na base decimal), podemos afirmar, sem excegoes, que os elementos do Conjunto
de Cantor sdo os niimeros do intervalo I = [0, 1] cuja representacdo na base 3 sé contém os

algarismos 0 e 2.

Mostraremos que 0,22222...=1 em base 3:
Se
r =0,22222... 2.1

Multiplicando por 10 em base 3, podemos dizer que:
3r = 2,22222... (2.2)
E subtraindo a igualdade (2.1) da igualdade (2.2), temos:

dx = 2,22222...

4 Escritos em base trés.
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—x = —0,22222...
Resultando em:
20 =2
r=1

Observacao 2.4. O Conjunto de Cantor pode ser representado, entdo, como o conjunto de todas

as sequéncias dos algarismos 0 e 2 escritos em base 3.

Nos termos da Proposi¢ao 2.2 podemos descrever a auto similaridade como:

Proposicao 2.5. Seja Cy um subconjunto do Conjunto de Cantor C formado exatamente pelos
elementos deste conjunto que estdo contidos em um intervalo [a, b], onde a é escrito em base
trés, utilizando somente os algarismos 0 e 2 com um niimero finito® de casas depois da virgula,
a=0,a1asa3...a, eb = 0,a1az2a3...a,222 ... Entdo, a transformagdo afim f : [a,b] — C
definida por

fz) = (103)"(z — a)

é uma bijecdo.
Demonstracdo. A fungdo f(x) é uma bijecdo, pois:

« Einjetiva: f(z) = f(y) & (103)"(z —a) = (103)"(y —a) @ r—a=y—a =1y

» E sobrejetiva: Sejay € C, entdo 2 € (0; 0,00...02222...) = Mo Ta€ (a; a+

(103)"
0,00...02222...) = (0,a1az . ..an; 0,a1a9...a,222...) = (a;b) e paraz = ﬁ—i—a
temos
fle)=-=y
Logo, a fungao € bijetora. [

Lema 2.6. A cada itera¢do o comprimento do conjunto resultante diminui em %
Demonstragdo. De fato, o Conjunto de Cantor € dividido na n-€ésima iteracdo por 2" segmentos.
O comprimento de cada um desses segmentos da n-ésima etapa da constru¢ao de Cantor é 3%
Tomemos entdo um segmento qualquer X C C de comprimento 3% Basta, agora, pegarmos a
(n + 1)-ésima iteragdo desse conjunto e veremos que o segmento K terd comprimento 2#,
retirando assim na (n + 1)-ésima iteragéo #
Portanto, a cada nova itera¢do, o Conjunto de Cantor diminui:
1 3" 1
3 —

n —

3+ 3n3 3

]

> Note que os zeros a direita podem ocorrer um nimero finito de vezes e fazem diferenca na escolha do par a, b.
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Proposicao 2.7. O Conjunto de Cantor ndo é vazio.

Demonstracdo. Pela proposigdo 2.2, segue que todo nimero do intervalo I = [0, 1] cuja expan-
sdo terndria contém somente os digitos 0 ou 2 pertencem ao Conjunto de Cantor. Consequente-
mente garantimos, por exemplo, 1 = (0, 0202020202...); € C . Logo, C # 0. O

Lema 2.8. Nenhum segmento de reta estd contido no Conjunto de Cantor.

Demonstragdo. Conforme (KARAS, 2005), ao tentarmos encaixar em C, algum intervalo de
comprimento ¢ > 0, por menor que seja ¢, ndo conseguiremos, pois o0 comprimento dos intervalos
no Conjunto de Cantor tende a zero. O comprimento de um intervalo na n-ésima etapa da
construcao de Cantor é 3% Tomemos entdo um intervalo qualquer W C [0, 1] de comprimento
¢ > 0 e tentamos encaixd-lo em C. Para tanto, basta tomarmos n tal que (3%) < c e assim o

conjunto IV ndo estard apds a n-ésima iteracdo da constru¢ao do Conjunto de Cantor.
[
Exemplo 2.9. Podemos observar que, se somarmos o tanto que se tira em cada etapa, ou seja, o
comprimento do que jogamos fora, temos:
1 1 1 1 1
Que pode ser escrito como:

n 2i71
=1 3

Essa soma infinita de uma progressdo geométrica de razdo menor do que 1 e cujo valor
pode ser diretamente calculado é igual a 1. Se quisermos, porém, podemos aproximar, passo a
passo, esse resultado, calculando cada vez mais termos desta soma e obtendo valores cada vez

mais perto de 1. Veja os valores da soma para 1,2,3,10,20,50 e 100 termos respectivamente:
0,333333333333333333333333333333
0,555555555555555555555555555556
0,703703703703703703703703703704
0,982658470084167386407898524954
0,999699271340178282505744180080
0,999999998431671454516041377666
0,999999999999999997540345573420

Finalmente, depois da construcdo completa do Conjunto de Cantor, obtemos que o
comprimento da soma do tudo que se retira (o verdadeiro tamanho retirado) é o tudo que existia

no inicio, ou seja , igual a 1.

Uma das propriedades mais famosas do conjunto € que ele ndo é enumerdvel.
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Proposicao 2.10. O Conjunto de Cantor ndo é enumerdvel.

Demonstragdo. Sejam ay, as, as, ... uma sequéncia de nimeros do Conjunto de Cantor e a;;

seus respectivos algarismos depois da virgula em base trés:

a; = 0, a11a12a13a14 - . .
az = 0, aga2a23a24 . . .

az = 0, a31a32a33034 . . .

Deste modo a;; € {0, 2} para todo i € N e para todo j € N.

Por outro lado vemos que o nimero y = 0, y142¥s3 . . . definido por

0, S€ a;; = 2,
Yyi =
' 2, S€ a;; = O,
estd no Conjunto de Cantor, pois € representado somente com os algarismos 0 e 2 em base trés.
Contudo, y ndo estd na sequéncia aq, as, as, . .. porque y # a; para todo ¢ € N devido ao fato de

y; # a;; paratodo i € N.

Assim, nenhuma sequéncia de nimeros no Conjunto de Cantor poderd conter todos os

numeros do conjunto, atribuindo-lhe a caracteristica de ndo enumeravel. L]

2.3 A CURVA DE KOCH

Niels Fabian Helge Von Koch nasceu em 25 de janeiro de 1870 em Estocolmo, Suécia, e
foi um dos primeiros a descrever uma curva Fractal. A chamada "Curva de Koch"foi descrita em

1904 e foi um dos primeiros exemplos de uma curva continua sem tangentes.

Para a construgdo da Curva de Koch, inicia-se com um segmento de tamanho qualquer
que novamente é dividido em trés partes iguais. E preciso agora substituir o terco médio desse
segmento por dois segmentos de mesmo tamanho que o ter¢o médio, formando um tridngulo
equildtero sem a base. Repetindo esse processo, na proxima etapa, com 0s quatro segmentos,
obtem-se dezesseis segmentos, cada vez menores. A Curva de Koch € a curva obtida apos

infinitas iteragdes desse processo. Observamos as primeiras iteragdes na figura 7.

Formalmente, podemos defini-la:

Definicao 2.11. A Curva de Koch é o conjunto obtido, a partir de um segmento de reta, ao fixar

um dos lados do segmento de reta, e iterar infinitas vezes o seguinte processo:

1. divide-se cada um dos segmentos de reta formados na iteracdo anterior em trés segmentos

de igual comprimento;
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Figura 7 — Algumas etapas na constru¢do da Curva de Koch
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2. desenha-se triangulos equildteros, de modo que todos estejam do mesmo lado da poligonal
induzido pela escolha inicial, com bases formadas pelos segmentos centrais do primeiro

passo;

3. apagam-se os segmentos centrais obtidos no passo 1.

De maneira mais precisa’®, podemos dizer que um ponto x € R? estd na Curva de Koch
se, e somente se, existir uma sequéncia (z,,) que converja para z, onde z,, estd na poligonal

obtida pela n-ésima iteragdao do processo acima para cada n € N.

Seguimos descrevendo varias propriedades da Curva de Koch. Em particular, veremos

abaixo que a curva possui as principais caracteristicas de um Fractal, como:

1. Auto semelhanca: em qualquer trecho da Curva de Koch, ndo importando quao pequeno ele
€, encontramos copias reduzidas do conjunto todo. Vé-se essa propriedade preliminarmente
no fato que a poligonal obtida numa iteragdo contém quatro copias reduzidas da poligonal

obtida na iteracdo anterior.

2. Estrutura fina: ndo importa o quanto ampliamos a Curva de Koch, a quantidade de detalhes

que vemos continua sendo grande.

3. Fécil constru¢do: como vimos na figura 7, o processo de obten¢do da curva é simples com

apenas trés passos que, contudo, sdo repetidos infinitas vezes.

4. Dificil descricdo Matemadtica: apesar da facilidade da construgdo, ndo existe uma fungao

analitica que descreva a Curva de Koch.

6 Seguindo a ideia do artigo original de Koch, que define a curva que leva seu nome, veja (EDGAR, 2003).
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5. A dimensao Fractal ndo € inteira.

Estudaremos agora, entdo, algumas das propriedades do Curva de Koch.

Lema 2.12. Apds a n-ésima iteragdo a poligonal é formada por 4™ segmentos.
Demonstracdo. Mostraremos pelo método da indugao.

e A curva inicial é formada por apenas 1 = 4° segmentos.

 Como hipétese de indugio, assumimos que a k-ésima poligonal é formada 4* segmentos
consecutivos ndo colineares. O processo, que gera essas poligonais, troca cada segmento

por uma poligonal com 4 segmentos, onde segmentos consecutivos ndo sio colineares.

Pela definicao da constru¢do da Curva de Koch, ao aplicarmos o processo em dois segmen-
tos consecutivos da k-ésima iteragcdo, apenas o terco médio de cada segmento é modificado,
de forma que os tercos final e inicial permanecem inalterados e o angulo entre o ter¢o
final de um segmento e o terco inicial do proximo permanecem inalterados, assim eles
também ndo sdo segmentos consecutivos colineares e a (k + 1)-ésima poligonal tem 4*+1

segmentos.

Lema 2.13. A cada iteracdo o comprimento do conjunto resultante aumenta em 1/3.

Demonstragcdo. A curva obtida apds n iteragdes sobre o segmento inicial € uma poligonal com

4™ segmentos. O algoritmo € aplicado a cada um dos segmentos.

Seja AB um desses segmentos, de comprimento [ 45. Na proxima iteracao ele é dividido
em trés partes, cada uma de comprimento /45 /3 e 0 segmento central C'D é removido e, em seu
lugar, sdo colocados os segmentos C'E e DE de comprimento [ 4 /3. Desse modo, a poligonal

resultante AC'E'D B tem comprimento:
4
m(AC) +m(CE) +m(ED) +m(DB) = gl(AB).

Como cada segmento da poligonal sofre 0 mesmo processo a cada iteragdo e, assim, tem o seu

comprimento aumentado em 1/3, temos o comprimento do todo aumentado em 1/3.

Figura 8 — Construg@o da Curva de Koch
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Proposicao 2.14. O comprimento do Curva de Koch tende ao infinito.

Demonstragdo. Seja | o comprimento do segmento inicial. Considerando que o comprimento

para um dado nivel é % do nivel anterior, demonstra-se, por indu¢do, que o comprimento da
n . , . » . .

curva no nivel n é ((%) ) [, ou seja, de um nivel para outro, o comprimento é multiplicado pelo

4
fator 3

Como
li A
lim (3) =

tem-se, assim, um comprimento que pode ser tdo grande quanto desejarmos ao aumentarmos o

nimero de iteracdes do processo. O]

Para representarmos os elementos da Curva de Koch, escolhemos o intervalo [0, 1] como

segmento inicial.

Proposicao 2.15. A cada iteracdo obtemos 4 copias da poligonal da iteracdo anterior, com

cada uma das copias reduzidas por uma homotetia de razdo um terco no plano.
Demonstragdo. Mostraremos pelo método da inducgao.

* Pela defini¢cdo 3.11, temos um segmento de reta e este € dividido em 3 partes iguais, sendo
suprimido o terco médio e no lugar acrescentado mais dois segmentos de reta. Assim, a

primeira iterac@o gera 4 cépias do segmento inicial.

* Assumimos, como hipétese de inducdo, que a poligonal da k-ésima iteracdo € formada por

4 copias da poligonal da (k — 1)-ésima iterag@o.

Note que aplicar uma iteracao na poligonal da k-ésima iteracdo é o mesmo que aplicar
uma itera¢do em cada uma das 4 cdpias da poligonal da (k — 1)-ésima iteracéo. Isto ocorre
da forma citada, pois o processo que define estas poligonais € aplicado a cada segmento,
sem depender do todo. Desta forma, a poligonal da (k + 1)-ésima iteragéo é formada por

4 cépias da poligonal da k-ésima iteracao.

O

Definicao 2.16. Um movimento rigido é qualquer transformacdo afim gerada pela composicdo

finita de rotacoes, translagoes e reflexoes.

Vamos mostrar que a tunica coisa alterada entre curvas de Koch geradas por segmentos

distintos € o tamanho. Para isso, precisaremos de um lema auxiliar:
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Figura 9 — A primeira iteracdo em dois segmentos

Observacao 2.17. Sejam AB e C'D segmentos de comprimento a e b respectivamente. Seja
f : R? — R? a composi¢io de um movimento rigido com uma homotetia em algum ponto do
plano, de modo que f é uma bijecdo do segmento AB sobre o segmento C'D, com A sobre C' e
de forma que o lado fixado para gerar a curva seja 0 mesmo. Se P} e P, sdo as poligonais

obtidas por uma itera¢do do processo que gera a Curva de Koch, entdo a funcao
: Py — P/
f | Pl AB CD>
¢ uma bijecao.
Isso segue do fato que movimentos rigidos e homotetias preservam angulos e retas.

Proposicao 2.18. Sejam AB e C'D segmentos de comprimento a e b respectivamente. Seja
T : R? — R? 0 movimento rigido que leva o segmento AB sobre o segmento C'D, com A sobre
C e de forma que o lado fixado para gerar a curva seja o mesmo. Além disso seja H : R* — R?
a homotetia de razdo g e centro em C. Se K p e K¢op sdo as Curvas de Koch produzidas a
partir dos segmentos AB e C'D respectivamente, entdo a fun¢do f == HoT : Kyg — K¢p, €

uma bijecado.

Demonstragdo. Vamos mostrar por inducdo que f € uma bijecdo entre as k-ésimas poligonais

obtidas a partir de cada segmento.

* A transformacdo afim 7" leva o segmento AB no segmento A’B’, de forma que A’ = C' e
B’ estd na semirreta @ Como movimentos rigidos preservam distancias, 0 comprimento
de A’'B’ é a. Entdo a homotetia H leva o segmento A’ B’ no segmento A” B” de forma que
A" = A" = C e o comprimento de A”B" é

b

a

b.

a

Assim, CD e A”B" sdo segmentos de mesma origem, sobre a mesma semirreta e de

mesmos comprimento. Portanto, CD e A” B” sdo idénticos.

* Assumimos, como hipétese de inducgdo, que a funcdo f é uma bijecdo entre as poligonais
Pkp e PEp, onde Pk, e P, sdo as k-ésimas poligonais obtidas a partir dos segmentos

AB e C'D respectivamente.
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Em particular, cada um dos 4* segmentos da k-ésima iteracdo sobre AB é levado, através
de uma bijecdo, sobre um dos 4* segmentos da k-ésima iteragio de C'D. Contudo, aplicar
a (k + 1)-ésima iteracdo no segmento AB é o mesmo que aplicar uma itera¢do em cada
um dos 4% segmentos da k-ésima iteracdo. A observacio 2.17 garante que a mesma funcio

f € uma bijecdo entre as poligonais obtidas por uma iteracao nos respectivos segmentos.

Vamos mostrar que f também € uma bijecdo entre as curvas de Koch K g e K¢op.

Em primeiro lugar, f associa a cada ponto de K 45 um ponto de K p. De fato: um ponto
P estiem K 43 se, e somente se, existir uma sequéncia P, de pontos tais que P estd na k-ésima
poligonal gerada a partir de AB e lim P, = P. Como f é uma bijecdo, essa sequéncia define
uma sequéncia de pontos f(Py), onde f(Py) estd na k-ésima poligonal gerada a partir de C'D.
Todavia, f é a composi¢do de um movimento rigido com uma homotetia e, em particular, é
continua. Assim, f(Fy) converge para f(P) e, pela defini¢do da Curva de Koch, este limite estd

em K p. Analogamente, qualquer ponto de K¢ p é levado por f~! em um ponto de K 4.

Em segundo lugar, f associa pontos distintos de K 4 a pontos distintos de Kp. Como
f € a composi¢do de um movimento rigido (que preserva a distdncia) com uma homotetia de

razao 9, temos que
a

A(P.Q) > 0= d(f(P), f(@) = “d(P,Q) > 0.
Deste modo P # Q = f(P) # f(Q). O

Podemos compreender esta ultima proposicdo como a presenca de uma estrutura fina na
Curva de Koch, pois qualquer secdo da curva apresenta tantos detalhes quanto a curva como um
todo.

Observacao 2.19. Foge do escopo deste trabalho mostrar que a Curva de Koch € uma curva

continua que ndo apresenta reta tangente em nenhum pont07.

Esta curva deu origem a outro Fractal chamado "floco de neve"ou "ilha de Von Koch". Sua
construcdo ¢ semelhante, mas se inicia com um triangulo equilatero ao invés de um segmento de
reta conforme a figura 10. Nas palavras de Mandelbrot, o "floco de neve é um modelo grosseiro,

mas vigoroso de uma linha costeira".

7 Vide o artigo original de Koch em (EDGAR, 2003)
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Figura 10 — Floco de neve de Koch

2.4 A CURVA DO DRAGAO

A Curva de Dragao, também conhecido como Curva de (ou do) Dragdo Harter-Heighway
ou Dragao “Jurassic Park™, foi criada pelos cientistas da NASA John Heighway, Bruce Banks e
William Harter, e € citada em uma edi¢do da revista Scientific American por Martin Gardner na

década de 60, onde era aplicada em jogos matematicos.

Figura 11 — Iteracdes da Curva do Dragao
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A medida em que a poligonal € iterada mais e mais vezes, uma curva conhecida como

Curva do Dragado é construida.

Antes de introduzirmos uma definicio Matemdtica da Curva do Dragdo, vejamos como

ela surge naturalmente do processo de dobrar uma tira de papel sucessivamente.
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Figura 12 — A Curva do Dragao
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Definicao 2.20 (Informal). A k-ésima poligonal da Curva do Dragdo pode ser obtida através

de dobraduras sucessivas de uma tira de papel do seguinte modo:

1. Seguramos uma ponta da tira de papel em cada mdo e dobramos a tira ao meio k-vezes,

sucessivamente, sempre levando a parte do lado direito sobre a parte do lado esquerdo.

2. Abre-se a tira de papel, mantendo angulos retos em cada uma das dobras formadas.

Figura 13 — Poligonais a partir de uma tira de papel

Fonte:(ADAMES M. R.; DALPIAZ, 2016)

Observacao 2.21. Uma das primeiras coisas que notamos € que as poligonais parecem encolher,

0 que nao é possivel por que qualquer delas ttm o mesmo comprimento que a tira de papel
original.

Para compreendermos como definir matematicamente a Curva do Dragdo, precisamos
entender algumas da propriedades da sequéncia de poligonais obtidas pelo processo acima. Os

proximos lemas trazem essas propriedades e as demonstragdes delas.
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Lema 2.22. O niimero de segmentos da poligonal da k-ésima iteracdo é 2% e o niimero de

vértices é 2 + 1.
Demonstragdo. Mostraremos pelo método da indugdo.

* O segmento inicial é formado por apenas 1 = 2° segmento e seus vértices por 2 = 20 + 1.

« Como hipétese de indugio, assumimos que a k-ésima poligonal é formada por 2* seg-
mentos e 2 + 1 vértices. Para ter a quantidade de segmentos da (k -+ 1)-ésima iteracdo,
dobramos a tira de papel (k + 1) vezes. Isso é mesmo que dobré-la k vezes e, em seguida,
dobré-la mais uma vez. Deste modo, cada segmento na k-ésima iteracao serd substituido

por dois segmentos. Como temos 2% segmentos na k-ésima iteracio, teremos
22k _ 2k+1

segmentos na iteracdo k£ + 1. Como a tira de papel € aberta de forma que os angulos entre
segmentos consecutivos sdo sempre retos, temos que dois segmentos consecutivos nao
podem ser colineares. Assim, o nimero de segmentos da (k + 1)-ésima poligonal é 2~*1,

Além disso, o nimero de vértices de uma poligonal com 2**! segmentos é 2F+1 4 1.

]

Lema 2.23. O comprimento de cada segmento cai pela metade a cada iteracdo. Dessa forma, o
comprimento dos segmentos na k-ésima iteragdo é 1 (1/ 2)k, onde | é o comprimento do segmento

inicial.
Demonstragdo. Mostraremos pelo método da indugdo.

C e, . 0
* A curva inicial € formada por apenas um segmento, que tem comprimento [ = [ (%) .

* Como hipétese de inducdo, assumimos que um segmento da k-ésima poligonal possui
tamanho [ (%)k Para formar a poligonal da itera¢do £ + 1, dobramos a tira de papel ao
meio k + 1 vezes. Isso é o mesmo que dobra-la £ vezes e, em seguida, dobri-la mais uma
vez. Assim, cada um dos segmentos presentes na k-ésima iteragdo é dobrado ao meio

e, dessa forma, os segmentos resultantes tém a metade do comprimento dos segmentos

1 k+1
: <2>

originais, que é:

]

Proposi¢io 2.24. Sejam Py, a poligonal obtida pela (k + 1)-ésima iteracdo e V', V2, V3, V4,
L, VRS2t 2L gy oKL 4 1 vértices. Entdo a poligonal Oy, formada pelos

s e P . . k41 _ k+1 , o . . .
vértices de indices impares, V1, V3, ..., V> =L V2" +Ll 6 uma cépia da poligonal P, obtida
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na k-ésima iteracdo, encolhida por uma homotetia de razdo 1/+/2. Além disso, os vértices pares

estdo alternadamente em lados opostos de Oy 1.

Demonstragdo. Tlustramos a proposi¢do na figura 14. A poligonal Oy 1, formada pelos indices

impares de P, tem 2* + 1 vértices e 2* segmentos, assim como P

Além disso, todos os segmentos de O 1 sdo hipotenusas de tridngulos retdngulos, cujos
catetos sdo segmentos de P ;. Como todos os segmentos de Py tém comprimento [(1/2)k*1,
o Teorema de Pitdgoras garante que o comprimento dos segmentos de Oy t€ém comprimento:

NG 1

l2k+1

- 751
=75 o)
e, portanto, é 1/+/2 vezes o comprimento de cada segmento da k-ésima poligonal.

Os angulos (orientados) entre segmentos consecutivos de Oy, 1 sdo retos e tém o mesmo
sinal que os respectivos angulos de F. De fato, dobrar a tira de papel k + 1 vezes é o mesmo que
dobra-la k vezes e, entdo, dobra-la mais uma vez. Desse modo, adicionamos um vértice entre
cada um dos vértices de Py. Os vértices assim adicionados sao justamente os vértices de indice

par, pois o primeiro vértice € marcado pelo inicio da tira, e, portanto, ¢ comum a ambas.

Por outro lado, ao dobrarmos a tira de papel k-vezes, obtemos uma pilha com 2* seg-
mentos. Entretanto, dois segmentos consecutivos na pilha estdo sempre em orientagdo contraria,
isto €, se um comega na esquerda e termina na direita, o proximo comega na direita e termina
na esquerda. Nesse sentido, ao dobrar a pilha de segmentos mais uma vez, para obter Py,
dobramos cada um destes segmentos para o0 mesmo lado e a orienta¢do contraria dos segmentos
consecutivos faz com que os novos angulos retos tenham orientacdo contraria. Assim, dois
tridngulos consecutivos AVs, 1 Vo, Vopi1 € AVoy 11 Von19Von 13 estdo em lados opostos de Oy 1,

de modo que o angulo entre dois vértices consecutivos de Oy, 1, deve satisfazer:

A‘/Qn—l‘/én—i-lvén—i—?) :i%n—l%n—i—l%n + é%n%n—f—l%n—&& + 4‘/2714-2‘/271—}—1‘/271—&—3
=4 Vor Var11Vara2,

pois L Vo, 1Vapi1Van = £45° € £ Va1 90Von11Vanys = F45°. Contudo o angulo Vo, Vay 11 Vapy2,
no vértice V5,1 de indice impar, ja havia sido formado na k-ésima dobra da tira e é o angulo

ViVis1Viao de Py. Por outro lado, V5,11 € 0 (n + 1)-ésimo vértice de Oy 1.

Por conseguinte, P, e O, sdo, ambas, poligonais com 2* segmentos e com os respecti-
vos angulos orientados idénticos e, assim, sdo semelhantes. A razdo de semelhanca € a mesma

que a razao entre os segmentos: 1 / \/§ ]

Podemos utilizar o teorema acima para dar uma definicio Matematica distinta da Curva

do Dragio:

Definicao 2.25. A Curva do Dragdo pode ser construida a partir de um segmento de reta, apos

infinitas aplicagoes sucessivas do seguinte processo:
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Figura 14 — A k-ésima poligonal na (k + 1)-ésima iteracdo

Vis — Vig
(k + 1)-ésima poligonal
Vo W Vig
Vi Vit f-gsima poligonal
Vi WV Via Vi n =3
Vi S :
*
x = 457,
Vs Voo Vo Vio

1. Tomando cada segmento da poligonal como base, desenham-se tridngulos retangulos isos-
celes sobre estes segmentos, de modo que as alturas dos tridngulos estejam sucessivamente

a direita e a esquerda,® comegando pela direita.

2. Apagam-se os segmentos que formam as bases dos tridngulos retangulos no primeiro

passo.

De maneira mais precisa’, podemos dizer que um ponto z € R? estd na Curva do Dragdo
se, e somente se, existir uma sequéncia (x,,) que convirja para x, onde x,, estd na poligonal

obtida pela n-ésima iteragdo do processo acima para cada n € N.

Esta curva possui as principais caracteristicas associadas aos Fractais, como:

1. Autossemelhancga: é possivel encontrar em cada nivel da Curva do Dragdo duas cépias
da figura no nivel anterior, em tamanho reduzido de %, sendo que, para cada uma dessas
duas partes, ocorre 0 mesmo. Desse modo, vemos que a autossemelhanca € encontrada em

cada parte da figura, ndo importando qual estd sendo observada.

2. Estrutura fina: ndo importa o quanto ampliamos a Curva do Dragdo, a quantidade de

detalhes que vemos continua sendo grande.

3. Facil constru¢do: como vimos na figura 9, o processo de obtengdo da curva € simples, feito

apenas com dobraduras repetidas indefinidamente.

4. Dificil descri¢io Matemaética: apesar da facilidade da construgdo, ndo existe uma fungao

analitica simples que descreva a Curva do Dragdo.

Estudamos agora, entdo, algumas da propriedades da Curva do Dragao, utilizando a

definicdo Matematica da curva.
8

Percorrendo a poligonal, do ponto inicial do segmento inicial ao ponto final do segmento inicial, que estdo
presentes em todas as iteracdes.
Seguindo a ideia do artigo original de Koch, que define a curva que leva seu nome, veja (EDGAR, 2003).
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Proposicao 2.26. O comprimento do Curva do Dragdo tende ao infinito.

Demonstragdo. Para cada segmento da poligonal de comprimento [/, faremos um tridngulo
retangulo isésceles e seus catetos ficardo com razao % Assim, somando o comprimento desses

dois catetos e retirando o segmento [, temos:

l l [
=2 =12
V2 V2 V2
Dado que em cada iteragdio a poligonal é aumentada por um fator de razio /2. Como o
comprimento da poligonal aumenta em /2 a cada iteracdo, segue, por inducdo, que a n-ésima
iteracio é uma poligonal de comprimento [.(/2)", onde [ é o comprimento do segmento inicial,
e:

lim 1.(V2)" = o0

n—oo

]

Observacgao 2.27. Aplicar k iteragcdes do processo que define a Curva do Dragio no segmento
AB € o o mesmo que aplicar k iteragdes do processo ao segmento BA e depois rotaciond-lo a
um angulo de 180°.

Proposicao 2.28. Sejam AC o segmento inicial e ABC' a poligonal de dois segmentos obtida
na primeira iteragcdo. Entdo, para n > 2, aplicar n iteragdes no segmento inicial é o mesmo
que aplicar (n — 1) iteracdes nos segmentos ordenados AB e C B. Assim, a n-ésima poligonal
é formada por duas cépias, reduzidas por uma homotetia de razdo 1/+/2, da (n — 1)-ésima

poligonal e unidas por um angulo de —90°.
Demonstragdo. Por indugao:

* Vale para "n=2". De fato, cada um dos dois segmentos que forma a poligonal da primeira
iteracdo tem comprimento %, onde [ € o comprimento do segmento inicial. Aplicar a
segunda iteracdo significa trocar o segmento AB pelos catetos de um triangulo retdngulo
isosceles a direita e trocar o segmento BC' pelos catetos de um triangulo retdngulo isésceles
a esquerda. Contudo, a troca do segmento BC' € o idéntica a trocar o segmento orientado
C B pelos catetos de um tridngulo retangulo isdsceles a direita. Assim, tanto em AB, como

em C B, aplicamos uma iteracao do processo que gera a Curva do Dragao.

* Sejan > 3. Suponha que a poligonal obtida na n-ésima iteragdo sobre AC' € formada
por (n — 1)-iteragdes sobre AB e C'B. O nimero de segmentos das poligonal é 2" e cada
uma das metades terd um nimero par de segmentos, de modo que o ultimo tridngulo na
metade gerada por BC' serd a esquerda; que ¢ 0 mesmo que comegar o processo a direita
sobre o segmento C' B. Desse modo, aplicar mais uma itera¢do na n-ésima poligonal é o

mesmo que aplicar mais uma iteracio sobre a poligonal gerada a partir de AB e mais uma
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iteracdo sobre a poligonal gerada a partir de C'B. Contudo, as duas metades sdo copias da
poligonal obtida na n — 1-€sima itera¢do. Logo, cada uma das metades serd uma copia da

poligonal obtida na n-ésima iteragao.

Figura 15 — Cépias consecutivas

B B

OBS: Pela figura 10, podemos observar que cada iteracdo forma um tridngulo retangulo isdsceles,
cuja hipotenusa tem comprimento [ e cujos catetos % 0

Sejam AC' o segmento inicial e ABC' a poligonal de dois segmentos obtida na primeira
iteragdo. Entdo, a composi¢do da rotagio em torno de A de —45°, que denotamos R%,, com a
homotetia de centro em A e razdo 1/ V2, que denotamos H S oL leva AC' sobre AB e preserva o
lado direito de AC sobre o lado direito de AB. De maneira andloga, a composicdo da rotagao
em torno de A de —135°, que denotamos R* |-, com a translagdo que leva A em C, T/ e com
homotetia de centro em C' e razdo 1/ V2, que denotamos H 16; o leva AC sobre C'B e preserva o
lado direito de AC' sobre o lado direito de C'B.

Lema 2.29. A composicdo
M1 = Hﬁ\/i ) Ré45

leva a k-ésima iteragcdo sobre AC' na k-ésima iteragcdo sobre AB. A composicdo
._ ¢ A pA

leva a k-ésima iteragdo sobre AC na k-ésima iteragdo sobre CB.

Demonstragdo. Segue da proposi¢ao 2.28 junto com o fato de homotetias, rotagdes e translagdes,

preservarem angulos. [
Observacao 2.30. M, e M, sdo bijecdes e, portanto, invertiveis.

Proposicao 2.31. A Curva do Dragdo é formada por duas copias de si mesma, reduzidas por
uma homotetia de razdo 1/+/2.

Demonstragdo. Sejam A, B e C' como na Proposi¢ao 2.28. Cada ponto P na Curva do Dragio
gerada a partir de AC' € o limite de uma sequéncia de pontos Py, onde P, estd na k-ésima poligo-

nal gerada a partir de AC'. Assim M, (Py) e My(P;) geram sequéncias de pontos nas k-ésimas
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poligonais geradas a partir de AB e C'B respectivamente. Deste modo P’ := lim M;(P) e
P’ := lim M5(Py) s@o pontos na Curvas do Dragdo geradas a partir de AB e C'B respectiva-
mente. Contudo M; e M, sdo continuas e P’ = M;(P), P”" = My(P). Assim M; e M, levam a
Curva do Dragdo gerada a partir de AC', nas Curvas do Dragio geradas a partirde AB e CB,

respectivamente.

De modo andlogo, as inversas M, * e M, ' levam as Curvas do Dragio geradas a partir
de AB e CB na Curva do Dragéo gerada a partir de AC. O

Observacao 2.32. A Proposicdo 2.28 pode ser utilizada para gerar muitas iteragdes das poli-
gonais que geram a Curva do Dragdo, se realizarmos adicionalmente, em cada iteracio, uma
homotetia de razdo v/2. Deste modo as duas cépias da k-ésima iteracio na k + 1-sima iteracdo
preservardo o tamanho da original e precisaremos, a cada nova iteragcdo, apenas copiar duas vezes

a poligonal da iterag¢do anterior.

2.5 O CONJUNTO DE MANDELBROT

Citamos, apenas 2 carater de ilustracdo, o Conjunto de Mandelbrot!®, em sua represen-
tacdo grafica no espaco, pode ser dividido em um conjunto infinito de figuras ligadas uma as
outras, sendo a maior delas um cardioide localizado ao centro do plano. Existe uma infinidade de
quase-circulos que tangenciam o cardioide e variam de tamanho com raio tendendo a zero. Cada
um desses circulos tem seu proprio conjunto infinito de pequenos circulos cujos raios também

tendem a zero. Esse processo se repete infinitamente, gerando a figura Fractal 16.

Figura 16 — O conjunto de Mandelbrot

O conjunto de Mandelbrot é um Fractal particularmente interessante que se tornou
popular fora da Matematica devido a sua beleza estética e ao fato da sua estrutura complexa

resultar de um algoritmo de constru¢do simples.

10" Foge do escopo desse trabalho, relatar e demonstrar propriedades desse conjunto. Apesar disso citamos o
Conjunto de Mandelbrot por ser o conjunto que leva o nome do precursor do conceito de Fractal.
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A expressdo Matemadtica necessdria para a producido das imagens resume-se a uma

férmula iterativa no plano dos niimeros complexos z = x + 1y:
_ .2
Zny1 = 2, tC

com ¢ = a + ¢b uma constante complexa e partindo de um certo valor de zj inicial. O conjunto
de Mandelbrot € o conjunto dos valores de c tais que, para 2y = 0, a sequéncia de valores
definida recursivamente permanece limitada. Para mais sobre esse tipo de constru¢do, sugerimos
(KARAS, 2005).

2.6 DIMENSAO DE HOMOTETIA OU DE AUTOSSIMILARIDADE

Nesta secdo, serd abordada uma das caracteristicas dos Fractais: um conceito de dimensao

Fractal e as formas para se calcular que e compreender melhor o tema.

Na Geometria Classica, o conceito de dimensio utilizado é Euclidiano. Porém, com
figuras geométricas irregulares, como os Fractais, ndo € sempre possivel relacionar dimensdes
expressas por nimeros naturais. A dimensdo Fractal, que é em sua maioria um nimero real
ndo inteiro, caracteriza a Geometria de um Fractal. O significado desse valor € dizer o quao
densamente uma curva Fractal ocupa o plano, ou quanto um sélido Fractal ocupa o espago em
que ele existe. Ha casos em que a dimensao Fractal € expressa por um nimero inteiro, mas se a

dimensdo nio for inteira, significa tratar-se de um Fractal.

Uma das primeiras defini¢des de Fractal foi dada por Mandelbrot em seu livro "The
Fractal Geometry of Nature", de 1982: Um Fractal é um conjunto que tem dimensao Hausdorf
maior do que a dimensdo topoldgica. Cujos conceitos envolvidos aqui ndo serdo explorados, por

irem muito além dos objetivos deste estudo.

Mandelbrot especificou maneiras de calcular a dimenséo fracionada dos objetos através

de diversas técnicas, dentre elas a técnica de construgdo.

Neste trabalho, estudaremos o conceito de dimensdo de homotetia ou também chamada
de dimensao de autossimilaridade. Fractais gerados por sistemas de funcdes iterativas, conforme
serd explanado nas proximas secdes, geralmente apresentam uma autossimilaridade. Antes de
abordarmos o conceito de dimensao Fractal baseado em mudancgas de escala e homotetias,
vejamos, como exemplo, a figura 17 conhecida da Geometria plana quando mudangas de escala

e homotetias sdo aplicadas.

Uma maneira de calcular a dimensdo de uma figura Fractal é imaginarmos que se temos
um segmento de reta, podemos dividi-lo em p partes iguais, semelhantes ao segmento original,
porém reduzidas, em uma certa razdo de semelhanca r. O nimero n de segmentos obtidos

relaciona-se com esta razao da seguinte forma:
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Figura 17 — Homotetia

O segmento AB da figura 18 foi dividido em trés partes iguais (n = 3), logo a razdo de
1

semelhanga r € 3

Figura 18 — Segmento AB dividido

Substituindo r = § em n = 1, temos:

n = 1 = 3 partes
3

Partindo da mesma ideia, se cada lado de um quadrado for dividido em p partes iguais,
obtém-se p? quadrados semelhantes ao original, logo:

n=p

Relacionando r e n do quadrado, tem-se:

3
I
=

Figura 19 — Quadrado dividido

L

=T =]
LU T |

Substituindo r = § em n = %, temos:
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n = 4 = 9 partes.
(3)

Aumentando a dimensao da Figura 19, temos um cubo (Figura 20) e serd feito o mesmo

processo em cada face. Percebe-se que:

n=p

Relacionando r € n do cubo, tem-se

Figura 20 — cubo dividido

o ST e N
/ p=3

i ) n=27
P r=1/3

N

Substituindo r = % emn — %, temos:

n = ﬁ = 27 partes

e

Assim, concluimos que:

_ 1 _.D
n=op=0"p

Em que n € o nimero de partes divididas da figura ou nimero de partes que sobrardo da

figura em p partes iguais, apos uma etapa de iteragdo do desenho; r € a razdo de semelhanca; e

D € a dimensao espacial. O objetivo € calcular a dimensdo D e para tanto a igualdade acima serd

utilizada.

Como queremos calcular a dimensdo D, aplicaremos a fun¢do logaritmica (numa base

arbitrdria) a ambos os membros da igualdade, a fim de obter uma expressao para D:
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logn = log T%
A partir da propriedade do quociente de um logaritmo:
logn = log 1 — logr?
Sabe-se que log 1 = 0 e pela propriedade do logaritmo de uma poténcia, tem-se:
logn =—D.logr
Que é o mesmo que:
D.logr = —logn
E finalmente isolando D:

. logn _
D= —7 = —log.n

Podemos, entdo, dizer que a dimensdo de uma figura geométrica cldssica pode ser
calculada pela divisdo de logn, que € o nimero de partes que a figura tera, por logr, que é a

razdo de semelhanga de homotetia.

Ou, até mesmo pela expressao:
D = —log,n

Essa expressdao nos motiva a definir a dimensao para figuras Fractais da mesma forma,

porém em sua grande maioria com resultados de dimensdes ndo-inteiros.

Definicao 2.33. Se uma figura contém n copias de si mesma, reduzidas por uma homotetia de

razdo r, entdo dizemos que a dimensdo da figura é definida por:
D = —log,n

Exemplo 2.34. Como exemplo de figuras com dimensdes ja conhecidas, podemos citar os

exemplos anteriores que tinham razdo de homotetia 3:

* Dimensdo de uma reta: D = log; 3 =1
* Dimensdo de um quadrado: D = logs 9 = 2

* Dimensdo de um cubo: D = log; 27 = 3
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Caso contrério, se uma figura ndo possuir autossimilaridade estrita, aplicar esse método
para o calculo de dimensdo sera dificil ou impossivel. Para tal situacio, existem outros métodos
que nao serdo abordados neste trabalho como o “Método de Contagem de Caixas” que se da
através de processos graficos ou um método mais complexo e formal chamado “Hausdorff-

Besicovitch”.

2.6.1 DIMENSOES DOS PRINCIPAIS FRACTAIS ESTUDADOS

Exemplo 2.35 (Conjunto de Cantor). Pela Proposicdo 3.5, podemos dizer que todos os blocos de
pontos restantes no Conjunto de Cantor sdo pertencentes a algum segmento de reta de alguma

iteracdo anterior.

Assim, notamos que, no Conjunto de Cantor, a cada nivel, ficamos com 2 segmentos dos
3 que foram feitos, sendo eles novamente triseccionados. Logo, n = 2. A razdo de semelhanca
desses segmentos com a figura original é % Logo, r = % Portanto, a dimensdo Fractal do

Conjunto de Cantor é dada por:

_ _logn _  log2 _  log2 _ log2
D= logr log% —  logl-log3 ~ log3 ~ 07 63
Podemos dizer que ele preenche mais espaco do que um ponto, mas menos espaco do que uma

curva de dimensdo 1.

Exemplo 2.36 (Curva de Koch). Pela definicdo 3.11 que explica a sua criagdo e descreve
também algumas propriedades que essa curva possui dos Fractais, podemos dizer que ela
possui 1 segmento de reta que serd dividido em 3 segmentos e apds uma itera¢do ela possuird
4 segmentos de retas. Jd a Proposi¢cdo 3.18 garante a presenga de uma estrutura fina, pois

qualquer secdo da curva apresenta tanto detalhes quanto a curva como um todo.

Na Curva de Koch, sua dimensdo estd definida entre 1 e 2, A razdo de semelhanga desses
segmentos com a figura original é % Logo, r = % Portanto, a dimensdo Fractal da Curva de

Koch é dada por:

__logn _  log4 __ 4 __log4d
D= logr — log% —  logl-log3 = log3 1,26

A Curva de Koch ocupa mais espago no plano do que uma Curva que tem dimensdo 1,

porém menos espago que um plano que tem dimensdo 2.

Exemplo 2.37 (Curva do Dragao). Pela Proposicdo 3.31, garante-se que essa curva é formada

por duas copias de si mesma, reduzidas por uma homotetia de razdo %

A razdo de semelhanca desses segmentos com a figura original é % Logo, r =

S

Portanto, a dimensdo Fractal da Curva do Dragdo é dada por:
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D = _logn __ _ log2 __ log 2 _ log2 __ 2
logr log % log 1—log /2 log v/2

Como na Curva do Dragdo sua dimensdo ocupa mais espaco no plano do que uma

Curva que tem dimensdo 1, porém ocupa todo o espago que tem dimensdo 2.
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3 O USO DO SOFTWARE PROCESSING

Este capitulo trata da apresentacdo de um software livre sobre o qual daremos uma breve

explanacdo, assim como utiliza-lo e exemplos de algumas fun¢des para a iniciacdo do mesmo.

3.1 O QUE E O PROCESSING?

Iventada por Ben Fry e Casey Reas, Processing ¢ uma linguagem de programacao
construida a partir de outra linguagem, a Java. Ela foi desenvolvida como uma ferramenta
para processamento grafico em computadores que pudesse ser acessivel a pessoas com pouca
experiéncia em programacgdo ou computacdo. O nome Processing também ¢ utilizado pelo
ambiente de desenvolvimento integrado oficial da linguagem, que oferece meios simples para
compilar o cédigo fonte dos “desenhos” feitos com a linguagem, projetando-os na tela do

computador. O projeto € mantido pela Processing Foundation, fundada em 2012.

3.2 PROCESSING COMO ESPACO DE TRABALHO

O funcionamento de Processing é baseado na criagdo de "esbocos", isso €, algoritmos que
utilizam fun¢des de desenho para a criacdo de imagens, que podem ser estéticas ou dinamicas
(interativas ou ndo). Para tanto, o cddigo fonte precisa ser compilado ("lido"pelo computa-
dor). O ambiente de desenvolvimento integrado do Processing € um programa utilizado tanto
para edi¢do de cédigos em Processing quanto para a compilagdo e visualiza¢ao de desenhos.
"Esbogos"em Processing também podem ser exibidos on-line através do site OpenProcessing
(www.openprocessing.org), que oferece um ambiente de desenvolvimento e também funciona
como uma comunidade para compartilhamento de “esbo¢os”, e central para aulas que envolvam

a linguagem.

3.3 COMO UTILIZAR O OPENPROCESSING?

Ao acessar o site do OpenProcessing, o usudrio pode explorar desenhos feitos por outros
usudrios na aba "browse"ou criar seus préprios esbocos clicando em "create a new sketch". A
pégina para a criacdo de esbogos carrega automaticamente com um exemplo, mostrando um
desenho dinamico e interativo, sendo possivel visualizar circulos coloridos sendo criados no
centro da tela e interagir com o desenho utilizando o mouse. O cédigo que descreve esse esboco
pode ser visualizado em uma caixa de texto logo abaixo do desenho. Alteracdes no algoritmo
nao surtirdo efeito até que o botdo “run” seja pressionado, recompilando o cédigo e exibindo o

novo desenho.
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3.4 FUNCOES

O IDE de Processing consegue interpretar a linguagem estruturada com uma gramatica
formal, possibilitando a escrita de algoritmos com estruturas bem definidas. Um algoritmo € uma
rotina contendo variadas instru¢des, enquanto uma fun¢do é uma sub-rotina que participa do
algoritmo. As fun¢des descrevem rotinas de uso geral, permitindo que o programador reutilize
facilmente instru¢des que sao utilizadas com frequéncia. Por exemplo, uma operagdo comum
nos algoritmos € achar a raiz-quadrada de um niimero. Essa operacdo nio €, no entanto, uma
acdo trivial na programacao, ja que ela deve ser descrita com uma gramética formal e que possa
ser aplicada a uma gama definida de nimeros. Para resolver esse problema, o programador pode
definir uma fun¢do que receba um niimero x e aplique o método de Newton para calcular a raiz

aproximada desse nimero.

3.5 DEFININDO FUNCOES

Antes que uma funcao possa ser chamada, € preciso defini-la. Cada linguagem possui
uma forma de definir uma funcdo, mas a légica por tras desse processo € virtualmente sempre
a mesma. Cada funcdo precisa de um nome e de uma lista de argumentos que aceitam como
entrada. Na linguagem de Processing, também € necessario definir o tipo de valor que serd
retornado pela funcdo. A funcdo abaixo retorna um valor do tipo inteiro (int) e recebe dois
argumentos também do tipo inteiro, x e y. O valor retornado € a soma de x com y. Todo o texto
entre as chaves € o “corpo” da fun¢do, e € esse texto que determina os passos que caracterizam a

rotina da funcdo.

\[int soma (int x, int y){
lreturn(x + y)}

3.6 USANDO FUNCOES

Quando definimos uma funcdo, nenhuma tarefa descrita em seu corpo é executada. A
execuc¢do da fun¢do s6 acontece quando ela é chamada. Para isso, devemos escrever o nome
pelo qual ela foi definida e informar, entre parénteses, os valores dos argumentos que devem ser
usados. Para descobrir o valor de 10 + 20 usando a fun¢ao soma() que definimos, basta usar o

comando soma(10,20).

3.7 FUNCOES ESPECIAIS DO PROCESSING

Da tela de desenho:

\[void setup () {
| size (600,600);
lbackground(O, 255, 255)}

Algumas funcdes ndo retornam nenhum valor, apenas realizam as tarefas descritas em

seus corpos. Esse € o caso das fungdes setup() e draw() do Processing. Essas duas fun¢des sao
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essenciais para o funcionamento dos desenhos feitos com o Processing. A fun¢ao setup() deve

ser definida para a configuragao.

Abaixo definimos a fungao setup(), indicando o tamanho da tela como 600x600 pixels
com o comando size() e mudando a cor de fundo para azul com a fun¢do background(). A palavra

void antes do nome da funcio indica que nenhum valor serd retornado.

Figura 21 — Tela
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A funcio draw() nos permite fazer os desenhos em si. Ela é definida da mesma forma que
a funcdo setup(), mas ela possui uma grande diferenga: enquanto a setup realiza os comandos
que estdo em seu corpo apenas uma vez (no inicio da execug@o do desenho), a draw() executa-os

varias vezes a cada segundo, até que o desenho seja fechado. Isso permite que os desenhos na

tela sejam dindmicos.

Figura 22 — Fun¢do Draw

void setup(){

=ize (600 ,600) ;
background(®, 128, 255);
1

void draw(){
noStroke();
fill(258, 80, 30);
ellipse(mouszeX, mousey, 20, 20);
1

Esse pequeno algoritmo ja nos permite desenhar na tela um circulo vermelho nas coorde-
nadas em que o mouse se encontra. Primeiramente, o desenho € configurado com os comandos
da funcao setup() e em seguida, o algoritmo do corpo de draw() é executado pelo programa e seu
resultado € mostrado na tela. Isso € feito varias vezes por segundo, o que dé a impressdo que o

mouse esta deixando um “‘rastro” de circulos.
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Figura 23 — Rastro

o sketch_151016a = B

3.8 EXEMPLOS DE ALGORITMOS

Abaixo, mostraremos alguns algoritmos criados conforme linguagem Processing ja
comentada nos itens anteriores e suas respectivas imagens geradas. Para o usudrio que desejar
repetir qualquer imagem abaixo, basta digitalizar no software o algoritmo que desejar. Lembrando

que existem indmeros c6digos abertos no site.

3.8.1 CONJUNTO DE CANTOR

Para a representacdo do Conjunto de Cantor no Processing, € necessario apenas o

conhecimento basico sobre o funcionamento de linhas no programa e sobre fungdes recursivas.

E necessdrio trabalhar com o dimensionamento e reposicionamento das linhas, mas como, nesse
caso, ndo ha muita complexidade envolvida nesse processo, ndo hd a necessidade do uso de
fun¢des de transformacdes; essas alteragdes podem ser feitas diretamente com a manipulagio
dos argumentos que representam as coordenadas. Um exemplo simplificado da manipulagio

necessarias para a criagdo do Conjunto de Cantor pode ser vista a seguir.

void setup (){
size (600,60);

int len = 600;
int dist = 50;
void draw (){
strokeWeight (3);
line (0, 10, len, 10);
line (0, dist, len/3, dist);
} line (len =« 2/3, dist, len, dist);

Retornando:

Primeiramente, sdo definidas duas variaveis: len (tamanho da linha) e dist (distincia
estre as linhas). Com isso, a primeira linha € definida partindo do canto superior esquerdo da
tela (0, 10) — sendo o ndmero 10 a margem - se estendendo até atingir o tamanho definido na

varidvel len. Ap0s isso, sdo criadas mais duas linhas. A primeira delas parte do limite esquerdo



Figura 24 — Cantor Simplificado
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da tela, mas o argumento que define a coordenada no eixo Y do primeiro ponto recebe o valor de

dist, distanciando essa linha da originalmente criada. Além disso, a varidvel len € dividida por

3, diminuindo o tamanho dessa linha para um terc¢o da original. A segunda linha ¢ feita a partir

do inicio do segundo terco da linha original (len * 2/3) e se estende até o final (len), dando a

impressao de que um terco da linha foi apagado (como se v€ na imagem). O algoritmo completo

do Conjunto de Cantor (descrito na proxima se¢do) € baseado nessas regras, mas € aplicado de

forma recursiva.

3.8.1.1 ALGORITMO DE CANTOR DE FORMA RECURSIVA

Figura 25 — Cantor de forma Recursiva

a sketch_ 1610245

void setup (){
size (800, 100); //tamanho de tela de 600 por 100 pixels
1

void cantor(float x, float y, float len, int iter) {
if (iter > 1) {
strokeWeight (3);
line (x,y,x+len,y);

y += 20;
cantor(x,y,len/3, iter — 1);
cantor (x+len*2/3,y,len/3, iter — 1);

ioid draw () {
}

int iter = 0;
void mouseClicked () {
if (iter > 5){
iter = 1;
}else {
iter += 1;

}

background (255);

cantor (1,10,800, iter);
}

3.8.1.2 EXPLICACAO DO ALGORITMO DE CANTOR

A funcdo descrito anteriormente mostra na tela o Conjunto de Cantor, com o nimero

de iteracdes dependendo do nimero de cliques com o mouse. Primeiramente, a fungao setup()
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¢ usada para definir o tamanho da tela. Entdo € criada a funcdo cantor(), que € responsavel
pelo desenho em si. Essa fungdo recebe quatro argumentos: X, y, len e iter; respectivamente, a
coordenada inicial no eixo X, a coordenada inicial no eixo Y, o tamanho da linha e o ndmero de
contagem de iteragdes, que parte de um nimero especificado ao chamar a funcdo até o nimero
1. Enquanto o nimero iter for maior que 1, a fun¢do poderd chamar-se recursivamente. A cada
iteracdo, uma linha € criada usando as coordenadas especificadas e apds isso, 20 pixels sdo
adicionados na coordenada do eixo Y (para distanciar as linhas) e a fun¢do é chamada mais
duas vezes, criando uma linha no primeiro terco da linha original e uma segunda linha no ter¢o
final. A funcdo mouseClicked() € responsavel por acionar comandos ao clique do mouse. A
cada clique, € adicionado uma unidade a varidvel iter, até que seu valor atinja um nimero maior
que 5. Quando esse valor maximo € ultrapassado, a varidvel € reiniciada. Automaticamente,
ap6s a mudanca do valor de iter, a fun¢do cantor() € chamada, usando o nimero de iteracoes

especificado na varidvel.
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3.8.2 CURVA DO DRAGAO

Figura 26 — Curva do Dragio
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3.82.1 ALGORITMO DA CURVA DO DRAGAO

void setup () {
size (600, 600);

| background (255);

void draw () {}

void desenhar_dragao(float tamanho, int nivel, String sentido) ({
if (nivel == 1)

T

\

|

\

\

|

|

| line (0, 0, 0, —tamanho);

| translate(O, —tamanho);

|} else

| desenhar dragao(tamanho nivel —1, "E");
| if (sentido ==

| rotate(radlans(90))

| desenhar dragao(tamanho nivel —1, "D");
\ } else if (sentido == ”D”)

| rotate (radians (—90));

| \ desenhar_dragao (tamanho, nivel —1, "D");
\

} }

\

|

\

|

\

\

|

\

\

|

R

int iter = 0;
void mouseCllcked() {
if (1ter > 11) {
1ter = 1;
iter += 1; 1}
back round(255)
push%fldtnx()
translate(w1dth/2 height/2);
desenhar draga0(40 / iter , 1ter, "E");
popMatrix ();

3.8.2.2 EXPLICACAO DO ALGORITMO DA CURVA DO DRAGAO

A fungdo desenhar _dragao() é responsavel pelo desenho em si do Fractal. Ela recebe
trés argumentos: tamanho (tamanho das linhas), nivel (nimero de iteracdes) e sentido (“E” para
esquerda e “D” para direita). Cada vez que ela € chamada, é desenhada uma linha na orientacdo

padrdao e é desenhada outra linha em seguida. Se a segunda linha vai indo para a direita, a
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proxima iteracdo terd uma segunda linha desenhada para a esquerda, e vice-versa. Isso cria o
padrido alternado de linhas necessario para o desenho, como se cada iteragdo resultasse de dobras
sucessivas em uma folha de papel. Para fazer as rotag¢des, € usada a fungdo rotate(), que aceita
apenas valores em radianos, sendo que a conversdo de um valor em graus para o formato aceito
pelo Processing pode ser feito chamando a funcao radians(). A funcdo translate() é usada para
que cada linha comece onde a linha anterior terminou. Como nos outros desenhos, a funcio
mouseClicked() serve para controlar o nimero de itera¢des do desenho com cliques do mouse. E
aqui que a funcdo de desenho é chamada. Nota-se o uso das funcdes pushMatrix() e popMatrix(),
0s quais sdo usadas para transformar todas as linhas em um tnico objeto, que € movido para o

centro da tela com a fungao translate().
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4 PROPOSTA DIDATICA, TEMA: INVESTIGANDO FRACTAIS NO
ENSINO BASICO

4.1 INTRODUCAO

A Proposta Didatica que apresentamos aqui visa abordar o estudo da Geometria Fractal
no Ensino Bésico como guia de uma Proposta Didatica nas aulas de Matematica. Para que
essa Proposta possa ser melhor compreendida e aplicada, recomendamos a utilizac@o do livreto

produzido a partir desse tema.

A Geometria Fractal apresentada por meio de figuras, construgdes lddicas e aplicagcdes no
cotidiano, torna-se um exemplo de Matematica aplicada que pode ser utilizada durante as aulas e

propiciar inimeros beneficios aos alunos do Ensino Médio na aprendizagem da Matemadtica.

O livreto traz uma breve apresentacao historica desta Geometria, tratando da sua desco-
berta, suas caracteristicas, definicdo e aplicacdes. Mostra a importancia de abordagens diferenci-
adas no ensino da Matematica por meio da inclusdo de contetidos como a de Geometria Fractal

para estimular os alunos a perceber as aplicagdes desta ciéncia no cotidiano.
4.2 RESUMO

Traz um prefécio que explica a motivacao de té-lo produzido para que os professores de
Matemadtica possam realizar, em sala aula, atividades com Fractais e uma explicagao de como ele
foi organizado didaticamente. Faz-se uma breve apresentacdo do surgimento do conceito dessas
figuras e do criador do termo Fractal, bem como apresenta exemplos de alguns deles, propondo
de imediato atividades aos estudantes. Por fim, demonstra-se e solicita-se dos estudantes o

calculo da dimensdo de um Fractal.
4.3 UMA PROPOSTA INTERDISCIPLINAR

Nessas aulas, o professor pode envolver mais disciplinas do conhecimento, trabalhando
até mesmo com outros professores de dreas diferentes e fazendo a mediacao de todas. Neste caso

as disciplinas envolvidas podem ser:

e Matematica
e Arte
¢ Ciéncias

4.4 TEMPO PREVISTO/SUGERIDO

* Aproximadamente de 4 a 6 aulas
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4.5 OBIJETIVOS

1. Desenvolver e ampliar o conceito de homotetia (ampliacdo e redugdo de figuras) através

da Proposta Didatica que estd no anexo I.

2. Apresentar os diferentes padrdes e regularidades para desenhos que formam Fractais,

apresentando a Célula de Hele Shaw!.
3. Identificar as aplicacdes dos Fractais na Matemdtica e na natureza

4. Construir representacdes de Fractais com o auxilio das réguas produzidas especialmente

para o desenvolvimento dos mesmos.

5. Proporcionar aos estudantes uma oportunidade de investigar as propriedades dos Fractais.

4.6 RECURSOS

* Livreto: Investigando Fractais no Ensino Basico. Uma proposta paradidatica
e Célula de Hele Shaw (kit)

» Réguas para construcao dos Fractais (kit)

» Notebook

* Data show
47 DESENVOLVIMENTO DA AULA
As atividades que seguem serdo desenvolvidas a partir do livreto que estd no anexo 1.

4.7.1 SURGIMENTO DO CONCEITO DE FRACTAIS

No capitulo 1 do livreto, o professor encontrard um pequeno resumo sobre a histéria
e/ou surgimento do conceito de Fractais, sobre o qual o professor deverd tracar explanacgdes aos

alunos.

4.7.2 INTRODUCAO AOS FRACTAIS

O capitulo 2 tem como objetivo apresentar aos alunos o Conjunto de Cantor, conduzindo-
os a diversos questionamentos e atividades para uma melhor compreensao do termo Fractal e

deste exemplo especifico.

Na atividade 1, o professor deve discutir sobre as propriedades do Conjunto de Cantor,

fazendo alguns questionamentos, como por exemplo:

' Dispositivo que descreve o comportamento de dois fluidos com viscosidades diferentes.
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* A cada iteracdo o comprimento resultante aumenta ou diminui?
* O Conjunto resultante serd vazio?

* E possivel iterar o processo infinitas vezes na pratica?

Na atividade 2, o professor ird mostrar que padrdes intrincados e com autossimilaridade,
isto é, repetindo os diferentes formatos em diferentes escalas, podem surgir naturalmente da

interagdo de dois fluidos.

Essa explicacdo se dard com a apresentacao da célula de Hele-Shaw, da qual o aluno po-
derd perceber uma figura irregular com pequenos "bracos", que dividem-se em "bracos"menores
parecidos com os maiores e assim sucessivamente. Conclui-se que esta figura apresenta, deste

modo, autossimilaridade em diversas escalas que encontramos nos Fractais.

4.7.3 ATIVIDADES COM FRACTAIS

O capitulo 3, introduz determinadas caracteristicas que os Fractais devem ter, como:

Estrutura fina;

Irregular para ser descrito em linguagem geométrica tradicional;

Possui alguma forma de auto-similaridade;

» Na maioria, possuem defini¢do simples de formagao.

4.7.3.1 A CURVA DE KOCH

Nesta sessdo, serd feita uma introducdo sobre a Curva de Koch, falando de sua historia e

mostrando como se obtém esta figura manualmente ou através de uma régua especifica.

Na atividade 3, serd solicitado para que os alunos construam a Curva de Koch com as
réguas fornecidas juntamente com o livreto. Posteriormente, serdo feitos alguns questionamentos
para identificar as principais propriedades e as maiores dificuldades em sua constru¢do, como

exemplo:

* Quais sdo as vantagens e desvantagens em usar a curva ampliada para compreender a

Curva de Koch original?
* Qual € o comprimento da poligonal obtida na k-ésima iteracao?

* O que acontece com o comprimento da curva obtida apds infinitas iteracdes?
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4.7.3.2 A CURVA DO DRAGAO

Nesta sessdo, serd relatada a histéria da criagdo do Curva do Dragdo e como obté-la com

dobraduras sucessivas de uma tira de papel.

Na atividade 4, os alunos construirdo a Curva do Dragdo pelos alunos em uma tira de
papel até a quinta iteracdo e, posteriormente, desenhada em uma folha de papel. O importante,
nessa atividade, é que os alunos notem que a cada iteracdo a Curva parece encolher, contudo o

comprimento permanece constante.

Na atividade 5, serdo discutidas diversas propriedades da Curva do Dragao, buscando

responder perguntas como:

* Quantos segmentos de retas temos em cada iteragao?
* O que acontece com o comprimento de cada iteragao?

* Qual o padrao de formacao das dobras na tira de papel?

Na atividade 6, os alunos serdao divididos em grupos de trés. Depois, cada grupo, terd
que representar as 6 primeiras iteragdes, seguindo o processo de que cada segmento existente
serd a hipotenusa de um tridngulo isosceles e que a hipotenusa sera trocada pelos dois catetos

(vide detalhes no livreto).

Na atividade 7, serd esclarecido como utilizar as réguas fornecidas e solicitadoque os

alunos construam a Curva do Dragdo até a quinta iteracao.

474 DIMENSAO FRACTAL

Um assunto tao trivial que normalmente nem se questiona a respeito € a questao de

dimensdo de uma figura ou objeto. Porém, a de um Fractal pode nao ser.

Na proxima atividade a ser desenvolvida, o objetivo é discutir com os estudantes como
homotetias modificam objetos geométricos, como segmentos, quadrados ou cubos. Espera-se
que os estudantes cheguem a conclusdo que o nimero de copias do objeto original produzidas,
obtidas por uma homotetia de razdo k, k£ € N, depende da dimensao do objeto e, assim chegar
a uma definicdo de dimensdo que pode ser aplicada a Fractais. Assim que aprendido pelos
estudantes o método, o professor deverd mostrar agora a dimensao dos Fractais trabalhados
anteriormente desenhados e, através do calculo de um logaritmo, chegar a conclusio esperada,

como por exemplo:

* Conjunto de Cantor: D = log; 2 ~ 0,63
e Curvade Koch: D = log;4 ~ 1,26

¢ Curva do Dragdo: D = log, 52 =2
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4.8 AVALIACAO

Avaliar, segundo os PCNs (MEC/SEF, 1998, p.28), € conhecer ou verificar como foi
realizada alguma tarefa ou conseguida a aquisi¢ao de conceitos pelos alunos, através de questdes
que exigem defini¢des de significados. Portanto, avaliar ndo é medir, mas interpretar o que os

alunos aprenderam e o quanto melhoraram com as informagdes obtidas.

Sugere-se que a avaliacdo feita pelo professor neste trabalho seja ao longo de todas
as 8 atividades que o livreto propde aos alunos. Ela € necesséria, pois, ao longo de todo o
desenvolvimento das atividades, o aluno precisara de compreensao e aplica¢ao dos resultados

que vao sendo obtidos.

Segundo BRASIL (2008), a avaliacao:

Exige a participacdo de todos os envolvidos no processo, ela se concretiza
nos contextos vividos pelos professores e alunos. Com caracteristicas bastante
singulares, € a avaliag@o que acontece durante o processo, tem natureza forma-
dora. Sua funcdo ndo € classificar nem atribuir nota, mas identificar os avangos
da aprendizagem ou os pontos que constituem barreiras para esses avangos.
E contribuir para melhorar, orientar, regular a acdo didatica.(BRASIL, 2008,
p-129)

Por fim, fica a critério do professor decidir qual avaliagdo ele fard para ter dimensao exata
do que cada aluno atingiu com essas atividades sobre Fractais, haja vista que foi um processo
continuo e aberto. Os alunos tiveram a possibilidade de construir os conceitos matematicos e

vivenciar experiéncias novas de maneiras diferentes, cada qual no seu ritmo de aprendizagem.

4.9 BIBLIOGRAFIA

* Investigando Fractais no ensino bésico - Uma proposta paradidatica (anexo 1)

* http : //portaldoprofessor.mec.gov.br/ fichaTecnicaAula.htmi?aula = 22040

4.10 RELATO DA APLICACAO EM SALA DE AULA

Aula aplicada para alunos de ensino médio em agosto/2016, seguindo orientagcdes meto-
dolégicas do Livreto? "Investigando Fractais no ensino basico"e do Kit anexo ao livreto para a

constru¢do de alguns Fractais.

As atividades foram desenvolvidas em um tempo aproximado de 4 aulas de 45 minutos,

sendo 2 aulas na primeira semana e 2 aulas na segunda semana.

* Iniciamos a aula com a apresentacdo do tema a ser trabalhado juntamente com uma breve
fala sobre o surgimento e o conceito Fractal. Nesse momento, os alunos mostraram-se

muito interessados, pois alguns relataram que nem sabiam o que era um Fractal;

2 Proposta Didética metodoldgica, (ADAMES M. R.; DALPIAZ, 2016)



66

* Na sequéncia, comecamos as atividades propostas pelo livreto, sendo solicitado aos alunos

que fizessem a constru¢do do Conjunto de Cantor em seus cadernos. Essa atividade foi a
parte principal da aula, pois pela primeira vez eles depararam-se com as iteracdes e assim
com as dificuldades da construcdo, pois dependendo do comprimento inicial a dificuldade
aumentava. Eles questionaram durante a constru¢@o de qual seria o melhor tamanho, porém
0 objetivo era que eles mesmos sentissem quais seriam os melhores valores. Também
foram discutidas vdrias questdes para que aprimorassem o conceito da repeticao (iteragdes),

juntamente com propriedades pré definidas do Conjunto de Cantor;

Na atividade 2, célula de Hele-Shaw, foram apresentados os padrdes que dois fluidos
podem desenhar/apresentar ou estar, dessa forma, na natureza. Aqui os alunos ficaram
maravilhados com o desenho formado, pois antes de injetar os fluidos, foi explicado o
que irfamos fazer, sem mencionar como poderia ficar o desenho final. Todavia, depois de
injetados e formado os padrdes Fractais, a impressdo passada por eles foi de primeiramente
surpresa e depois de admiragdo. Repetimos duas vezes o processo, primeiramente com
2ml de glicerina e 1ml de corante; e depois com 4ml de glicerina e 1ml de corante. Essa

repeti¢do foi feita para fazer um desenho maior com mais padrdes Fractais;

Na atividade 3, Curva de Koch, solicitamos a constru¢ao do Fractal com o auxilio de
uma régua especial que acompanha o Kit. Explicamos o Fractal, Curva de Koch e suas
etapas de iteracdes. Porém, houve muita dificuldade para os alunos fazerem as ampliagdes
com o auxilio da régua. Observamos que quando eles construiram reduzindo no papel, foi
mais facil a compreensao, mas quando ampliado, ndo. Acreditamos que a dificuldade foi
visualizar que agora, a régua era apenas uma parte do novo Fractal para fazer as ampliacdes

solicitadas;

Na atividade 4, Curva do Dragdo, solicitamos a construcio do Fractal na folha de papel.
Iniciamos entregando uma tira de papel e pedindo para os alunos fazerem as dobras,
conforme defini¢des da curva. Aqui, apareceu a dificuldade na coordenacao motora em
dobrar e abrir na volta 90 graus cada segmento seguinte. Uma vez feita a atividade da
tira de papel, foram solicitados a fazerem, na folha de papel, a constru¢cdo com régua e
lapis. Aqui, apareceu a dificuldade de construir cada iteracdo com lados de um tridngulo
retangulo isésceles. Foi preciso explicar que eles deveriam encontrar o ponto médio do

segmento anterior e tracar uma linha imagindria perpendicular para facilitar o processo;

Na atividade 5, Perguntas e discussoes sobre a Curva do Dragdo foram de suma importancia
para a compreensao da figura que formara a curva depois de infinitas iteragdes. Inicialmente
os alunos ndo acreditaram que essa figura poderia se transformar num semblante de um
dragdo, mas com as propriedades bem entendidas, ficou mais facil a compreensao de que

com vdrias iteracdes teremos tal figura;
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* Na atividade 6, construgdes da Curva do Dragdo, com o auxilio de uma régua especial,
observando sempre o sentido que deveria ser rotacionada a régua. Alguns alunos consegui-
ram fazer a construc¢do, porém outros tiveram dificuldade em entender que a régua ja era a

Curva do Dragdo na iteracao 3.

Conclusdo da aplicagdo do livreto:

Acreditamos que as atividades diversificadas sempre auxiliam os professores no processo
de ensino/aprendizagem do todo. Essa Proposta Didatica foi muito bem aceito pelos estudantes
que foram motivados pelo novo, diferente e belo. O professor que utilizar do material podera
inclusive estender para mais aulas e ele proprio buscar mais figuras Fractais e/ou crid-las para
ensinar outros contetidos que sdo requisitos basicos, tais como Geometria Plana, Progressao

Aritmética, Progressdo Geométrica e outros.

Alguns relatos dos alunos:

» “Esta atividade nos proporcionou uma amplitude sobre o assunto do que seriam vitrais,
uma bdsica explicacao seria dizer que o Fractal € uma estrutura geométrica ou fisica, e

geralmente sdo muito similares em diferentes niveis de escala.”

* “Vimos e aprendemos sobre Fractais sendo uma das experiéncias mais diferente que

tivemos na escola com a célula de Hele-Shaw.”

* “Com tudo isso, aprendemos vdrias coisas, uma delas é que uma samambaia é um Fractal

e tivemos a conclusdo de que tudo tem Matematica.”
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5 CONCLUSAO

As atividades desenvolvidas com os alunos, seguindo orienta¢des metodoldgicas do
livreto (ADAMES M. R.; DALPIAZ, 2016), despertou e motivou o interesse dos mesmos sobre o
tema Fractais, chamando aten¢do por ser novidade e pela dinamica que foi aplicada ao conteudo.
Constatamos, ainda, o comprometimento dos alunos envolvidos nas atividades desafiadoras da
construcdo dos Fractais, empolgados pela sua beleza visual e resolvendo os problemas propostos

pelo material.

Com a finalidade de auxiliar o professor de Matematica na sua pratica pedagdgica e
favorecendo uma maior participag¢do do aluno no processo de ensino aprendizagem, acreditamos
que o conteuddo apresentado, neste trabalho, juntamente com o livreto, seja de grande motivacao
para aprender e ensinar, possibilitando a media¢do das atividades e acreditando que podemos
ajudar a formar um cidaddo com conhecimento global, critico e que consiga resolver problemas,

buscando solugdes satisfatorias.

Vivemos um processo crescente de aprendizagem, principalmente para garantir um
ensino de qualidade cada vez mais préximo da perfeicao desejada. A partir dos pressupostos aqui
colocados, propdem-se que o tema Fractal seja desenvolvido dentro dos contetidos mateméticos
e que os critérios de selecdo e escolha do material levem em conta o dia a dia do aluno, a
abrangéncia tedrica e pratica, as possibilidades de formalizacdo e que ainda seja possivel a

articulacdo entre a vivéncia, a compreensao e a aplicacdo.

Neste material, sugerimos uma opg¢ao de software gratuito para o uso em sala de aula
que possa desenhar figuras geométricas e principalmente Fractais. Tal sugestao se faz necessdria,
pois com o avango da tecnologia computacional, temos também uma nova fase no processo
ensino aprendizagem, provocando mudancas e introduzindo novas exigéncias na educagdo. Isso
implica novas ideias, novos curriculos, atuacio e formacao de professores. Por isso, a sugestao
de empregar um software na constru¢do de Fractais, foi para que o professor possa ter varias
ferramentes no processo de ensino-aprendizagem. Porém, em muitos casos, o professor necessita
de uma preparacdo com fundamentacdo tedérica, conhecimento matematico, dominio dos recursos
basicos de informatica e ter habilidade no uso de software especifico que desejar apresentar.
Logo, o uso dessa ferramenta pressupde o software que melhor se adeque ao objetivo que se
almeja, ao conteudo que se quer desenvolver e a metodologia adotada. Nesse sentido, VALENTE
(1997) comenta:

Um software s6 pode ter tido como bom ou ruim dependendo do contexto e
do modo como ele sera utilizado. Portanto, para ser capaz de qualificar um
software € necessario ter muito clara a abordagem educacional a partir da qual
ele serd utilizado e qual o papel do computador nesse contexto. (VALENTE,
1997, p.89)
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Devemos saber que os Fractais nao surgiram ha pouco tempo, ja que existem Fractais
ha mais de um século como o Conjunto de Cantor. Na época, ndo se dispunha de tecnologia
suficiente para um estudo mais avangado sobre o tema, entao, mais tarde, utilizando este mesmo
Conjunto Fractal, Benoit Mandelbrot compreendeu os problemas de ruidos nas linhas telefonicas

da IBM, empresa em que trabalhava, e a partir disso passou a estudar e difundir esta Geometria.

O intuito deste trabalho era fazer uma andlise sobre os Fractais, um estudo que envolvesse
seu surgimento, € produzir uma sequéncia didatica. Embora tenha sido breve, a pesquisa foi
suficiente para despertar ainda mais o interesse pela beleza dessa Geometria e impulsionar a

criacdo de mais modelos de Fractais.

E importante para o professor reconhecer as dificuldades, as limitacdes, os recursos e as
potencialidades de querer explorar esse tema especifico na Educacdo Matematica, fornecendo a
possibilidade de utilizar instrumentos didaticos para o conhecimento de Fractais, explorando
alguns conteudos da disciplina. A realizacdo da pesquisa justifica-se pela necessidade e o desejo
de promover situag¢des de aprendizagem que contemplem conteidos mais recentes no campo da

Matemitica que ainda, em sua maioria, nao aparecem em livros diddticos do Ensino Bésico.

Também podemos ressaltar que ao redor dos alunos é cheio de tecnologia, sendo natural
que o interesse escolar se alie a necessidade que a escola tenha de acompanhar essa evolugao

tecnoldgica.

Por conseguinte do tema ser algo relativamente novo na Matematica, os Fractais e sua
Geometria sdo cada vez mais explorados pelos pesquisadores, devido a variedade de aplicacdes,
observando que a maior parte destas estd concentrada na Biologia, Medicina, Arquitetura e
Arte, onde os Fractais sdo de suma importancia para o seu entendimento. Concluiu-se também
que os Fractais podem agir como incentivador para o estudo de alguns topicos de Geometria,
despertando assim a curiosidade e interesse dos alunos quando apresentados em sala de aula,
promovendo a interdisciplinaridade entre Matemadtica e outras dreas do conhecimento, por

estarem ligadas a natureza e a arte.

A Geometria Fractal ainda tem um longo caminho para que esteja entre a pratica dos
docentes. Inclui-se, neste longo caminho, a ruptura de paradigmas, experiéncia para se aplicar
novas atividades que contemplem os Fractais, e, ainda, as aceitagdes dos educadores, afinal
sdo anos trabalhando, tomando como referéncia a Geometria Euclidiana e ndo é facil mudar os

conceitos na pratica do ensino da Matematica.
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