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RESUMO

PINTO, Michael de Lima Balzana de Melo. O estudo do logaritmo em uma visao
interdisciplinar. Rio de Janeiro, 2016. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica) — Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2016.

A proposta desse trabalho € ampliar o conhecimento do corpo docente no
ensino dos logaritmos na Educacdo Basica, pois entendemos que as dificuldades
encontradas pelo corpo discente, na teoria e principalmente nos exercicios de
aplicagdo, podem ser amenizadas com uma abordagem histérica e contextual.
Acreditamos que o ensino do logaritmo se tornaria mais eficiente se o professor
priorizasse em seu plano de aula a contextualizagdo e a interdisciplinaridade.

O conteudo que apresentamos foi baseado em ampla pesquisa em livros
didaticos adotados no Ensino Médio (adotados pelo PNLD), livros de importantes
autores que nao sao adotados no ensino médio, sites que abordam o tema,
dissertacdes e monografias.

Ressaltamos a importancia do tema por ser capaz de transformar
multiplicagdes em somas e, com isso, a aplicagdo em temas cotidianos é grande. Sao
inumeras as aplicagdes em outras areas do conhecimento e, neste trabalho,
colocamos alguns exemplos para servirem de inspiragdo para uma busca cada vez
maior por contextualizagdes e interdisciplinaridades e, com isso, estas aplicacdes
podem ser incluidas no ambiente da sala de aula, constituindo-se uma interessante

alternativa para potencializar o processo de Ensino e Aprendizagem.



ABSTRACT

PINTO, Michael de Lima Balzana de Melo. O estudo do logaritmo em uma visao
interdisciplinar. Rio de Janeiro, 2016. Dissertacdo (Mestrado Profissional em
Matematica) — Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio
de Janeiro, 2016.

The purpose of this work is to strengthen the faculty in the teaching of logarithms
in basic education, because we believe that the difficulties encountered by the student
body, in theory and especially in application exercises, can be alleviated with a
historical and contextual approach. We believe that the teaching of the logarithm would
become more efficient if the teacher prioritize in your lesson plan contextualization and
interdisciplinarity.

The content presented was based on extensive research in textbooks adopted
in high school (adopted by PNLD), important authors who are not adopted in high
school books, websites that address, dissertations and monographs.

We stress the importance of the issue to be able to transform multiplications in
sums and, therefore, the application in everyday topics is great. There are numerous
applications in other fields of knowledge and, in this work, we put some examples to
serve as inspiration for a search increasingly for contextualization and
interdisciplinarity and, therefore, these applications can be included in the classroom
environment, constituting an interesting alternative to enhance the process of Teaching

and Learning.
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INTRODUGAO

Quando me encontrava na posi¢ao de aluno, em meu ensino médio, a maioria
dos meus colegas de classe encontrava grande dificuldade quando encontravam um
logaritmo em alguma questdo. Quando passei para o outro lado, sendo responsavel
por ensinar o tema, surpreso ficava ao chegar na sala dos professores e encontrar
mestres que sentiam uma dificuldade em fazer com que o aluno entendesse sem
simplesmente decorar. Percebi que a dificuldade dos alunos tinha fundamento: os
professores nao ajustavam o tema de forma que os alunos percebessem a utilidade,
a aplicabilidade e a interdisciplinaridade do logaritmo.

Pesquisando sobre a criacdo, a motivacdo e os métodos utilizados na criacéo
do logaritmo, percebi que tinha adquirido uma ferramenta importante a ser utilizada
no processo ensino-aprendizagem e comecei a aplica-lo em sala de aula. O resultado
foi uma maior atencéo e interesse dos alunos. Apliquei em sala alguns conceitos que
foram utilizados na criagéo, contextualizamos e interdisciplinamos o tema e os alunos
perceberam, e entenderam, a importancia do tema nao s6 na Matematica. O reflexo
desse trabalho foram notas melhores e, principalmente, alunos carregando esse
conhecimento para as séries seguintes, o que prova que nao foi apenas estudado
para decorar e tirar uma boa nota.

Esse trabalho foi organizado em 4 capitulos. No capitulo 1, dissertamos sobre
a historia da criacdo do logaritmo e suas motivagdes; os autores, cada um em sua
época, com suas contribuicdes para a histéria da Matematica. No capitulo 2, falamos
de um logaritmo especial e uma duvida comum sobre sua nomenclatura, logaritmo
Neperiano ou Natural. No capitulo 3, contextualizamos o logaritmo e colocamos
exemplos de aplicagdo em outras areas do conhecimento e, no capitulo 4, fizemos
uma analise de alguns livros didaticos quanto a aplicagao e metodologia do ensino do

logaritmo. Finalizamos com algumas reflexdes discutidas nas Considerag¢des Finais.



1 SOBRE A INVENGAO DO LOGARITMO

Na historia da invengao do logaritmo, destacam-se John Napier(1550 — 1617)
e Jobst Blrgi(1522 — 1632) por serem os primeiros a terem estudado e desenvolvido

teorias a respeito dos logaritmos.

Birgi, famoso relojoeiro de sua época além de grande inventor de instrumentos
astronémicos, comecou seus estudos primeiro, em 1588, e fez a primeira publicagao
de seus resultados em 1620. Seus estudos e o desenvolvimento da sua teoria foram
realizados independente dos estudos de Napier, que comecgaria apenas em 1594,
porém, sua primeira publicacdo ocorreu em 1614, dando, inicialmente, a Napier os

creditos por essa grande descoberta.

1.1 SOBRE JOHN NAPIER

Alguns nomes surgiram na histéria como pecas importantes no
desenvolvimento da teoria de logaritmos. Alguns adequavam suas ideias as teorias ja

criadas, outros desenvolviam novas técnicas de uso visando facilitar os calculos.

Filho de Archibald Napier, que era um homem importante no final do século XVI
na Escocia, sua familia adquiriu a propriedade Merchiston, tornando seu pai o primeiro
Napier de Merchiston. A familia também possuia bens em outras areas do pais.
Archibald casou com Janet Bothwell, a irma do bispo de Orkney, em 1549, quando ele

tinha apenas 15 anos de idade. Seu filho John Napier nasceu no ano seguinte.

Em nossa pesquisa, ficou claro que a ortografia de seu nome ndo era sempre
a mesma, seu sobrenome aparece em uma grande variedade de grafias diferentes.,
como por exemplo Napeir, Nepair, Nepeir, Neper, Napare, Naper, Naipper. John
Napier mais comumente foi escrito como Jhone Neper. A escrita atual, isto é, John

Napier passou a ser utilizada apds sua morte.
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Napier tinha uma vida confortavel e se destacava entre os jovens de sua classe
social por preferir as atividades intelectuais ao invés das sociais. Com isso, acabou

por se revelar um brilhante estudioso.

Pouco se sabe sobre os primeiros anos de John Napier. Um dos poucos
fragmentos de informagdo que conseguimos encontrar foi que até os doze anos,
Napier teve aulas particulares em seu castelo, aos treze ingressou na Universidade
de St. Andrews destacando-se como um dos melhores alunos, quando entao seu pai
recebeu a carta de seu tio, o Bispo de Orkney, recomendando seu envio a Franga,
onde teria acesso a mestres que entdo revolucionavam a matematica e a filosofia na

epoca.

Para Napier, estudar matematica era apenas um hobby e, em seus trabalhos,
descreve que muitas vezes achou dificil encontrar tempo para a realizagao de calculos
dentro de seus estudos em teologia. No mundo matematico, comecgou a ser conhecido
por algumas contribuigdes como um mnemonico! para algumas férmulas utilizadas na
resolucdo de triangulos esféricos conhecidas como “analogias de Napier”’. Para
efetuar multiplicagdes e divisbes sem ter que decorar a tabuada, Napier criou os
“‘ossos de Napier’. Desenvolveu também expressdées exponenciais para fungdes

trigonométricas, e introduziu a notacdo decimal para fragoes.

Alguns de seus estudos referentes a calculos matematicos foram elogiados por
intelectuais da época e, enquanto Napier refletia sobre o assunto, Dr. John Craig,
médico de James VI da Escdcia, falou-lhe no uso da prostaférese? na Dinamarca.
Presumivelmente Craig fez parte de um grupo que em 1590 viajara para Dinamarca
com James VI a motivos particulares. O grupo acabou desembarcando néo longe do
observatorio (Uranienborg, em Oresund, que fica entre a Dinamarca e a Suécia e foi
construido entre 1576 e 1580 pelo astrénomo por ordem de Frederico 11, da Prussia)
do astrbnomo Tycho Brahe, onde se encontraram e conversaram, dentre outros

assuntos, superficialmente sobre o maravilhoso artificio da prostaférese, muito usado

' Mnemonico é um conjunto de técnicas utilizadas para auxiliar o processo de memorizagéo. Consiste
na elaboragéo de suportes como os esquemas, graficos, simbolos, palavras ou frases relacionadas
com o assunto que se pretende memorizar.

2 |dentidades trigonométricas que transformam produtos em somas ou diferencas


http://pt.wikipedia.org/wiki/Oresund
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em calculos no observatério, o que motivou John Napier a redobrar seus esforcos em

busca de sua grande descoberta: o logaritmo.

Quatro anos depois, em 1594, publicou sua descoberta tornando-se conhecido
internacionalmente, passando a ser considerado um grande matematico e,
principalmente, um eficaz colaborador na resolucdo de complicados problemas que
surgiam na Astronomia. Esta descoberta revelou-se uma das mais importantes teorias
matematicas criadas pelo homem, economizando o tempo utilizado no calculo de
contas trabalhosas. O logaritmo ndo s6 simplificava de maneira consideravel a
aritmética, como também incrementava os principios fundamentais da analise
matematica. A partir dessa descoberta, sentiu-se a necessidade de se criar uma nova

estrutura filoséfica para comportar e interpretar tal instrumento de calculo.

Napier aplicaria, inicialmente, suas ideias a trigonometria, com as férmulas de
prostaférese, pois o objetivo principal era facilitar os longos e penosos calculos que

navegadores e astronomos enfrentavam diuturnamente.

O procedimento adotado por Napier para descrever esse trabalho em termos
praticos foi desenvolvido posteriormente por uma ideia comparativa entre duas

relacbes matematicas chamadas de progressdes aritméticas (PA) e geométricas (PG).

No quadro 1, segue exemplo da relagcéo existente entre uma sequéncia em PA

(primeira linha) e outra em PG (terceira linha), onde tomamos o nimero 2 como base:

L 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

a-(a=2) | 21 [ 22 | 23 | 24 | 25 | 28 | 27 | 28 | 29 | 210

N=at 2 4 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 | 1024

Quadro 1 — sequéncias em PA e PG utilizadas na demonstrac¢do da relagao entre as

operagodes de adigao e multiplicagao
A primeira linha é uma PAcoma, = 1erazdor = 1.

A terceira linha é umaPGcoma, = 2erazdoq = 2.
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A sequir, a relagéo entre as linhas e as operagdes matematicas soma e produto,
subtracao e divisio:

3+6=9
23.26 = 29
Observe que:
512 = 2% = 23+6) = 23 26

Ou seja, em linguagem atual, dizemos que a primeira linha (PA) é o logaritmo
da terceira linha (PG) na base da poténcia (2).

Se b representa a base de uma poténcia, esse deve ser diferente de 1, pois,
caso contrario, ndo poderao ser representados numeros diferentes na PG, ja que a
poténcia seria constante e igual a 1. Assim, generalizando, para x,y e b positivos,

temos que

logp, x + log, y = log,(x.y)
No exemplo,
3+6=9 = log,512 =log,(8.64) = log, 8 + log, 64

Ou seja, o logaritmo na base b do produto de dois numeros x e y € a soma dos

logaritmos de x e y, na mesma base b.

Analogamente,

X
log, x — log, y = log,, (;)

No exemplo,

256
log, 8 = log, (E) = log, 256 —log,32 =8—-5=3
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Ou seja, a diferenga entre os logaritmos, em uma base b, de dois numeros é o
logaritmo, na mesma base b, da razdo entre esses numeros. Dai o nome
logaritmo escolhido por Napier, que deriva das palavras logos e arithmos, que

significavam, respectivamente, “razao” e “numero” (razdo entre numeros).

Napier pensara em sequéncias de poténcias sucessivas de um mesmo numero
e era 6bvio que as somas e diferengas dos expoentes correspondiam a produtos e
quocientes das mesmas poténcias, mas uma sequéncia de poténcias inteiras de uma
base inteira, por exemplo, base dois, ndo poderia ser tomada para calculo por deixar

lacunas cada vez maiores entre elementos consecutivos.

Usando as informagdes do quadro 1, como fariamos para determinar o
logaritmo de 600 na base 2? Fica evidente que, nessa base, existe a dificuldade de
se determinar o logaritmo de um numero qualquer. Foi pensando nisso que Napier
buscou uma razao que se aproximasse de 1, pois nesse caso, haveria uma redugao
do espacgo entre numeros consecutivos da segunda linha, o que tornaria o quadro

mais util na busca por algum produto.

Napier escolheu trabalhar com poténcias de um numero a bem proximo do

numero 1, no caso, as poténcias de

1
a=1—-—=10,999 9999,
107
pois poténcias sucessivas de a resultam em numeros préximos e ainda, quando
relacionadas a seus expoentes, obedecem a relagéo entre soma e produto e entre

subtracao e divisdo, vista anteriormente.

O Quadro 2, na pagina 18, foi compilado por multiplicagdes sucessivas,
equivalentes a poténcias de 0,9999999 e, apenas para evitar o excesso de casas
decimais, Napier multiplicou os resultados por 107. Na primeira linha, expoentes L e,

na segunda, as poténcias sucessivas de a e na terceira, 0s numeros

L
N = 107.(1—i> .
107
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O expoente L foi por ele chamado, inicialmente, de numeros artificiais, e
posteriormente de logaritmo de N. Na notagdo moderna, se N = 107 (1 —1077)L,
entdo o expoente L € o logaritmo de N. A definicdo de logaritmos feita por Napier
difere em varios aspectos da definigdo moderna (introduzida em 1728, por Leonhard
Euler): se N = bl, onde b € um numero positivo fixo, diferente de 1, entdo L é o
logaritmo (de base b) de N. Assim, pelo sistema de Napier, L = 0 corresponde a
N =107 (ou seja, log Nap 107 =0 ), enquanto no sistema moderno L = 0

corresponde a N = 1 (isto &, log,1 = 0).

Observando o célculo dos numeros N fica dbvio que determina-los envolveria

calculos trabalhosos e o seguinte artificio foi usado por ele para facilitar esses

calculos:
Se
= 0,9999999 =1 1
“=5 T 107
Entao

E assim por diante.

E se
a
a = 0,9999999 entio 107 = 0,00000009999999
E assim

(04
2 — —_——_— =
a‘=a 107 0,99999990000000
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0,99999990000000

—0,00000009999999

0,99999980000001

Analogamente,

2

a’=a%— - 0,99999980000001
107 '

0,99999980000001

—0,0000000099999980000001

0,999999700000029999999 = 0,99999970000003 (arredondado)

Esses numeros, ao final, seriam multiplicados por 107, como mencionado

anteriormente, para que fosse determinado o numero N.,

Do original, segue, na figura 01, uma reproducdo da primeira tabela de

logaritmos, do livro Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio, feita por Napier.
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Figura 01 — primeira tabela de logaritmos criada por Napier. The Construction Of The
Wonderful Canon Of Logarithms, Tradugao do livro Mirifici Logarithmorum Canonis

Constructio do Latim para o inglés por Willian Rae Macdonald, 1889, pagina 13

First table,
10000000, 0000000
1.0000000 Thus from radius, with seven
09999999, 0000000 cyphers added for greater accur-
.9999999 acy, namely, I10000000.0000000,
ggggggg‘m"f subtract 1.0000000, you get
.0999998 9999999.0000000; from this sub-
OO0 tract .9999999, you get 9999998,
ggggggfiggggggg oooooor; and proceed in this
s = way, as shown at the side, until
9999995'_; = you create a hundred propor-
- tionals, the last of which, if you
e Eg_ have computed rightly, will be
St o 9999900.0004950-
B
9999900.0004950

Assim, a partir de um raio, com sete cifras adicionado para maior
preciséo, ou seja, 1 0000000 0000000, subtrair 10000000, vocé
consegue 9999999 0000000; a partir deste subtrair 9999999,
vocé consegue 99999980000001; se proceder desta forma,
como mostrado ao lado, até que vocé crie uma centena de
proporcionais, a ultima das quais, se vocé tiver calculado com
razdo, sera 9999900 0004950.

Tradugéao feita pelo autor.

Napier calculou as poténcias de a? até a®°, fazendo subtragbes sucessivas e
criou a primeira tabela de logaritmos que se tem noticia na histdria, relacionando cada
numero com sua poténcia, o que interessava aos cientistas, pois facilitava calculos
trabalhosos. Dos exemplos acima, conseguimos ter os trés primeiros resultados do
Quadro 2:
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L 1 2 3

(w) | w) | ()
at 107 107 107

0,9999999 0,99999980000001 | 0,99999970000003
N = 107.a® |9999999,0000000 | 9999998,0000001 9999997,0000003

3

Quadro 2 — Exemplo com as trés primeiras linhas da primeira tabela de logaritmos de Napier

E evidente, como 1 — 10~7 é menor que 1, que o valor de N decresce a medida

que o numero L (logaritmo) cresce.

Com o artificio de multiplicar por 107 para eliminar as casas decimais, o
logaritmo de Napier perdeu a propriedade que relacionava as operagdes de adigao e

multiplicagdo. Por isso que os logaritmos iniciais de Napier sdo diferentes dos atuais.

Vejamos:
Sel, = Log N, e L, =Log N,
entao
N; = 107(1— 107)l1eN, = 107(1 — 1077)!2
logo,

N;.N, = 107.[107 (1 — 1077)Latiz2]

Ny. N,
107

= [107(1 — 1077)k*L2],

N1.N,
107 °

ou seja, a soma dos logaritmos(L; + L,) ndo sera o produto N;.N,, mas sim

Napier trabalhou por anos antes de publicar seus resultados no livro “Mirifici
Logarithmorum Canonis Descriptio” (Uma Descricdo da Maravilha dos Logaritmos),
em 1614. No prefacio do livro, Napier explica seu pensamento por tras de sua grande

descoberta (citamos a traduc&o do Inglés de 1616 do original em latim de 1614):
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“Vendo que nédo ha nada que é tao problematico para pratica matematica,
nem que possa mais molestar e prejudicar as pessoas que fazem contas, do
que as multiplicagées, divisbes, extragbes quadrados e cubicos de grandes
numeros, que além da despesa tediosa de tempo séo, na maior parte, sujeitas
a muitos erros escorregadios, comecei a considerar, portanto, em minha
mente a arte, o acerto e pronto, eu poderia remover esses obstaculos. Por ter
pensado sobre muitas coisas a este propdésito, que descobri em comprimento
algumas regras breves excelentes para serem tratadas (talvez) a segquir. Mas
entre todos, ninguém mais proveitoso do que este procedimento que,
juntamente com as rejeicbes a multiplicagées dificeis e tediosas, divisées, e
extragdes de raizes, por acaso, também rejeitarei até mesmo os proprios
numeros que estdo a ser multiplicados, divididos e resolvidos em raizes de
trabalho, e colocarei outros numeros em seu lugar que realizam tanto quanto
eles podem fazer, apenas pela adigcdo e subtracao, divisdo por dois ou divisao
por trés.”

Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio — prefacio — Tradugdo por
Edward Wright3

Essa publicacao do sistema de logaritmos teve sucesso imediato, e entre seus
admiradores mais entusiasmados estava Henry Briggs, que em 1615 o visitou em sua
casa na Escdécia. Nesse encontro, surgiu o debate sobre o uso de poténcias de base
10, para evitar fragdes, e que o logaritmo de 1 nessa nova base fosse igual a 0, ja que
Napier havia considerado que o logaritmo de 107 era 0. Com isso, as propriedades
que relacionavam as operagdes de adicao e multiplicagédo ou subtracédo e divisao

novamente fariam sentido.

Dessa forma, se um niimero n for escrito como n = 107, entdo P é o logaritmo

decimal de n.

Napier ja ndo tinha mais energia para trabalhar nas novas ideias, pois se
encontrava bastante debilitado por conta da idade. Seu falecimento ocorreu em quatro
de abril de 1617, aos 67 anos, vitima de um ataque cardiaco. Seu filho Robert se
encarregou de publicar em 1619 seu segundo trabalho sobre logaritmos “Mirifici
Logarithmorum Canonis Constructio” (A Construgdo dos Maravilhosos Logaritmos
Canénicos) no qual mostrava o método utilizado para a construgdo de suas tabelas

logaritmicas.

3 Edward Wright traduziu do Latim para o Inglés e Raquel Molina traduziu do Inglés para o Portugués.



19

1.2 SOBRE HENRY BRIGGS

O matematico inglés Henry Briggs (1561 - 1630) foi o principal responsavel
pela divulgacao e rapida aceitagao dos logaritmos pelos cientistas da época. Formado
na Universidade de Cambridge foi o primeiro professor de geometria em Oxford,
publicou trabalhos sobre navegacgao, astronomia e matematica. Partindo dos estudos
iniciais de Napier, Briggs comegou também a trabalhar no calculo de logaritmos.
Depois do encontro com Napier na Escécia e do ajuste dos resultados anteriores de
Napier para base 10, ainda em 1617, publicou seu primeiro trabalho sobre logaritmos,
“Logarithmorum Chilias Prima” (Logaritmos do Primeiro Milhar), homenageando o
amigo recém-falecido, no qual apresentou uma tabela de logaritmos na base 10 para
0s numeros naturais de 1 a 1.000, com quatorze casas decimais. Em 1624, publicou
o tratado “Arithmetica Logarithmica” (Aritmética Logaritmica), incluindo outra tabela de
logaritmos para os numeros naturais de 1 a 20.000 e de 90.000 a 100.000, calculados
novamente até a décima quarta casa decimal, que foi utilizada até o século XIX. Nessa
mesma obra, surgem as palavras “caracteristica” e “mantissa”, necessarias para o uso

das tabuas (tabelas) de logaritmos.

As tabuas de logaritmos rapidamente se difundiram pela Europa, sendo
introduzidas na Italia em 1624, pelo sacerdote jesuita e matematico italiano Francesco
Cavalieri (1598 — 1647), na Franga em 1626, por Edmund Wingate (1596 — 1656) e
na Alemanha, entre 1625 e 1629, pelo proprio Kepler. Em 1628, o livreiro e editor
holandés Adriaan Vlacq (1600 — 1667 ), publicou em Gouda, Holanda, a tabela
completa de Briggs contendo os logaritmos dos numeros naturais de 1 a 100.000, com
dez casas decimais, e se tornou padrao por mais de trés séculos. Mais tarde, em
1633, as tabelas foram republicadas em Londres sob o titulo de “Trigonometria
Britannica” pelo matematico inglés Henry Gellibrand (1597 -1636 ), atendendo

postumamente a um pedido de Briggs, que falecera em 1630.
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1.3 COMO UTILIZAR UMA TABUA DE LOGARITMOS DECIMAIS

Para consultar uma tabua de logaritmos decimais, devem ser conhecidos os
conceitos de Caracteristica e Mantissa, apresentados na obra de Briggs publicada em
1624.

Quando um numero nao for poténcia de 10 (assim seu logaritmo seria a prépria
poténcia), seu logaritmo sera composto por uma parte inteira e uma parte decimal. A
parte decimal é denominada Mantissa e a Caracteristica € dada pelo inteiro
determinado pelo numero de algarismos da parte inteira do numero dado, diminuido

de 1 unidade, assim, o logaritmo é composto por Caracteristica + Mantissa.

Por exemplo, do log 27 = 1,43136, como 27 possui dois algarismos, podemos

dizer que sua Caracteristica € o numero 2 — 1 = 1 e a Mantissa é 43136.

Se o numero N for decimal com a parte inteira nula (N < 1), sua caracteristica
€ negativa, representada por uma barra vertical sobre o numero, e € determinada pela
quantidade de zeros que precedem o primeiro algarismo significativo, incluindo o zero

a esquerda da virgula.

Por exemplo, do log 0,006534 = 3,81518 podemos dizer que sua
Caracteristica é 3 ou - 3, pois 0 numero 0,006534 possui trés zeros precedendo o

namero 6, que é o primeiro algarismo significativo, e sua Mantissa é 81518.

Vamos, agora, resolver alguns exemplos de calculos de logaritmos decimais
utilizando as tabuas de logaritmos de Briggs, tendo como base um “livro que utiliza a

aproximagao com sete casas decimais.
Ex. 1: Vamos determinar o logaritmo do numero 7301.

Como N € Z, sua Caracteristica é a quantidade de algarismos menos 1, neste

caso: 4 - 1 = 3. Agora, devemos procurar em uma tabua de logaritmos decimais,

4 MARISTAS, Irmdos. Tabuas de Logaritmos. FTD, 1973.
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0 numero na coluna nomeada de N e encontrar a mantissa correspondente na coluna

nomeada log.

Figura 2 —pg 65 do livro Tabuas de Logaritmos, irm&os Maristas

Neste caso, a mantissa correspondente ao numero 7301 é 8633823.

Entédo temos que:
log 7301 = 3,8633823,

onde 3 (numero a esquerda da virgula) é a Caracteristica e 8633823 (numero a direita

da virgula) é a Mantissa.

Ex. 2: Determinar log 7402

A Caracteristica, neste caso € a mesma do exemplo anterior, 3. Procurando na
tabua de logaritmos, na coluna N o numero 7402, encontramos a Mantissa
correspondente na coluna log, que € 3491, mas esse numero corresponde aos quatro
ultimos algarismos da Mantissa, ja que os primeiros algarismos sao iguais ao do
nuamero anterior na tabela, 7401, e, por isso, foi omitido. Ou seja, a Mantissa de 7402
€ 8693491.

Portanto:

log 7402 = 3,8693491,
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onde 3 (numero a esquerda da virgula) é a Caracteristica e 8693491 (numero a direita

da virgula) é a Mantissa.

Ex. 3: Determinar log 0,007402
Como N é um numero decimal menor que 1, sua Caracteristica é dada pela

quantidade de zeros, que neste caso s&o trés e representamos por: 3.

Agora, procuramos na tabua de logaritmos, na coluna N, pelo numero 7402 e

encontramos a Mantissa correspondente na coluna log, que é 8693491.
Temos entao que:
log 0,007402 = 3,8693491

onde 3 (numero a esquerda da virgula) é a Caracteristica e 8693491 (numero a direita

da virgula) é a Mantissa.
Importante: Se fizermos a conta através de uma calculadora, veremos que:
log 0,007402 = —2,1306509,

que é um valor diferente do que encontramos, simplesmente por expressar o valor do
logaritmo de uma forma diferente. Para transformar o valor encontrado em um numero
real para trabalharmos em calculos, devemos fazer uma operagcdo simples: basta
somamos a Caracteristica (negativa) com a Mantissa, como ja mencionamos

anteriormente, desta forma:
0,8693491 + (—3) = —2,1306509
que é exatamente o valor para log 0,007402 encontrado na calculadora.

Ex. 4: Determinar log 0,00006109
Neste caso, a Caracteristica é igual a 5. Procuramos na tabua de logaritmos,

na coluna N pelo numero 6109.
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Figura 2 — pg 51 do livro Tabuas de Logaritmos, irm&os Maristas
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Encontramos a Mantissa correspondente na coluna log, igual a 7859701.
Temos entdo que:

log 0,00006109 = 5,7859701,

e efetuando a soma da Caracteristica com a Mantissa:

0,7859701 + (—=5) = —4,2140299,

que representa o valor encontrado em qualquer calculadora.

Essas tabuas publicadas a partir dos estudos de Napier e Briggs serviram de

referencial por mais de trés séculos, quando comegaram a surgir as primeiras

calculadoras cientificas, que faziam o papel das tabuas de logaritmo em um tempo

consideravelmente menor.
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1.4 CRIAGAO DE UMA TABUA DE LOGARITMOS DECIMAIS

Para detalhes, ver ANEXO A, que detalha a construcdo de uma tabela de
logaritmos feita por Napier e que, apds sua morte, foi publicada por seu filho na obra

Mirifici Logarithmorum Canonis Constructio”, em 1619.

Nesta seg¢do, vamos mostrar como Briggs determinou o valor de log?2 através

de um processo de aproximagdes sucessivas.

Seja log2 = x, entdo teremos 10* = 2. Inicialmente o numero 2 foi situado

entre duas poténcias de 10 com expoentes inteiros e sucessivos. Teremos:
1<2<10
10° < 10* < 101
0<x<1
0<log2<1

Com isso, ja temos a primeira aproximagao para log2. Agora, fazendo a média

geométrica entre 10° e 107, teremos:

V10°0.101 = V10 = 10°5=3,1622776
Temos entdo uma nova aproximacao para log2:
0<log2<0,5

Vale ressaltar que a ideia de usar a média geométrica e nao a aritmética foi

para continuar tendo poténcias de base 10.

Repetindo as operagdes de média geométrica tomando sempre os numeros

cada vez mais proximos, teremos:
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\/100.1095 = 10%25=1,7782793

0,25 < log2 < 0,5

V100251005 = 109375 ~2,371374

0,25 < log?2 < 0,375

10025,100375 = 1093125 ~ 2 053525
0,25 < log2 < 0,3125

V100251003125 = 10028125 ~ 1,910953
0,28125 < log2 < 0,3125

/10028125 1003125 = 10296875 ~ 1,980957
0,296875 < log2 < 0,3125

\/100,296875_ 100,3125 — 100.304688 ~ 2,016915
0,296875 < log2 < 0,304688

/100296875 1(0:304688 = 1(0300781 ~ 1 998855
0,300781 < log2 < 0,304688

/100300781 100304688 = 10302734 = 3 007864
0,300781 < log2 < 0,302734

/100300781 100302734 = 10301758 = 3 (03355
0,300781 < log2 < 0,301758

4/100:300781 10301758 = 10030127 = 2001103
0,300781 < log2 < 0,30127

V100300781, 1(0.30127 = 10301025 =~ 1,99979
0,301025 < log2 < 0,30127



/100301025 1(0,30127 = 100301147 ~ 000541
0,301025 < log2 < 0,301147

/100.301025 1(0,301147 = 1(0,301086 ~ 2 00026
0,301025 < log2 < 0,301086

4/100,301025 1(0,301086 = 100301056 =~ 2 000119
0,301025 < log2 < 0,301056

/100301025 100301041 = 100301033 = 2 00001384
0,301025 < log2 < 0,301033

\/100,301025_ 100,301033 — 100,301029 ~ 1,99999541
0,301029 < log2 < 0,301033

\/100,301029_ 100,301033 — 100,30103 ~ 2,00000463
0,301029 < log2 < 0,30103

Podemos perceber como as poténcias de 10 se aproximam do numero 2.

Figura 4 — Representagédo da aproximagao ao numero 2
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Com uma aproximacgao de 5 casas decimais, podemos concluir que
log2 = 0,30103.

Lembrando que a tabela que Briggs construiu, inicialmente, apresentava os
logaritmos dos numeros inteiros de 1 a 1.000, com precisdo até a 142 casa decimal,
ou seja, ele ndo parava na 52 casa decimal. Porém a grande maioria desses
logaritmos foi obtida recorrendo-se a outros anteriores calculados. Vejam alguns

exemplos:

Tendo log3 = 0,47712 sido calculado pelo mesmo processo que Vimos

anteriormente para o log2 = 0,30103, podemos determinar:

a) log4
4 = 22 = (10030103)2
Entao,
4_ — 100,60206
Ou seja,
log4 = 0,60206
b) log5
10 10
— — — 1-0,30103
5= 2 T 10030103 10
Entao,
5 — 100,69897
Ou seja,

log5 = 0,69897
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c) log6
6= 2.3 = 10030103 1047712
Entao,
6 = 10077815
Ou seja,
log6 = 0,77815
d) log0,5
1 10°
— —_— — -0,30103
0,5 = 2~ 10030103 10
Entao,
05 = 10-030103
Ou seja,
log0,5 = —0,30103
e) log1,2
0,77815
12 = 9 — 10— = 100.77815-0,69897
’ 5 10069897
Entao,
12 = 10007918
Ou seja,

log1,2 = 0,07918
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2 LOGARITMOS NATURAIS OU NEPERIANOS

Esta segéao teve por base os conteudos contidos nos livros e: A histéria de um
Numero® e Logaritmos® sobre logaritmos naturais. Aproveitamos as ideias iniciais
sobre o logaritmo de Napier e a nomeacado de logaritmo natural, ou neperiano,
sugerida como homenagem ao inventor dos logaritmos, para explicar algumas duvidas

comuns.

2.1 O LOGARITMO NATURAL

Poucas sédo as curvas que exercem tanto fascinio nos cientistas, artistas e
naturalistas quanto a espiral logaritmica. Nomeada de “spira mirabilis” por Jakob
Bernoulli, a espiral possui propriedades matematicas notaveis que a tornam unica
entre as curvas planas. Sua forma muitas vezes graciosa ja foi muito utilizada como
modelo decorativo desde a antiguidade e é a curva que ocorre com mais frequéncia
na natureza e sempre com uma precisao espantosa, como € o caso da concha do

nautilo.

Figura 5 — concha do nautilo

Sua férmula (em coordenadas polares) é dada por: 7(0) = R.e®°%* onde r é

a distancia a origem O de um ponto da curva em fungao de 6, R é o raio associado a

5 Maor, Eli. e: A histéria de um Nimero. Rio de Janeiro: Record, 2008
6 LIMA, Elon Lages. Logaritmos. Rio de Janeiro: SBM, 2013



30

6 = 0°, 0 é o angulo e e € o numero de Euler. Equivalentemente, a expressao pode

ser dada na forma log, (%) = 6.cot a, que € a origem do nome de espiral logaritmica.

Figura 6 - A espiral logaritmica é uma curva tal que a amplitude do angulo

formado pela tangente em qualquer dos seus pontos P com a reta OP é constante.
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Dois casos especiais: se a amplitude a for 90°, a espiral € uma circunferéncia;

a espiral de ouro também é um caso especifico da espiral logaritmica no qual

e?? = ¢ ,quando 6 é um angulo reto, onde ¢ é a razdo aurea e b um ndmero real.

Figura 7 — A espiral logaritmica na qual e?? = ¢ onde ¢ é a razéo aurea

/

Esse padrao de crescimento € tdo comum que era chamado de “lei da natureza”

e dai a origem do nome logaritmo natural (In), assim, podemos escrever na forma

In (%) = 0. cot a.
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2.1.1 O LOGARITMO NATURAL COMO UMA FAIXA DE HIPERBOLE

Formalmente, seja H = {(x,1/x); x > 0} o ramo positivo da hipérbole

equilatera xy = 1. Notemos que H é o grafico da fungdo h: IRt - IR, h(x) = 1/x.

Dados a,b €IR", aregi&o plana H? formada pelo conjunto dos pontos (x,y) do

planotaisquea < x < be 0 < y < 1/x, é conhecidacomo uma faixa de hipérbole.
Observemos que H2 representa o conjunto do plano limitado pelas retas verticais
x = a,x = b, pelo eixo das abscissas e por H.

Figura 8 — Representacao grafica da faixa H?

A

Seja x um numero real positivo. Define-se o logaritmo de x na base e como
logaritmo natural de x, denotado por Inx e representado como a area da faixa de

hipérbole Hf*. Assim, por definicdo, quando x > 0, temos:

Inx = Area(HY)

A area em questao pode ser representada pela figura:
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Figura 9 — Area correspondente a faixa HY = Inx

g

Podemos perceber que, quando x = 1, a faixa Hi traduz-se em um segmento

de reta, portanto, possui area nula. Assim:

Inl1 =0;
Inx>0se x>1;
Inx<0seld<x<1.

Em particular, quando x = e, teremos a faixa H;:

log, e = lne =1,

ou seja, a area da faixa € igual a 1.

A area em questao pode ser representada pela figura:
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Figura 10 — Representagéao grafica da faixa Hy = lne

g

A area da regido é igual a Inx, e ndo esta definida quando x < 0. Esse
logaritmo € chamado logaritmo natural ou logaritmo neperiano, mas nao como
logaritmo de Napier, pois este esta definido com valores diferentes, como vimos no

Capitulo 1, e sim como uma homenagem ao criador John Napier.

Para calcular, por exemplo, um valor aproximado para [n2, subdividiremos a
faixa de intervalo [1,2] em dez partes iguais (quanto mais divisdes, mais preciso o

valor), por meio dos pontos de abscissa:

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2

Os valores de 1/x quando x assume os 11 valores acima, aproximados com

trés casas decimais, sio:

1 0,909 0,833 0,769 0,714 0,666 0,625 0,588 0,555 0,526 0,500

Uma aproximagao inferior para In2 sera fornecida pela area do poligono
retangular inscrito na faixa HZ, formado por dez retangulos cujas bases medem 0,1 e

suas alturas sdo os dez ultimos valores de 1/x na lista acima. A area desse poligono
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retangular sera, portanto, igual a 0,6685. Obtemos assim 0,6685 como um valor

aproximado, a esquerda de [n2.

Figura 11 — Poligono retangular inscrito na faixa HZ, formado por dez retangulos

A

1,1
1,2
1,3
1,4
1,5
16
1,7
1,8
19

2

-4

Para ter uma aproximacado a direita de [n2, consideramos os trapézios

circunscritos a faixa H? determinados na mesma subdivis&o.
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Figura 12 - Trapézios circunscritos a faixa H? determinados na mesma subdivis&o
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A soma das areas dos dez trapézios sera igual a 0,6935, ou seja, [n2 é um

numero compreendido entre 0,6685 e 0,6935:
0,6685 < In2 < 0,6935

Como podemos perceber, as aproximagdes por trapézios (vide figura) séo
melhores e mais proximas de um valor de [n2, pois as lacunas deixadas entre o
poligono e a curva sdo cada vez menores a medida que criamos mais subdivisdes na
faixa da hipérbole. E considerado como a melhor aproximacéo, com quatro casas

decimais, para [n2 o valor 0,6931.

Realizando as mesmas operagdes e aproximagdes, podemos chegar a uma

conclusao sobre [n3:
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Figura 13 — Poligono retangular inscrito na faixa H3, formado por dez retangulos

A

2,1
2,2
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8

2.3
2.9

Para calcular um valor aproximado para [n3, subdividiremos a faixa de intervalo

[2,3] em dez partes iguais, por meio dos pontos de abscissa:

2 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3
Os valores de 1/x quando x assume os 11 valores acima, aproximados com

trés casas decimais, sdo:

05 0476 0454 0434 0416 04 0384 037 0357 0,344 0,333

Uma aproximagao inferior para In3 sera fornecida pela area do poligono
retangular inscrito na faixa H3, formado por dez retangulos cujas bases medem 0,1 e
suas alturas sdo os dez ultimos valores de 1/x na lista acima, somado ao valor
anterior calculado de In2, que é representado pela faixa H? . A area desse poligono

retangular sera igual a 0,3968 e, somando ao valor do poligono retangular
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correspondente a [n2, 0,6685, obtemos 1,0653 como uma aproximagao a esquerda
de [n3.

Para ter uma aproximacado a direita de [n3, consideramos os trapézios
circunscritos a faixa H3 determinados na mesma subdivisdo para posteriormente
somarmos ao valor das areas dos trapézios obtidos na faixa HZ correspondente ao
valor de [n2. Como foi ressaltado antes, esse método fornece uma melhor

aproximagao para I[n3.

Figura 14 — Trapézios circunscritos a faixa H; determinados na mesma subdivis&o
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A soma das areas dos dez trapézios sera igual a 0,4052. Ent&o, adicionando a
soma das areas dos trapézios da faixa H?, 0,6935, teremos 1,0987 como uma
aproximacao a direita de In3. Podemos concluir que (n3 é um numero compreendido
entre 1,0653 e 1,0987:

1,0653 < In3 < 1,0987

Como ressaltamos no calculo de [n2, quanto mais subdivisdes forem feitas na
faixa da hipérbole, melhor aproximado sera o valor de in3. E considerado a melhor

aproximacao, com quatro casas decimais, para [n3 o valor 1,0986.
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2.2 0 NUMERO e

1
Do calculo infinitesimal, sabemos que lir{)1+(1+x)§=e (7). Nesta secéo,
X—

s 1 ’ .
usaremos o grafico da curva y = ~para mostrar que o numero e, definido como base

do logaritmo natural, coincide com os limites:

n

1
lim (1 + —) ,que quando x = —, temos
n- +oo n n

1
li 1 x =
x})rgl)f( +x)x=e

Consequentemente, se a € IR, temos

lim (1+%)n = e%*,Va € IR

n—- +oo

O limite mais usual para representacdo do numero e € o limite da expressao

1\ , . . , .
(1 +;) quando n—+ o, 0 que € o mesmo dizer que e seria 0 numero real cujos

. ~ . . . 1\"
valores aproximados por falta sdo os numeros racionais da forma (1 + Z) , MEIN.

Quanto maior for o n, melhores serédo as aproximagoes.

. s 1 . .
Considere o grafico da curva y = . utilizando a faixa Hi+*.

7 Cf. Stewart, JAMES. Ed Cengage Learning: 5* Ed. pg 203 - CALCULO.


http://www.extra.com.br/?Filtro=M1270
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Figura 15 — Gréfico da faixa H} ™™

g

1+x

~ 1 . .
Observemos um retangulo de base x e altura P contido na faixa H{**. Essa

faixa esta contida em um outro retdngulo com mesma base do anterior, mas de altura

igual a 1. Fazendo uma comparagéo dessas areas, temos:

X
— <In(1+x) < x.
Trx  +x)<x

Dividindo ambos os termos por x, teremos

1 In(1+ x)
< <1
14+ x X

Utilizando agora a substituicdo x = 1/n, segue que

n

1
<ln(1+—> <1,
n

n+1

e consequentemente

n

n
Rt < (1+—) <e,
n
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para todo n natural. Quando n é suficientemente grande, % se aproxima de 1, logo,

n

en+1 se aproxima de e. Entéo, pelas desigualdades anteriores, podemos concluir que

1 n
lim (1 + —) —e.
n—- +oo n
Por tratarmos da importancia do ensino do logaritmo nas salas de aula do
ensino basico, escolnemos essa demonstragdo por ela ser geométrica e de facil
compreensao. Ressaltamos que uma das melhores formas do aluno nao encarar o
tema como um mero texto matematico, € a forma visual, pois 0 aluno consegue de

maneira mais intuitiva interpretar o assunto logaritmo.

2.3 LOGARITMO DE NAPIER, LOGARITMO NATURAL E LOGARITMO
NEPERIANO

1

L
Pela definicdo de Napier, N = 107. (1 — W) ,onde N € um numero e L 0 seu

logaritmo®, podemos escrever:

L

1 \107]107
— 7 I
w1015 |

Podemos perceber mais uma vez que, a medida que aumentamos o valor na

107
N . ” 1 . 1
poténcia de 10, o numero (1 - 1—) se aproxima de -

07

De fato:
1> 1\1"
lim (1 - —) = lim [1 + (—)] ,
X—+oo X X—+00 —X
considerandon = —x - —n = x, temos que

8 Ver definigdo anterior na pagina 6
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—n -1

, 1 _ 1\ 1
lim (1 + —) = lim (1 + —) =el=—-
n—-+oo n n—-+oo n e

Segundo Lima (2012, p.58) “O logaritmo que estamos definindo €, por alguns
autores, chamado logaritmo neperiano[...]", mas alguns autores chamam o logaritmo
natural de “logaritmo neperiano” em homenagem a Napier e ndo podemos confundir

o logaritmo utilizado inicialmente por Napier com o “logaritmo neperiano”, ou natural.
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3 0S PARAMETROS CURRICULARES DO ENSINO MEDIO

A reformulagao do ensino médio no Brasil, estabelecida pela Lei de Diretrizes
e Bases da Educacao Nacional de 1996, regulamentada em 1999 pelas Diretrizes do
Conselho Nacional de Educacao e pelos Parametros Curriculares Nacionais procurou
melhorar a abordagem do ensino e atualizar a educagéao brasileira, mas a expansao
exponencial da educacgao no Brasil demanda novas transformagdes de qualidade para
se adequarem ao publico atual, bem diferente daquele quando foram criados os
PCNEM.

O papel principal dessa nova Lei, e que orienta a transformacao, é estabelecer
0 ensino médio como a etapa conclusiva da educacéo basica de toda a populacéo
estudantil, o que € um grande desafio para a comunidade educacional, pois deverao
pdbr em pratica propostas que superem as limitagdes do antigo ensino médio,
organizado em funcao de duas principais tradicées formativas, a pré-universitaria e a

profissionalizante.

Segundo as bases legais do MEC, a consolidagado do Estado democratico, as
novas tecnologias e as mudangas na producado de bens, servicos e conhecimentos
exigem que a escola possibilite aos alunos integrarem-se ao mundo contemporaneo

nas dimensodes fundamentais da cidadania e do trabalho.

Devido as atuais e nitidas mudancgas no cenario da educacéo no Brasil, sdo
necessarias algumas alteragdes na forma de ensino para que se possa abranger as
diversas demandas e promover um melhor desenvolvimento dos alunos. Dessa forma,
o MEC, em 2006, complementando os Parametros Curriculares Nacionais do Ensino
Médio (PCNEM, 1999), criou os PCN+, que tornam obvio que o novo ensino médio
deixa, portanto, de ser apenas preparatdrio para o ensino superior ou estritamente
profissionalizante, para assumir a responsabilidade de completar a educacao basica.
A intencido é preparar para a vida, qualificar para a cidadania e capacitar para o
aprendizado permanente, seja no eventual prosseguimento dos estudos ou no mundo

do trabalho.
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Com os PCN+, ha a pretenséo de se chegar a um patamar razoavel em todas
as regides do pais através de orientagbes voltadas aos educadores, abranger todas
as salas de aula para que haja um impulso rumo a uma ampla democratizagao social

e cultural, de forma que o conhecimento seja, também, amplo e democratico.

Como diz Eufrasio (1998, p.89), “A educagdo cabe fornecer, de algum modo,
0s mapas de um mundo complexo e constantemente agitado e, ao mesmo tempo, a
bussola que permite navegar através dele”, que apesar de ser um trabalho com quase
vinte anos de publicacédo, se integra a atual realidade da educagdo no Brasil. A
tendéncia geral do ensino tradicional tragada até a criagdo dos PCN+ consistia em
separar as disciplinas, atribuindo ao aluno a busca pela interdisciplinaridade e
conexdes entre as matérias. De forma geral, a proposta dos PCN+ é que, por diversas
mudangas no método de ensino, essa busca seja facilitada pelo corpo docente, uma
vez que a unido das disciplinas € essencial para o aprendizado pois o aluno consegue
ver possiveis aplicagdes futuras, além da formacgao de um individuo mais critico. Outro
ponto importante nessas mudangas € no modo com que a escola e 0 aluno promovem
relagdes, que deixam de ser unilaterais - e, dessa maneira, passam a ser mais
interessantes para o aluno - e promovem uma busca conjunta de ambos os lados para

a compreensao dos temas.

As alteracbes propostas, especialmente para a area de Ciéncias Exatas,
consistem em interligar as matérias do mesmo eixo (com uso de nomenclaturas
semelhantes e evidenciando a real necessidade para o campo de trabalho) e de
naturezas distintas (utilizando contextualizagdes sociais e comunicag¢ao) para tornar
mais claras as investigagcbes e compreensdes, a fim de que o aluno perceba a
universalidade do tema e saiba distinguir as especificidades do seu uso. Portanto, é
de interesse coletivo que o maior numero de topicos seja articulado de forma coerente
com as demais habilidades, desmistificando a hierarquia vigente. Tendo como
pressuposto alteracbes no ensino médio, € importante ressaltar, ainda, que, como
continuagdo de um ensino de base, a nova forma de ensinar despertara um novo
aluno, que desenvolvera a necessidade de abranger grande numero de habilidades
coerentes entre si para, inclusive, posterior desenvolvimento de projetos que

coordenem as diferentes disciplinas e resultem na formagao de um individuo capaz.
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3.1 AIMPORTANCIA DA INTERDISCIPLINARIDADE NA APRENDIZAGEM

A interdisciplinaridade n&o dilui as disciplinas, ao contrario, mantém sua
individualidade. Mas integra as disciplinas a partir da compreensao das
multiplas causas ou fatores que intervém sobre a realidade e trabalha todas
as linguagens necessarias para a constituicdo de conhecimentos,
comunicagcdo e negociagdo de significados e registro sistematico dos
resultados. (BRASIL, 1999, p. 89)

Da maneira que estao estruturadas, as disciplinas servem para isolar os objetos
do seu meio, sendo assim ineficientes e insuficientes para os que queremos que sejam
os cidadaos do futuro. O ideal na educagéao € romper com essas fragmentacdes para
mostrar as correlagdes entre os saberes, a complexidade da vida e dos problemas
pelos quais passamos hoje. Enfatiza Morin (2000, p. 43), “a inteligéncia parcelada,
compartimentada, mecanicista, disjuntiva e reducionista rompe o complexo do mundo
em fragmentos disjuntos, fraciona os problemas, separa o que esta unido, torna

unidimensional o multidimensional”.

A sociedade brasileira tem tido uma consciéncia crescente sobre a importancia
da educacao, o que resulta em um numero crescente de estudantes e isso faz com
que o0 povo nao precise mais se adequar a escola, mas a escola deve se adequar ao
povo. Mas a transmissao de conhecimentos desprovidos de contexto € uma barreira
a ser vencida a matematica deve ter valor formativo e ajudar a estruturar um
pensamento e raciocinio dedutivos. “Em carater instrumental, a matematica deve ser
vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem aplicadas a
outras areas de conhecimento, na atividade profissional, a situacbes diversas,
utilizando-os na interpretacdo da ciéncia na atividade tecnoldgica e nas atividades
cotidianas. ” (BRASIL, 2000, p.42).

Ao longo da Historia da Matematica, percebemos que a matematica esteve
presente no processo evolutivo das civilizagdes, tendo papel fundamental no
desenvolvimento humano. Portanto, a Matematica esta ligada a fenbmenos naturais
€ sociais, ndo devendo ser separados das outras disciplinas. “Acredito que um dos
maiores erros que se pratica em educacgao, em particular na Educagao Matematica, é
desvincular a matematica das outras atividades humanas” (D’Ambrosio, apud Gapari
e Pacheco, 2014).
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O critério central é o da contextualizagédo e da interdisciplinaridade, ou seja,
€ o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou ainda,
a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicagdes
dentro ou fora da matematica, como a sua importancia histérica no
desenvolvimento da propria ciéncia (BRASIL,2000, p.43).

O estimulo a iniciativa na busca de informagbes para ter confianga,
fundamentar suas ideias e argumentagbes sdo essenciais para que o tema seja
aprendido. O educador tem papel principal dessa acéo, apresentando o tema e
fomentando no aluno essa busca intelectual por variagdes nas aplicagdes desse novo
conceito que lhe é apresentado inicialmente de forma tedrica. Segundo D" Ambrosio
(1999), a Historia da Matematica deve ser usada no ensino como ferramenta de
motivacao, pois através dela, deve-se estimular a curiosidade dos alunos em relagao

as aplicagdes do tema, seja na matematica ou em outras areas de conhecimento.

Nao é de uma hora para outra que os professores estarao aptos a desempenhar
esse papel, sdo necessarias posturas integradoras em sala de aula e inovagao nas
estruturas de formagao de professores, que ha muito se tornaram obsoletas, entre

elas os sistemas de educacao formal.

A legitimidade do uso de logaritmos, vincula-se a questdes tecnoldgicas e em
outras ciéncias, uma vez que expressa grandezas cujo valor € exponencial e aplicavel
aos mais diversos campos de habilidades, como o frequente uso em escalas
geograficas. O logaritmo é uma “operagao que da origem a fungdes matematicas, mas
que também é linguagem de representacédo em todas as ciéncias” (BRASIL, 2006,
p.26). Como conseguinte, por relacionar diversas matérias, tal habilidade, se
ministrada de acordo com as orientacbes previstas no conjunto de orientagdes
educacionais complementares aos PCN+, promoveria o0 objetivo descrito
anteriormente, isto €, congregaria diversas habilidades, tornando, por sua vez, o

ensino dindmico e ampliando o conhecimento do aluno.

O logaritmo é um exemplo que, por minha experiéncia em sala de aula, pode
ser facilmente contextualizado e interdisciplinarizado. Obviamente que tenho contato
com outras disciplinas, professores de outras areas do conhecimento e isso é
essencial para que haja uma familiarizagdo com assuntos fora da matematica, mas

isso traz uma seguranga que é passada ao aluno e entdo percebemos que a
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dificuldade antes encontrada por eles ao estudar esse tema estava diretamente

relacionada com a maneira com que a teoria lhes era apresentada.

Ndo ha a necessidade de um profundo detalhamento ou excesso de
nomenclaturas e simbolos, se ndo forem realmente importantes para o aprendizado e
assimilagao do conteudo. Se, por exemplo, “o unico caso de fungdes inversas que 0s
alunos verado no ensino médio forem as fungdes exponencial e logaritmo, ndo ha
necessidade de todo o estudo sobre fungdes injetoras, sobrejetoras e inversiveis”
(BRASIL, 2006, pg.120), aléem disso, se o foco atual estd mais na interpretagdo dos

graficos, o aluno n&o precisa saber o que é mantissa, caracteristica, etc.

Como dizem os PCN+, sera mais facil se mostrar ao aluno as aplicagées desse
tema em outras areas. De acordo com Rocha Filho, Basso e Borges (2006, p.328-
329), uma visao diferenciada de mundo é permitida pela interdisciplinaridade, pois “[...]
uma diversificacdo dos enfoques em torno do mesmo assunto permite ampliar sua
compreensao, descartando algumas ideias preconcebidas e abrindo espaco a ideais
divergentes e criativas. ” As se¢des a seguir sdo exemplos de integragdes do tema —
logaritmo — com outras areas do conhecimento, aplicagdes reais que auxiliam o aluno
na compreensao e visualizagado de sua aplicabilidade em cada area, mesmo que nao

seja seu objeto de estudo no ensino superior.

3.1.1 O USO DO LOGARITMO NA GEOGRAFIA

- O encontro de placas tectdnicas geram os terremotos e esses tém sua intensidade

medida em uma escala logaritmica chamada Escala Richter®:

A magnitude de um terremoto é medida pelo logaritmo das amplitudes (medida
por aparelhos denominados sismoégrafos) das ondas produzidas pela liberagao de

energia do terremoto de acordo com a relagéo:

M = logA — logA,

® A escala Richter mede a energia sismica liberada em um terremoto aumenta de forma logaritmica, de maneira
que cada ponto de aumento significa um aumento 10 vezes maior na amplitude das ondas sismograficas.
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onde M é a magnitude, A € a amplitude maxima da onda sismica, 4, € uma amplitude

de referéncia no local.

Nao existe apenas uma relagdo logaritmica que seja relacionada a escala
Richter. O exemplo abaixo, uma questao da prova do vestibular 2012 da UPE utiliza

uma relagao logaritmica diferente:
Exemplo:

Terremotos s&o eventos naturais que n&o tém relagdo com eventos climaticos
extremos, mas podem ter consequéncias ambientais devastadoras, especialmente
quando seu epicentro ocorre no mar, provocando tsunamis. Uma das expressées para

se calcular a violéncia de um terremoto na escala Richter é

m=2 (E)

= 3 -log E;

onde M é a magnitude do terremoto, E é a energia liberada (em joules) e E, = 10*°
Jjoules é a energia liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia.
Qual foi a ordem de grandeza da energia liberada pelo terremoto do Jap&o de 11 de

margo de 2011, que atingiu magnitude 9 na escala Richter?

RESOLUCAO:

2 E
9= 3log (104'5>
27
- = logE — log10*5

13,5+ 4,5 = logE
logE = 18 < E = 108

A ordem de grandeza da energia liberada é 108
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- Podemos falar sobre crescimento populacional, que é uma relagao exponencial € 0

logaritmo se faz necessario para facilitar os calculos:

= () -
L= PO ,

onde i € a taxa de crescimento populacional, P e P, sao as populacdes final e inicial
em relagcdo a um determinado tempo t. O exemplo abaixo foi retirado de uma lista de

exercicios do site http://www.projetofundao.ufrj.br:

Exemplo:

Em uma determinada cidade, a taxa de crescimento populacional ¢é de,
aproximadamente, 3% ao ano. Em quantos anos a populagéo desta cidade ira dobrar,

se a taxa de crescimento continuar a mesma?
RESOLUCAO:
Pelo enunciado, podemos modelar da seguinte maneira:

P(t) = P,.(1,03)t
onde P(t) é a populagdo apdos t anos e P, a populagéo no inicio da analise (t = 0).
Se queremos calcular o tempo para que a populagao dobre, entao:

2.P, = P,.(1,03)¢

2 = (1,03)t
log2 = t.log(1,03)

log2 _ 03010

log(1,03) _ 0,0128 anos



http://www.projetofundao.ufrj.br/
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3.1.2 0 USO DO LOGARITMO NA QUIMICA

- O logaritmo é utilizado comumente no célculo do pH de solugdes. O termo pH
significa potencial (ou poténcia) hidrogenibnico, portanto, refere-se a concentragao de

[H*] (ou H3O*) em uma solugéo e é calculado pela relagéo:
pH = —log[H"];
Exemplo:

O pH de uma solugéo é 6. Se reduzirmos o valor do pH da mesma solugédo para 2, a

concentragéo de ions hidrogénio sera:

a) 10.000 vezes maior do que a inicial;
b) 1.000 vezes maior do que a inicial;
¢) 1.000 vezes menor do que a inicial;
d) 4 vezes menor do que a inicial;

e) 3 vezes maior do que a inicial.
RESOLUCAO:
Na situagéo inicial, temos:

6 = —log[H"] <[H*] = 107 mol/litro
Na situagédo seguinte, temos:

2= —log[H"] <[H*] = 10"2mol/litro
Comparando as duas concentragbes, temos:

concentracio final 1072
¢ao f B Lot

concentracio inicial 107

Resposta correta esta na letra a).
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- Pode ser usado no calculo do tempo de desintegracéo de substancias radioativas. A
lei fundamental do decaimento radioativo afirma que a taxa de transformacio de
nucleos radioativos é proporcional ao numero de atomos dos nucleos, sendo traduzida

na relagao:
N = Ny.e .

onde N representa o numero de nucloes nao decaidos, N, 0 numero de nucloes

existentes inicialmente, t o tempo e 1 a taxa% de desintegragao.

Exemplo:

(UFPE-2006) A equagéo que gera a desintegragéo radioativa de uma substéancia é

dada por
M= M,.e *t

onde M é a massa da substéncia, M, € a massa da substéncia no inicio da contagem
do tempo, 1 é uma constante chamada constante de desintegragdo da substéancia
estudada (taxa anual de desintegragédo) e t o tempo em anos. Uma determinada
substéncia se desintegra a uma taxa de 2% ao ano. A massa da substancia estara

reduzida a metade em: (Dado: In2 = 0,69)

a) 31 anos
b) 42,5 anos
c) 28,5 anos
d) 34,5 anos
RESOLUCAO:
% = M. e-002t
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In2 =0,02.t
t = 069 _ 34,5
= 0,02 = 34,5 anos

Resposta correta letra d).

3.1.3 0 USO DO LOGARITMO NA MEDICINA

- O estudo na area da surdez, pois, segundo o senso de 2000 do IBGE, sao mais de

7 milhdes de brasileiros que possuem essa particularidade, total ou parcial.

A intensidade sonora I é definida como sendo a razao entre a poténcia sonora
€ a area da superficie considerada, isto €,

P

==
“O ouvido humano pode ouvir ruidos um trilhdo de vezes menores do que o
mais intenso a que resiste, no limite da dor. Para conseguir abranger esse imenso
intervalo criou-se, a partir da poténcia sonora, a escala logaritmica de decibéis”
(BRASIL, 2006). Com essa unidade, a intensidade sonora nos permite avaliar se um
som ¢é forte ou fraco para o ouvido humano. Para efeito de calculo, € utilizada a

formula:
I
N = 10.log—
Iy

onde N é o nivel sonoro do ambiente, I a intensidade do som considerado e I, € a
menor intensidade sonora audivel ou limiar de audibilidade humana e possui

intensidade 10~12 W/m?2.

A féormula anterior pode vir apresentada, em alguns exemplos, algebricamente

modificada, mas sem modificar seu significado, como apresentamos abaixo:
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Exemplo:

(UFCE-2001) Suponha que o nivel sonoro b e a intensidade I de um som estejam
relacionados pela equagéo logaritmica b = 120 + 10 log I, em que b € medido em
decibéis e I, em watts por metro quadrado. Sejam I, a intensidade correspondente ao
nivel sonoro de 80 decibéis de um cruzamento de duas avenidas movimentadase I, a

intensidade correspondente ao nivel sonoro de 60 decibéis do interior de um

automovel com ar-condicionado. A razao 5—1
2

é igual a:

a) 1/10

b) 1

c) 10

d) 100

e) 1000

RESOLU(}AO:

80 =120 + 10.logl,
logl; = —4 <1, = 107*
60 = 120 + 10.logl,

loglz = -6 @Iz = 10_6

L 107" 100
L, 107

Resposta correta letra d)

- Na medicina, todas as técnicas disponiveis atualmente para determinar a carga viral
reproduzem resultados em numero de copias do RNA por ml de plasma. Entretanto,
sabe-se que podem ocorrer variacdes desses valores, de numero de copias/ml, que
ndo sao significativas. Para se determinar se uma variacao é significativa ou nao, o
primeiro passo é converter o valor absoluto de numero de cépias/ml para logaritmo de

base 10 (log,o)- Feita a conversédo, um valor de logaritmo pode ser comparado com
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outro valor de logaritmo de um exame anterior do mesmo individuo. Alguns exemplos

de interpretagao clinica da variagado dos resultados de exames de carga viral estao

resumidas no quadro abaixo:

Valor Basal da Valor Final da Variagéo entre os | Variagdo entre os Interpretagéo
Carga Viral Carga Viral resultados Resultados
Clinica
(N ® copias/ml) (N.® copias/ml) (N.° de Vezes) (Log1g)

140.000 20.000 7 0,85 Significante
30.000 75.000 2,5 0,40 Nao Significante
| 900.000 500.000 1,6 | 0,25 Nao Significante

10.000 50.000 5 | 0,70 Significante
20.000 10.000 2 | 0,30 Nao Significante

500 5.000 10 | 1,0 Significante

Quadro 3 — variagao entre exames de carga viral e sua interpretagao clinica.

Disponivel em

http://bvsms.saude.gov.br/bvs/publicacoes/16contagem_celulasTCDA.pdf

- Segundo Queiroz (2011), na medicina veterinaria, a representacao grafica da

concentracao plasmatica do farmaco pelo tempo se da de duas formas, onde a mais

empregada € a escala semi-logaritmica, na qual apenas os dados da ordenada s&o

dispostos em escala de logaritmos. A seguir, um exemplo pratico com dois graficos

da concentragao plasmatica de um determinado farmaco em fungao do tempo:

Figura 16 — Representagao grafica semi-logaritmica (esquerda) e cartesiana (direita)

da concentragao plasmatica dos farmacos A (vermelho) e B (preto), em fungéo do

Concentraclo plasmitica
do firmaco (ug/ml)
=

tempo

L

Concentragdo plismdtica
do [drmaco (zp/m

o ] 12 18 24 o 6 iz 1] 24

Horas Haoras

Disponivel em http://portais.ufg.br/up/67/o/semi2011_Liria_Queiroz_1c.pdf
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Esse método, o semi-logaritmico, facilita prever as concentragbes em

diferentes tempos uma vez que o decaimento da concentracéo se da de forma linear.

3.1.4 O USO DO LOGARITMO NA BIOLOGIA

- Pode ser utilizado para relacionar o numero de bacilos existentes em uma
determinada cultura em fungéo do tempo, assim como na geografia péde ser utilizado

para calculo de crescimento populacional. Como podemos verificar no exemplo:

Exemplo:

(UEMA-) Um antibiético de ultima geragédo esta sendo testado no laboratério e, de
posse dos dados colhidos, os cientistas concluiram que, quando aplicado numa
colbnia de bactérias, esta evolui em conformidade com a equagcdo
—-in2.t
y(t) = KO' e 10 )
onde K, é o numero de bactérias no instante t = 0 e y(t) € o numero de bactérias
no instante t . Além disso, t € dado em horas e In indica logaritmo natural. O tempo

necessario para que a colbnias e reduza a metade é:

a) 24 horas.

b) 10 horas.

c) 5 hora.

d) 1 hora.

RESOLUCAO:
KO —-In2.t
7 = Ko.e 10

lz_—an.t
T
t =10

Resposta correta letra b).
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3.1.5 0 USO DO LOGARITMO NA FiSICA

- Sao utilizados na lei de Weber-Fechner'® que descreve a relagdo existente entre a
magnitude fisica de um estimulo e a intensidade do estimulo que é percebida. Ela
afirma que as sensagdes S s&o proporcionais ao logaritmo decimal das excitagdes E

que as produzem:
S =k.logE

Por exemplo, um homem que sai de um ambiente iluminado para outro s6
percebe uma variacdo da luminosidade se esta for superior a 2%; para solucdes
salinas, so distingue variagcdes da salinidade se esta foi superior a 25%.; o brilho de
uma estrela € uma sensagao, ou seja, € uma resposta a um estimulo que € a energia
luminosa recebida pelo olho; a escala Richter é também um exemplo de uso dessa

lei, ja que mede a sensagéo dos abalos sismicos.

3.1.6 O USO DO LOGARITMO NA PALEONTOLOGIA

- E utilizado no método da cronologia por carbono, onde utilizam-se as funcdes

logaritmicas e exponenciais para encontrar a idade aproximada de fosseis e artefatos.

O método para estabelecer a data de objetos e outros materiais tais como
rochas e fbsseis estd no fendbmeno da radioatividade. como mencionamos
anteriormente’, a radioatividade de uma substancia depende de sua meia-vida e para

calcula-la, temos a relagéo:

N(t) = N,.e HMt-to),

19 Esta lei aplica-se aos 5 sentidos, mas as suas implica¢des sdo melhor entendidas quando se refere aos
estimulos provocados pela luz e pelo som. E o caso do Decibel (dB) definido como 10 vezes o logaritmo decimal
da intensidade sonora.

1 Cf. 3.1.2 QUIMICA
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Um caso famoso que serve de exemplo para essa aplicacdo dos logaritmos é
a investigacdo, em 1945, sobre as falsificagdes de arte de Van Meegeren, holandés,

pintor simples que enriqueceu vendendo falsificagdes de quadros do século XVII.

Figura 17 — A falsificagdo mais famosa de Van Meegeren:

“Cristo e os Discipulos em Emaus”

Disponivel em http://mol-tagge.blogspot.com.br/2009/08/falsificadores-arte-1-van-meegeren.html

Depois da Il Guerra Mundial, Meegeren foi preso acusado de colaborar com os
nazistas. Sabendo que sua sentenga seria a morte, se revelou um falsificador e
descreveu todos os quadros que havia vendido como originais. Na época, em julho de
1945, os que haviam gasto uma fortuna com os quadros n&o acreditaram na
declaracado do pintor e contrataram os melhores e mais ilustres quimicos, fisicos e
historiadores de arte para formarem uma comissao a fim de descobrir se as obras de

arte eram ou nao falsas, mas mesmo assim nao conseguiram provar.


http://mol-tagge.blogspot.com.br/2009/08/falsificadores-arte-1-van-meegeren.html
http://1.bp.blogspot.com/_fGbNjy2kz9I/SoOaL-Po16I/AAAAAAAAEm0/PXiCMf_Wrfg/s1600-h/Os+disc%C3%ADpulos+de+Emaus+-+van+Meegeren.jpg
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Apenas em 1967, cientistas da Universidade Carnegie Mellon conseguiram
provar que os quadros eram mesmo falsos. A grande dificuldade foi saber o valor de
Ny, mas os cientistas partiram de um principio elementar da quimica e descobriram a
falsificacdo: quase todas as rochas da crosta terrestre contém uma pequena
quantidade de uranio, que € um elemento que se decompde em outro elemento
radioativo, e este se decompde em outro e assim por diante, como podemos ver na

figura abaixo:

Figura 18 — série do uranio com as respectivas taxas de desintegracao

‘ Urinio-238 '

4-bilhdes
de anos

Urdnio-234

1
-‘-‘-mllhfo de anos

Torio-230 I E

80 mil anos

Ridio-226 I

1600 anos

¥
‘ Raddnio-222 |

4.,
3?:1138

| Polénio-218 | o _ Poldnio-210

3 minutos

138 dias

Chumbo-214 Chumbo-206

(Ndo Radioativo)
Figura 1. A série do Urdnio. (Os tempos mostrados nas setas sio as meias-vidas de cada passo.)

BRAUN, Martin - BRAUN, Martin. — Equagdes Diferenciais e Suas Aplicagbes. Pag. 29

3.1.7 O USO DO LOGARITMO NA ECONOMIA

- E utilizado para relacionar o tempo de uma aplicacao financeira a juros compostos e
o0 montante gerado ao longo desse periodo. Talvez, pelo cenario econdmico atual,

seja um dos temas que mais interesse para uma aplicagéo de conteudo:
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Exemplo:

Uma pessoa aplicou a importancia de R$ 5000,00 numa instituicdo bancaria que paga
juros mensais de 2,4%, no regime de juros compostos. Considerando ndo haver
nenhum outro depdsito ou débito, calcule quanto tempo apos a aplicagdo sera

necessario para que o montante seja igual a R$ 20000, 00.
Dado: log2 = 0,301
RESOLUCAO:
Pelo enunciado, podemos modelar a situacao pela relagdo:
M(t) = 5000 . (1,024)
onde M representa o montante em fungédo do tempo decorrido t, em meses.
Substituindo o montante desejado, temos:

20000 = 5000.(1,024)"

(1,024)f = 4
t(log2*® — log103) = log2?

~2(0,301) _ 0,602
T 301—-3 0,01

= 60 meses ou 5 anos.

- Em gréficos de indices financeiros séo utilizadas escalas logaritmicas nos eixos

verticais pois mostram a variagao percentual, o que é muito mais util ao investidor.

As escalas logaritmicas sao utilizadas sobretudo num espacgo de tempo mais
alargado, pois s&o nesses espacos de tempo que as mudangas percentuais s&o mais

evidentes. Os graficos em escala logaritmica sdo muito mais harmdnicos, ou seja,
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neles as tendéncias e formagdes de analise técnica ficam muito mais claras. A seguir,

dois graficos para comparacgao:

Figura 19 — gréafico em escala logaritmica

Dow Jones - DJIA semanal - log enfoque.com.br

4
100000
- 5000.0
- 2000.0
- 1000.0
5000
- 200.0
1000
%m.que 500
| .

R < R T i R R R e

(disponivel em www.comstop.com.br)

Figura 20 — grafico em escala aritmética

Dow Jones - DJIA semanal enfoque.com.br

- 14000.0
7 13000.0
120000
110000
F10000.0
r3000.0
rB000.0
r 70000
r 6000.0
- 5000.0
- 4000.0
r 30000
r 20000
r1000.0
%mqm r0.o0
T -

R i e LT L R SR i

(disponivel em www.comstop.com.br)



http://www.comstop.com.br/
http://www.comstop.com.br/
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Ambos mostram o indice Dow Jones, desde 1900, com a diferenca de que um
utiliza a escala logaritmica e outro, a aritmética. No grafico de escala logaritmica,
podemos identificar uma tendéncia de alta de longuissimo prazo formada por
movimentos relativamente padronizados ao longo do tempo, e fica bastante explicita
a propor¢ao da queda de 1929. A maior diferenga entre os graficos é que os de escala
aritmética levam em conta a variagdo nominal dos pregos, enquanto os graficos em
escala logaritmica consideram sua variagdo percentual. Podemos verificar essa

situagao nos graficos a seguir:

Figura 21 — grafico em escala aritmética

AMBEV PN - AMBVA/EUSCOM semanal enfoque.com.br

34.00
32.00

1
30.00

28.00
I _ d - 26,00
b i il

24,00

i 22,00

20,00
18.00
16,00
14,00
12.00
10,00

I 8.00
#ﬂw ’ £.00

-4.00

g ,"JIJ‘”*M'W"WJ"‘W%W“P’V ﬁanfnqu& 200

oo m 02 0z 04 05 i3 o7 s 09 10 1

(disponivel em www.comstop.com.br)

Neste grafico, quando os precos estavam em 2 reais e subiram para 4, eles
tiveram uma alta de 100%, mas quando subiram de 20 para 22 reais eles tiveram uma

alta de apenas 10%. No entanto, usou-se o mesmo valor para 1 centimetro, destacado


http://www.comstop.com.br/
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no grafico, para se mostrar essas duas variagdes no grafico, que sdo completamente

diferentes em termos percentuais.

Figura 22 — gréafico em escala logaritmica

AMBEV PN - AMBVA fEUSCOM semanal - log

| 32,00
268.00

24.00

20,00

ﬂ\’fﬁ 18,00

1E.00

[n' 14.00

y . 'h 12.00

10.00
8.00

5,00

4.00

N A

“ enfoque

-

m 0z 03 04 05 i3 o7 0a 0s 10 "

(disponivel em www.comstop.com.br)

Para se corrigir esse problema utiliza-se a escala logaritmica em que para
mesmas distancias correspondem mesmas variacbes percentuais. Assim, se
observarmos o grafico de AmBev em escala logaritmica acima, veremos que a
distancia de 4 para 8, que corresponde a uma alta de 100%, sera a mesma distancia

de uma alta de 16 para 32 assim como de qualquer outra alta de 100% dos precos.


http://www.comstop.com.br/
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3.2 BASE NACIONAL COMUM CURRICULAR

Baseados na experiéncia de paises desenvolvidos e com bom desempenho na
area da educacido basica que adotam um curriculo padrdo como, por exemplo,
Estados Unidos, Australia, Cingapura, Canada, o Ministério da Educagéo propds uma
unanimidade no curriculum escolar quanto aos itens a serem estudados pelos alunos

de ensino fundamental e médio do pais, independente do Estado ou Regiao.

Especialistas convidados pelo Ministério da Educacado fizeram a primeira
proposta de um curriculo escolar minimo comum para as 190 mil escolas brasileiras

nos ensinos Fundamental e Médio. (cf. http://basenacionalcomum.mec.gov.br).

Diferentemente dos PCN+, que sugere uma metodologia para enriquecer as
praticas pedagodgicas, o documento, denominado Base Nacional Comum (BNC) indica
os conteudos minimos que serao obrigatorios nos curriculos das escolas brasileiras.
A proposta inicial do Ministério da Educagéo (MEC) esta aberta para consulta e criticas
publicas no portal do MEC, a prazo determinado, no site

www.basenacionalcomum.mec.gov.br.

Se de um lado um curriculo padrao é importante para reduzir as desigualdades
regionais e sociais, de outro, ndo € com essa unificacdo que o pais ira sanar todos os

seus problemas de déficit na educacao.

O Brasil ainda tem mais de 13 milhées de analfabetos acima de 15 anos e os
chamados analfabetos funcionais ultrapassam um quarto da populagao do pais, o que
faz com que ocupe a 82 posicdo em um ranking de paises com maior numero de
analfabetos adultos (IBGE, 2013). Estatisticas da Unesco mostram que o Brasil néo
cumpre todas as metas estabelecidas na area da educacéo ha 15 anos. A uUnica boa
noticia € que foi alcangada a educacgao primaria universal e, atualmente, ndo ha

disparidade entre o numero de meninos e meninas nas escolas.

A escolha dos conteudos minimos a serem trabalhados geraram criticas. No
ensino da Matematica, o assunto logaritmo foi deixado de fora da BNC, mas o assunto
“fungdo exponencial” estd contido. Como entdo explicar a auséncia do tema

logaritmo? Como explicar a um aluno o desenvolvimento da equagao exponencial


http://www.basenacionalcomum.mec.gov.br/
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2* = 3?7 Essa é apenas uma das duvidas que esse documento proposto pelo MEC

nos gerou.

Um dos argumentos do MEC para que um tépico qualquer faca parte da BNC
€ que possa estabelecer conexdes entre os eixos da matematica e entre essa e outras
areas do saber, mas ja descrevemos em topicos anteriores uma diversidade de
exemplos de relagdo do logaritmo com outras areas do saber e, por isso, defendemos

a nao-exclusao do tema do curriculo minimo proposto pela BNC.
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4 EXEMPLO DA ABORDAGEM DO CONTEUDO LOGARITMOS EM
LIVROS TEXTOS

O ensino médio nos ultimos anos vem sofrendo alteragdes e se passou a falar
muito das matrizes de competéncias que, segundo o MEC, medem a capacidade do
estudante de dominar a norma culta da Lingua Portuguesa, compreender fenbmenos
naturais, enfrentar situagdes-problema, construir argumentagdes consistentes e
elaborar propostas que atentem para as questdes sociais. A cada competéncia
corresponde um conjunto de habilidades, que seria a demonstragéo pratica dessas
competéncias. Dessa forma, os livros tiveram que se adequar a essas mudancgas se
quisessem ser aprovados pelo MEC para serem adotados nas escolas.

Segundo o Guia de Livros Didaticos'?:

Aqui se avalia o modo como sdo atribuidos significados aos conteudos
matematicos por meio de ligagbes com praticas sociais atuais e com outros
campos do saber. O recurso a Histéria da Matematica é outra forma de
contextualizagdo considerada. Analisa-se, também, em que medida a obra
propde temas e atividades que ajudem a promover posturas e valores
importantes para o exercicio da cidadania.

(BRASIL, 2012, pg 11)

Neste capitulo escolhemos trés livros que sao utilizados em algumas escolas
do Rio de Janeiro e iremos analisar o tipo de abordagem que dao ao tema Logaritmo:
Livro 13, Livro 2" e livro 3'°. Essa escolha nao foi aleatdria, sendo o Livro 1 escolhido
por ser de um periodo entre 1990 e 2000, o Livro 2 entre 2000 e 2010, o Livro 3, o
mais atual, de 2015 sendo uma edi¢ao atualizada do mesmo autor do livro 2. Dessa
forma, a escolha nos ajuda a analisar a evolugao gradual da abordagem ao longo dos
anos, ja que a importancia da contextualizacao e interdisciplinaridade foi aumentando

gradualmente até os dias de hoje.

12 Guia desenvolvido pelo MEC que expdes obras que passaram por criteriosas etapas de avaliagdo € seus
comentarios.

13 GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994

141EZZI1, Gelson. Matematica: ciéncia e aplicagdes. Sdo Paulo: Atual, 2004

15 [EZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015
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4.1 SOBRE O LIVRO 1

Esse, o mais antigo dos trés livros que analisamos para esse trabalho, inseriu
o tema logaritmos dentro do capitulo intitulado “Fungao Logaritmica”, o que nos fez
pensar que ja comecaria a analise do tema dentro do contexto de fungédo. Mas o

capitulo comega com um exemplo:

“Consideremos os seguintes problemas:

1°) A que expoente x se deve elevar o numero 3 para se obter 81?

Pelo enunciado, temos:

F=81 & 3x=3*:.x=4

Esse valor 4 encontrado para o expoente x denomina-se logaritmo do niumero
81 na base 3 e se representa por logs 81 = 4” (GIOVANNI, 1994, p.120)

Em seguida, massifica o conteudo com seis exemplos seguidos, sendo

modificados apenas os numeros envolvidos.

Figura 23a — Introducéo ao tema Logaritmos
GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994, p. 120

1. Inirodug&o A e A e et s e 1 i e

Consideremos os seguintes problemas:
1%) A que expoente x se deve elevar o nimero 3 para se obter 817
Pelo enunciado, temos:
=8l =3V ix=4
Esse valor 4 encontrado para o expoente x denomina-se logaritmo do niimero 81 na
base 3 e se representa por: log, 81 = 4.
Entdo:

I log,81=4 3 =81

2°) A que expoente x se deve elevar o niimero 2 para se obter _1__?

32
Pelo enunciado, temos:
et S N SRR S
32 95
Esse valor —5 encontrado para o expoente x denomina-se logaritmo do niimero i
32

na base 2 e se representa por Ioggi = =43}
32



66

Figura 23b — Introduc&o ao tema Logaritmos
GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994, p. 120

39) A que expoente x se deve elevar o niimero 4 para se obter —167

Pelo enunciado, temos:

4*= —16 :
Como nio existe um ndmero real x que verifique essa equagao, dizemos que ™
existe log, (—16).

49) A que expoente x se deve elevar o niimero 5 para se obter 0?

Pelo enunciado, temos:
D30
Como nao hd um niimero real x que verifique essa equagao, dizemos qu
log. 0
5 .

¢ o eu

Figura 24 — Restrigdes na utilizagdo do Logaritmo
GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994, p. 121

5°) A que expoente x se deve elevar o0 ntimero () para se obter 2?
Pelo enunciado, temos:

=2
Como nao ha um ndmero real x que verifique essa equagao, dizemos que nao existe
log,= 2.
6°) A que expoente x se deve elevar o ntimero 1 para se obter 3?
Pelo enunciado, temos:
1*=3
Como nao ha um nimero real que verifique essa equacio, dizemos que nio existe
log. 3
19

Pelos problemas dados, notamos que:
* determinar o logaritmo de um ndmero b numa base a significa determinar o expoente

x tal que a* = b.
® 0s nameros b e a devem ser positivos (>0).
ca#l],

Somente apds esses exemplos € que insere definicdo formal “O logaritmo de
um numero real e positivo b, na base a, positiva e diferente de 1, € o nimero ao qual

se deve elevar a para se obter b.” GIOVANNI, 1994, p.121)
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Figura 25 — pagina 121 do livro 1
GIOVANNI, José Ruy. Matemética fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994, p. 121

2. Definigéio T e o ST s
’ O logaritmo de um ntmero real e positivo b, na base a, positiva e diferente de 1, é o
numero x ao qual se deve elevar a para se obter b.

lp};b:x o a*=b

~ forma forma comb>0, a>0ea=l.
logaritmica exponencial

log, b=x | b = logaritmando a*=b {b = poténcia

x = logaritmo X = expoente

As consequéncias da definicdo sdo abordadas de forma bem direta e sem
demonstragdes. Assim como na defini¢gdo, foi colocado um exemplo basico seguido

de varios outros onde eram trocados apenas 0s humeros.

Figura 26 — Consequéncias da definigao
GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sado Paulo: FTD, 1994, p. 124

4. Consequiéncias da defini¢o mmm———

12) Observe os exemplos:
a)log,1=x & 1=2=2=2* .. x=0 e n A
b)log.1=x <& 1=5:=5%=5" . x=0 — loga1=0]
c) loghi =SOSR at—al=tali a8 xi=\( W o
O logaritmo de 1 em qualquer base é sempre igual a zero.

2#2)Observe os exemplos:
a)log,2=x2'=2% " x=1
b)log,3=x<3'=3" ~.x=1} =
c)log a=xea'=a* -~ x=1
Quando a base e o logaritmo sao iguais, o logaritmo é sempre igual @ I
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Figura 27 — consequéncias da definicdo
GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994, p. 125

3?) Observe os exemplos: s B
Vo6 x5,
b)[0g553=x¢:>52:5x|'.x;-2 R
cilog,af=xam=p .y _ m ¥ UOE,I a" =
Quando o logaritmando foy B S TR
Jogaritmando. 4 poténcia

4#) Observe os exemplos:

a) 2t =x = W =xm2_y X4
Calculo auxiliar:
log,d=y=4=2=22_9. y=2

b)3? =x =P =x=32=y . x=9

Célculo auxiliar: i bl
v = aloed_ b |
log9=y=9=3'=3=3.y-9 Lb—J

c)abt=x=a'=x=x=b
Calculo auxiliar:
logb=y=b=2a

A poténcia de base a e expoente log b éigualab.

5¢) Observe os exemplos:
i

a)logzx:logzltcplog x=2 ., .x=4 &
b) log, x = log, 27 & log, x = 3 - x = 27 EbElE b a |

Aigualdade de dois logaritmos em uma mesma base se verifica quando os logaritmandos
forem iguais.

A partir dai o livro ja entra em funcgéo logaritmica e, apenas no final dessa parte,
aborda a parte grafica dos logaritmos, ndo tendo nenhum exercicio que aborde o

assunto.



Figura 28 — pagina 139 do livro 1
GIOVANNI, José Ruy. Matematica fundamental. Sdo Paulo: FTD, 1994, p. 139

e

g exercicios de
| (ewsaa*

1024

TS

| Calcule log,

23291"(110 log,,; x=075 determme o valor de
i

T TR T T

St e L

3(Faap-SP) Resolva a equacao log 10X)” 0x* e
4 Calcule o valor de 00

sy

{10 410)
=log, (log; 16) - log, (log, 81) + log, 25 -
. lOg[).l 0.0]. 3

¥

S bt

5Calcule o valor da expressdo
(log, 05 +log ;v 27 -log ,, 8)°.

6 (EEM-SP) No campo real, para que valores de
x fem sentido a expressdo
y=log 0+ x-12)? |,

BT o 40U > 3)

Iog
7 Calcule o valor da expressdo 4% +77 2

§Qual o dominio da fungao
f=log, ,(0=X0? D-fxem| 1<x<1)

a2 e i e Y
>R Nl ‘3‘;4—\:1— e St

e s S g
9 Determine a soma das raizes da equacCo
log’x — 4lcgx+3=0. |
10 Sendo log,2=0.69 elog,3 = 110 calcule:
a)log,12 . . b) log, 412
11 Sabendo que log, (¢’ b) = k caicule
a)log, b * b)log,a ]

12 FGV-SP) Resolva o equagao |

log, x +log, 2= %
13 (Faap-SP) Resolva o sistermna

log,x +log, vy =1
X—-y=4 ;
14 Resolva as inequacdes:
0)2 |09_L (x-3=log 4

5 5
D) log, (¢ -=2) =1 . &

15 Resolva a inequacdo simultanea j
%dog: 3x<l, {xe Wl S : |

16 Determine o dominio da fungao

f(x): |Og‘ Xj 5 ) —-j_ i < ¥ ‘_ o
Vi : 5T 2

| es

95 (Fuvest- SP) O valor da expressao
(-2 - =27
(-3+5)° - log, 4
a) -7 b) -1 o)1 d)2 e’/
96 (UFRGS)O valor de Iogi 32 +log IOJ_ é
.b) -1 c)O d2 e) =+ 2

97 (PUC-SP) Se log, , 512 = x, entdo x vale:
Q)6 b)_g_ 99  d3 e -§-

98 (Mack-SP) O valor da expressao

109, 4: 125 - log, 4/32 +10g oy, 0.001 &t

Q) -3 @_ - id

10 £ Sits
)___ Sy 10

99 (PUC-RS)Sea>0,b >0, b#lelog(ﬂ"'b)'
=log a +log b, en‘rooovoiordece

- a)2b c)

— -

é:

Q) —~2_

b+l b

100 (Fuvest-SP) Selog, b-log,a =5, 0 quociente L
b vale: ;

a |
Q)10 b)25 )32 dyed e)128 g

101 (PUC~SP) Se log,x =n e log, y = 6n, entdo E
log, {x’y éigual a;

%
8n 4n 2n én n
SRR i Ond
102 (Cesgronrio) AsindicacdesR, e R, naescala |

Richter, de dois terremotos estGo relacio- E
{
|

X
nadas pela formula R, - R, =log,, [m—J
onde M, e M, medem @ energia liberada |
pelos terremotos sob a forma de ondas gue
se propagam pela crosta terrestre. Houve
dols terremotos: um correspondente aR, = 8
e oufro comespondente a R, = 6.

A razdo -M— é:

M,
)2 aF @ logm(-g-)
b) log, 10 L) 10?
103 (PUC-SP) Se log, (log, x)=0, entGo x e
|guclc
.q) -2— b)0 o)l dJ2 e)2

Tt o .
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Essa auséncia de graficos ou tabelas, como podemos conferir, € um erro
considerado grave, ja que a tendéncia do ensino da matematica tem sido, em grande
parte, relacionar os conceitos tedricos com seu desenvolvimento grafico. E essa nao
€ uma opinido sem embasamento, ja que no Guia de Livros do PNLD 2012 consta que
“as pessoas sao constantemente expostas a informacdes que, para serem entendidas
e levadas em conta de modo critico, exigem a leitura e interpretacdo de graficos e
tabela” (BRASIL, 2012, p.15)

Em nossa analise percebemos que nao foi apresentado nenhum resumo ou
mesmo uma breve nota com uma observagao sobre a histéria do logaritmo, nem ao
menos 0 motivo que levou a sua criacao. Os exercicios sao do tipo mecanicos e nao
existe a preocupagado com a contextualizagdo. Nao contém exercicio de interpretagéo
de tabela ou grafico, com isso, o aluno é levado a decorar e fazer exercicios pouco
variados repetidamente até que o conteudo seja assimilado. Como € uma publicagéo
com data anterior as modificagdes no nosso sistema educacional, o livro foi

considerado suficiente e de boa qualidade para ser adotado pelas escolas do pais.

4.2 SOBRE O LIVRO 2

Esse livro introduz o tema logaritmo fazendo uma referéncia ao capitulo
anterior, equagdes exponenciais. Apresenta um exemplo onde ha um contexto muito
utilizado para as equagdes exponenciais e até bem simples, onde o aluno encontrara
um caminho aparentemente facil até o momento em que as propriedades de
exponencial ndo sao mais suficientes para o préximo passo aritmético e, nesse
momento, o livro consegue introduzir o conceito de logaritmo, mostrando que esse é

o conhecimento que faltava para resolver o problema em questao.



Figura 29 — exemplo de introdugéo a teoria dos logaritmos
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, Sao Paulo. p. 197

O Introducao

Uma granja especializada na
criagdo de frangos planejou operar
de modo que o numero de aves
dobre a cada ano.

Apos quantos anos o numero
de frangos passard a ser 5 vezes o
numero inicial?

Chamando de n o ndmero ini-
cial, teremos:

Mauricio Simonetti/Pulsar

» apds 1 ano de operagao:
2n frangos;

* apds 2 anos de operagao: 2 - 2n frangos;

* apds 3 anos de operacao: 2 - 4n frangos;

e assim por diante.
O nuimero de frangos vai evoluir da seguinte maneira:

ISR 1)) £y ) 3y S

sendo x o numero de anos de operacao.

Para responder a pergunta feita devemos resolver a equagao 2*- n = 5n,ou seja, 2* =5,
Que € uma equagao exponencial.

No estudo de equagées e inequacdes exponenciais, feito no capitulo anterior, sé tratamos
de casos em que podiamos reduzir as poténcias a mesma base.

Entretanto, se tivermos de resolver uma equagdo como 2* = 5, Ndo conseguiremaos
feduzir todas as poténcias & mesma base. Nesse caso, como 4 < 5 < §,entao 4 < 2* <8,
O seja, 2 < 2% < 2% e apenas poderemos garantir que 2 < x < 3.Com 0s estudos feitos
&€ 2qui, ngo sabemos qual é o valor de x nem como determina-lo. Para enfrentar esse e
2Ut0s problemas, vamos estudar agora os logaritmos.

Em seguida, as consequéncias da definicdo, bem como as propriedades
operatdrias sdo expostas algebricamente, ainda com recursos de exponenciais, o
que facilita o aprendizado do aluno e os exemplos a seguir sao simples e de pura

aplicagao aritmética.
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Figura 30 — propriedade do logaritmo de um produto
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, Sao Paulo. p. 202

Vamos agora estudar trés propriedades operatérias envolvendo logaritmos:

12 Logaritmo do produto

"Em qualquer base, o logaritmo do produto de dois ndmeros reais e positivos é igua!
a soma dos logaritmos dos nlimergs.”

Em simbolos:Se0 < a=#=1,b>0ec > 0 entio:

log, (b - ¢)=log,b + log, c

De fato, fazendo log, b=x, log,c=y e log, (b - c) =z vem:

log,b=x=a"=b

log, c=y=a=c = a=g-d=a"""'=2r=x+y

log, (bc)=z= a’=h:c

Figura 31 — propriedade do logaritmo de um quociente
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, Sao Paulo. p. 203

23 |ogaritmo do quociente
“Em qualquer base, 0 logaritmo do quociente de dois niimeros reais e positivos & igual

3 diferenca entre o logaritmo do dividendo e o logaritmo do divisor.”
Em simbolos:Se 0 <a#1,b>0¢ec > 0 entao:

b
C

log, — =log, b —log, ¢

e fato, fazendo log, b=x, log,c=y e log, -lz— = z,temos:

log,b=x=2a"=b

log,c=y=3d=cC —al=—— =3 "7 =>z=X—Y

3 <
HOQET—ZZ}B c
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Os exercicios de aplicagédo, seguidos apos a teoria, sdo simples e de pura

aplicagao da teoria, bem caracterizados como exercicios de memorizacao.

Figura 32 — alguns dos exercicios de fixagédo
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, Sao Paulo. p. 206

16) Desenvolva, aplicando as propriedades operatérias dos logaritmos (suponhz
a, b e ¢ reais positivos):

- b ,bz 821 3
a) logs (—;:z_—] b) log [ li()]’a ] o) log;, [ dc J d) IDgz[ e |

(17, Supondo a, b e ¢ reais positivos, desenvolva:

}J;‘I ||I:_ z 3
a) log, (———ﬂ—) c) log, [%—]
S ceijjat
By 1 ab? 51 "'\f b
) log |~ @ %8 3oc

(18) Supondo x, ¥ e b reais positivos, com b # 1, e sabendo que log, x = 2e
log, y = 3, qual € o valor de:

i X
a) log,, (x*y”) b) log,, [ \Jb; ] o) logy, (13-. Jxy )

(19} Sejam a, b e ¢ reais positivos. Forneca, em cada ¢aso, a eXpressao cujo desen
volvimento logaritmico é:
a) log, a +log, b —log, c

b) 2loga—logh-3logc
c)2-loga+3logh-2logc

£20) Sejam a, b e ¢ reais positivos. Forneg¢a, em cada caso, a expressdo cujo deses
volvimento logaritmico €:
1 1 F s
a) —sﬂloga—»Tlogc——z—lobb
b) 2+Llogza+Llog2h—logzc
3 6
©21) Se log 2 =a e log 3 = b, calcule em fungao de a e b os seguintes logaritm==
decimais:
a) log 6 c) log 20 e) log 0,5 g) log 15

b) log 4 d) log |2 0 log 5 h) log 0,2
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Como pudemos verificar, em nenhum exercicio de logaritmo, mesmo depois de
passada toda a parte tedrica, € explorado um contexto, um grafico ou tabela. Todos
foram de pura aplicagao tedrica.

Esse livro possui uma caracteristica de, ao final de cada capitulo, apresentar
ao aluno alguns exercicios de vestibulares envolvendo o tema em questdo. Pois nessa
secao, pelo menos, esperavamos encontrar exercicios com as abordagens que néo

haviam sido exploradas anteriormente.

Figura 33 — exercicios de vestibulares
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, S&o Paulo. p. 210

@1 (Vunesp-SP) Considere os seguintes nui- @D (UF-CE) A op¢io em que figuram as s F

meros reais: lucoes da equacio
2 ™ o whot 10 || Al
a= £l b=log,; 2 ¢c= log, L & +1og,, []”5-'- I"[ A v 10 ﬂ““‘
2" 28T 2

Entio: a)-3e?2 c)—2eld e)2e3
a)c<a<h dla<c<h by-3¢3 d)-2e2
bya<b<c eyb<a<e _ _ o
cec<b<a @& (Unip-5P) Se 0s nlimeros reais positives

x ey forem tais que

'J-'l‘i\-‘f

o . TS T 3l = .
2 (Unama-PA) Se 3* = T log, ¥4 = Jlogl.. ? +log, 3 =1
entio x + ‘}" & .lgl._lﬂ.l i ll()g]ll B + lngi“ Qr = 2 .

a -6 8 -8 d6 e -4

entao:
ax=1 d) x =log,,3
@D (UE-PD Se 07! =37 elog, (- )= byy=0 €) xy =1

I ¢y =log, 10

=—-, enido p'+p-q+q’ ¢iguala @B (PUC-RS) Se [(x) = log x, entao

a) 4 h) 3 <) 0 A7 @8 f( i_] + f(x) & igual a:

% (UE-CE) Se x, ¢ &, s4o as raizes da equa- a) 10 o) —f(x) €0
cdo x* +6x + 4 =0, entio by f(x5) d) 1

log, (5x,X, — 2x; — 2x,) € igual a: -
@8 (U. F. Juiz de Fora-MG) Considere a fun-
D3 MW o3 d) 5 ¢io [ : R — R definida por
2 2 f(x) = log,, (x* = 6x + 10),
Entio o valor de [(6) — [(—2) &:
lE(F. Visconde de Cairu-BA) Sabendo-se 5

5
que log 2 = 0,301, pode-se afirmar que a) 20 d) log, I
log 80 ¢ igual a: b) log,, 26 ) 1+ log, 26

a) 1,302 ¢) 1,903 e) 2,203
by 1,603 dy 2,102 [N
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Figura 34 — exercicios de vestibulares

IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, Sao Paulo. p. 211

(M.[{i\"n”("SI,) Se ,|\' = j e 4 = l)‘ ‘»'mflo
‘{” IJ"!’ ixt =y \!;ll(.‘:
)4 Alog;9 e2
H P
plogd D1
< o
(UPE-PE) Seja 1) = e PLEL O + 5y,

Um quociente das solugoes da equacio
(x) = 12x pode ser:

st 06 o) AL
: 3]

O
1
’ ) —
b5 C 3

.(z\i.wkcnzic-Sl‘) Se log, 6=m e log, 3 =
=p, 0 <k # 1, entdo o logaritmo de Sk
2

na base & ¢ igual a:

Ap-m+1

bhm=-p+1
Ap-m+6

d) 6m - 3p
ehm-p-3

.[U' E Vicosa-MG) Se log(a+b)=loga+

tlogb, enao L 4+ L ¢ :
:1 + b € igual a:

]
Y 01 e) —g~
18

d) 2

Q (Vy NESP-SP) gy,

Sﬁ 4m ng 1€r0 ng
Oom g pr()pl‘l()
11) n"

byl
n
ﬂ (F. Porto-Ale
1o log 5 valg:rense-
3) ki C) Zk
Dok Isi i
3

i
Ura] "a;ebu logarit,
Nlmerg ne » COIncide
A n?

d) n

|
€) nn

RS) Se logg = e

e)l-_k_.

@ eucrs) se 1o

log 375 & ¢ 983=¥, eno

a) ¥ + 3x
b) y + 5x
y-—x+3

dy-3x+3
e) 3(y +x)

@B (UF-MT) Sendo log, 25 = 33‘— podemos
afirmar que log, 5 ¢ igual a: ;

X xd 3 X2
a) 3 c) 5 e) 5
X 3 X
b) ey d) 3

@B (U. Metodista-SP) Sabendo-se que
[ = 25+k83 4 38T, entdo m é igual a:

0 105 e) 107

a) 103 106

b) 104

ApOs esses exercicios, esperavamos que o capitulo acabasse, mas ao virar a

ultima pagina, nos deparamos com uma sec¢éo do capitulo nomeada de “Matematica

no Tempo” onde consta um resumo de toda a historia da invengdo do logaritmo. A

época, a motivagao, o processo, o autor. Era um resumo que, se estivesse no inicio

do capitulo, provavelmente daria um animo, despertaria uma curiosidade e alimentaria

uma vontade de ir em frente para conferir as aplicacdes do logaritmo. Como estava

ao final do capitulo, podemos prever que os alunos, depois de passarem por uma série
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de conceitos novos e sem contextualizagcédo, passaram pelo importante resumo sem
Ihe dar o devido valor.

Figura 35 — Resumo da invenc¢éao dos logaritmos
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, S&o Paulo. p. 212

Ainvengio dos logaritmos

O desenvolvimento cientifico verificado no Renascimento, especialmente na.
Astronomia e na navegacao, exigia longos e laboriosos calculos aritméticos, A intre=
ducao, perto do final do século XVI, do uso das fracées decimais em substituicao a5

~sexagesimais e as comuns, amenizou um pouco as dificuldades computacionais dos
'_Eientiéta’s. Mas estas somente seriam superadas a contento com a invengao dos
logaritmos,.no infcio do século XVII.

A idéia dos inventores dos logaritmos era transformar operagoes mais diffceis o€
efetuar em outras mais faceis, por meio de tabelas que permitissem voltar aos calcules
iniciais. Por exemplo, transformar multiplicacoes em adicoes e divisdes em subtragtes
idéia essa Ja explorada embrionariamente antes. De fato,numa obra de 1484,0 medice
e matematico francés Nicolas Chuquet (14457-15007) incluiu uma tabelalem que

primeira coluna era a progressdo geométrica de razao 2:

1,2,4,8, 16, ..., 262144, 524 288, 1048576 2", n=1,2,3,...,20) 4=

‘e a segunda, a progressao aritmética, de razao 1

0,1:3,314,:518,10,20 LR LT

y .l

e observou explicitamente que a adicdo pa seguﬁda coiuna corresponde 4 multlpﬁ-
cacao na primeira. Por exemplo, para efetuar 8 x 16 basta somarseus correspondent
3 + 4 =7, e depois localizar o sétimo elemento da pnme:ra mluna. que é 128 (aqus
omitido). Posteriormente essa idéia seria estendlda pelo matemético alemao M Sn“ei

(1486-1567) para expoentes negativos e fracionarios, A tabela.construida por.Chuqu...;



Figura 36 — Resumo da invenc¢&o dos logaritmos
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, S&o Paulo. p. 213

é no fundo, uma tabua de logaritmos bastante rudimentar, uma vez que o5 nGm
da segunda coluna sao, como se diz modernamente, o5 logaritmos, na base 2. deo

numeros carrespondentes da primeira coluna.

6es pelas quais passou 0 mundo em sua época, tanto no campo da religido como

otégéo algébrica moderna, particularmente a
onencial par.a poténcias, sé seria
Qduzida algumas décadas apés a pu-
icacio da obra de Neper.Ou seja, Neper
segﬁfu realizar seu estudo sem essa
Simportante auxiliar, o que aumenta mais
ain 2 seus méritos,

? livio em que Nepef introduziu os
: ffitmosfrecebeuﬁ dele o nome latino
r'riﬁcgf‘fogarfrhmorum canonis des-

10 (Uma descricdo da maravilhosa

Hultan/Arehive

1 C osflogaritmp"s"). A palavra logaritmo Néper.

71
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Figura 37 — Resumo da inveng¢&o dos logaritmos
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004 Sao Paulo. p. 214

foi inventada pelo autor e deriva do grego, de logos (* 12807 no ¢
/ Entidg 0 do

uma PA.ou PG)) e arithmos ("numeros”). Como a obra fo Planejada t
endo o

uso na Astronomia, por meio da trigonometria, a tabua dd os logaritm S s
0§

angulos de 30°a 90° com intervalos de um minuto. H4 também umg | Osdo,
Intrg
gue Neper ensina como usar sua tabua. dugt

Generalizando a idéia de seus predecessores, Neper COMeca constyy;
G

’;.h‘?‘:w. 2 ]07 (1 35 -10—7)|\r

-x g

- associada naturalmente aPAn=0,1,23,...,100.A escolha da razio 1 - 1077 = 0,9999009

objetiva fazer com que os termos da PG. estejam muito préximos uns dos Outros e 3

mclusao do fator 107 visa evitar decimais. Nessas condigoes, Neper chama o expoernte |
de logantmo de4 107 (1 — 107)". Essa definicdo é mais complicada do que a dada hog
abltua!mente mas Se presta aos objetivos em vista. Por exemplo, pode-se mostrar que
ela transfor_ma um produto numa adicdo seguida de uma subtragdo. o e
Mn-*"ﬁ"bra de Neper despertou um entusiasmo muito grande na con

tifica da epoca Henry Briggs (1561- -1631), entdao professor do |
Londres/j:aosterlormente professor de uma cadeira dgﬂﬂét/;:nom:a_ ni

de Oxfg escreveu a proposito: "Jamans um livro m’e ag::d/o,v '

’/oﬁtussasmado

Podemos perceber que esse resumo aborda até a relacédo entre uma PG e uma
PA, dando ao aluno uma breve ideia da motivacdo de Napier e dos artificios por ele
usados.

O resumo poderia parar no ponto onde Napier cria a ideia do logaritmo, mas foi
mais completo quando continuou e apresentou a parte da histéria que envolve a
evolugao dos logaritmos apds a morte de seu inventor. Fica claro ao aluno que, para
chegar aos logaritmos que utilizamos com frequéncia hoje, foi necessario a
continuacdo de seu desenvolvimento por outro importante matematico, Briggs, que

apresentou ao mundo os logaritmos decimais com suas tabuas de logaritmos.
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Figura 38 — Resumo da invenc¢&o dos logaritmos
IEZZI, Gelson. Fundamentos da Matematica Elementar. ATUAL, 2004, Sao Paulo. p. 215

— -y
X

' JE:%"n 1615, Briggs visitou Neper em sua residéncia, na Escocia, ocasiao em que eles
...l:f":s’cutiram possiveis aprimoramentos no método dos logaritmos. Urna sugestao apre-
sentada por Briggs foi o uso da base 10, com 6 que Neper concordou, alegando que
= havia pensado nisso. Mas Neper morreria pouco depais; em 1617, sem ter posto
= pratica, ainda, essa idéia. Em 1624, porém, como fruto de um trabalho de sete
=703, Briggs publicou a obra Arithmetica logarithmica, com uma tébua de logaritmos
secimais, com 14 casas decimais, dos numeros de 1 a 20 000 e de 90 000 & 100 000.
_s logaritmos entre 20 000 e 90 000 seriam calculados, com 10 casas decimais, pelo
wreiro e editor holandés Adrien Vlacq (1600-1666) e seriam inseridos na segunda
=dicao da Arithmetica logarithmica, salda em 1628.
Como vimos, as logaritmos foram inventados Unica e exclusivamente camo
nstrumento para facilitar cdlculos, Mas é evidente que, com o advento dos com-
cutadores e das calculadoras cientificas, a finalidade inicial perdeu toda a sua
mportancia. No trabalho de Neper, porém, estava o embriao de um conceito que,
com o tempo, irla mostrar o grande valor intrinseco dos logaritmos: o. de funcdo
I ogaritmica. De fato, com o desenvolvimento da Matematica e das ciéncias, verifi-
{*_ou-se que muitos fendmenos fisicos, bioldgicos e econdmicos podem ser repre-

;.ent*aqSS, de algum modo, por essa fun¢ao. Sendo, portanto, um instrumento de
.__.'"iterpr@}'aiéo da natureza e das relacoes humanas, a funcao logaritmica jamais

?:‘-a_;d.erei sud\importancia, ®

Em nossa analise, foi possivel perceber que o livro apresenta as teorias de
forma inteligente, com exemplos faceis e uma linha progressiva de raciocinio que leva
0 aluno a concluir a necessidade do uso do logaritmo. Em mais uma publicagao, nao
encontramos exercicios com énfase em temas universais, tabelas e/ou graficos de
consulta e mesmo assim o livro foi aprovado e aplicado nas escolas de ensino médio
no pais. Obviamente que ainda ndo havia a preocupagao com a contextualizagao e
interdisciplinaridade como eixos norteadores para uma melhor compreensiao da

matematica.
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4.3 SOBRE O LIVRO 3

Como esse livro € uma publicagdo do mesmo autor, esperavamos encontrar

uma linha de raciocinio parecida, mas, pelo menos na introduc¢ao, percebemos a falta

de criatividade:

Figura 39 — introducéo aos logaritmos
IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 137

Introducio

U : s
e ?a Branja especializada na criacdo de frangos
P JOU sua expansio de modo que o numero de aves
dobre a cada ano,
Apds quant-os anos o numero de frangos passard a
Ser 5 vezes o numero atual?
Chamando de n o nimero atual teremos:

THINKSTOCR GETTY IMAGES

* ap6s 1ano: 2n frangos;
* apos 2 anos: 2 - 2n frangos;
* apos 3 anos: 2 - 4n frangos;
e assim por diante,
O ntimero de frangos vai evoluir da seguinte maneira:

2
n, 2n, 2’n, 2'n, .., 2'n, Galinhas em uma granja.

sendo x o nimero de anos de operacio, contados a partir de hoje.

Para responder a pergunta feita devemos resolver a equacao 2* - n = 5n, ou seja, 2* = 5, que é uma equacdo
exponencial.

No estudo de equagbes exponenciais, feito no capitulo anterior, sé tratamos de casos em que podiamos
reduzir as poténcias 4 mesma base.

Entretanto, se tivermos de resolver uma equagdo como 2% = 5,nio conseguiremos reduzir todas as poténcias
a mesma base. Nesse caso,como 4 <5 < 8, entdo 4 < 2* < 8,ou seja, 2? < 2* < 2%, e apenas poderemos garantir
que 2 < x < 3. Com os estudos feitos até aqui, ndo sabemos qual é o valor de x nem como determina-lo. Para
Tesolver esse e outros problemas, vamos estudar agora os logaritmos.

O mesmo exemplo, com as mesmas palavras e a mesma figura foi utilizado

neste livro, mesmo apos um intervalo de onze anos do ultimo livro avaliado®.

As consequéncias da definicdo e as propriedades dos logaritmos possuem a

mesma base de definicdo, de facil compreensdao, mudando apenas os exemplos

numeéricos.

16 LIVRO 2
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Figura 40 — propriedades operatérias
IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 140

Demonstragao:

n Prﬂpﬂﬁdades Operatorlas Fazendolog b =x, log,c=y e log, (l;-) =z,temos:

Vamos agora estudar trés propriedades operatérias log b=x=a*=b

envolvendo logaritmos. a
logaC:Y:a“l=C aE:—:ax‘?_:)z:x—Y

lo b) zma=l| ¥
- — = n — —
Logaritmo do produto ga(c c

0 logaritmo do produto de dois numeros b e ¢,
Teais e positivos, em uma base qualquera (0 <a = 1),¢é
igual 3 somados logaritmos desses niimerosna basea.

Isto ¢, log, (%) =log ,b-log. c
Observe alguns exemplos:
- log, (%) =log,8 =3

Aplicando a propriedade do logaritmo do quocient=
temos:log, 32-log, 4 =5-2=3.

log. (b c)=1log b+ log, c

Demonstragdo: 7
- log, )= log,7-log, 2
Fazendolog b=x,log c=yelog (b'c)=ztemos:
log b=x=a*=b . log(%)z10g3-log100210g3—2

log c=y=a"=c
log (b-g=z=a"=b-c

F=a-a=ati=z=x+y
Logaritmo da poténcia

O logaritmo de uma poténcia de base b, real e p=
sitiva, é igual ao produto do expoente pelo logaritms
da base da poténcia. Sendo a base do logaritmo u=
nimerca, talque 0 <a # 1,e o expoenter € R, entz=

Istoélog (b+c)=log b +log,c
Acompanhe alguns exemplos:
« log,(27-9)=1log, 243 =5

Aplicando a propriedade do logaritmo de um pro-

duto, temos: log, 27 + log,9 =3 + 2 =5 log, b =1 log,b

« log,6 =1log,(2-3)=1log,2 +log,3=1+log,3
+ log, 30 = log, (2 - 15) = log, 2 + log, 15 = log, 2 +
+log, (5-3)=log, 2 + log, 5 + log, 3

Logaritmo do quociente

Demonstracdo:
Fazendolog b = x e log b’ =y, temos:

log b=x=a=b }a

leg, b'=y=a’=b* Sl e B

Istoé,log b'=r"log b.

O logaritmo do quociente de dois numeros b e ¢,
reais e positivos, em uma base qualquera (0 <a #1),é
igual a diferenca entre os logaritmos desses niimeros
nabase a.

Observe esses exemplos:
- log,8*=1log, 64 =056

Aplicando a propriedade do logaritmo da poténc=
temos:log, 82=2-log,8=2-3 = 6.

log, (%) =log,b-log, c  log, 27 = log, 3' = 13 log, 3
- log V2= log 2? = log 2

Como os livros atuais, para serem aprovados pelo PNLD, precisam ter uma
énfase na contextualizagdo, interdisciplinaridade e base nas competéncias e
habilidades do ENEM, analisamos a proxima se¢cdo e encontramos 0s exercicios
iniciais, que eram apenas de aplicagao da teoria e memorizagao das propriedades.
Os ultimos exercicios ja estavam atualizados para as novas exigéncias do sistema

educacional atual: contextualizados e interdisciplinarizados.
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Figura 41 — sec&o de exercicios
IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 141

ﬁ Sejam x e Y positivos e 0 < b = 1. Sabendo que
log,x = -2 e log, y = 3, calcule o valor dos sequintes

logaritmos:
a) log, (x-y) d) Iogﬂ(}f’—,‘_}
TAAX
.)_(_ [ X+ \7
b) I°g=[y) e) Iog:( = )

<) logc (o - Y:) f) lOga '\'\.-)?< y?

g Desenvolva, aplicando as propriedades operatorias
dos logaritmos (suponha a, b e ¢ reais positivos):

a) log, (f&)

=

c) log, LT}

b 8a
el i

3 Sabendoquelog2 =a e log3 = b, calcule, em funcao
deaeb:

a) log 6 g) log0,3

b) log 1,5 h) log31,8

c) log5 i) log0,024
d) log 30 j) log0,75

e) Ic}gl k) log 0,666...
f) log72 1) log(4's-9")

E Sejam a, b e creais positivos. Em cada caso, obtenha
a expressao cujo desenvolvimento logaritmico, na
respectiva base, & dado por:

a) loga + logb + logc
b) 3log,a + 2log,c—log, b
¢) log,a-log,b-2
d) —;—-Ioga—logb
E Qual é o valor de:

3) log, 3 + log,, 5?
b) log,18-log, 67
3 3

i5

18

20

c} log, 72 -log, 12 - log, 27
3 ;
d) oy log,. 8 +2:log, 2 + lag,, 5 - log,, 90007

Considerando os valores log 2 = 0,3 e log 3 = 048,
calcule:

a) log 72 f) log 48
1
b) log —

) log 18 g)log 125
<) log24 h)log 2000
d) logi144 i) log 0,0003
e) log 0,06 i) log V1,5

Considerando log, 5 = 2,32, obtenha os valores de:

a) log, 10 d) log,30,2
b) log, 500 o 1092(%)
) log, 1600

Supondo que log 8 = p e log 9 = g, obtenha, em
funcaodepeq:

<) log¥162
d) log 6,75

a) log6
b) log 0,72

' Sabendo que log, (§7-42) = 3, calcule, em funcio

de a, o valor de log, 7 +42).

O pH (potencial hidrogenidnico) & uma escala usada
na Quimica para medir o grau de acidez ou basicidade
de uma solugao aquosa. Os valores do pH variam de
0 a 14, sendo que:

0 =< pH < 7 = solugao € acida

pH = 7 = solugao é neutra

7 < pH <14 = solugao é basica

O valor do pH ¢ obtido pela férmula: pH = ~ log [H],
em que [H™] éaconcentracio de ions hidrogénio,em
mol/L.

Como o livro ainda n&o havia abordado a parte de funcgéo logaritmica,

entendemos que sao poucas as opg¢des para contextualizagao, entdo continuamos a

nossa analise em busca de melhorias e novidades na abordagem do tema logaritmo.
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Figura 42 — sec&o de exercicios
IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 142

a) Considere trés solucdes aquosas A, B e C cujas
concentracdes hidrogenidnicas [H'] sdo, res-
pectivamente, 10°* mols/L; 4 10°® mols/L e
1,6 - 10" mols/L. Para cada uma, determine O
pH, classificando-a em acida, basica ou neutra.
Use log 2 = 0,30.

23

e) log,35-log,7 =1
f) log, (W2 + 1) +log, (2 -1)=0

Considerando 1,6 como valor aproximado parz
log 39, assinale V ou F nas afirmacoes:

a) log390=16 d) log 439 =08
b) Trés solucoes aquosas D, E e F apresentam pH,
respectivamente, iguaisa4,7;8,3 e 6,85. Usando b) log3,9 =06 e) log 0,039 =-04

os valores log 2 = 0,30; log 3= 0,48;log 5=0,7
e log 7 = 0,85, determine a concentragao [H']
de cada uma.

Considere duas solucdes aquosas acidas 5, e 5., com

pH respectivamente iguaisa l e 2.

a) Qual solucdo é mais acida?

b) Compare as concentragdes de hidrogénio ([H"])
das duas solugoes.

¢) Considere agora uma solugao aquosa acida 5, com
pH = 3. Compare as concentragoes de hidrogénio
(H))de S, e5,

Classifique as afirmagoes seguintes em verdadeiras
{V) ou falsas (F):

a) log 26 =1log 20 + log 6

b) log5 + log 8 - log 2,5 =2
c) log,4"® =36

d) log, W3 >0

24
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¢) log3900000 = 6,6

Considerando x e y reais positivos, & possivel qus
tenhamos log (x + y) = log x + log y?

Em caso afirmativo, dé exemplos numéricos em qu=
isso ocorre.

(FGV-SP) Os diretores de uma empresade consultoriz
estimam que, com x funcionarios, o lucro mensal qus
pode ser obtido é dado pela funcao:

2

 y o
P(x) =20 + \n( %5 )—D,‘lx mil reais.
Atualmente a empresa trabalha com 20 funcionarios

Use as aproximacoes: In 2 =0,7;In 3 = 1,1 para res

ponder as questoes seguintes:

a) Qual é o valor do lucro mensal da empresa?

b) Se a empresa tiver necessidade de contratar mais
10 funcionarios, o lucro mensal vai aumentar o
diminuir? Quanto?

Na secao de fungao logaritmica € apresentada ao aluno uma comparagéao entre
os graficos das fungdes exponencial e logaritmica e alguns exercicios fixando a parte

de analise de tabelas e anadlise grafica, alguns contextualizados, outros n&o.



Figura 43 — sec&o de exercicios

IEZZI, Gelson. Matemaética Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 147

h A lei seguinte representa uma estimativa sobre o
numero de funcionarios de uma empresa, em funcao
do tempo de vida:

n(t) = 400 + 50 - log, (t + 2)

em que n{t) &€ o nimero de funcionarios no t-ésimo

ano de existéncia daempresa (t =0, 1,2, .).

a) Quantos funcionéarios a empresa possuia na sua
fundagao?

b) Calcule a taxa média de variagao dessa fungao no
intervalo do 2° ao 62 ano de existéncia da empresa.

0 grafico seguinte representa a funcao f, definida por
fx) = log,, (x + k) sendo k uma constante real.

Ly

11

a) Obtenha o valor de k e o dominio de f, sabendo
que a abscissade U € 4.

b) Determine a abscissa de P.
¢) Determine a area do trapézio RSTU.

d) Obtenha o valor de f(1002), admitindo que
log2 =0,3.

Qual é o dominio da funcao f, definida por
f(x) = log, (0,2 - 1)?

Os gréficos de duas fungoes f e g sao mostrados a
sequir. Sabendo que f(x) = log x, determine:

¥

a) aleidafuncaog;
b) os valores de x para os quais f(x) = g(x);
¢) ovalorde f(3) - q(3).

42 O gréafico abaixo representa a fungao y = log, x.

Yy

Qual é o valor da area hachurada?
Considere log2 =03 elog 3 = 0,48.

43 Classifique como verdadeira (V) ou falsa (F) cada

afirmacao a segulir:
a) log 4 < log, 5

b) Iog% 4 < Icg;S

¢) log0,35 < log 0,2
d) log, * > log, 9
e) Ing_wz_ﬁ< Iog%Z

1 1
f) Iogls?::‘ Iog%?

44 Entre os nimeros seguintes, determine aqueles gue

sao positivos:

a) log; 3 d) Iog%%
b) log, 2 e) log: 7
¢) log0.2

45 O grafico da funcdo f: R* — R definidapory = Inxe

dado a seguir:

y=Inx

2]
111 S

Determine a area do triangulo ABC, usando a tabela

seguinte, que contém valores aproximados,

wlos| 1 [15] 2 25| 3 |35]a0]|

=l 16 |27 |45 |75 12 | 200 33 | 55
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O livro, ao final do capitulo, reservou um espaco que provavelmente
interessaria ao aluno. Um resumo de um fato real recente, o terremoto que atingiu o
Japao em 2011, sendo relacionado com o logaritmo.

Figura 44 — Terremoto ocorrido no Jap&o, em 2011.
IEZZI, Gelson. Matemaética Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 148

T

Os terremotos e os logaritmos

No dia 11 de marco de 2011, um forte terremoto de 8,9 graus na escala Richter sacudiu o Japa
esta entre 0s 10 piores da historia da humanidade.

Oterrernoto desencadeou o fenémeno dos fsunaniis —on
e que podem atingir velocidades proximas a df]! um jato comercial. O alerta de
i i idos (estado do Havali). . .
md;s‘:::r:::o]:;tgg\?:s?:dor dt(zixou um cendrio de guerra: aproxjmadamen'tg 25 mil w‘tlma.s (entre mortes confy.
madas e desaparecidos); 18 mil casas destruidas e milhares de prédios danif 1c.'i1dos. Além dllsso, hquve uma explo
sio em um reator da usina nuclear de Fukushima, causando grande apreensdo na ca_smur_udade internacional 4
economia do Japdo e, consequentemente, a economia mundial sofreram abalos sigmﬁcatwos.‘ _ .

A escala Richter foi desenvolvida em 1935 por Charles Richter e Beno Guteflbe.!rg, no CaIlfc.mrm% Instxtu}tevgq
Technology. Trata-se de uma escala logaritmica, sem limites. Nq entanto: a .pro‘pna natureza 1mpo.e urn limite
superior a essa escala, ja que elaesta condicionada ao préprie limite de re51stf:-lnc1a dasrochasnacrosta trerrest‘re,

A magnitude (graus) de Richter ¢ uma medida quantitativa do"tamanho” de um terremoto. Ela esta relacie
nada com a amplitude das ondas registradas e também com a energia liberada.

0. Esse terremg,

das pigantes que podem chegar até10 metrgs dealtyy,
tsunamisfoi enviado a vinte paise

Ambas as imagens retratam a regido
de Kesenruma, no Japao. A fotografia
de cima é de 12 de mar¢o de 2011,
logo apds o tsunami, e mostra a
devasta¢ado causada pelo terremoto;

a fotografia ao lado foi tirada um ano e
meio depois, em setembro de 2012.
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Além do texto, apresenta também duas fotos do local, antes e depois do

terremoto. Em nossa opinido, essas fotos ajudam a prender a atengao do aluno e o

ajudam a entender com menos dificuldade a aplicagao feita pelo livro.

Figura 45 — aplicagao dos logaritmos nos terremotos

IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 149

Delal> De2ally

T A. esca.la Richter e seus efeitog

Tremor Oscilagdes Vibracs ]
£a0 Vidro f
detectado | de objetog ] : Moéveis 3
] parecida | quebradg 5530 | Danosnas | Danos Pontes Destruigio
apenas SUSpensos. | comaq S | deslocados, | constrycs
ada quedasde | § + | tonstrugdes, | maiores, destruidas, = quase
S Passagem | pequenos endasnas | destruigao fissuras no | maioriadas | total das
sismografo, de um objetos, paredes, das casas subsolo, construghes | construaes,
caminhio, mais frageis. | canos se desaba. tremor de
rompem. terra visivel
i —————— 7 a olho nu.
H : lobo, 15 jun. 2005,
Amplltude 5 Fonte: O Globo, 15
nergia

Aamplitude é uma forma de medir a movimenta-
¢do dosolo e estd diretamente associada ag tamanho
das ondas registradas nos sismagrafos.

Afdérmula utilizada é;

M=logA-logA,

em que A € a amplitude maxima medida no sismé-
grafo a 100 km do epicentro do terremoto, e A, uma
amplitude de referéncia (log A, é constante).

Desse modo, se quisermos comparar as magnitu-
des (M, e M,) de dois terremotos em funcio da ampli-
tude das ondas geradas, podemos fazer:

M -M, = (log A, ~log A )~ (log A,~log A )
M-M, =logA -logA,

—

Em particular, se M, - M, = 1 (terremotos que di-
ferem de 1 grau na escala Richter), temos:

-
=>101=-ﬁ=>
= A =10"A,

Desse modo, cada ponto de magnitude equivale a
10 vezes a amplitude do ponto anterior.

Referéncias bibliograficas:
. Revista Galileu, Sao0 Paulo: Globo, out. 2002,

A energia liberada em um abalo sismico é um fiel
indicador do poder destrutivo de um terremoto. A
relagdo entre a magnitude M (graus) de Richter e a
energia liberada E é dada por:

2 E
=g '

sendo E; = 7 - 10 kWh (quilowatt-hora) um valor
padrdo (constante).

Vamos comparar as energias E, e E, liberadas em
dois terremotos T, e T, que diferem de 1 grau na escala
Richter, a saber, de magnitudes M, e M, = M, + 1.

De + ,podemos escrever:

E 3M
og ()= 5+ -

0
Assim, para o terremoto T, temos E, = E - 10 7,

M,
para o terremoto T, temos: E, = E, - 1077 =

3-(M + 1) £y 3 3
=E-10 2 = E 107 .101 = E -10%isto ¢,
el
E
3 1
E,=E,-102,

Como10z =V10° =V1000 ~ 31,62, concluimos que
aenergialiberada noterremoto T, é aproximadamente
32 vezes a energia liberada no terremoto T,

Assim, cada ponto na escala Richter equivale a
aproximadamente 32 vezes a energia do ponto an-
terior.

« Como medir a forca deum terremoto. Disponivel em: <www.obsis.unb br>. Acesso em: mar. 2015,
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A preocupagdo com a contextualizagdo continua, ja que o livro reserva uma
secao exclusiva para os exercicios contextualizados.

Figura 46 — exercicios contextualizados

IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 150

- /EXERCICIOS
“_ Considerando log 2 = 0,3 e log 3 = 0,48, resolva as a) osvaloresdepeq;
seguintes equagoes exponenciais: b) o tempo aproximado de uso para o qual 6 equipa
a) 3 =10 ) 2 mento valerd R 10000,00, Use log 3 = 04771,
= o) 2t = |
P2 ) ek 80 Estima-se quea populagdo de ratos em U i iply
c) =27 g) (L)‘ ~ ol cresca a taxa de 109 a0 més; 1510 &, a cada rnf‘rﬁ.’n ([ 5_
K 9 mero de ratos aumenta 10% em relagio ao numers
d) 10°=6 h) 2:=3 de ratos do més anterlar, Sabendo que a quantidads

atual de ratos é da ordem de 400 000, deteriming
ai Economistas afirmam que a divida externa de um
determinado pais crescera segundo a lei:
y=40-12"
sendo y o valor da divida (em bilhoes de ddlares) e x o
ntimero de anos transcorridos apés a divulgagao dessa

a) aleldafuncao que representa o numero ly) de rats,
em milhares, que o municlpio terd dagul 8 X imeses,

b) otempo minimo de meses necassiarios Piara que j
populagio de ratos no municipio quadriplicue,

previsio. Em quanto tempo a divida estara estimada Considere:log 11 = 1,04 ¢ log 2 = 0,30,
em 90 bilhoes de délares? (Use os valores:log 2 = 0,3
elog 3 =048) 81 A populagio de certa espécle de mamifera em uina i
regido da Amazdnia cresce sequndo i lel .
48 Oinvestimentomais conhecido do brasileiro é a cader- nit) = 5000 - e**
neta de poupanca, que rende aproximadamente 6% em que n(t) é o numero de elementos estimadao da espé:.
ao ano. Ao aplicar hoje R$ 2 000,00, um poupador tera cienoanot(t=0,1,2,..),contado a partir de hoje (t = 0),
daquiananos,um valorvdado porv(n) = 2000 1,06". Determine o nimero inteiro minimo de anos neces: L
a) Que valor terd o poupador daquia 3 anos? E daqui sarios para que a populagio atinja; ;
a6anos? Use 1,06° = 1,2 a) 8000 elementos. b) 10000 elementos, SL
b) Qual é o tempo minimo necessario para que o valor Useln2=0,69 e In5 =10, l
dessa poupanga seja de R$ 4 000,007 E R$ 6 500,007 S i
Considerelog2=0,3;log 13 = 1,1Elog 1,06 = 0,02. 52 (UF-GO)A capacidade de producéo de uma metalirgica !f
tem aumentado 10% a cada més em relacio ao més
g’“_f, Um eguipamento industrial foi adquirido por anterior, Assim, a produgdo no més m, em toneladas,
R$ 30000,00. Seu valor (v), em reais, com x anos de temsidode 1800+ 1,1™ ', Se a Industria mantiver este

uso, é dado pela lei: crescimento exponencial, quantos meses, aproximada-

v(x) = p - g% em que p e q s30 constantes reais. mente, serao necessarlos para atinglr a meta de produs
Sabendo-se que com 3 anos de uso, o valor do equi- zir, mensalmente, 12,1 vezes a producio do més um!?
pamento serd R 21 870,00, determine: Dado: log 1,1= 0,04,

Para fechar o capitulo, o autor disponibiliza uma se¢do com exercicios
contextualizados'’, com graficos, tabelas e outra se¢do'® com 28 exercicios aplicados

em vestibulares anteriores de varias regides do pais, todos de acordo com as
habilidades e competéncias do ENEM.

17 “Exercicios Complementares”
18 Testes



Figura 47 — exercicios complementares
IEZZI, Gelson. Matemaética Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 155

(UF-PR) O grafico abaixo corresponde a uma fungao
~ exponencial da forma fix) = 2%, sendo a e b cons.
tantes ex € R.

a) Calcule 0s valores a e b da expressio de fx) que
correspondem a esse grifico.

b) Calcule o valor de x para o qual se tem f{x) = 1)

<) Dado k = 0 qualquer, mostre que o ponto
x = log, (4K') satisfaz a equagio f(x) = k.

B LUt N e G

g T

8 Sob certas condicdes de temperatura, os bidlogos
~ acreditam que o numero de baratas de certa regiao
- dobre, no verdo, a cada 20 dias. Estima-se que a po-
- pulagdo atual de baratas nessa regido seja da ordem
de 5000. Considerando o més com 30 dias e supondo
- quetais condigdes sejam mantidas, determine:
. a) apopulacdo de baratas na regido, daquia 1 mése
.~ daquiadmeses. i
- b) o tempo minimo necessario (em dias) para que
~ apopulagio de baratas na regido quintuplique.
(UseV2=ldelogs=~068)

{Unicamp-SP) A superficie de um reservatério de
4gua para abastecimento publico tem 320000 m’ de
drea, formato retangular e um dos seus lados mede
© dobro do outro. Essa superficie € representada pela

LTI A TR e l ¥

a) Calcule a drea da faixa de terra denominada APP
nesse caso,

b) Suponha que a 4gua do reservatério deminui de
acordo com a expressio V)=V, 2%, emqgueV €
ovolumeinicialeté o tempo decorrido em meses.
Qual é o tempo necessario para que o volume se
reduza a 10% do volume inicial? Utilize, se neces-
sdrio, log /2 = 0,30,

17 Pressionando, sucessivamente, em uma calculadora
clentifica, a tecla {LOG" (logaritmo decimal), a come-
Sar pelo nimero 20 bilhdes, apos quantas vezes de

acionamento da tecla aparecera mensagem de erro?
Explique,

'8 (UF-GO) Uma unidade de medida muito utilizada,
proposta originalmente por Alexander Graham Bell
(1847-1922), para comparar as intensidades de duas
ocorréncias de um mesmo fendmeno é o decibel (dB).
Em um sistema de audio, por exemplo, um sinal de
entrada, com poténcia P, resulta em um sinal de sai-
da, com poténcia P,. Quando P, > P,, como em um
amplificador de dudio, diz-se que o sistema apresenta
um ganho, em decibeis, de:

G=10[og(—§3')

1
Quando P, < P, a expressao acima resulta em um
ganho negativo, e diz-se que houve uma atenuagao
do sinal.
Desse modo,

a) paraumamplificador que fornece uma potencia P,
de saida igual a 80 vezes a poténcia P, de entrada,
qual é o ganho em dB?

b) em umalinha de transmissao, na qual ha uma ate-
nuacao de 20 dB, qual a razao entre as poténcias
de saida e de entrada, nesta ordem?

Dado:log 2 = 0,30

19 (FGV-SP) Para receber um montante de M reais daqui

a X anos, o capital inicial C reais que a pessoa deve
aplicar hoje € dado pela equacdo:
C=M-e
a) Seelaaplicar hoje R$3 60000 quantoreceberade
 juro no periodo de 1 ano?
b) Se ela aplicar hoje R$ 3600,00, daqui a quanto

- tempo, _apro_)gima_damente, obtera um montante
{ que sera o dobro desse valor?

| Se necessdrio, use as aproximagoes: |
e =1%In2=07

88

‘



&9

Figura 48 — exercicios complementares
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40 (UF-PR) Considere o grafica da fungao f(x) = 10%, com

x real, e da reta r, apresentados na figura a seguir:

Y

fx) = 10"~
/

0 log(2) X

a) Utilizando a aproximagao log (2) = 0,3, determine
aequacaodaretar.

b) Como a reta r esta préxima da curva, para valores
de x entre 0 e log (2), utilize a equagao de r para
obter uma estimativa dos valores de 10°* e de
log (1.7).

41 (Fuvest-SP) Determine o conjunto de todos os nume-

ros reais X para os quais vale a desigualdade

|log,, (1—x%) -log, (1 + x)| <—;—.

| (Fuvest-SP) O nimero N de atomos de um isétopo
radioativo existente em uma amostra diminui com
o tempo t, de acordo com a expressao N(t) = Ne™,
sendo N, o nimero de atomos deste isétopo em
t = 0 e \ a constante de decaimento. Abaixo, estd
apresentado o grafico do log, N em funcao de t,
obtido em um estudo experimental do radiofarmaco
Tecnécio 99 metaestavel (¥"Tc), muito utilizado em
diagnésticos do coragao.

Zl:r

I e T
W
N I
3 s N

L e

e e g onone e S

544+—++ 1
0 2 4 6 8 10
t (horas)
A partir do grafico, determine:

a) ovalordelog N,

b) o ntimero N, de 4tomos radioativos de *"Tc.
¢) ameia-vida (T_l_) do " Tc.
2

Note e adote: A meia-vida T | de um isétopo radio-
2

ativo é o intervalo de tempo ‘em que o numero de
atomos desse isotopo existente em uma amostra cai
para a metade; log, .2 = 0,3;log,,5 = 0.7.

13 (Unicamp-SP) O sistema de ar-condicionado de um

14 (UE-RJ) A International Electrotechnical Commissios:

énibus quebrou durante uma viagem. A funcao que
descreve a temperatura (em graus Celsius) no interios
do énibus em fungao de t, o tempo transcorride
em horas, desde a quebra do ar-condicionado, £
T)=ilss =)t 107 + T_.ondeT éa temperaturs
interna do énibus enquanto a refrigeracao funcionava
eT,  éatemperaturaexterna (que supomos constants
durante toda a viagem). Sabendo que T, = 21 °C&.
T, = 30°C, responda as questdes abaixo.

a) Calcule a temperatura no interior do onibus
transcortidas 4 horas desde a quebra do sistemd
de ar-condicionado. Em seguida, esboce o grafice
deT(t).

b) Calcule o tempo gasto, a partir do momento 6&
quebra do ar-condicionado, para que a tempers
tura subisse 4 °C. Se necessario, use l0g,,2 = 0,38
log,,3 = 048elog, 5 = 0,70.

— IEC padronizou as unidades e os simbolos a serers
usados em Telecomunicagdes e Eletronica. Os pre®
xos kibi, mebi e gibi, entre outros, empregados pa&
especificar multiplos binarios, sao formados a pa
de prefixos ja existentes no Sistema Internacional d&
Unidades - SI, acrescidos de bi, primeira silaba da pz-
lavra binario. A tabela abaixo indica a correspondéncs

entre algumas unidades do Sl e da IEC.
sI _
B n;me_ slli;ﬁo: :ﬁnitude
quilo i _k 1 1& ]
._n{ega [ M— i _10"—-
a0 | .6 | m
IEC
nome simbolo = magnitude l
 «kibi W 20
mebi | Mi oo
_gibi | Gi ' 2%

Um fabricante de equipamentos de informatica, usua
rio do SI, anuncia um disco rigido de 30 gigabytes
Na linguagem usual de computacao, essa medida
corresponde a p - 2% bytes. Considere a tabela d¢
logaritmos a seguir.

EREEIERESED z.ais,q
logx 0301 0342 0380 0415 0447 | 0477

Calcule o valor de p.
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Figura 49 — testes
IEZZI, Gelson. Matematica Volume Unico. Sdo Paulo: Atual, 2015, p. 157

@ (U.F. Juiz de Fora-MG) O logaritmo de ym nimero
na base 64 ¢ 5 O logaritmo desse nimerg na base

1 s
- el
2
2 -y
a) : ) 3
b, __3_ d) !
m (PUC-MG) O valor da expressio log, 16 - lag, 32 +
+3: Iongé: ‘
b1 8 3
a) 2 <) Eon

m (Mackenzie-5P) Selogx = 0,1,logy = 0,2 e logz=03,
o valor de log Xyt g
Vz

a) 0,15 d) -0,25
b) -0,15 e) 06
¢) 0,25

{4 (UF-AM) Selog x = 3 + log 3~ log 2~ 2 log 5, entao x
éigual a:

a) 18 d) 40
b) 25 e) 60
c) 30

{8] (Enem-MEC) Em setembro de 1987, Goiania fol pal-
co do maior acidente radioativo ocorrido no Brasil,
quando uma amostra de césio-137, removida de um
aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada
inadvertidamente por parte da populagio, A meia-
-vida de um material radioativo é o tempo necessario
para que a massa desse material se reduza a metade.
A mela-vida do césio-137 é de 30 anos e a quantidade
restante de massa de um material radioativo, aps t
anos, é calculada pela expressao M(t) = A - (2,7)%, onde
A é a massa iniclal e k é uma constante negativa,
Considere 0,3 como aproximagao para log,, 2.

Qual o tempo necessdrio, em anos, para que uma
quantidade de massa do césio-137 se reduza a 10%

da quantidade inicial?

a) 27
b) 36
- ¢) 50
- d) 54
) 100

0

(UE-RJ) Um pesquisador, interessado em estudar
uma determinada espécie de cobras, verificou que,
NUma amostra de trezentas cobras, suas massas M,
€M gramas, eram proporcionais ac cubo de seus
comprimentos L, em metros, ou seja, M = a - L*, em
Que a & uma constante positiva. Observe os graficos
aseguir;

l.logM
——/
logL
Il.log M
\og L
lIl. log M

i

7

logL

IV.log M

G

Aquele que melhor representa log M em fungéo de
log L é o indicado pelo nimero:

a) |

b) Il

c

d) v
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O que pudemos concluir dessa analise, € que o livro, mesmo usando alguns
exemplos antigos, procurou se adaptar as novas exigéncias dos PCN+, incluindo
secOes exclusivas de exercicios contextualizados, de graficos e tabelas, além da
preocupagao com uma comparagao de um evento real (terremoto do Japao) com o
tema logaritmo.

Sentimos falta de um resumo histérico, que estava presente na edi¢cao anterior
analisada, o que, na nossa opinidao, tornaria a obra completa no que achamos mais
importante: uma melhor e mais facil compreensdo pelo aluno de um tema tao

importante quanto o logaritmo.
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5 CONSIDERAGOES FINAIS

Percebemos, por meio de muita pesquisa e vivéncia em sala de aula, que o
tema desse trabalho é pouco trabalhado e, quando é trabalhado, em sua maior parte
e feito de forma literal, formal e repetitiva. O Ensino de alguns topicos da matematica
no Ensino Médio, em particular o Logaritmo, definitivamente ndo vem obtendo éxito,
devido a imensa dificuldade enfrentada pelos estudantes neste topico e a quantidade
cada vez menor de autores que estudam o caso. A falha na auséncia do
desenvolvimento historico nos livros didaticos pode passar aos alunos e falsa de que
a Matematica € uma disciplina imutavel e que nada pode ser descoberto ou discutido
e nem mesmo contextualizada. Alguns autores resumem o estudo dos Logaritmos a
mera leitura e aplicacédo de propriedades e algebrismos.

Este trabalho sugere realizar a caracterizagdo dos Logaritmos a partir do estudo
histérico e sua evolugdo cronoldgica, buscando um enfoque menos algébrico e
centrando em comparagdes que incentivem a busca por padrdes e regularidades no
estudo das variagbes das grandezas estudadas. O ideal € que o aluno tenha
aprendido sobre Progressao Aritmética e Geométrica antes do Logaritmo, pois a ideia
principal do logaritmo é transformar produto em soma e a comparacgao inicial para
chegar a caracterizagao inicial do logaritmo depende da Progressao Aritmética (PA) e
da Progressao Geomeétrica (PG).

Acreditamos que o aluno se tornaria peg¢a chave desse enredo se houvesse
contextualizacdo, interdisciplinaridade. Mostramos nesse trabalho varias opcgdes,
sugestdes de aplicacbes em outras areas do conhecimento e isso faz com que os
alunos fiquem curiosos, e essa curiosidade alimenta a vontade de aprender.

Por minha experiéncia em sala de aula, por mostrar sempre ao aluno a utilidade
do logaritmo na matematica e em outras areas, considero que seria um equivoco
retirar o tema do curriculo basico do ensino médio no Brasil. A proposta da Base
Nacional Comum de retirar o tema do curriculo basico caiu como uma bomba nos
nossos ombros. Ha de se pensar melhor sobre o que € util ou n&o, sobre o que possui
aplicagao pratica e o que ndo possui. Certamente o logaritmo possui inUmeras
aplicagdes e nao deve, na nossa opinido, ser retirado do Curriculo comum nacional.

Sendo assim, espero que este trabalho seja util para muitos professores da
educacao basica e também para autores de livros didaticos.



6 ANEXO A — PAGINAS DO LIVRO Mirifici Logarithmorum Canonis

Constructio

17.

CONSTRUCTION OF THE CANON. I3

First table,

1 0C00000,. 2000000

1. mmm

9999999.0000000
-89999499

0099998.0000001
9999998

999999 7.0000003
__+9999997

99999496.0000006

o3 dn
p:;nu:’.lum
ag 01

9999900,0004950

Thus from radius, with seven
cyphers added for greater accur-
acy, namely, I0000O0C.00C0O000,
subtract 1.0000000, you get
99999g9.co00000 ; from this sub-
tract .9999999, you get 9999998.
cooooor; and proceed in this
way, as shown at the side, until
you create a hundred propor-
tionals, the last of which, if you
have computed rightly, will be

0909000.0004050.

The Second table procesds from radius with six cyphers

added, through fifty other numbers decveasing proportion-

ally in the propo

siton whick is easiest, and as neav as

ble to that subsisting between the first and last num-

bers of the First table,

Second feble,

10000000.000000
100.000000

9999900.000000
99.999000
9099800.001000
99.998000
9949 700.00 3000
99.997000
0999600.006000

Thus the first and last numbers
of the First table are 1ooocoooo,
ooooooo and 9999900.00049 50, in

which portion it is difficult to
form ffty proportional numbers,
A near and at the same time an
easy proportion is 100000 to 99ggg,
which may be continued with suf-
ficient exactness by adding six
cyphers to radius and continually
subtracting from each number its
own 100000" part in the manner
shown at the side; and this table

B 3 contains
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18.

19,

r4 CoNSTRUCTION OF THE CANON.
g contains, besides radius which is
: the first, fifty other proportional
5 numbers, the last of which, if you
g have not erred, you will find to be

00Q5001,222927 g005001.222027.
[This shounld be gggsoo1.224804—see note. ]

The Thivd table consists of sixty-nine columns, and in
each column are placed twenty-one numbers, ﬁrm#dm I
the proportion which @5 easiest, and as near as possible lo
that subsisting befween the first and last numbers of the
Second table,

Whence its first column ts very easily oblained from
radius with 'Ti&n!‘ﬂf added, by .iu&frmhqg s 2000™

part, and so from the other numbers as they arise.
First column of
Third table, In forming this progression, as

10000000.00000 the proportion between 10000000.
5000.00000 000000, the first of the Second table,

999 5000.00000 and 9995001,222927, the last of the
4997.50000 same, is troublesome; therefore com-

T 9990002 50000 pute the twenty-one numbers in the

J-ipe easy proportion of 10000 to 99gs,
499 2 which is sufficiently near to it; the

Wﬂiggzggggi ]:1.51', of these, if you have not EI.'T-Ed,
S will be 9900473.57808.
' From these numbers, when com-
ﬁ" puted, the last figure of each may be
P rejected without sensible error, so
o that others may hereafter be more
= easily computed from them.
990047 3.57808

The first numbers of all the columns must proceed from
radius

94
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CONSTRUCTION OF THE CANON, 15

radius with four cyphers added, tn the proporiion easiest
and neavest to that subsisting between the first and the last
numbers of the first column,

As the first and the last numbers of the first
column are 100coooo.coo0 and ggoog 735780, the
easiest proportion very near to this is 100 to go.
Accordingly sixty-eight numbers are to be con-
tinued from radius in the ratio of 100 to 9o by
subtracting from each one of them its hundredth

part.

20, fn the same proportion a progression is Lo be made from
the second number of the first column through the second
numbers in all the columns, and from the thrd throuph
the thivd, and from the fourth through the fourth, and
Srom the others respectively through the others.

Thus from any number in one column, by sub-
tracting its hundredth part, the number of the
same rank in the following column is made, and
the numbers should be placed in order as fol-

lows :—

PROPORTIONALS OF THE 1 HIRD TAELE,
Frrst Colsemn. Second Cofumn.
10000000,0000 §gOC000. 0000
0G0 5000,0000 9805050.0000
9QGO002. 5000 5890102.4750
9985007.4987 9885157.4237
9980014.9950 9880214.8451

ﬂ
=
g E g g F
= B
= i =
9000473.5780 9801468.8423
B 4 Third



16 CONSTRUCTION OF THE CANON.

Third Column, | ﬂﬁ*ﬁ‘ 5t 6otk Column.
9801000.0000 &e., up to 5048858.8900
9796099. 5000 &., up to 5046334.4605
9791201.4503 &e., up to 5043811.2932
9786305.8495 &c., up to 5041289.3879
9781412.6967 . &c,upto 5038768.7435

: Z
i ]
-~
o E‘ n E
- 3
9703454.1539 finally to | 49986006.4034
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