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RESUMO

Tentando motivar professores e alunos e resgatar o interesse dos mesmos pela geometria e
construgoes geométricas, usamos um método de solugoes de problemas geométricos com
régua e compasso. Assim, esse trabalho apresenta uma forma alternativa para solugoes de
problemas relacionados ao calculo de areas de regides abaixo de graficos das fungoes cons-
tantes, afins e quadraticas, no qual o aluno podera construir de forma critica, auténoma e
flexivel suas solugoes. Dessa forma, espera-se que esse método contribua para um estudo
mais prazeroso, além de propiciar o desenvolvimento de uma linguagem matematica mais

técnica, na qual possa analisar e solucionar problemas de construgoes geométricas.

Palavras-chave: Construgoes geométricas. Areas. Fungoes.



ABSTRACT

Trying to motivate teachers and students and rescue their interest in geometry and ge-
ometric constructions, we use a method of geometric problem solving with ruler and
compass. Thus, this work presents an alternative way to solve problems related to the cal-
culation of areas of regions below graphics of constant functions, first degree and quadratic,
in which the student can build in a critical, autonomous and flexible their solutions. In
this way, it is expected that this method will contribute to a more enjoyable study, besides
propitiating the development of a more technical mathematical language, in which it can

analyze and solve problems of geometric constructions.

Keywords: Geometric constructions. Areas. Functions.
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1 INTRODUCAO

Baseado em minha experiéncia de cinco anos na docéncia ministrando matema-
tica, o contetido de geometria e os relatos de colegas docentes e de discentes, percebi o
desinteresse dos discentes pelas aulas e dos docentes pelo contetiddo. Quando se trata dos
discentes, alguns fatores sao: falta de pespectivas, de motivacao e de pré-requisitos nao
adquiridos anteriormente, quando se trata do docente podemos citar: O desuso do con-
tetudo, a irrelevancia dada ao conteido e a falta de capacitacdo para os docentes nesse

conteudo.

No entanto, podemos observar que os alunos tem grande interesse pela geometria,
principalmente pelas figuras e pelas varias formas de se resolver o mesmo problema, basta
usarmos as ferramentas adequadas, na minha vivéncia como docente e nas escolas que

trabalhei ser o docente que ministrou esse conteiido posso relatar isso.

As construgoes geométricas continuam até hoje a ter grande importancia na com-
preensao da Matemaética elementar. Seus problemas desafiam o raciocinio e exigem sélido
conhecimento dos teoremas de geometria e das propriedades das figuras e nao é exagero

dizer que nao ha nada melhor para aprender geometria do que praticar as construgoes
geométricas (WAGNER, 2009).

Os problemas de construcao sao motivadores, as vezes intrigantes e frequentemente
conduzem a descoberta de novas propriedades. Sao educativos no sentido que em cada
um ¢é necessario uma analise da situacao, onde se faz um planejamento da construcao,
seguindo-se a execugao dessa construgao, a posterior conclusao sobre o niimero de solugoes

distintas e também da compatibilidade de dados (WAGNER; CARNEIRO, 2007).

A construcao geométrica cria estrategias que possibilita ao aluno a superar o ensino
tradicional, fazendo com que ele nao fique dependente de solugoes por meio de férmulas
e regras enrijecidas nas quais sao apresentadas em alguns livros didaticos. Também, ela
proporciona ao aluno estrategias que o permitem criar, planejar, construir e solucionar de

um modo versatil cada problema.

Por isso, o trabalho apresentado visa mostrar as construgoes geométricas por meio
de régua e compasso como uma ferramenta que ajudara tanto os docentes, como os dis-
centes, na solucao de problemas relacionados ao calculo de areas de regioes formadas por
graficos de fungoes, mais especificamente relacionada com o cédlculo de areas de regides
abaixo do grafico de fungoes até 2° grau. Assim, o estudante tera a possibilidade de calcu-
lar essas areas usando criatividade, sem se desviar do ensino-aprendizagem da geometria,

podendo assim, dinamizar o planejamento e a estrategia facilitando as resolugoes dos
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problemas citados.

Logo, este trabalho busca aumentar o interesse do professor e do aluno pelo con-
tetdo citado, deixando assim nossos estudos mais prazerosos com a utilizacdo de uma
métodologia que nao estava sendo usada de modo adequado, principalmente para os alu-
nos, que é a construcao geométrica com régua e compasso, a expectativa é fazer com que
o aluno tenha um senso critico e légico e que a cada problema solucionado esse aluno

possa adquirir novos conhecimentos.

Acredita-se ainda que podemos ter uma evolucao para que tando o discente quanto
o docente, possam desempenhar seu papel no que se refere ao aprendizado do contetido
de geometria de forma flexivel e autonoma, podendo tomar decisdes e usar a linguagem
matematica para resolver problemas empiricos e do cotidiano, mostrando a importancia

da geometria e das construgoes geométricas para o ensino-aprendizagem de matematica.
O trabalho foi dividido em 4 capitulos conforme detalhamos a seguir.

No capitulo 2 apresentamos o referéncial tedrico, bem como a revisao bibliografica
acerca de defini¢des, termos e simbologia referente a geometria, construgdes geométricas
e funcoes até o 2° grau. Também, serdao abordados alguns problemas bem como suas

solugoes desses contetidos matematicos citados acima.

No capitulo 3 abordaremos as solu¢oes de problemas de calculo de areas das regioes
abaixo do grafico das fungoes até 2° grau, de um modo estrategico, logico e construtivo
usando a régua e compasso e conceitos basico de geometria. Para a visualizagao dos
resultados esperados foi usado o software wxMaxima, o qual é livre e pode ser baixado

em http://andrejv.github.io/wxmaxima/download.html.

No quarto capitulo apresentaremos a conclusao, observando as contribuicoes do
trabalho para instigar a curiosidade e o interesse do aluno utilizando um método que venha
auxilid-lo no aprendizado matematico, além de chamar a atencao de nés professores para

um contetdo importante e que pode abordar varios temas de uma forma mais atrativa.

Finalmente serao apresentadas as referéncias bibliogréficas.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo apresentaremos algumas defini¢oes, teoremas e proposicoes da ge-
ometria Plana Euclidiana usamos como base (NETO; CAMINHA, 2013) necessarias ao
desenvolvimento deste trabalho. Também faremos algumas construcdes géométricas com
régua e compasso tendo como base (WAGNER; CARNEIRO, 2007), concluindo apés com
as defini¢oes de fungoes constantes, afins e quadréticas (LIMA, 2013).

2.1 Alguns resultados importantes da Geometria Plana

Euclidiana

A Geometria Elementar é o dominio por exceléncia no qual o método axioméatico
pode ser aplicado em situacoes que, embora simples, dao resultados altamente nao-triviais.
Tais métodos devem, portanto, fazer parte da formacao bésica de um cidadao.(BARBOSA,
2004).

Iniciaremos enunciando os postulados de Euclides. Os cinco postulados de Euclides
também sao abordados por (BARBOSA, 2004).
Postulado 1. Pode-se tracar uma reta por quaisquer dois pontos.
Postulado 2. Pode-se continuar uma reta infinitamente.
Postulado 3. Pode-se descrever uma circunferécia com qualquer centro e com qualquer
raio.
Postulado 4. Todos os angulos retos sao iguais.
Postulado 5. Se uma reta corta duas outras retas formando angulos colaterais internos
cuja a soma ¢ menor que dois retos, entao as duas retas se continuadas infinitamente,

encontram-se no lado no qual estao os angulos cuja a soma ¢ menor do que dois retos.

Definicao 1. Por quaisquer dois pontos passa uma unica reta.

Figura 1 — Reta r passando pelos pontos A e B

Definicao 2. Dados dois pontos distintos A e B sobre uma reta v, o segmento de reta é

a por¢io da reta v situada de A a B. Usaremos AB para representar o comprimento do
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segmento de reta AB.

Definicao 3. Chamamos de ponto médio de um segmento AB um ponto C, pertencente

a esse segmento, tal que ocorra AC = BC.

Figura 2 — C é ponto médio do segmento AB.

Definicdo 4. Um dngulo que mede 90° é chamado de Angulo reto.

Definicao 5. Dadas duas retas r e s, dizemos que r e perpendicular a s, que s € perpen-
dicular a r, ou que r e s sao perpendiculares quando r e s tiverem um ponto em comum e
formarem angulos de 90° nesse ponto, escreveremos r1s para denotar que duas retas sao

perpendiculares.

Teorema 1. Por qualquer ponto de uma reta passa uma unica perpendicular a essa reta.

Figura 3 — reta r_Ls passando pelo ponto C.

Corolario 1. Se duas retas distintas r e s sdo perpendiculares a uma terceira reta t,
entdo as retas r e s sio paralelas. Usaremos r//s como notagio para deniminarmos que
as retas r e s sao paralelas. (LIMA et al., 2006)

Figura 4 — a reta r e s sdo perpendiculares a reta t, entdo, r//s.
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Teorema 2. Por um ponto fora de uma reta m pode-se tragar uma unica reta paralela a

essa reta.
Proposicao 1. Se a reta s € paralela a r e t, entdo r et sao paralelas ou coincidentes.

Teorema 3 (Thales). Sejam r,s et retas paralelas. Escolhemos pontos A, A’ €r, B,B' € s
e C,C"et, de modo que A,B,C e A", B',C" sejam dois ternos de pontos colineares. Entdo

Figura 5 — Feixe de retas paralelas cortadas por retas transversais.

AR
= (NETO, 2012)

s

B'C’
2.1.1 Areas de Poligonos

Para que um conceito qualquer de area para poligonos tenha utilidade, conside-

raremos que as seguintes propriedades sejam validas, para uma leitura mais profunda
recomendamos (NETO; CAMINHA, 2013):

Poligonos congruentes tem areas iguais;

Se um poligono convexo é particionado em um nimero finito de outros Poligonos

convexos, entao a area do Poligono maior é a soma das areas dos Poligonos menores;

Se um Poligono maior contém um outro menor, entao a area do Poligono maior é

maior que a area do Poligono menor;

A drea de um quadrado de lado 1u é igual a 1u2.
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2.2 Construcoes (Geométricas

Nesta se¢do abordaremoss algumas construgoes com régua e compasso com base
em (WAGNER; CARNEIRO, 2007).

2.2.1 Perpendicular passando por um ponto do segmento AB.

Dado um segmento de reta AB e um ponto C pertencente a esse segmento, podemos

construir uma reta r perpendicular ao segmento AB passando por C.

Figura 6 — Segmento de reta AB com um ponto C pertencente a AB.

A c B
L - o

Para isso seguiremos alguns passos:

1 passo: Com qualquer abertura do compasso faremos uma circunferéncia no seg-

mento AB com o centro em C, essa circunferéncia cortara o segmento em dois ponto P e

Figura 7 — Segmento de reta AB com um ponto C pertencente a AB, com uma circuferéncia de centro c.

A B

|
c q

2 Passo: Com uma abertura no compasso maior que o segmento PC', faremos uma
semi circunferéncia de centro P, com a mesma abertura faremos outra semi circunferéncia
de centro (), de tal forma que as duas circunferéncias se encontrem em um ponto que

chamaremos de T'.

Figura 8 — As semi circunferéncias de centro P e ) com um raio maior que PC.

e W

.
L

A (P C Qj. B

L ]

3 Passo: A reta s que passa pelos pontos C' e T, é a reta penpendicular ao segmento

de reta AB passando pelo ponto C.
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Figura 9 — A reta s perpendicular ao segmento AB.
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De fato temos que os triangulos PCT = QC'T por LLL e, dai, TC’P:TC’Q. Mas,
como TCP+TCQ =180°, segue que TCP=TCQ =90°.
2.2.2 Reta paralela a uma reta r passando por um ponto P fora da reta.

Figura 10 — A reta r e um Ponto P fora da reta.

P
*

Para resolvermos esse problema seguiremos os seguintes passos:

1 Passo: Com uma abertura no compasso faga um circunferéncia C'1 com centro
em P de tal forma que a reta r seja secante a circunferéncia formada, com isso temos que

um dos pontos de interseccao é A.
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Figura 11 — Circunferéncia C'1 de centro P inteceptando a reta r no ponto A.

Cy

*T

\_/A r

2 Passo: Com a mesma abertura no compasso, faga uma circunferéncia C'2 com

centro em A interceptando a reta r em B.

Figura 12 — Circunferéncia C2 de centro A inteceptando a reta r no ponto B.

Cy

o
e

3 Passo: Com a mesma abertura faremos uma outra circunferéncia C'3 ecom centro

em B, interceptando a circunferéncia C'1 no ponto Q).
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Figura 13 — Circunferéncia C'3 de centro B inteceptando a circunferéncia C'1 no ponto Q.

Cy

4 Passo: Construir a reta s que passa pelos pontos P e (), que é paralela a reta r.

Figura 14 — Reta s passando por P e @, paralela a reta r.
¢y

2.2.3 Divisao de um segmento de reta AB em parte iguais

Figura 15 — Segmento de reta AB.

= e
=

Para resolvermos esse problemas seguiremos os seguintes passos.
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1 Passo: Construimos um segmento de reta AC suporte com origem no ponto A

suficientemente grande, como mostra a figura seguinte.

Figura 16 — Segmento de reta AB, com segmento de reta suporte AC.

2 Passo: Dividimos o segmento AC em partes iguais, para isto com qualquer aber-
tura do compasso, com a ponta do compasso em A, fazemos um risco sobre o segmento
e chamamos a interseccdo de M, com a mesma abertura fazemos o mesmo procedimento
agora com a ponta do compasso em M chamando essa nova intersecao de N e assim

sucesivamente como mostra a figura abaixo.

Figura 17 — Segmento de reta AAC dividido em cinco partes iguais.
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3 passo: Tracamos o segmento de reta B(@), a partir disto construimos uma pa-
ralela a esse segmento passando por P como nas construcgoes gemétcricas basicas dadas

anteriormente.

Figura 18 — Segmento de reta @B e a paralela a esse segmento, passando por P que forma o segmento
PD.

4 Passo: Tragamos as demais paralelas como mostra a figura abaixo.

Figura 19 — Segmento de reta AB dividido em cinco partes iguais.

A G F E D B

Pelo teorema de Tales, podemos afirmar que:
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AM AG
MN GF
Como AM = MN

Entao, AG =GF
Assim temos finalmente:
AG=GF=FFE=FD=DB

2.2.4 Area de um retangulo usando Régua e Compasso

Consideremos agora um retangulo ABC D, de lados 5u e 4u, como mostra a figura

abaixo.

Figura 20 — Retangulo de base bu e altura 4u.

A B
4u
D Su C

Para calcular a area seguiremos os seguintes passos.

1 Passo: Dividimos a base C'D em cinco partes iguais como na se¢do anterior. Por
cada ponto no segmento C'D tragamos uma paralela ao segmento BC. De maneira analoga

fazemos a divisao no segmento AD devendo ficar como na figura a seguir.
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Figura 21 — Divisdo do retangulo.

A B
4u

Xl 1 W Z
D C

P

Q
R
S

Logo, pela construcao temos que os segmentos verticais sao paralelos analogamente
os horizontais. Os retangulos internos sao quadrados de lado 1u e pelo postulado 4 da
da secdo 2.1.1 tem area igual a 1u?. Portanto, a area do retangulo, pelo postulado 2 da
mesma secao, ¢ a soma das areas dos quadrados que a compoem e como os quadrados sao
congruentes igual ao produto de 5 e 4.

Logo essa regiao possui area:

A =20u?

Assim,
A =5u.du

De um modo geral consideremos um retangulo de lados p e ¢, onde p e ¢ € Q.

Podemos calcular a area da forma a seguir:

Figura 22 — Retangulo de dimensdes p e q.

A C
q
B P D

m
Note que se p,q € Q, entao existem m,n,t e s€Z comn e s# 0 Tal que: p=— e
n
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t
q=-.
S
Nesse caso, para calcular-mos as areas seguimos os seguintes passos:
t
1° passo: Multiplicando a altura ¢ por s, temos: ¢.s, lembrando que ¢ = —, por isso,
S
t
—.5=t.
S

Figura 23 — Altura p do retdngulo multiplicada n vezes.

t's

t's

t's

t's

t's

§ VezZes t

t's

t's

t's

t's

t's

Quando multiplicamos essa fragdo, que representa o numero racional, pelo valor

do seu denominador o resultado é o numerador da fracdo que é um nimero inteiro.

2° Passo: Vamos usar a mesma metodologia para a base do retangulo. Multiplica-

. m ) m
remos a base p por n, entdo teremos: p.n, note que p = —, por isso, —.n=m.
n n
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Figura 24 — Altura ¢ do retdngulo multiplicada s vezes.

t/s

t/s

t's

t's

5 Veies . t

t's

t/s

t/s

t/s

t/s

m/n m'n m'n m'n m/n m'n m/n m/n m'n
n VeZes

Como no caso anterior, teremos um nimero m inteiro.

3 Passo: Preencheremos de retangulos iguais ao original, formando um retangulo

de altura ¢t e base m.
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Figura 25 — Retangulo de altura t e base m.

Note que Agora podemos calcular a area desse retangulo com régua e compasso,
para isso dividiremos esse retangulo em varios quadrados de lado 1u, que pelo postulado

4 das dreas, tem &rea de 1u?.

4° Passo: Vamos dividir a base m em m partes.



Figura 26 — Base dividida em m partes.

m
t
1 1 1 1 1|1 1 1 1
m vezies
m vezZes

5° Passo: Dividiremos a altura ¢ em ¢ partes.

31
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Figura 27 — Altura dividida em ¢ partes.

m
1
1
t vezes 1
1
1
1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
m VEezZes
m vezes

No caso desse retangulo de base m e altura t e pelo postulado das areas 2, a area
é soma de quadrados formados e podemos calcular a quantidade de quadrados quando
multiplicamos a quantidade de quadrados da altura ¢ com a quantidade de quadrados da

base m.
Area = m.t

L. t m
Como multiplicamos — por s o que resultou em ¢t e — por n o que resultou em m.
S n

Devemos dividir ¢ por s e m por n. Portanto, a area vai ficar:
m t

Area=—.—
n s

. m t .
Note também, que — =p e — = ¢, por isso:
n S

Area=p.q (LIMA, 2009)

Veremos como podemos aplicar:

Exemplo 1 (Area do Retangulo de base 3,8u e altura 2,1u). Para Calcular a Area desses

retangulos sequiremos o método acima.
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Figura 28 — Retangulo com dimensdes Racionais.

38

N
-

Sequiremos o0s sequintes passos:

1 passo: Como a base e a altura tem medidas com uma casa decimal, faremos uma

coluna com nove retangulos idénticos e colocaremos em cima do retangulo.

Figura 29 — coluna de 9 Retangulo idénticos colocados em cima do Retangulo de base 3,8u e altura 2, 1u.

- 3,8

Com isso construimos uma altura com uma medida inteira.

2 Passo: Construiremos agora nove colunas idéndicas a primeira, que serdo colo-

cadas ao lado da coluna ja construida.
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Figura 30 — coluna de 9 Retangulo idénticos colocados do da coluna de Retangulos de base 3,8u e altura
2,1u.

&)

Com isso construimos uma altura e uma base com uma medidas inteiras.
Logo, temos um novo Retangulo com 38u de base e 21u de altura.

Figura 31 — Retangulo construido de base 38u de base e 21u de altura.

21u

38u

E para calcularmos a Area desse Retingulo dividiremos ele em quadrados de lado
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1u e Area igual a 1u®. Com isso sua Area vai ser:

Area = 38u.21u = 79842

Como para calcular esta Area aumantamos tanto a base como a altura em 10
Retangulo idénticos, para calcularmos a Area do Retdngulo de base 3,8u e altura 2,1u
dividiremos a base por 10 e a altura por 10, ou ainda podemos dividir a Area por 100.

Portanto, temos:

Figura 32 — Area do Retangulo com altura e base Racionais.

38

798u2
100

Area= =7,98u?

Observagao: De modo andlogo, podemos calcular a Area para Retdngulos com

dimensoes com medidas Centesimais e Milesimais.

2.3 Funcoes constantes, afim e quadratica

Nesta secao veremos as definigoes das fungoes constantes, afins e quadraticas e seus
respectivos graficos (LIMA, 2013).

2.3.1 Funcoes constante

As fungoes de R — R sao fungoes que tem um f(x) =y, e um z, dados por uma
lei da funcgao, onde cada uma tem uma lei caracteristica, e y depende de z, ou x depende
de y. A funcdo constante é uma funcao de R — R, onde a lei dessa funcao é dada por
f(z) = K, com K pertencente aos nimeros reais(R).(LIMA, 2013)

O gréfico da fungao constante é dado por:
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Figura 33 — Grafico da fungio constante.

YAL

k y=1fix)=k

L

]

fungio constante

Note que para qualquer valor de x o valor y ¢ igual a k.

2.3.2 Funcao Afim

Chama-se de funcao afim, qualquer fun¢do de R — R dada por uma lei da forma
f(z)=azx+b, com a e b €R, onde a # 0, nessa funcdo a é chamado de coeficiente de x e b
é o termo independente.

Um caso particular da funcao afim é quando b=0, pois temos o uma funcao afim de
R — R dada por uma lei da forma f(z)=ax,com a # 0, essa fun¢ao é chamada de funcao
Linear.(LIMA et al., 2006)

O grafico da fungao linear é dado por (a > 0):

Figura 34 — Gréfico da fungéo linear com f(x)=ax.

O grafico da funcao liner quando a < 0.
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Figura 35 — Gréfico da fun¢do linear com f(z)=—ax.

Note que o grafico da func¢ao linear passa pela origem do plano cartesiano.

Quando a fungao afim de R — R é dada pela lei f(x)=ax+b, com b# 0, o grafico
da funcao pode transladar tanto pelo eixo das abcissas, como transladar pelo eixo das

ordenadas.

Exemplo 2 (Construir o grafico da fungao f(z)=2x+1). Para fazer um grdfico, basta
resolver a equagio quando =0 e quando y=0, com isso teremos os pares ordenados (0;1)

e (0,5;0), respectivamente.
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Figura 36 — Grafico da fungao afim.

f{x)=2x+1

Temos que observar que o grafico nao passa pela origem.

2.3.3 Funcao Quadratica

Chama-se de funcao Quadratica qualquer funcdo f:R — R dada por uma lei da

forma f(x)=az?+br+c, em que a, b e ¢ sdo niimeros reais e a ¢ diferente de zero.

O gréafico da fungdo quadratica é uma curva chamada de parabola, que quando

a > 0 temos uma funcao crescente, e quando o a < 0 a funcao é decrescente.

Também a quantidade de raizes reais de uma funcao quadratica depende do valor

obtido pelo valor do discriminante A.
Quando A > 0, ha duas raizes reais e distintas.
Quando A =0, ha duas raizes reais e iguais.

Quando A < 0, nao ha raizes reais.



Figura 37 — Gréfico da fungdo quadratica A positivo.

a>0eA>0 a<0eA>0
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Figura 38 — Gréfico da fungdo quadratica A=0.

a>0eA=0 a<0eA=0
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Figura 39 — Gréfico da funcao quadratica A negativo.
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39
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3 AREA DE REGIOES

Neste capitulo calculamos areas de regioes limitadas pelo grafico de fungoes f que
podem ser constantes, afins e quatréticas, onde f(z)>0, mais especificamente areas de
regides abaixo da curva definida pela funcao f a partir de um ponto p até um ponto ¢ no
eixo das abcissas, onde p e ¢ serao considerados niimeros racionais. O método utilizado

para calcular essas areas é as construgoes geométricas por meio de régua e compasso.

3.1 Area da regiao limitada pelo grafico de uma funcao

constante

Como vimos a fung¢ao constante é dada por uma lei f(z)=K. Também tem como
grafico uma reta paralela ao eixo das abscissas. Entao, calcularemos as areas baixo das

fungoes para f(z)>0, nesse caso o K>0.
Vejamos, entdo como calcular a drea da funcao f(z)=K.

Dado o grafico da fungao e os limites de variagao do eixo das abcissas, calcularemos

a area do seguinte modo:

Figura 40 — Grafico da fungéo constante f(z) = k.

}I’u

k y=f{x) = k
I i
1 |
! |
1 | =.
P 0 q ®

Podemos observar que qualquer valores pare p e g pertencente ao eixo das abcissas,

para construir as retas verticais, formaremos a area que queremos calcular, onde p, q e

ke Q.
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Figura 41 — Regido abaixo da fungdo constante f(x) =k e das retas verticais passando por p e gq.

¥

k y=f(x) = k

A regiao que formamos é retangular, como no capitulo anterior vimos como calcula
areas de regioes retangulares, entao a area da regiao formada pelo grafico da funcao e das

duas retas verticais é:

Area = (q—p).k

3.2 Area da regiao limitada pelo grafico de uma funcao
Afim

A fungao afim é caracterizada pela lei de formagao f(x)=a.x+b, nessa secgao ana-

lisaremos os graficos e vamos calcular areas abaixo dessas fungoes.

3.2.1 Area de uma funcio Afim da forma f(z) =azx+b

De um modo geral, também podemos calcular a area de uma fungao afim completa,

ou seja, na forma f(x) =axr+b, onde a e b € Q.

Para Calcularmos tal area precisamos dos pontos no eixo das abscissas que limita-

ram a area a ser calculada, chamaremos esses pontos de g e p, onde g e p € Q.

Entao, teremos:
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Figura 42 — Gréfico da funcdo f(x)=ax+0b.

T T T T
discretel

Note que, temos que calcular a area delimitada por p e gq.

Figura 43 — Area delimitada pelo grafico e pelo eixo das abscissas nos pontos p e q.

T
discretel

Comecaremos a calcular essa area supondo que essa area fosse a area de um retan-

gulo. Entao, teremos:
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Figura 44 — Area da regiao entra o grafico da funcdo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas com um retangulo.

T
discretel ——

a(p+q-p)+b

Como temos um retangulo e ja sabemos calcular a drea de um retangulo por régua

e compasso, logo a area vai ser:

Al = (¢—p).la.(p+q—p)+D

Vamos calcular dividindo essa area em dois retangulos, com isso teremos:
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Figura 45 — Area da regido entra o grafico da funcdo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas com dois retangulos.

T
discretel

atmﬂﬂémhh_ .
a(p+LEpb
A2 i
’ qp | qp a
2 | 2
A= (25 fap+ 155) +1)
Al= (—q;p).[a.(p+2(q;p))—|—b]
Area total=A1+ A2
Area total=("—).[a.(p+ 15 5) +4] + (15 gp).[a.(p—l—Z—(q;p)) )
Area total=(*).[a.(p+ ¥)+b+a.(p+2(q;p))+b]
Area totalz(%).[a.(p—k _q;p —|—p—|—2—(q;p))+2b]

Area totalz(%).[a.@p%— %(1 +2))+20]

Agora, vamos dividir a area em trés retangulos, entao vamos ter:
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Figura 46 — Area da regido entra o grafico da funcdo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas com trés retangulos.

T
discretel

a(p+ 3(9;3E]]+h B

a(p+ ztﬂlgE]Hh

alp+ L2 )b

Area total=A1+ A2+ A3

Areatotalz(?).[a.(p—k?)—f—b]—i—(q;p)[ 0 (p+2 9PN 4 (AP [ ot

- 3 3

q—p

3 3 )+b]
Areatotalz(?).[a.(p+u)+b+a.( +2(q3p))+b+ (3P . D)) 4y
Areatotalz(?).[a.(p—kq3p+p+2(q3p)+ +3(q3p))—|—36]

Area totalz(?) [a.3p+ (=L 3p) (1+2+3))+3]
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Podemos notar que a uma relacao, da quantidade de retdngulos com a forma de
calcular a area da funcao que forma uma sequéncia. Se dividissemos em 10 retangulo,

teremos a seguinte relagao:

Figura 47 — Area da regido entra o grafico da fungéo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas com dez retangulos.

T
discretel

a.[pﬂ%hh

q-p b
alpr - -

9(49P) 9
10

Area total=A1+ A2+ A3+ A4+ A5+ A6+ AT+ A8+ A9+ A10

Area total:(ql;op).[a.(mer (q%op).(l+2+3+4+5+6+7+8+9+10)) +100]

Se dividissemos em 100 retangulos, terfamos:
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Figura 48 — Area da regido entra o grafico da funcdo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas com cem retangulos.

I
discretel
discrete2 ——|

o
=
o]

90(q-
a.(p+ _EII(_)EL J+b A

a.(p+ %%E]- J+b

Area total=A1+ A2+ A3+ A4+ A5+ ...+ A96 + A97 + A98 + A99 + A100

).[a.(100p+(%).(1+2+3+4+5+...+96+97+98+99+

q—p

Area total=(
100

100)) + 1000]

Se dividissemos em um ntmero muito grande de retdngulos n, teriamos a area da

funcao, como mostra a figura e os calculos abaixo:
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Figura 49 — Area da regido entra o grafico da funcdo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas com n retangulos.

a.(p+ IL1]I_1[EILE1 J+b
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' discretel

discrete?

Area total=A1+ A2+ A3+ A4+ A5+ ...+ A96 + AT+ A9 + ... A(n — 1) + An

Area total:(?).[a.(np—i- (?).(1+2+3+4+5+...+96—|—97—|—98+...+ (n—

1)+n))+nb]

Area total=(L—2) [a.(np+ (L=2) (
n n

Area total=(¢—p).[a. K

rea total=(g —p) la.p+ (L

Area total=(q — p).[la.(p+ (g —p).(

n2

5 +§)) —|—nb]

2
q—0p n n
-5 +5

s+ 2+

2

n
an? T2 )

Area total=(q—p).[a.(p+ (g —p).(1 +0))+b

2

Area total=(q—p).[a.(p+ ?) + b

Area total=(q —p).[a.(Q+p) + b
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¢ —p?

Area total=[a.( )+b(q—p)]

Area totalzg.(qQ —p?) +b(g—p)

Entao, chegamos na forma geral de se calcular a area de uma funcgao afim qualquer,

onde p,q,a e b € Q.

Veremos algumas aplicacoes:

Exemplo 3. Calcular a drea da regido abaizo da funcao f(x)=a.z, e pelas retas verticais

e perpendiculares que passam por p e ¢ no eixo das abscissas, e a,p e q € Q.
Para calcular essa drea podemos fazer duas andlises:

Como nessa funcao b= 0, o seu grdfico passa pela as origem do plano cartesiano,

quando escolhemos p e q € x, precisamos substituir na formula geral para drea dessa regido.

Figura 50 — Area da regiao entra o grafico da funcao e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas.

T
discretel

Area total:g.(q2 —p?)+b(q—p)

Area total:g.(q2 —p?)+0(q—p)
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{ a2 2
Area totalzi.(q —p?)
Se caso o valor de p=0, entdo teremos:

Figura 51 — Area da regido entra o grafico da funcdo e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das
abscissas.

T
discretel

p=0 _ q

Area toml:g.(q2 —p?)

Area total:g.(q2 —0)

2
Area total:%

3.3 Area da regiao limitada pelo grafico de uma funcao

Quadratica

Nessa secao vamos calcular a area de uma regiao abaixo da curva dada por uma
funcao de segundo grau, com régua e compasso, usando o mesmo método usado nos pro-

blemas anteriores.
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3.3.1 Area da regido entre o grafico da funcdo, da forma f(z) = az®+bx +c,

e a retas horizontais e perpendiculares ao eixo das abscissas.

Para calcularmos a area de uma func¢ao dessa forma, veremos primeiro um grafico

desse tipo de func¢ao, observe a figura abaixo:

Figura 52 — Gréafico da funcio f(z) = az? + bz +c.

I
discretel

Note que na figura acima, temos uma parte do grafico da funcao quadratica com-

pleta, que estar delimitada no eixo das abscissas pelos niimeros p e ¢, onde p eq € Q.

Queremos calcular a area que estar pintada, como mostra a figura a seguir:
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Figura 53 — Area da regido entre o grafico da funcéo, da forma f (r) = ax? + bx +c, e a retas horizontais
e perpendiculares ao eixo das abscissas.

T
discretel ——

Para calcular essa area vamos supor que ela se aproxima da area de um retangulo,

entdo teriamos:

Figura 54 — Area da regido entre o grafico da funcdo, da forma f(z) = aaz? + bz +¢, e a retas horizontais
e perpendiculares ao eixo das abscissas admitindo que seja a de um retangulo.

T
discretel

a.(p+q-p)*+b.(p+g-p)c

Area total=A1
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Area total=(q —p).(a.(p+q—p)?> +b.(p+q—p) +c¢)

Area total=(q—p).[a.(p> +2p.(¢—p)+ (¢ —p)2) + b.(p+ (¢—p)) + ]

No entanto, podemos notar que sobrou muita area da que verdadeiramente que-

riamos, porém, podemos dividir essa area em dois retangulos, logo vamos ter:

Figura 55 — Area da regido entre o grafico da funcéo, da forma f (r) = ax?® + bxr +c, e a retas horizontais
e perpendiculares ao eixo das abscissas dividido em dois retangulos.

! I dislcretel
el.[p+2|:q'Tp*:I ]2+h.[p+2h'Tp]]+c B =
A2
a(p+ LB pebpr TE e
| |
— | P 4
q—p q—p q—0p
Al = (F57) (ap+ 7 22+b.(p+ =) +¢)
_4-p (g—p) .o (¢g—p)
A2_(7).(a.(p+27) +b.(p+2 5 )+c)
Area total=A1 + A2
Area totalz(q_p)-(a-(erq;p)2+b-(p+q;p)+c)+(q;p).(a.(p+2(qu))2+

b@+2@;p5+@



54

(@1;29))g+b_(p+2(f1gp))Jr

Area total=

(%).[a.(p—l— ?)2—%6.(}94— ¥)+c+a.(p+2

P fa.((p+ 1502

Areatota,l:(q— p+T) +(p+2(q p)))—l—b.((p qa—p

. +p+2(q )

2 P

2¢]

Areatotalz(qu) [a.(p?+2.p. (q 2p)+(qap) +p +2p2(q 2p)+22.(¥)2)+
q—0p

Areatotalz(?) [a.(2p%+2.p. (q p) (1+2)+(u)2(12+22))+b (2p +¥(1+

2 a
2)) +2(]

Podemos notar que sobrou menos area, entao vamos dividir em trés retangulos,

entao vamos ter:

Figura 56 — Area da regiao entre o grafico da funcéo, da forma f () = ax?® + bx +c, e a retas horizontais
e perpendiculares ao eixo das abscissas dividido em trés retdngulos.

[ T T T
: discretel

atms“g—” J+b(p+3 “g—“’ Je

alp+ 2B yn(ps 208 ),

a(p+ LB pebipr TB o
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Area total=A1+ A2+ A3

(q—p)
3

p

Area totalz(q%) (a.(p+ T> +b.(p+ -r

—l—c)—i—(T).(a.(p—l—Q

b.(p+2(q;p))+c)+(q;p).(a.(p+3( ; ))2+b.(p+3(q;p))+c)

+457) )+

Area total=(1o5).[a.(p+ T2 4-b.(p +qu)+c+a(p+2(q NN S

3 3

c+a.(p—|—3(q;p))2+b.(p+3<q;p>)+c]

Areatotal:(q;p) la ((p+¥) +<p+2(93p)) T +3(q3p)) )—i—b.((p—l—%)—k
(P+2(q;p))+(p—|—3(q_p)))+30]

Area total=(1L) [a. (v + 2.p. (q;p) + (02 pt 4 2p2 (q;p) +22 (152 +
p2+2-p-3-(q;p)+32-(q;p)2)+b~(3p + L (1+2+3) +3¢

Areatotal:(%).[a.(?)pz%—?p. (qu).(1—1—2+3)—1—((];1?)2.(12+22+32))—|—b.(3p+
TP (14243))+3(

Note que podemos ter um padrao, ou seja, uma relacao entre o nimero de retan-
gulos e a forma que se calcula a area total.

Se dividissemos em 10 retangulos, a area total ficard de acordo com o padrao desse modo:
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Figura 57 — Area da regido entre o grafico da funcéo, da forma f (r) = ax? + bx +c, e a retas horizontais
e perpendiculares ao eixo das abscissas dividido em dez retdngulos.

[ T T T
: discretel
a[m%ﬂlhhtmgl%wlﬂ
B Al10D
— M —
a[m%E J+b(P+ %E J+c | A
.gfd-p) g
10
Area total=A1+ A2+ A3+ Ad+ A5+ A6+ AT+ A8+ A9+ A10
A _q—p 9 (¢—p)

(ql;()p)2.(12+22+32+42+52+62+72+82+92+102))+b.(10p+q1;0p.(1+2+3+4+

5+6+74+8+9+10))+ 10c]|

Se dividissemos em 100 retdngulos, a area total ficarda de acordo com o padrao

desse modo:
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Figura 58 — Area da regido entre o grafico da funcéo, da forma f (r) = ax? + bx +c, e a retas horizontais

e perpendiculares ao eixo das abscissas dividido em cem retangulos.

(a-p))*+bi {g-p) )
a(p+ QQ%]‘* (p+ 99% +C

qa-p)y? -
ﬂipﬂdﬁ}l +b{p+1d%]+c

T
discretel

discrete2

P w10(Q-P)-
100

20(g-p) q

Area total=A1+4 A2+ A3+ A4+ A5+ ... + A96 + AIT + AIS + A99 + A100

(¢—p)
100

Area totalz(%).[a.(lOOp2 + 2p.

(14+24+3+4454+...+96+97+98 +

99+100) + (L2 (12492 1 32 1 42 1 52 1+ . 4962 +- 972 + 982 + 992 + 1002)) + b.(100p +

100
q—p

L C (14243+445+... 496497498499+ 100)) + 100]

100

Entao, com um nimero de retangulos n de retangulos muito grande, vamos ter a

area do grafico. Que ficaria assim:
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Figura 59 — Area da regido entre o grafico da funcéo, da forma f (r) = ax? + bx +c, e a retas horizontais
e perpendiculares ao eixo das abscissas dividido em n retdngulos.

T T T T
: discretel

discrete?

a(p+(n-1).{a-P))*+b(p+ (n-1).{q-p) ) +c|
n n

a(p+ 1(1*1"1_P}]1+h[p+1dq;l_P}] +

P --10(9-P}-- .. (n-1).{g-p) g
n n

Area total=A1+ A2+ A3+ A4+ A5+ ...+ A6+ AT+ A8+ ... + A(n— 1)+ An

Area total=(L=2) [a.(np? +2p. U= (1 121 34 4454+ 06497+ 98+ .. +
n n

(n—1)+n)+(L2)2 (12422 4324 42 4 52 4 ..+ 962 + 972+ 982 + ... + (n— 1) +n2)) +
n

b.(np+?.(1+2+3+4+5+...+96+97+98+...+(n—1)+n))+nc]

(q—p).(n_z N n) N (q—p>2.(n.(n—|—1).(2n—|— 1)) N

q—p
) n 2 2 n 6

Area total=(

2
q—p n* n
b.(np+ - A 5 T 2)-I—nc]

a.(np® + 2p.

— n2 n — n3 n2 n
D) (04 Ty (I e (2,

Area total=(q — p).[a.(p? + 2p. (= b.
;ea otal=(q —p).[a.(p* +2p (5 +5 " o +b.(p+
q—p ,n n
pe ( 5 +2)+c]
2 3 2
. B 9 n n 9 2N 3n n
Area tota;l—(q—p).[a.(p +2p.(q—p).(W+W)+(q—p) '<6n3 + 3 + 6n3)+
n n
b.(p+(¢=p)-(5 5 +55)+d
, , . _ n 3n?
Como n é um nimero muito grande, no limite os termos, — =0, — =0 e
2n? 6n3

n
i
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. 1
Area total=(q — p).[a.(p? +2p.(¢ — p).(=

5 +0)—0—(q—p)2.(2+0+O)+b.(p+(q—
1
p).(§+0)+c]

B 2
Area totalz(q—p).[a.(p2+2p.(q2p)+(q 3p) )+b.(p+ (q2p)+c]

(¢g—p)?
3

Area total=(q— p).[a.(p* + p.(¢ —p) + )+0b. (p—l—(q 2p) + ]

q* —2qp+p?

)b+ () +d

Area total=(q —p).[a-(p2 +pq —P2 +

¢ —2qp+p?

Area total=(q —p).[a.(pq+ 3 )+0b.(p+ (q 5 p) + (]

3qp+q* —2qp +p?
p)-la.( )

Area total=(q— 3

+b.(p+

q—p
(2)+d

2 2
+qp+
) b+ () 4

A 1=(¢—p).[a.
rea total=(q —p).[a.( 3 5

b

5-(q2—p2)+0-(q—p)

. a

Area tota1:§.(q3 —p3) +

Essa é a férmula de qualquer drea abaixo do gréafico da funcio f(z) = ax? +bx +c,
limitada pelas retas verticais e perpendiculares ao eixo das abscissas passando por p e

q € x, onde a,b,c,p e qge Q.

Vamos ver como podemos aplicar a férmula da area da regiao abaixo do gréafico de

uma fun¢ao quadratica.
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2

Figura 60 — Area da regido entre o grafico da funcio, da forma f (x) = x*, e as retas verticais e perpen-

diculares ao eixo das abscissas.

T
discretel

Exemplo 4 (Area da regido entre o grafico da funcdo, da forma f(z) = 22, e a retas

horizontais e perpendiculares ao eixo das abscissas.).

Usando a féormula: temos que, a=1,b=0, c=0, p= —q , entdo, teremos:

. b
Area totalzg.(q3 —p3) + 5.(612 —p2) +c.(¢—p)

Area totalz%.(q?’ —(—¢q)®) + g( 2 (—¢)®>)+0.(¢—(—9q))

. 1
Area tota1:§.(q3 +¢%)

. 2.¢3
Area totalz?q
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4 CONCLUSAO

Espera-se que este trabalho possa contribuir, despertar e instigar a curiosidade dos
alunos em relagao ao contetido de geometria e de construcoes geométricas utilizando régua
e compaso de tal forma que eles percebam a importancia desse contetido para o curriculo

escolar bésico.

Ao aplicar os métodos abordados, o aluno sera desafiado a resolver variados proble-
mas com criatividade, desenvolvendo basicamente o pensamento critico, para confrontar

o conteudo matematico com sua realidade.

Podemos destacar neste trabalho, o resgate desse método simplificado de solucao
de problemas geométricos com régua e compasso, pois acreditamos que os docentes e
discentes envolvidos com essa metodologia compartilharao os conhecimentos adquiridos

propiciando uma aula mais dinamica e interativa.

Esse método de célculos de areas de regides limitadas pelas func¢oes usadas no
trabalho tem resultados que podem ser caculados usando a integral de Riemann abordado
no Célculo Diferencial e Integral dado no ensino superior.(GUIDORIZZI, 2000)

Podemos ainda, calcular com esse método de construgdes geométricas com régua e
compasso, areas de um triangulo qualquer, com soma e ou subtracao de areas das regioes

formadas abaixo de mais de duas fungoes afins.

Dessa forma, observa-se uma grande variedade de problemas que podem ser resol-

vidos com esse método de construgoes geométricas.

Diante disso, o professor podera usar os métodos que mostramos nesse trabalho
para tornar a sua aula cada vez mais interessante, procurando sempre novos desafios nessa
area da geometria e ter plena consciéncia que precisa educar para tornar um cidadao

critico.
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