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Resumo

Desenvolvemos esta dissertacao objetivando seu uso no processo de ensino e apren-
dizagem do principio da inducao matematica e direcionamos nossos esforcos para que
os alunos do primeiro ano do ensino médio possam assimilar o contetido tendo o conhe-
cimento visto na educacao basica como pré-requisito. Com isso, buscamos despertar

no aluno o interesse em demonstracoes, mostrando o quanto elas sao necessarias.

Palavras-chave: Principio da Inducao Matematica; Ensino; Demonstracoes.



Abstract

We developed this dissertation aiming its in the process of teaching and learning of
the Principle of Mathematical Induction and we set our efforts so that the students of
the first year of the high school can assimilate the content having the knowledge seen
in the basic education as foreknowledge. With this, we seek to awake in the student
the interest on proofs, showing how much it’s needed in examples that involve contents

that he is already seen.

Keywords: Principle of Mathematical Induction; Education; Statements.
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Introducao

Ao chegar ao ensino médio, o adolescente ja tem uma consideravel bagagem de
conhecimento matemético e entendemos que é o momento ideal para formalizarmos
esse conhecimento dando uma abordagem axiomdtica dedutival, instigando-o a terem
um maior censo critico.

Pensamos ser conveniente que ao mesmo tempo em que ensinamos Matematica, te-
mos que ensinar nossos alunos a serem cidadaos criticos. Para ilustrar o que propomos,
imagine a experiéncia de perguntar aos alunos do 1° ano do ensino médio, no primeiro
dia de aula, se algum deles sabe por que ao resolvermos uma equacao do 2° grau as

suas solugoes sao dadas pela férmula

b= Vb2 — 4dac

2a

X

Provavelmente alguns alunos saberao por terem tido um bom professor de Matematica
no 9° ano do ensino fundamental. Entretanto, a maioria deve nao fazer a minima ideia
da origem desta féormula. Cabe aos professores motiva-los a questionarem o motivo pelo
qual as coisas sao do jeito que sao e a Matematica possibilita um rico exercicio dessas
habilidades. A Inducao Matematica é uma importante ferramenta que possibilita a
demonstracao de proposicoes feitas sobre os niimeros naturais e que pode ser estendida
para subconjuntos dos ntiimeros inteiros.

Durante pesquisa, constatamos que no livro diddtico do autor Dante [8], hd um ca-
pitulo sobre o Principio da Inducao Matematica no qual é feito uma rapida abordagem
do assunto destacando uma parte mais mecanica da Inducao Matematica, esta, muitas
vezes também se sobressai ao observarmos as aulas de Inducao Matemaética no ensino
superior.

Propomos aqui em nosso trabalho que seja feita uma abordagem que motive a

formulacao de conjecturas e a utilizacao da Inducao Matematica para comprovar a

1O método axiomdtico dedutivo consiste em partir de verdades inquestiondveis (axiomas) e utili-
zando argumentacoes logicas, deduzir novas verdades.



veracidade das mesmas, logo, pensamos que o ensino de Inducao seja feito de modo que
o aluno perceba que ele utiliza um ntimero de argumentos finitos para tirar conclusoes
sobre infinitos objetos.

Ao pensar em ensinar Indugao Matematica no ensino basico, somos levados a buscar
uma motivacao e sem duvidas esta se dard em obtermos uma ferramenta que nos pos-
sibilite fazer demonstracoes matematicas de sentencas abertas sobre niimeros naturais.

Segundo Krerley e Adan [4], autores do livro Iniciagdo & Matematica: “Uma grande
vantagem do principio da Inducao Matematica é poder provar que uma quantidade
infinita de afirmacoes sao verdadeiras, simplesmente verificando que uma quantidade
finita destas afirmacoes sao verdadeiras.” Trata-se de um primeiro contato mais rigoroso
com a nocao do infinito.

Sendo assim, o objetivo deste trabalho é apresentar uma alternativa didatica para
ensinar o Principio da Inducao Matematica aos alunos do 1° ano do ensino médio.

Para tanto, mostramos, no capitulo 1, como é perigoso generalizar resultados a
partir de finitas observacoes, remetendo a necessidade da criacao de uma ferramenta
Matematica que possibilite estas generalizagoes, assim o Principio de Inducao Mate-
matica é apresentado em analogia com a derrubada de uma fileira de dominds e gra-
dativamente é feito um aprofundamento no capitulo 3. Considerando sempre o rigor
intrinseco a Matematica, procurou-se manter uma cronologia dos topicos fundamentais
que possibilite ao leitor sentir-se desafiado em cada instante, dessa forma, partimos dos
fundamentos mais bésicos, como por exemplo, adi¢ao, para gradativamente abordar
conhecimentos mais complexos, tais como geometria e somatério. Espera-se, como re-
sultado, que possamos conceber questionamentos expressivos, bem como, suas possiveis
respostas no que consta saber o porqué das proposigoes serem do jeito que sao.

Em seguida, formalizamos, no capitulo 2, o Principio da Indugao Matematica e
buscamos mostrar uma releitura que possibilite ao aluno do ensino médio uma melhor
interpretacao e apropriagao deste principio para aplica-lo na demonstragao de propo-
sicoes e teoremas. Encontramos, no capitulo 5, varios exemplos dessas aplicagoes, dos
mais variados, como a demonstracao de identidades, desigualdades, problemas de di-
visibilidade e proposicoes geométricas. Inclusive, destacamos, no capitulo 2, cuidados
que devemos ter ao utilizarmos a demonstracao por inducao. A proposito, procuramos
justificar, a contento, o porqué do nome “inducao”.

Apresentamos, no capitulo 4, como motivacao, a aplicacao do Principio da Inducao
Matematica para demonstrar proposicoes sobre objetos concretos e aprofundamos o es-
tudo da inducao, apresentando, demonstrando e aplicando a Generalizacao do Principio

da Inducao Matematica.



Finalizamos nosso trabalho, no capitulo 6, com a utilizagao do Principio da Indugao
Matematica para, através da definicao por recorréncia, promover a demonstracao das
Propriedades das Poténcias, dos Termos Gerais das Progressoes Aritméticas e Geomé-

tricas e das Propriedades dos Somatdrios.



Capitulo 1

O Principio da Inducao Matematica

1.1 Introducao

Este trabalho foi concebido considerando que os alunos do 1° ano do ensino médio,
nosso publico alvo, ja possuem certa familiaridade com os conceitos basicos da Mate-
matica, tais como aqueles relacionados as quatro operacoes basicas. Particularmente,

no que se refere a adigao, propomos o seguinte exercicio.

Exemplo 1.1.1.
Resolva as sequintes adigoes e descreva os padroes observa:
1+ 8=
1+3+5=
1+3+5+7=
1+3+6+7+9=
1+38+5+7+9+11=
1 +83+565+7T+9+ 11+ 13 =

Esta atividade consiste em pedir que os alunos resolvam estas adigoes e busquem
observam padroes. Esperamos que eles observem tratar-se da soma dos n primeiros nu-
meros impares e que estas sempre resultam em ntumeros quadrados, mais precisamente,
em n?.

Sendo assim, o professor pode questionar, de maneira construtiva, ou seja, direcionando-
o0s, intigando-os, se:

“— Podemos afirmar que a soma dos n primeiros nimeros fmpares resulta em n2?”.

Muito provavelmente, a esta pergunta, nesta etapa, esperamos uma resposta afir-

mativa da maioria dos alunos, senao de todos, pois, eles tendem, naturalmente, a
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generalizar resultados, tendo em vista que no ensino fundamental, normalmente, a Ma-
tematica é ensinada dessa forma, por generalizagoes. Apesar de sabermos que certos
padroes encontrados em finitos termos de uma sequéncia nao garantem a generalizacao
para todos os termos desta, sugerimos que essa resposta nao seja imediatamente corri-
gida, pois, é necessario inicialmente que os alunos ganhem confianca em suas respostas
para, gradativamente, mostrarmos que o raciocinio matematico carece de uma melhor
maturacao.

Afim de evidenciar esta necessidade, vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 1.1.2. Considere o polinomio p(n) = n*> —n + 41. Calculando seus valores
numéricos quando n € {1,2,3,4,5,6,7,9,10,25,39,40}, obtemos:

P(1)=41 | P(2)=43 | P(3)=47 | P(4) =53
P(5)=61 | P(6)=71 | P(T)=83 | P(9)
P(10) = 131 | P(25) = 641 | P(39) = 1523 | P(40) =

113
1601

Demandando um consideravel tempo, podemos observar que os valores numéricos
deste polinomio obtidos para todo n € N, com n < 40, sempre resultam em nimeros
primos, assim, podemos erroneamente conjecturar que este polinomio sempre fornece
nimeros primos. Entretanto, observe que P(41) = 412 — 41 + 41 = 412, logo P(41) é
multiplo de 41 e, portanto, nao é primo.

Este ¢ um bom exemplo para mostrar como é perigoso generalizar resultados so-
bre infinitos termos, baseando sua conclusao em tao somente verificar algumas finitas
observagoes.

Novamente, indagando aos nossos alunos se podemos ou nao afirmar que a soma
dos n primeiros nimeros fmpares resulta em n?, esperamos que agora, eles se convecam
que esta afirmacao, por mais que ela seja verdadeira, nao pode ser comprovada através
de finitas observagoes. Embora saibamos que a soma dos n primeiros niimeros impares
resulte em n?, devemos reforcar que o fato de verificarmos sua veracidade para alguns
valores nao nos permite concluir sua veracidade para todos os niimeros naturais.

Objetivamos aqui, exemplificar para os alunos de forma concisa, a necessidade de
uma ferramenta matematica que permita, fidedignamente, tirar conclusoes sobre o

infinito a partir de argumentacoes finitas.

A Analogia Entre o Principio da Inducao Matematica e os Dominds

Chegamos a um ponto muito importante dentro do que propomos neste trabalho,
trata-se de uma analogia que permite uma assimilacao eficaz do significado do Principio

da Inducao Matematica. Vejamos:
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Imagine uma fila com infinitos dominds dispostos de tal maneira que ao derrubarmos
um domind, este derruba o seguinte.

Dessa forma, considere as seguintes perguntas:

i) O que ocorre se derrubarmos o 1° dominé?

i1) E se o 7° for derrubado?

Esperamos no item (i), que os alunos aceitem com razodvel facilidade que todos os
dominés realmente irao cair.

Ja& no item (i7), esperasse que os alunos considerem que todos os dominds depois

do sétimo (e o sétimo inclusive) sejam derrubados.

1.2 Enunciando o Principio da Inducao Matematica

Um Pouco de Histéria

Segundo José Morgado em [12], a Indugao Matemaética foi enunciada explicitamente
pela primeira vez em 1575 por Francesco Maurolycus e usada por ele para provar, por

exemplo, que para todo n € N ¢é verdadeira a identidade:
14+3+5+...4+(2n—1)=n? (1.1)

O método de demonstracao por indugao tornou-se popular ao ser utilizado por Blaise
Pascal na sua obra Traité du Triangle Aritmétique (Tratado do Triangulo Aritmético),
em 1665. Entretanto, foi com a escola algébrica inglesa, em 1838, num artigo de
Augustus De Morgan intitulado “Induction (Mathematics)” que o método recebeu pela
primeira vez o titulo de Indugao Matematica. A demonstracao por inducao matematica
considera o Principio da Inducao Matematica, este, esta intrinseco no quarto axioma de
Peano. Deve-se a Giussepe Peano (1858 — 1932) as quatro afirmagoes sobre os nimeros
naturais conhecidas como Axiomas de Peano. Um fato curioso é que o préprio Peano
declarou em um de seus trabalhos (Arithmetices Principia Nova Methodo Exposita)

que esses axiomas sao devidos a Dedekind.

Os Axiomas de Peano

Os Axiomas de Peano caracterizam o conjunto dos ntiimeros naturais.

“Entender o Principio da Inducao é praticamente

o mesmo que entender os nimeros naturais.”

(Elon Lages)
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Os alunos do 1° ano do ensino médio, acham que entendem os niumeros naturais,
entao, dessa forma, estao preparados para entender o Principio da Inducao Matemaética.
Vejamos os Axiomas de Peano enunciados segundo o professor Elon Lages Lima em

[13]:

i) Existe uma fungao s : N — N, que associa a cada n € N um elemento s(n) € N,
chamado o sucessor de n.

i1) A fungao s : N — N ¢ injetiva.

i11) Existe um tnico elemento chamado 1 no conjunto N, tal que 1 # s(n) para todo
n € N.

iv) Se um subconjunto X C N é tal que 1 € N e s(X) C X

(isto é, n € X = s(n) € X), entao X = N.

Abaixo, apresentatmos uma espécie de “traducao para a linguagem corrente”, escrita
por Elon no mesmo artigo [13]. Entendemos que essa forma é a mais apropriada para

ser trabalhada com os alunos aos quais dedicamos este trabalho.

I) Todo nimero natural possui um tnico sucessor, que também é um nimero na-
tural.

IT) Numeros naturais diferentes possuem sucessores diferentes. (Ou ainda: nimeros
que tém o mesmo sucessor sao iguais. )

I17) Existe um tnico nimero natural que nao é sucessor de nenhum outro. Este
nimero é representado pelo simbolo 1 e chamado de “ntimero um”.

IV') Se um conjunto de niimeros naturais contém o nimero 1 e, além disso, contém
o sucessor de cada um de seus elementos, entao esse conjunto coincide com N, isto é,

contém todos os numeros naturais.

O quarto axioma é conhecido como Axioma de Indugao.

E fundamental que os alunos sejam motivados a interpretarem a sutileza dos Axi-
omas de Peano, particularmente, o Axioma de Inducao. Para tanto, sugerimos que os
discentes sejam submetidos ao seguinte exercicio.

“-Escrevam com suas proprias palavras uma livre adaptacao dos quatro axiomas de
Peano para a analogia dos dominds.”

Este exercicio pretende promover a criatividade dos alunos, fazendo uma interdisci-
plinaridade com a Lingua Portuguesa. Segundo os Parametros Curriculares Nacionais

(PCN), é de suma importancia que todos os professores do ensino médio promovam em
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suas aulas uma nocao de leitura e interpretagao.

Esperamos, como resposta ao exercicio sugerido, que os alunos escrevam algo pare-
cido com o seguinte:

i) Todo dominé deve ter um unico dominé o qual ele derrubara.

i1) Dominds diferentes derrubardao dominés diferentes. (Ou ainda: dominds que
derrubam o mesmo domind, sao iguais.)

i11) Existe um unico dominé que nao pode ser derrubado por nenhum outro. Este
é o primeiro dominé da fila.

iv) Se soubermos que ao ser derrubado, um dominé derruba o dominé seguinte e
que o primeiro domind foi derrubado, entao podemos ter certeza que todos os dominds
serao derrubados.

Claro que nao esperamos que os alunos escrevam exatamente o que colocamos como
expectativa de resposta para a adaptacao dos quatro axiomas para a analogia dos do-
minés, entretanto, esperamos que escrevam algo parecido com o que aqui foi exposto.
Entendemos ser bastante enriquecedor que apds a conclusao deste exercicio, seja de-
mandado um tempo consideravel para a socializagao das diferentes adaptacoes feitas

pelos alunos.

O Principio da Indugcao Matematica

Vejamos o Principio da Indugao Matematica enunciado em [13] dentro de um ponto
de vista estritamente matematico:

“Um subconjunto X C N chama-se indutivo quando s(X) C X, ou seja, quando
n € X = s(n) € X, ou ainda, quando o sucessor de qualquer elemento de X também
pertence a X.”

Ou ainda, sob uma perspectiva da logica, onde uma propriedade P define o conjunto
X, ou seja, o conjunto X é formado pelos elementos que gozam da propriedade P, o
Principio da Induc¢ao Matematica é dado em [13] como:

“Seja P uma propriedade referente a nimeros naturais. Se 1 goza de P e se, além
disso, o fato de o niimero natural n gozar de P implica que seu sucessor s(n) também
goza, entao todos os nimeros naturais gozam da propriedade P.

A seguir, enunciamos o Principio da Inducao Matematica, de modo que buscamos
tornar ainda mais claro seu entendimento para nosso publico alvo. Voltemos a analogia
do domind, mas dessa vez, considere ao invés de dominds, diretamente, uma sequéncia

de afirmacgoes sobre os nimeros naturais, assim:

Axioma 1.2.1. [O Principio da Indugao Matemdtical

Seja P(n) uma afirmagao sobre os nimeros naturais tais que:
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i) P(1) é verdadeira;
i1) Se P(n) for verdadeira, para algum n, entdo P(n + 1) também é verdadeira.

Dessa forma P(n) é verdadeira para todo n natural.

A verificagao de que P(1) é verdadeira, é chamada de passo base. A verificagao
de que a veracidade de P(n) implica na de P(n + 1), é chamada de passo indutivo.
Feitos estes dois passos, utilizando o passo indutivo e a veracidade de P(1), podemos
concluir que P(2) é verdadeira. Usando o passo indutivo e o fato de P(2) ser verdadeira,
podemos concluir que P(3) é verdadeira, e assim por diante.

A fim de demandar um maior entendimento do Principio da Inducao Matematica
com nosso publico alvo, pensamos no seguinte exercicio direcionado aos discentes.

“~ Observem o seguinte diagrama. Em seguida, escreva com suas proprias palavras

o Principio da Inducao Matematica relacionado diretamente com este diagrama.”
l1—2—3—4—5—...—n—n+1—...

A importancia de tratarmos questoes como esta, dar-se-a por motivos ja explicados
quando citamos os PCN’s. Devemos motivar nossos alunos a aprenderem Matematica
juntamente com a leitura e interpretacao. Aqui, temos o seguinte como expectativa de
resposta:

Se o numero 1 é o primeiro niimero do diagrama e, além disso, cada nimero esta
ligado ao seu sucessor, entao o diagrama representa a ligacao entre todos os nimeros
naturais.

A seguir, vamos apresentar uma demonstragao para a identidade (1.1), a qual foi

proposta no inicio do capitulo.

Proposicao 1.2.1. Para todon € N, a soma dos n primeiros numeros impares, resulta

em 7’L2.

Demonstragao

Primeiramente, devemos verificar o passo base, ou seja, a validade para P(1).

*P(1):1=1?

Sabemos que basta isso para cumprirmos o passo base, no entanto, entendemos que
para nossos alunos do ensino médio é recomendado que, por enquanto, estendamos esse
primeiro passo para mais algumas verificagoes. Vejamos:

P(2):1+3=4=22

P3):1+43+5=9=3

P4):14345+7=16=42
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P(5):14+3+54+7+9=25=5
Até para os mais céticos, acreditamos que estas cinco primeiras verificagoes sao
suficientes para se apropriarem que o passo base foi, de fato, dado. Contudo, é impres-

cindivel que o professor deixe claro para seus alunos que o passo base é a verificagao
de P(1).

Agora, vejamos o passo indutivo. Considere a sentenca:

“Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n”, ou seja, “suponha que

14+3+5+...+(2n — 1) = n? seja verdadeira para algum ntimero natural”.

Agora devemos mostrar! que partindo desta suposicao, podemos concluir a veraci-
dade de P(n+1), ou seja, que a igualdade 1+34+5+...+(2n—1)+ (2n+1) = (n+1)?
também ¢é verdadeira.

De fato?,

Pn+1): 14345+ +@2n—1)+@2n+1) = n’+(2n+1)

e

H.I. = n?

= (n+1)°

Portanto, podemos afirmar que P(n) : 1+ 345+ ...+ (2n — 1) = n? é verdadeira

para todo n natural.

Observagao 1.2.1. Queremos registrar que uma considerdvel atencao deve ser dada
em sala de aula, a fim de tentar corrigir um erro comum dos iniciantes nas demonstra-
coes por inducao. Trata-se da verificacao do passo base, quando alguns alunos acham
erroneamente que:

143454 +2n—1) =n2 S 14345+ +2(1)n—1] = 14345+...+1 # 12

1.3 Provando Identidades

Em [11], paginas 8 e 9, conta-se que, certa vez, um pequeno prodigio de 9 anos
de idade conhecido por Gauss (1777-1855), surpreendeu o seu professor ao resolver
rapidamente o exercicio de somar todos os niimeros naturais de 1 até 100. Na ocasiao,

Gauss percebeu que a soma dos termos equidistantes dos extremos resultava sempre

!Queremos deixar claro que é sempre aconselhdvel redigir o que se quer demonstrar, pois, dessa
forma, facilita a compreensao dos artificios utilizados em busca da conclusao da demonstracao. Fare-
mos isso ao longo do texto

2Considere de agora em diante em todo o texto: H.I. como sendo a abreviatura de Hipétese de
Indugao.
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em 101, ou seja, 14+ 100 =2+99 =3+ 98 = ... = 50+ 51. Para concluir sua resposta,
bastou efetuar o produto entre 50 e 101, obtendo como resposta 5050.

Vejamos como determinar uma sentenca fechada, uma férmula, para a obtencao da
soma dos n primeiros nimeros naturais.

Seja S, a soma dos n primeiros nimeros naturais, ou seja:
Spn=14+24+3+...+(n—1)+n

Utilizando a propriedade comutativa da adi¢ao, podemos reescrever S, da seguinte
maneira:
Sp=n+n—-1)+...+434+2+1

Somando as duas formas de escrever .S, termo a termo e usando o fato de que a soma

dos termos equidistantes dos extremos resulta sempre em n + 1, temos:

(n+1)n

25, =(n+1)n=25, = 5

O fato ¢é que poderiamos conjecturar e, em seguida, demonstrar, utilizando o Prin-

cipio da Inducao Matemadtica, a veracidade desta ultima identidade. Vejamos:

Proposicao 1.3.1. A soma dos n primeiros nimeros naturais, resulta em @
Demonstragao
Passo base:
1 a+n1 o2
P(1):1=10 -2
Portanto, o passo base esta verificado.
Passo indutivo:
Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n, ou seja, que S, = % para

algum numero natural. Agora, devemos mostrar que a validade de P(n) para algum

n, implica a validade de P(n + 1), ou seja, que se .S,, = @tnn gor verdade para algum

2
[14+(n+1)](n+1)
2

n, entao implica que S, 11 = também ¢é verdade.
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n(n+1)(2n+1)

De fato,
Sps1 = Sp+(n+1)
= 1+2434+... +n+(n+1)
H.I. :L”Q")”
1
H:I % + (TL + 1)
B (1+n)n+2(n+1)
B 2 2
 (n+2)(n+1)
B 2
I+ (n+D))n+1)
B 2

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, a soma dos n primeiros nimeros

(14n)n

naturais, resulta em “~—--

B} .

Vejamos a demonstracao de outra interessante identidade:

Queremos mostrar que a soma dos n primeiros nimeros quadrados, resulta em

, ou seja, 124 22 432 4 . 4 p? = Rl

6 6

Os alunos do ensino médio ja estudaram os Produtos Notaveis , particularmente,

em relacao ao cubo da soma de dois termos, sabemos que:

(z+1)? =2°+ 32> + 3z + 1

Observe o que acontece quando na identidade 1.2, fazemos x = 0,1,2,3,4,...,n:

r=0=0+1P2=0+3x02+3x0+1=13

r=1=(1+1P=1+3x12+3x1+1=8=23
r=2=02+1P3=224+3x224+3x2+1=27=33
r=3=0B+10P=3+3x32+3x3+1=064=43
r=4=4+1P3=43+3x4*+3x4+1=125=53
r=n=Mn+1P=n"+3n>+3n+1=(n+1)3

Somando termo a termo:

(1.2)

(P+22+. . +n?)+B(12+22+.. . +nH)]+B(1+2+...+n)|+(1+1+...+1) =

=134+24+...+n3+(n+1)>3
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Observe que nos dois membros aparecem a soma dos n primeiros niimeros cubicos,

logo, podemos reescrever a expressao da seguinte forma:
312 +22+ ... +n)+31+24+...+n)+(1+1+...+1)=(n+1)3

Agora, na primeira parcela, temos a soma dos m primeiros nimeros quadrados,

vamos denotéa-la por .S,,. Na segunda parcela, temos a soma dos n primeiros nimeros

. ., 1 . ,
naturais que ja sabemos que resulta em @ e, finalmente, a terceira parcela é a soma

de (n + 1) parcelas iguais a 1, logo, resultando em (n + 1). Assim:

(n+1)n

35, +3 5

+m+1)=(n+1)>°
Multiplicando por 2 em ambos os membros:
65, +3(n+1n+2n+1)=2n+1)>°
A fim de isolar S,,, temos:
65, = —3n(n+1)—2(n+1)+2(n+1)*
Colocando (n + 1) em evidéncia:
65, = (n+ 1)[-3n — 2+ 2(n + 1)

6S, = (n+ 1)[-3n — 2+ 2(n* 4+ 2n + 1)]
65, = (n+1)(=3n — 2+ 2n* + 4n + 2)
65, = (n+1)(2n® + n)
6S, = (n+ 1)n(2n+1)
Portanto: n(n+1)2n + 1)
6

Mais uma vez, como na Proposicao 1.3.1, ao invés de demonstrar esta ultima iden-

Sn =

tidade, poderiamos conjectura-la e, em seguida, demonstra-la, utilizando o Principio
da Inducao Matematica. Vejamos:

Proposigao 1.3.2. A soma dosn primeiros nimeros quadrados, resulta em w.

Demonstragao
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Passo base:

12 1041)(2141) _ 123 _ 6 _
P): P= " = gr =5 =1

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:
Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n, ou seja, que
2 2 2 2 _ n(n+l)(2n+1)
12422 4 324 . 4 n? = nlntlEntl)
Vamos mostrar agora que a validade de P(n) para algum n, implica na validade de
P(n +1), ou seja, que se 12 +22 4+ 3%+ ...+ n? = nlntDEntD) o verdade para algum
n, entdo 12 422 432 + ..+ n? + (n + 1)? = MDAV ¢4 mhém é verdade.

De fato,

para algum ntimero natural.

w1, n(n+1)(2n+1)
N 6

12422432+ ... +ni4+(n+1)> + (n +1)?

_ nn(@et)
6

7 nn+1)2n+1) 6(n+1)?
6 * 6
(n+1)n2n+1)+6(n+1)]
6

(n+1)(2n? + Tn + 6)

6
(n+1)(n+2)(2n+3)

6
(n+1D[(n+1)+1]2(n+ 1) +1]

6

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, a soma dos n primeiros ntimeros

quadrados, resulta em w'

Vejamos a demonstracao de mais uma identidade:

1 n

Proposicao 1.3.3. Para todo n € N, temos: ﬁ + % + 3% ot aeD =
Demonstragao
Passo base:
) 1 _1_
PQ) : wys =2 = ma

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:
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Suponha que, para algum n € N, tenhamos % + % + 3—1 + ...+ m = 9
Queremos mostrar que 15 + 55 + 35 + ... + n(n1+1) + (n+1)1(n+2) = o
De fato,
1 1 1 1 1 H.I. n 1
12723 34 T al+ D) meDmn+2)  n+l (nFDn+2)
HI. = %
B n(n+2) N 1
m+1)(n+2) (n+1)(n+2)
_ on*42n+1
 (n+1)(n+2)
B (n+1)
 (n+D(n+2)
. on+1
on42

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, para todo n € N, temos:

1,1, 1 1 _ n
s tastsat- o = a1

Como podemos ver, as proposicoes mostradas até agora sao todas de identidades,
suas resolugoes seguem certo padrao. Ressaltamos que nosso publico alvo tende nor-
malmente a buscar procurar padroes que os permitam ficarem confortdveis e confiantes
para assim obterem motivacao para aprofundar ainda mais os estudos, sendo assim,
sugerimos que seja demandado um consideravel tempo com a realizacao de mais exer-
cicios como estes para que os discentes possam amadurecer os conhecimentos vistos até
aqui. Ressaltamos que o professor nao deve deixar de ter cuidado com as diferentes

velocidades de aprendizagem que encontramos na sala de aula.

1.4 Por que o Nome Inducao?

Certamente, um dos pontos que devemos esclarecer ao nosso ptublico alvo é o mo-
tivo pelo qual o Principio da Indugao Matematica tem esse nome “indugao”, pois esta
palavra deriva do verbo induzir, o que nos remete a pensar no processo de ensino e
aprendizagem que costumeiramente os alunos sao apresentados no ensino fundamental,
quando, normalmente, o professor mostra a validade de uma certa proposicao para os
primeiros nimeros naturais e, em seguida, apds evidenciar um certo padrao, induz a

generalizacao do resultado para todos os nimeros naturais.
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Na verdade, a Indugao Matemaética é um processo dedutivo, logo poderia ser cha-
mada de “Deducao Matematica”, nao sendo, por entendermos que a Matematica é es-
sencialmente estruturada pelo processo dedutivo, isto, obviamente, encobriria o brilho
da importancia do Principio da Indugao Matematica.

O nome “inducao” deve-se ao processo empirico que antecede o inicio de uma de-
monstracao por Indugao. Se pretendemos demonstrar a veracidade de uma identidade
como as que foram sugeridas na Se¢ao 1.3, é natural que nos questionemos em algum
momento como foram obtidas aquelas expressoes resultantes que aparecem no segundo
membro das igualdades. Pois bem, aquelas expressoes podem ser obtidas através de um
processo empirico de inducao. Este processo consiste em buscar observar padroes em
inimeras repeticoes e trata-se de um procedimento muito usual nas Ciéncias Naturais
(Quimica, Fisica, Biologia, etc.).

A seguir, reproduzimos a experiéncia da descoberta da expressao que fornece a soma
dos n primeiros niimeros pares. Para isso, inicialmente, observe as seguintes operagoes:

s(l)y=2=1x2

s(2)=244=6=2x3

s(3)=24+4+6=12=3x14

s(4)=2+4+6+8=20=4x5

s(5)=24+4+6+8+10=30=5x%x6

s(6) =2+4+6+8+10+12=42=6x7

s(7)=24+4+46+8+10+12414=56=7x38

Os resultados observados sugerem que s(n) = n(n+1). Entretanto, ja sabemos, do
Exemplo 1.1.2 da pagina 5, que a verificagao de identidades para alguns naturais nao
assegura que tais identidades sao verdadeiras para todo natural.

Contudo, essas observacoes podem nos levar a formular a identidade para depois

demonstra-la por inducao.
Proposicao 1.4.1. A soma dos n primeiros nimeros pares resulta em n(n + 1).

Demonstracgao
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Como o passo base ja foi mostrado, vamos direto para o passo indutivo.

Suponha que, para algum n € N, a soma dos n primeiros ntimeros pares resulta em
n(n+1),ouseja, 24+4+...+2n=n(n+1).

Queremos mostrar que 2+4+...+2n+2(n+1) = (n+ 1)(n + 2). De fato,

244+ +2m4+2n+1) E am+1)+2m4+1)

H.I. = n(n+1)

~

= (m+1)n+2)

Portanto, pelo Principio da Inducao Matemadtica, a soma dos n primeiros niimeros

pares resulta em n(n + 1).

Vejamos outro exemplo no qual, primeiramente, conjecturamos um resultado e, em
seguida, aplicamos o Principio da Indu¢ao Matematica para comprova-lo.

Considere o conjunto A = {z}, entdo os subconjuntos de A sao:

Ae .

Se o conjunto tem 1 elemento, entdo ele possui 2! subconjuntos.

Considere o conjunto B = {x,y}, entao os subconjuntos de B sao:

{z},{y}, Aeo.

Se o conjunto tem 2 elementos, entao ele possui 22 subconjuntos.

Considere o conjunto C' = {z,y, z}, entao os subconjuntos de C' sao:

oy Ayt e Ax vt {x, 2}, {y, 2}, B e ¢.

Se o conjunto tem 3 elementos, entdo ele possui 2% subconjuntos.

Considere o conjunto D = {z,y, z,w}, entdo os subconjuntos de D sao:

{eh Ay} = Awh Az v} {z, 2} {z, w} {y, 2} {y, w} {2 wh,
{x7 y? z}? {x7 y’ w}’ {y? Z? w}? {x7 'Z’ w}? C e ¢'
Se o conjunto tem 4 elementos, entao ele possui 2* subconjuntos.

Podemos entao conjecturar que 2" é o nimero de subconjuntos de um conjunto com

n elementos. Vamos a prova desta conjectura.

Proposicao 1.4.2. O numero de subconjuntos de um conjunto com n elementos € igual

a 2".
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Demonstracao

O passo base j4 foi verificado, entao vamos ao passo indutivo.

Suponha que, para algum n € N, o nimero de subconjuntos de um conjunto com n
elementos € igual a 2. Vamos mostrar que se o conjunto tiver n + 1 elementos, entao
seu ntimero de subconjuntos sera de 2"+,

De fato, considere os conjuntos X e Y, sendo X com n + 1 elementos e Y um
conjunto com n elementos, sendo que seus elementos sao quase todos os elementos de

X, excetuando um tnico elemento, digamos a;, ou seja, Y = X — {a;}, tais que:
X ={ay,az,as,...,a,_1, 0y, Qpi1}

e
Y ={ag,as,...,an_1,n, Gpy1}

Observe que o conjunto Y possui n elementos, logo, por hipétese de inducao, o conjunto
Y possui 2" subconjuntos. E mais, cada um destes subconjuntos, também é subcon-
junto do conjunto X, ja que Y C X, reforcando que esta contagem fornece parte dos
subconjuntos do conjunto X.

Agora, observe que dado um subconjunto A de X, temos a; € A ou a; ¢ A. Se
a; ¢ A, entdo A é subconjunto de Y. Ja sabemos que existem 2" subconjuntos como
este. Se a; € A, entao A = BU{a;1}, onde B C Y, assim o ntimero de conjuntos como
este é igual a 2". Dessa forma, o nimero de subconjuntos de X é 2" 4 2" = 2n+1,

Portanto, pelo Principio da Indugao Matematica, o niimero de subconjuntos de um

conjunto com n elementos € igual a 2".

Vejamos mais um exemplo que consideramos interessante para consjecturarmos e
depois demonstra-lo com o Principio da Inducao matemaética. Trata-se da soma dos n

primeiros ntimeros ciibicos. Observe a seguinte tabela:
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Soma dos Numeros Cubicos Quadrado da Soma dos Naturais
13 1|12 1
13+ 23 9 | (1+2)? 9
13+ 23 4 33 36 | (14 2+ 3)? 36
13 +23 435443 100 | (1+2+3+4)? 100
13 +23+3% 443453 225 | (14+24344+5)> 225
1P+ 2% 4+ 32443+ 5% + 6 441 | (14+2+3+4+5+6)° 441
PB4+28+34+434+534+63+7 784 | (1+2+3+4+5+6+7)%| 784

Podemos entao conjecutar que a soma dos n primeiros niimeros ciibicos resulta no
quadrado da soma dos n primeiros niimeros naturais. Sendo que sabemos da proposicao

(n+1)n
2

1.3.1 que a soma dos n primeiros nimeros naturais resulta em , logo, nossa

conjectura pode ser assim reformulada na forma da seguinte proposicao:

2

Proposicao 1.4.3. A soma dos n primeiros niumeros cubicos resulta em [@] , ou
2
seja, 12+ 23+ 33+ . +nd = [@] .

Demonstragao

Passo base: ) )
P(1): 13 = {—(1”(;)“1} . [17”] ~1.

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:

Suponha que P(n) seja verdadeira para algum n € N, ou seja, que

PB+22+3+ . +nd= [@} i para algum nuimero natural.

Vamos mostrar agora que a validade de nossa suposicao para algum n, implica que

2
P+ 43+ 40+ (n+1)° = {%} também é verdade.
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De fato,

1 2
P+ 433+ 40l +n+1)7 [@} +(n+1)°

HI. = [%]2
n*(n+1)>  4(n+1)>3
4 + 4
(n+1)%n?+4(n +1)]
4
(n+1)%(n®+4n +4)
4
(n+1)*(n + 2)?
4

Portanto, pelo Principio da Inducao Matemaética, a soma dos n primeiros nimeros

2 2
cubicos resulta em [@] , ou seja, 1342243+, +n3= [n(n2+1)] .



Capitulo 2

Cuidados na Utilizacao do Principio

da Inducao Matematica

A seguir, serao exibidas situa¢oes que mostram que nenhum dos passos de uma

demonstracao por inducao pode ser descartado.

2.1 Descartando o Passo Base

2n+1)>2 .
%, ou seja,

14243+...4+n= @. Vamos mostrar que supondo esta tltima identidade valida
) _ (1) +1]?
s

Suponha que a soma dos n primeiros niimeros naturais resulte em

para algum n € N, entdo também sera verdade que 14-2+3+...4+n+(n+1
De fato,

2 1)

14243+ +n+(n+1) = %

HI = (27L+1)2
o 8

+(n+1)

4n*+4n+1  8(n+1)
8 * 8
4n? +12n+9
8
(2n + 3)?
8
2(n+1) + 1
8

Como queriamos demonstrar.

Mas, algo de errado aconteceu, pois sabemos da Proposicao 1.3.1 na pagina 11 que a

. . , . (l_l,-n)n ~
soma dos n Primeiros numeros naturals, resulta em g € 1nao pOdemOS ter a mesma

21
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(277,—1—1)2

T ja que para todo n € N,

soma resultando agora em

(I+n)n
2

(2n + 1)2.

7R

(2.1)

Assim, exemplificamos para os alunos que o passo base é crucial para que o Principio
da Inducao Matematica seja utilizado como ferramenta de demonstracao.
Vamos aproveitar para demonstrar a Desigualdade 2.1.

Demonstragao
(14+n)n __ (2n+1)2

Suponha, por absurdo que

2~ 8
Segue que:
(I+n)n  (2n+1)?
2 B 8
8(1+n)n  8(2n+1)?
2 8

414+n)n = (2n+1)?
In+4n®> = dn’>+4n+1
0 =1

Como chegamos a um absurdo, isso implica que nossa suposicao inicial é falsa.

(14n)n (2n+1)2
2 # 8

Portanto,

2.2 O Enigma do Cavalo de Alexandre

Vejamos um exemplo em que o Principio da Inducao Matematica é usado de ma-
neira sutilmente errada. Segundo Abramo Hefez em [11], pagina 16, trata-se de um
problema proposto pelo matematico hiingaro George Pdlya (1887 - 1985), este problema

é conhecido como “O Enigma do Cavalo de Alexandre”.
Proposicao 2.2.1 (FALSA). Todos os cavalos sio da mesma cor.

Demonstracgao
Vamos mostrar que qualquer conjunto de cavalos contém apenas cavalos da mesma

COor.

Passo base:
Em um conjunto unitario, com apenas um cavalo, obviamente, “todos” tem a mesma

COr.
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Passo indutivo:
Suponha que, para algum n € N, em um conjunto com n cavalos, todos tenham a
mesma cor. Queremos mostrar que em um conjunto com n+1 cavalos, todos continuam

tendo a mesma cor. Para isso, considere um conjunto com n + 1 cavalos, digamos:
X ={ay,a2,a3, ..., 451, A, Qpy1}
Entao, podemos decompor o conjunto X como:
X = X1 U X2 = {al, a9, A3, ..., Ap_1, an} U {CLQ, as, ..., p_1, 0y, an+1}

Onde:

Xl = {ala A2, a3, ..., An—1, an}
e

XQ = {CLQ, ag, ...,Ap_1,0p, CLn+1}

Sendo assim, por hipdtese de inducao, todos os cavalos do conjunto X; tem a mesma
cor e 0 mesmo podemos falar do conjunto X5.
Entretanto, o cavalo as, por exemplo, pertence aos dois conjuntos, X; e Xo.
Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, todos os cavalos do conjunto X

tem a mesma cor do cavalo a,.

Obviamente, esperamos que os alunos do 1° ano do ensino médio questionem vee-

¢

mentemente: “— Como pode esta demonstragao estar correta?”

Novamente, antes que o Principio da Inducao Matematica perca qualquer credibili-
dade por este resultado espantoso, devemos lembrar que alertamos que irfamos utiliza-lo
de maneira incorreta.

O passo indutivo consiste em mostrar que se o resultado é valido para um nimero
natural qualquer n, entao também é valido para n + 1.

Foi mostrado que a veracidade do resultado para n implica na veracidade para
n+ 1 apenas nos casos em que n > 2, mas nao provamos (e nem podemos provar) que
o resultado sendo vélido para n = 1 implica na veracidade de seu sucessor. Isso mostra

que a demonstragao esta errada.



Capitulo 3

Aprofundando o Estudo Sobre o

Principio da Inducao Matematica

3.1 Generalizacao do Principio da Inducao Mate-
matica

Até aqui, utilizamos o Principio da Inducao Matematica executando o passo base
para n = 1, entretanto, retomando a analogia com os dominds, se ao invés de der-
rubarmos o primeiro domind, derrubassemos, por exemplo, o sétimo domind, entao
terfamos que todos os dominds a partir do sétimo cairiam. Essa analogia é formalizada

no teorema abaixo.

Teorema 3.1.1 (Generalizagao do Principio da Indugao Matematica).
Seja X C N tal que:
i) a€X;
it) Sen € X, para algum n > a, ention+ 1 € X.
Nestas condi¢oes, X = {n € N;n > a}.

A fim de tornar mais claro o entendimento deste teorema, queremos destacar que
o Principio da Inducao Matemaética é um caso particular de sua generalizacao, pois na
Generalizacao do Principio da Indugao Matematica, o passo base é dado paraum n = a
e 0 passo indutivo consiste em mostrar que se P(n) é verdadeira para algum n > a,
entdo P(n+ 1) também é verdadeira. Dessa forma, teremos demonstrado a veracidade
de P(n) para todo n > a.

Demonstracao. do Teorema 3.1.1

24
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Considere o conjunto
Y={neNn+a—-1eX}

Queremos mostrar que X = {n € N;n > a}, o que é equivalente a mostrar que Y = N.
Se n =1, entdo (1) +a — 1 = a, logo, o passo base estd verificado, ou seja, a € X,

equivalentemente, 1 € Y.

Passo indutivo:

Suponha que n € Y, para algum n € N. Queremos mostrar que n + 1 € Y.

De fato, n € Y implica que n + a — 1 € X, entado por (ii), n + a € X, ou seja,
n+1eY.

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, Y = N. O]

Em seguida veremos duas aplicacoes simples da Generalizacao do Principio da In-

ducao Matematica.
Proposicao 3.1.1. Para todo n € N, com n > 3, temos que 2n + 1 < 2™.

Demonstracgao

Note que a Proposicao 3.1.1 é falsa paran =1en = 2.
Passo base:

Para n = 3, temos 2(3) +1 =7 < 8 = 2.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N com n > 3, tenhamos 2n + 1 < 2". Queremos
mostrar que 2(n + 1) +1 < 2"+1,

Com efeito,

dn+ 1) +1=2n+2+1=(2n+1)+2 < (27)+2

Como 2 < 2" para todo n > 3, temos:

2+ 1) +1<2"+2=2(n+1)+1<2"+2"=22" =2

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, para todo n € N, com n > 3,

temos que 2n + 1 < 2™,
Proposicao 3.1.2. Para todo n € N, com n > 5, temos que n* < 2".

Demonstragao
Apesar da Proposicao 3.1.2 ser verdadeira para n = 1, obviamente, ela é falsa para
n=2,34.
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Passo base:
Para n = 5, temos (5)? = 25 < 32 = 20%.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N com n > 5, tenhamos n? < 2". Queremos mostrar
que (n+1)? < 271,

De fato,

H.I.

n+1)2?=n*+2n+1 < 2"+2n+1.

Como, pela Proposicao 3.1.1, sabemos que 2n + 1 < 2" para todo n > 3 e aqui, em
particular, 5 > 3, segue que:

(n+1)?2<2"+2n+1= (n+1)2 <27 +27 =227 =2+l

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, para todo n € N, com n > 5,

temos que n? < 2",

Observacao 3.1.1. Na ultima linha da demonstracao da Proposi¢ao 3.1.2, a implica-
cao marcada com *x € consequéncia da Proposi¢ao 3.1.1. Note que a Proposi¢ao 3.1.1

diz que 2n + 1 < 2™ apenas para n > 3 e na Proposicao 3.1.2 temos que n > 5.



Capitulo 4

Problemas do Mundo Material

4.1 A Torre de Hanoi

A Torre de Handi é um quebra-cabeca formado por trés pinos que representam
torres e por n discos de tamanhos distintos. O jogo consiste em transportar todos
os discos de uma torre para outra, movendo um disco de cada vez sem, em momento
algum, colocar um disco maior sobre um disco menor.

Existem vérias lendas a respeito da origem da Torre de Handi, uma delas remete
a um Deus que havia criado, juntamente com a origem do planeta Terra, trés torres
equilibradas sobre uma plataforma com 64 discos de ouro de diametros distintos finca-
dos em uma das torres. O Deus ordenou que os discos fossem movidos de uma torre
para outra seguindo duas regras:

i) Apenas um disco poderia ser movido por vez;

i1) Nunca um disco maior deveria ficar por cima de um disco menor.

Segundo esta lenda, quando todos os discos fossem transferidos de uma torre para
a outra, o mundo acabaria.

Supondo que os sarcedotes responsdveis por cumprir a ordem divina levassem 1
segundo para transportar cada disco de uma torre para a outra e que eles soubessem

264 _ 1 movimentos

movimentar os discos de modo que concluissem sua missao apds
(nimero minimo de movimentos para resolver a Torre de Handi, como serd mostrado
adiante), entdo eles demorariam exatamente 18.446.744.073.709.551.615 segundos, ou
seja, aproximadamente 584.942.417.355 anos. Como estima-se que o planeta Terra
tenha cerca de 4,5 bilhoes de anos!, entdo ainda resta ao nosso planeta, cerca de 580

bilhoes de anos.

fonte: http://www.igc.usp.br/index.php?id=304, acessado em 15 de dezembro de 2012
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Figura 4.1: Torre de Handi

Ao conhecer “A Torre de Hanéi”, surgem, naturalmente, duas perguntas:
i) Existe solucao do quebra-cabega para cada n € N?
i1) Qual o nimero minimo de movimentos para solucionar o quebra-cabega com n

discos?

Vejamos as proposigoes e respectivas demonstracoes que respondem estas perguntas:
Proposicao 4.1.1. A Torre de Hanoi com n discos tem solu¢do para cada n € N.

Demonstragao

Vamos provar nossa tese utilizando o Principio da Inducao Matemética.

Passo base:

Para n = 1, certamente o quebra-cabega tem solucao, pois, basta transportar o

unico disco de uma torre para outra.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, a torre com n discos possa ser solucionada. Vamos
mostrar que a torre também pode ser solucionada com n + 1 discos.

De fato, digamos que os n + 1 discos estejam, inicialmente, dispostos na torre X.
Por hipétese de indugao, sabemos mover os n discos menores para a torre Y. Com um
unico movimento, podemos agora mover o maior dos discos da torre X para a torre Z.
Utilizando novamente a hipotese de inducao, podemos mover os n discos que estavam
na torre Y para a torre Z.

Portanto, pelo Principio da Indugao Matematica, o quebra-cabeca tem solucao para
todo n € N.
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A segunda questao é, digamos, capciosa, pois nao basta obter uma férmula que
estabeleca um nimero de movimentos para solucionar a torre, devemos ainda garantir
que ela forneca a quantidade minima de movimentos. Sendo assim, considere @), o

nimero minimo de movimentos que resolve a torre com n discos.

Proposicao 4.1.2. O numero minimo de movimentos que resolve a Torre de Hanoi
com n discos (@) satisfaz Qn = 2Q,—1 + 1.

Demonstracgao

Passo Base:

Para n = 1, temos:

Q=201 1+1=2Qp+1=1¢e1lé certamente o nimero minimo de movimentos

que resolve a torre com um disco.

Passo indutivo:

Considere a Torre de Handi com n discos.

Para movimentar o maior dos discos, necessariamente, todos os outros n — 1 dis-
cos menores devem ser removidos de cima dele, sendo necessario, no minimo, ¢,_1
movimentos.

Agora, com um unico movimento, podemos mover o maior dos discos. Finalmente,
com mais (),,_1 movimentos, no minimo, podemos mover os n — 1 discos menores de
volta para cima do disco maior.

Portanto, precisamos de, no minimo, Q,,_1 + 1+ Q,_1 = 2Q),,_1 + 1 para resolver a

torre com n discos.

Ja temos uma resposta aceitavel para nossa pergunta sobre o niimero minimo de
movimentos para solucionar a torre, pois, a igualdade @Q),, = 2Q),,_1 + 1 é uma relacao
de recorréncia, uma vez que para calcular (), usamos o valor anterior ),,_1, ou seja,
para determinar (o usamos (01, (03 é determinado por (05 e assim, sucessivamente.

Contudo, vamos obter uma identidade que fornega diretamente o valor de @),,. Ob-
serve a tabela abaixo, ela mostra como conjecturar que a quantidade minima de movi-
mentos necessarios para resolver a torre com n discos é de 2" —1 movimentos. Sugerimos
que, em sala de aula, formem grupos (de até seis alunos) e deixe-os manipularem a torre

de Hanoi, buscando preencher a tabela abaixo a fim de conjecturar a expressao 2" — 1.
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Quantidade de discos | Quantidade minima de movimentos | 2" | 2" — 1

1 1

2 3 4

3 7

4 15 16 15
5 31 32 31

6 63 64 63
7 127 128 | 127

Vamos agora utilizar, novamente, o Principio da Inducao Matematica para demons-

trar que:

Proposicao 4.1.3. O numero minimo de movimentos que resolve a Torre de Hanot

com n discos € de 2" — 1 movimentos.

Demonstragao

Passo base:

Para n = 1, temos:

2l —1=1

e, de fato, precisamos somente de um movimento para resolver a torre com um

disco.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, a torre com n discos é solucionada com, no
minimo, 2" — 1 movimentos. Vamos mostrar que se a torre tiver com n + 1 discos,
entao precisaremos de, no minimo, 2"*' — 1 movimentos.

De fato, tomemos agora a torre com n + 1 discos. Precisamos mover os n discos
menores para uma outra torre, o que pela hipdtese de indugao é feito com, no minimo,
2™ — 1 movimentos. Precisamos, agora, mover o maior, o que é feito, obviamente, com
um tunico movimento. Utilizando novamente a hipotese de inducao, com, no minimo,
mais 2" — 1 movimentos movemos os outros n discos menores para cima do disco
maior, resolvendo assim a torre com n + 1 discos. Dessa forma, o niimero minimo de
movimentos é:

M —14+1+2"—1=22"—1=2"" 1.

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, a torre com n discos é resolvida

com, no minimo, 2" — 1 movimentos.
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4.2 A Moeda Falsa

Objetivando despertar um maior interesse dos alunos a respeito do Principio da
Inducao Matematica, sugerimos a seguinte atividade na qual pedimos aos alunos que
considerem uma balanca de dois pratos e, inicialmente, oito moedas aparentemente
idénticas, sendo uma delas com peso diferente, “a moeda falsa”. Desafie-os a descobri-
rem a moeda falsa com, no méaximo, trés pesagens.

Imaginamos que, por tentativa e erro, os alunos nao demoraram em superar este
desafio.

Em seguida, sugerimos que o professor aumente gradativamente a quantidade de
moedas, sempre com quantidades que possam ser expressas por uma poténcia de base
2, ou seja, 2", e mantendo uma unica moeda falsa, repetindo o desafio de que eles
tentem encontrar a moeda falsa com, no maximo, n pesagens.

Assim, é possivel conjecturar que:

Proposicao 4.2.1. Em uma colegao com 2" moedas aparentemente iguais, sendo so-
mente uma delas falsa, com peso menor do que as demais e dispondo-se de uma balanca

de dois pratos, sem nenhum peso. E possivel achar a moeda falsa com n pesagens.

Demonstragao

Passo base:

Para n = 1, temos somente duas moedas e, evidentemente, ao colocarmos uma
moeda em cada prato da balanca, aquele prato que elevar-se certamente guardara a
moeda mais leve, a moeda falsa. Logo, com uma unica pesagem, determinamos a

moeda falsa.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, dadas 2" moedas aparentemente iguais, podemos
achar a moeda falsa com n pesagens. Queremos mostrar que dadas 2"*! moedas, com
somente uma moeda falsa, podemos encontra-la com n + 1 pesagens.

De fato, separando as 2"*! moedas nos dois pratos em duas porcoes iguais, cada
prato tera 2" moedas, sendo que a moeda falsa estard no prato que elevar-se. Consi-
derando esta porcao onde sabemos que esta a moeda falsa, pela hipétese de indugao, é
possivel encontrar a moeda falsa com n pesagens. Assim, o nimero total de pesagens,

para 2" moedas, é n + 1. O que encerra a demonstracdo por inducao.



Capitulo 5

Aplicando a Técnica de

Demonstracao por Inducao

Nessa altura, os alunos devem estar com uma razodvel nocao do Principio da In-
ducao Matematica. A fim de propiciar novo aprofundamento, sugerimos algumas de-

monstragoes que envolvam divisibilidade, desigualdades e problemas geométricos.

5.1 Problemas de Divisibilidade

Os mais antigos problemas da Matematica estao relacionados ao conjunto dos nu-
meros naturais, uma vez que este é o primeiro conjunto numérico que conhecemos. No

famoso livro “Os Elementos™

, Euclides ja afirmava que a divisibilidade é um conceito
importante para o estudo dos niimeros naturais. Dizemos que a divide b (ou que b é

multiplo de a), com a,b € N, se existe ¢ € N tal que b = ac. A notagao usada é alb.

Vejamos algumas aplicagoes do Principio da Indugao Matematica para demonstrar

proposicoes sobre divisibilidade:

Proposigao 5.1.1. A soma dos cubos de trés nimeros naturais consecutivos € divisivel

por 9.

Demonstragao
Vamos mostrar que 9] [n® + (n+1)* + (n+2)%], Vn e N

!Tratado matemético que consiste de 13 livros escrito pelo matemético grego Euclides em Alexan-
dria por volta de 300 a.C..
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Passo base:
Paran = 1, temos 13 4+ 23+ 33 =1+8 4+ 27 = 36

e 36 ¢é divisivel por 9.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, tenhamos n® + (n + 1)® + (n + 2)3 = 9k, com
ki € Z, ou seja, estamos supondo que para algum niimero natural, sabemos que a soma
dos cubos de trés nimeros naturais consecutivos ¢ divisivel por 9.

Queremos provar que (n + 1) + [(n + 1) + 1]* + [(n + 2) + 1] = 9k para algum
k € N. De fato,

+1)% + (n+2)° + (n+3)*
+1)° + (n +2)* + n® + 9n® + 27n + 27
+(n+1) + (n+2)° +9(n” + 3n + 3)

H.I.—le

=" 9k; + 9ky = 9k

n+12+[(n+D)+1P+[(n+2)+1P = (n

(n

~

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, a soma dos cubos de trés nimeros

naturais consecutivos ¢ divisivel por 9.
Proposicao 5.1.2. Para todo n € N, temos que 32"t + 2"+2 ¢ mailtiplo de 7.

Demonstragao
Passo base:
Para n = 1, temos: 32+ 4 2(0+2 — 33 1 93 — 35 ¢ 35 ¢ divisivel por 7.

Passo indutivo:
Suponha que, para algum n € N, tenhamos 32! + 2"*2 = 7k, com k € Z.

Queremos mostrar que 32D+ 4 2 +)+2 também é miltiplo de 7.
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De fato,

32n )41 | g(nt1)+2 3204241 | gntl+2

— 32n+1+2 + 2n+2+1

= gzt al

— 32n+1.9 + 2n+2.2

= 9.3 g o9mH

7.3 4 2,32 4 .02

7'3271-‘,-1 + 2.(3271—"-1 + 2n+2)
———’
H.I. = Tk

[

7.3%" 1 2.(Thky) = Tk
= 7(3" +2k) =Tk

Portanto, pelo Principio da Indugao Matematica, para todo n € N, temos que
321 4 27+2 & multiplo de 7.

5.2 Problemas de Desigualdade

Na Matematica existem muitos problemas envolvendo desigualdades. Elas sao de-
monstradas utilizando as mais diversas técnicas, entre elas: demonstracao direta; de-
monstracao por reducao ao absurdo; demonstragao por inducao; demonstragao por
contradicao.

A seguir, vejamos alguns exemplos em que provamos desigualdades utilizando o

Principio da Indugao Matematica.

Proposicao 5.2.1. Para todo n € N temos \/2 + \/2 +V2+ ... +V2 <2, na qual,

o primeiro membro desta desigualdade contém n radicais.

Demonstragao
Passo base:
Para n = 1, temos no primeiro membro da desigualdade um tnico radical. Logo, o

passo base é trivial, pois v/2 < 2.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, tenhamos \/2 + \/2 +V2+ .. +V2 < 2, sa

bendo que no primeiro membro desta desigualdade temos n radicais. Queremos mostrar
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agora que com n + 1 radicais a desigualdade ainda é verdadeira.

De fato, partindo da hipétese de inducao e adicionando 2 aos dois membros, temos:

\/2+\/2+\/2+...+\/§<2:2+\/2+\/2+\/2+...+\/§<2+2:4

Agora, extraindo a raiz quadrada nos dois membros, o primeiro membro passa a

ter n + 1 radicais e o segundo membro resulta em 2.

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, para todo n € N temos

\/ 2+ \/ 24124 ...+v2 < 2, na qual, o primeiro membro desta desigualdade

contém n radicais.

Vejamos mais dois outros exemplos envolvendo a aplicacao do Principio da Indugao

Matematica para demonstrar uma desigualdade:
Proposigao 5.2.2. Para todo n € N tal que n > 4, temos que 2" < n!.

Demonstragao
Passo base:
Para n = 4, temos que 16 = 2% < 4! = 24, isto é, 16 < 24.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, com n > 4, tenhamos 2" < n!. Queremos mostrar
que 2"t < (n+ 1)\

De fato,

ntl —9n 9 = 29"

Como, por hipétese de inducao, 2" < n!, temos que 2" < 2n!

Agora, como 2 < n + 1, para todo n > 4, temos que 2" < (n+ 1)n! = (n + 1)!

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, para todo n € N tal que n > 4,

temos que 2" < nl.
Proposicao 5.2.3. Para todo n € N, temos que 2" > n.

Demonstracgao
Passo base:

Para n = 1, temos:
21 =2>1.

Passo indutivo:
Suponha que, para algum n € N, tenhamos 2" > n.

Queremos mostrar que 2" > n + 1.
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De fato,

il —9n 9 = 99n

Como, por hipétese de indugao, 2" > n, temos:

2ntl = 29" = 2l 5 9. =n 4 n.

Agora, como n > 1, para todo n € N, temos:

2l > n4n=2" > n 41

Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, para todo n € N, temos que
2" > n.

5.3 Problemas de Geometria

A Geometria é outro ramo da Matematica no qual o Principio da Indugao Ma-
tematica pode ser usado na demonstracao de proposicoes. Um dos pontos centrais
desta segao consiste em utilizar a demonstracao por indugao para provar conjecturas
levantadas a cerca da observagao de padroes existentes no estudo da Geometria.

Vejamos a demonstracao de algumas proposicoes geométricas:

Proposicao 5.3.1. A soma dos angulos internos de um poligono convexo de n lados

(n > 3) € igual a (n — 2)m radianos.

Demonstracao

Passo base:

Para n = 3, o poligono em questao é um triangulo e sabemos da Geometria Plana
que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo resulta em 7 radianos. Logo,
[(3) — 2]m = 7 radianos. Sendo assim, o passo base esté verificado. No entanto, com
o objetivo de facilitar o entendimento do que faremos no passo indutivo, vejamos o
que acontece para n = 4. Em um quadrilatero convexo, se tomarmos uma de suas
diagonais, ficam destacados dois triangulos, de modo que a soma dos angulos internos
do quadrilatero convexo é igual a soma dos angulos internos desses dois triangulos, ou

seja, [(4) — 2|7 = 27 radianos.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, com n > 3, a soma dos angulos internos de um
poligono convexo resulte em (n — 2)7 radianos.

Vamos mostrar que em um poligono convexo com (n + 1) lados a soma dos seus

angulos internos resulta em [(n + 1) — 2|7 radianos , ou seja, (n — 1)7 radianos.
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Az

An+i

Figura 5.1: Poligono com n lados

Considere o poligono convexo de (n + 1) lados A; A2 A;z... A, A, 41 e tomando a di-
agonal A;A, vamos decompo-lo em dois poligonos, o poligono convexo com n lados
A1 Ay As. A, e o triangulo A1 A, A, 11 (figura 5.1). Note que ao dividirmos o poligono
de n + 1 lados em dois: um triangulo e um poligono de n lados, s6 podemos garantir
que os angulos internos do triangulo sao, também, angulos internos do poligono de
n + 1 lados pelo fato deste ser convexo. Logo, a soma dos angulos internos de um
poligono convexo com (n + 1) lados é dada pela soma dos angulos internos dos dois
poligonos decompostos, ou seja, por hipotese de indugao, a soma dos angulos internos
do poligono convexo com n lados resulta em (n — 2)7 radianos e, pelo passo base, a
soma dos angulos internos do triangulo resulta em 7 radianos

Sendo assim, (n —2)7m +7 = (n—1)r = [(n+ 1) — 2)7.

Portanto, pelo Principio da Inducao Matemaética, a soma dos angulos internos de

um poligono convexo de n lados (n > 3) é igual a (n — 2)7 radianos.

Proposicao 5.3.2. O numero de diagonais de um poligono convexo de n lados, com
n—3)

;- n(
n >3, éigual a =5
Demonstragao
Passo base:
Para n = 3, o poligono considerado é o triangulo e sabemos que o triangulo nao tem

B)3)=3)
2

nenhuma diagonal. Agora, verificando a proposicao: L =0 , ou seja, nenhuma

diagonal como esperavamos.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, com n > 3, o numero de diagonais de um poligono

, . _3
convexo de n lados é igual a %
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Vamos mostrar que em um poligono convexo com (n + 1) lados, o nimero de dia-

(n+1)[(n+1)—3)] (n+1)(n—2)
2 2 '

Como fizemos na Proposigao 5.3.1, considere o poligono convexo de (n + 1) lados

gonais € igual a , ou seja,

A1 A5 A3... A, A, 1 e tomando a diagonal A; A,, vamos decompo-lo em dois poligonos, o
poligono convexo com n lados Ay Ay As... A, e o triangulo A; A, A, 41 (figura 5.1). Logo,

o numero de diagonais do poligono convexo de (n + 1) lados é dado pelo nimero de

(n=3)
2

diagonais do poligono convexo de n lados, que por hipétese de inducao é = , mais o

numero de diagonais que partem do vértice A, e tem como extremidades os vértices
Ag, Az, ..., Ay_1, num total de n — 2 diagonais e, por fim, mais a diagonal A;A,, que

até agora nao havia sido contada por ser lado comum dos poligonos decompostos.
Sendo assim, @ +(n—2)+1= ("Hzﬂ
Portanto, pelo Principio da Inducao Matematica, o nimero de diagonais de um

n(n—3)

poligono convexo de n lados, com n > 3, ¢ igual a —=—.



Capitulo 6

Abordando Conceitos do Ensino
com o Principio da Inducao

Matematica

Ao sugerirmos introduzir o contetdo referente ao Principio da Inducao Matematica
no ensino médio, levamos em conta podermos utilizar as defini¢oes por recorréncia,
estas, propiciariam demonstragoes mais rigorosas das proposigoes relativas aos nimeros

naturais, antes s6 conjecturadas.

6.1 Poténcias

Na maioria dos livros didéticos, como em [7] por exemplo, a defini¢do de poténcia
¢ dada da seguinte maneira:

“Dados um niimero real positivo a e um niimero natural n diferente de zero, chama-
se poténcias de base a e expoente n o numero a” que é igual ao produto de n fatores
iguais a a.” Ou seja,

a’ =ga.a.a. ... .q
—_—

n fatores
Em seguida, as propriedades das poténcias sao enunciadas, verificadas em alguns
exemplos e generalizadas.
Nao discutiremos aqui o mérito desta definicao, mas iremos propor outra maneira de
definirmos poténcias. Esta pode ser estendida para definir outros entes na Matemaética,

trata-se de uma defini¢ao por recorréncia.
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6.1.1 Definicao de Poténcia com Expoente Natural

Seja a um numero real e n um numero natural. Definimos a poténcia de base a e

expoente n, por:

Com este tipo de definicao, podemos demonstrar as propriedades das poténcias

usando o Principio da Inducao Matemaética.

Proposicao 6.1.1 (Propriedades das Poténcias). Sejam a e b reais, m e n naturais,

entao:
P)) a™.a™ = g™t
p2) (am)n — am.n
Py) (a.b)™ = a™.b"

Demonstracao de P,

m

Quermos mostrar que a™.a" = a™*", para isso, vamos manter m fixo e fazer a

demonstracao por indugao sobre n.

Passo base:

Para n = 1, temos:
def def

a™.a' = a™.a = gmt!

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, tenhamos a™.a™ = a™"™". Queremos mostrar que
am.an+1 — am+n+1'

De fato,

am.a" % qm (an.a) = (a™.a").a & amtn g At g+l

O que, por inducao, encerra a demonstragao de P;.

Quermos mostrar m" = gmn i i fi
que (a™)" = a™", mais uma vez, para isso, vamos manter m fixo

e fazer a demonstracao por inducao sobre n.

Passo base:
Para n = 1, temos:

(am)l =g = am.l
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Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:
Suponha que, para algum n € N, tenhamos (a™)" = a™". Queremos mostrar que
(a™)" T = gt ),

De fato,

(am)n-H déf (am)n ' (am)l H:I am™m g™ é m.n+m _ m.(n+1)

a a

O que, por indugao, encerra a demonstracao de Ps.

Quermos mostrar que (a.b)” = a".b".
Passo base:

Para n = 1, temos:

(a.b)! = a.b=a'.b?

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, tenhamos (a.b)” = a™.b". Queremos mostrar que
(a.b)" ™t = a1t pn L,

De fato,

(a.b)" ! e/ (a.b)™.(a.b)! i (a™.b").(a.b) = (a"™.a).(b™.b) W gt e+t

O que, por inducao, encerra a demonstragao de Ps.

6.2 Progressoes

6.2.1 Progressao Aritmética

Uma Progressao Aritmética (P.A.) é uma sequéncia de nimeros onde cada termo,
a partir do segundo, é obtido somando-se ao termo anterior uma constante r, chamada
razao da P.A.

Matematicamente:

{ ay € o primeiro termo da P.A.

Ap = Qp_1+ 71,880 >2

Normalmente, nos livros didaticos, apds a definicao das Progressoes é deduzida
uma férmula para o termo geral utilizando o chamado “método da galinha”, o titulo

deste método é creditado a Bertrand Russel, como podemos ver na péagina 8 em [11].
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Este método consiste em, nada mais, nada menos, verificar um padrao observando
0 que acontece com os primeiros termos e generalizando para o termo geral. Aqui,
particurlamente, esse método é eficaz e realmente fornece a férmula correta do termo
geral, no entanto, apés ensinar o Principio da Indugao Matematica para os alunos do 1°
ano do ensino médio logo no inicio deste ciclo, temos uma ferramenta importante que
possibilita demonstrarmos a veracidade da férmula do termo geral de uma progressao
aritmética.

Vejamos:

as =a,+7r

az=as+r= (a1 +7r)+r=a; +2r

ag=az+r= (a1 +2r)+r=a +3r

as =as+1r = (a1 +3r)+r=a +4r

Seguindo este padrao, conjecturamos que o termo geral é dado por a,, = a;+(n—1)r.
Vamos utilizar o Principio da Inducao Matematica para demonstrar a veracidade

desta conjectura.

Proposicao 6.2.1. O termo geral de uma Progressao Aritmética de razao r é dado

por an, = a; + (n — 1)r.

Demonstracgao.
Passo Base:
Para n = 1, temos:
aqy=a1 +[(1) = 1lr=a1+0r=a

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:

Suponha que, para algum n € N, o termo geral de uma progressao aritmética seja
dado por a, = a; + (n — 1)r. Queremos mostrar que a,.1; = a; + [(n + 1) — 1]r, ou
seja, apy1 = a1 +nr.

De fato,

an+1défanvLTH:j'al‘i‘(n—1)7”+7“=a1+m"—r—|—7“=a1+m“ []

6.2.2 Progressao Geométrica

Uma Progressao Geométrica (P.G.) é uma sequéncia de niimeros onde cada termo,
a partir do segundo, ¢ obtido multiplicando ao termo anterior uma constante ¢ deno-

minada por razao da P.G.
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Matematicamente:

{ a; é o primeiro termo da P.G.

Ap = Ap_1.q, S€ N > 2

Analogamente ao que acontece com a Progressao Aritmética, nos livros didaticos,
¢ deduzida uma férmula para o termo geral como em seguida.

Vejamos:

as = aq.q

az = as.q = (a1.q).q = a,.q*

ay = az.q = (a1.¢*).¢ = a1.¢*

a5 = Q4.4 = (al.q?’).q = Cll-q4

Seguindo este padrao, podemos conjecturar que o termo geral de uma P.G. é dado
por a, = a;.q" L.
Vamos utilizar o Principio da Inducao Matematica para demonstrar a veracidade

desta conjectura.

Proposicao 6.2.2. O termo geral de uma Progressio Geométrica de razdo q € dado

por a, = a;.q" L.

Demonstracgao.
Passo Base:

Para n = 1, temos:

-1

aq) = a;.q" =a,.¢" = a

Portanto, o passo base estd verificado.

Passo indutivo:
Suponha que, para algum n € N, o termo geral de uma progressao geométrica seja
dado por a,, = a;.¢"'. Queremos mostrar que a,+; = a;.q" 1 —1, ou seja, a1 = a;.q".

De fato,

def H.I. ~1 —141
Ani1 = Qp.q = a1.4" ".q = a1.q" =ay.q" ]
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6.3 Somatorio

O somatério é uma notagao matematica que nos permite representar somas de

vérios termos. E representado com a letra grega sigma maitusculo (> ) e definido por:
n
Zai:a1+a2+...+an
i=1

Proposicao 6.3.1 (Propriedades dos Somatérios). Sejam m,n € N, tais que m < n e
a;,bj,c R, parat=1,2,...,n.

n

S1) Do (ai+0b) =D ai+ Y b
=1 =1

=1

n n
So) Yo ca;=c. ) q
i=1 i=1

n

53) Z (az‘+1 - ai) = 0p41 — W1

.
—_

Sy) Y. c=nc
i=1

Demonstracao.
S1)
Passo base:

Para n = 1, temos:

1 1 1
So(ai+b)=ar+by=>a;+ > b
i=1 i=1 i=1
Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:
n

Suponha que, para algum n € N, tenhamos > (a; + b;) = > a; + > b;. Queremos
i=1 i=1 i=1
n+1 n+1 n+1

mostrar que Y (a; +0b;) = > a;+ Y b;.
i=1 i=1 i=1

De fato,

n+1 n

Z (ai + 1)1):2 (ai + bl) + (an+1 + bn+1) = (Z_zn:l a; + ,é bz) + (an+1 + bn+1>

i=1 =1

=Y a;+ Y b+ a1 b1 =D @i+ a1+ )b+ by
= i—1 i=1 i=1

=1 =
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= (Eai+an+l) + (Zbi+bn+l) =2 ai+ ) b
= =1 i=1 i=1
Ss)

Passo base:

Para n =1, temos:

anl—cal—c Zaz

Portanto 0 passo base esta verificado.

Passo indutivo:
n
Suponha que, para algum n € N, tenhamos > c.a; = ¢. > a;. Queremos mostrar

i=1 i=1
n+1 n+1

que Y c.a; =c. Y. a;.
i=1 i=1

De fato,

=1 =1 =1

n+1 n+1
> ca; = anz—l—canﬂ—c Zaﬁ—canﬂ (Za,+an+1) =c )y a;.
i=1 i=1

Ss)

Plasso base:

Z (ai-i-l - ai) =02 — a1 = a)+1 — I
i=1

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:
n

Suponha que, para algum n € N, tenhamos »_ (a;+1 — ;) = apy1 — a1. Queremos
i=1
n+1 n+1
mostrar que Y (@41 — @) = Ani1y41 — a1, oOU s€ja, > (Ajp1 — G;) = Gppp — Q1.
i=1 i=1
De fato,
n+1

n
> (@i —ai) = Y (aiyr — ai) + A(n+1)+1 — Gn+1
=1 i=1

= (ang1 — 1) + Apgo — Qg1 = Apgo — @1

Sy)

Passo base:
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Para n = 1, temos:

;c:c: (1).c

Portanto, o passo base esta verificado.

Passo indutivo:
n

Suponha que, para algum n € N, tenhamos ) ¢ = n.c. Queremos mostrar que
i=1
n+1
Ye=(n+1).c

i=1

De fato,

n+1 n

Ye=>Yc+ec=nc+c=c(n+1) O
i=1 =1

Vejamos um exemplo onde o conhecimento destas propriedades dos somatorios pode

ser util:

Exemplo 6.3.1. Determine uma formula fechada para a sequinte soma

S, =12+23+34+45+... +n.(n+1)

Utilizando somatoério, temos:

Sp, = 12423+34+45+ ... +n.(n+1)

= ) ii+1)
=1
D GE)
=1
= ) i+ i
=1 =1
= (PP+224+3+...+0)+(1+2+3+...+n)
n(n+1).2n+1) n(n+1)
= +
6 2
n.(n+1).(n+2)
3




Capitulo 7
Conclusao

O objetivo deste trabalho foi o de sugerir um roteiro que propicie um aprofunda-
mento gradativo do processo de ensino e aprendizagem do Principio da Inducao Mate-
matica. Também mostramos uma forma de utilizar o Principio da Inducao Matematica
para reformular a maneira como sao ensinados os tépicos potenciacao e progressoes,
além da possibilidade de trabalharmos o simbolo de somatério neste nivel. Entendemos
que a busca pela melhoria do método de ensino e aprendizagem nao se exaure, tendo
em vista que a busca pelo aprimoramento deste mecanismo deve ser continua. Con-
tudo, esperamos ter contribuido de alguma forma na maturacao das ideias inerentes ao
ensino deste topico, bem como, que tenhamos permitido aos interessados uma breve
experiéncia que possibilite nortear suas inser¢oes mais aprofundadas sobre o tema.

Ao ensinarmos Inducao Matematica, serao apresentadas, aos alunos, diversas de-
monstragoes que lhes permitirao responderem questoes do tipo:

“Por que isso é verdade?”

Dessa forma, esperamos propiciar o inicio de uma postura em que o professor se dis-
poe a demonstrar e os alunos se motivam a perguntar. Essa postura, com certeza, fara
com que as aulas de Matematica se tornem mais prazerosas, desafiadoras, dinamicas e
interativas.

Destacamos que o aperfeicoamento didatico aqui proposto dar-se-4, primeiramente,
pelo fato de que nao é costume na maioria das escolas brasileiras o ensino de Indugao
Matematica. Na verdade, sao poucas as escolas que incluem o ensino deste assunto em
seus curriculos. Na maioria das vezes em que vemos Indugao sendo ensinada no ensino
médio, percebemos, infelizmente, tratar-se de um esforco individual do professor de
Matemaética.

Queremos deixar claro que esse trabalho foi pensado para possibilitar o ensino e a

aprendizagem do Principio da Inducao Matematica para os alunos do 1° ano do en-
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sino médio. Defendemos que o ensino de Matematica seja feito de modo a despertar o
senso critico. A partir do 1° ano do ensino médio nao podemos conceber o ensino de
Matematica sem que promovamos a necessidade de demonstrarmos a veracidade dos
mais diversos teoremas e proposicoes. Acreditamos que o quanto antes os alunos forem
instigados a questionarem a veracidade de “férmulas” impostas como verdadeiras, mais
benéfico e positivo sera o processo de ensino e aprendizagem. No entanto, entende-
mos que, inicialmente, no ensino fundamental II (6° ao 9° ano), a Matemética possa
continuar a ser ensinada através de conjecturas, assumindo muitas proposi¢oes como
verdades a partir de algumas observagoes, pois a maioria dos alunos ainda nao tem o
amadurecimento abstrato para compreender as demonstracoes. Contudo, ao chegar no
1° ano do ensino médio, mesmo que alguns alunos ainda nao tenham atingido o nivel
de abstracao esperado, devemos iniciar a acao de instiga-los a perguntarem por que
as coisas sao como sao e, dessa forma, reformular de maneira concisa o modo como a
Matematica pode e deve ser ensinada.

Queremos registrar que, durante a confeccao deste trabalho, tivemos a experiéncia
de aplica-lo, parcialmente, em uma turma de Educagao de Jovens e Adultos (E.J.A.).
Esta turma é composta, em sua maioria, por alunos que estavam afastados da sala de
aula por muito tempo, para se ter uma ideia, tenho um aluno nessa sala que tem a idade
de ser meu avo, por isso mesmo, esses alunos apresentam grande dificuldade em apren-
der novos conceitos. Contudo, tendo bastante cuidado em questionar a todo instante
se estavam compreendendo os consceitos basicos inerentes aos processos de ensino e
aprendizagem do Principio da Indugao Matematica e sua aplicacao nas demonstracoes,
percebemos que os alunos se mostraram confiantes e pareciam ter assimilado bem os
conceitos estudados. Nao tivemos, infelizmente, tempo habil para registrar a avaliagao.
De qualquer forma, essa etapa pode ser uma proposta para a sequéncia deste trabalho
em acordo com o segundo modelo de confecao da dissertacao do PROFMAT.

Por fim, esperamos ter propiciado aos interessados, os fundamentos mais béasicos do

Principio da Indugao Matematica.
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