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RESUMO

A dissertacdo aborda algumas das possiveis demonstracdes matematicas no Ensino Médio,
apresentando e utilizando o Principio de Inducdo Finita como ferramenta-técnica a ser
adicionada no curriculo, e assim possibilita sua agregacdo de valor como artificio de
demonstracdo de teoremas e proposicdes que podem ser feitos apenas com sua utilizagdo ou
em outros casos, sendo mais uma forma de comprovacdo. Determinadas proposicdes sdo
provadas de mais de uma maneira. Além de aumentar a quantidade de técnicas de
demonstracdo, o leitor poderd escolher a prova apresentada que ache melhor ou mais
conveniente para reproduzir em seu desenvolvimento teérico ou até mesmo como efeito de
diversidade, seja ele, dando aula, no caso do professor, ou desenvolvendo uma pesquisa,

sendo aluno ou um leitor interessado.

Palavras-Chave: Curriculo. Demonstracdo. Inducao.



ABSTRACT

The dissertation discusses some of the possible mathematical proofs in high school,
presenting and using the induction principle as Finite-technical tool to be added to the
curriculum, and thus enables its added value as a demonstration of fireworks theorems and
propositions that can be made only with use or in other cases , more a form of evidence .
Certain propositions are proven in more than one way . In addition to increasing the amount
of demonstration techniques, the reader can choose the evidence presented to find better or
more convenient to play in its theoretical development or even as diversity effect, be it, giving

classes in the case of the teacher, or developing research , and student or an interested reader .

Key-words: Minimum. Demonstration. Induction .
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1. INTRODUCAO

Este trabalho consiste em expor algumas das possiveis demonstracdes de assuntos que
podem ser abordados no ensino médio regular. Desta forma espera-se que estas
demonstraces déem aos leitores a possibilidade de fazer um estudo sequencial e Idgico-
dedutivo destes contetidos, os quais serdo explicitados no segundo capitulo.

Em seguida, no terceiro capitulo, sera enunciado o Principio de Inducdo e como este
estd presente nos Axiomas de Peano. Além disso, serdo abordados alguns exemplos de sua
utilizacdo e possiveis interpretagdes do mesmo, culminando numa equivaléncia conhecida
como Principio da Boa Ordenagéo.

O sexto, sétimo, oitavo e décimo capitulos evidenciardo amostras de proposicdes e
lemas que podem ser provados utilizando o Principio de Inducdo, reforcando assim a
importancia de ser inserido no ensino médio, o qual &, inclusive, a principal proposta adotada
e sugerida a ser apresentada neste trabalho.

Ja no quarto, quinto, nono, décimo primeiro e décimo segundo capitulos serdo
exemplificadas outras demonstragcdes que podem ser feitas no ensino médio sem o Principio
de Inducdo, mas que sdo de abordagem simples e por isso, também séo cabiveis de serem

desenvolvidas no ensino médio regular.

1.1. Motivacdo da Dissertacéo

A caréncia de suporte tedrico quanto ao desenvolvimento de aulas de matematica para
0 ensino médio, tanto na rede estadual de ensino do Rio de janeiro e na minha graduacgéo em
licenciatura em matematica pela Universidade Federal Fluminense, foram os motivadores
para que eu pesquisasse e buscasse métodos para demonstrar, provar ou justificar os temas do
ensino médio. Além dessas faltas de apoio as demonstra¢des, também tive o estudo de caso
aplicado numa turma em que era professor de ensino médio da rede estadual do Rio de

janeiro.
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2. DIVISAO DE CONTEUDOS E ORDEM METODOLOGICA

2.1. Divisao de conteudos

A dissertacdo foi divida por ano de escolaridade do ensino médio e contetido proposto

na seguinte ordem:

e 1%ano

» Funcéo Polinomial do 1° grau

> Raz0es trigonométricas no triangulo retangulo
o Teorema de Pitadgoras
o Angulos Notaveis
o Leidos Senos
o Lei dos Cossenos

» Funcédo Exponencial
o Poténcias e Raizes

e 2%ano
» Funcéo Logaritmica
» Sequéncias numéricas e Matematica Financeira

Progressdo Aritmética (P.A.)

(@]

Progressdo Geométrica (P.G.)

(@]

Juros Simples

O

Juros Compostos

O

» Geometria espacial: Esfera
o Volume da esfera

e 3%ano
» Numeros Complexos
o Conjugado
o Poténcias inteiras de i

o Forma trigonométrica

12



» Geometria Analitica (parte 1)

o Distancia entre pontos

o Ponto Médio

o Equacdo geral e reduzida da reta
» Geometria Analitica (parte 2)

o Andlise de retas paralelas e retas perpendiculares

o Equacdo da circunferéncia nas formas reduzida e geral
» Polindmios e Equacdes Algébricas

o Teorema do Resto
2.2. Desenvolvimento das atividades

As atividades e demonstragdes foram aplicadas no Ciep 198 - Professora Roza Ferreira
de Mattos, no municipio de Duque de Caxias, com uma turma que possuia em média vinte
alunos, durante trés tempos de cinquenta minutos de aula por semana. O estudo e as

demonstragdes foi desenvolvido com a mesma turma durante os trés anos de escolaridade do

ensino médio.
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3. PROPOSTA DE INSERCAO DO PRINCIPIO DE INDUCAO

O Principio de Inducdo Finita é uma das técnicas de demonstracdo empregadas na
matematica, por isso seria interessante que tal ferramenta-técnica fosse acrescentada no
curriculo do Ensino Médio principalmente no primeiro ano. Ao utilizar as demonstracdes, 0s
alunos irdo amadurecer o raciocinio matematico, entender melhor porque determinado
resultado é verdadeiro e desenvolver a abstracdo para compreender resultados na sua forma

geral, e ndo apenas particular.

3.1. Dindmica do Principio de Inducéo nas aulas

A aplicacao do Principio de Inducao foi feito em etapas, sendo elas:
Apresentacdo do Principio de Inducéo;

Aplicacéo do Principio de Inducdo em exemplos elementares;

Atividades feitas em grupos;

O 0O 0 O

Uso do Principio de Indugdo no desenvolvimento dos contedos curriculares, sempre

que possivel.

3.2. Principio de Inducéo Finita

O Principio de Inducdo Matematica, ou Principio de Inducdo Finita, ou Principio de
Indugdo é um instrumento importante para demonstrar teoremas em matemaética envolvendo o
conjunto dos nimeros inteiros e vem sendo utilizado desde a antiguidade, porém de forma
implicita. O principio foi utilizado pela primeira vez de forma explicita em 1575 por
Francesco Maurolycus para provar a formula da soma dos n primeiros termos impares
(Iremos fazer esta demonstracdo no Exemplo 1 - item a). Apesar disso 0 metodo so se tornou
conhecido em 1665 ap0s a publicacdo do Traité du triangle arithmetique de Blaise Pascal.

Axiomas de Peano: Sdo dados um conjunto N, chamado conjunto dos numeros
naturais, e uma funcdo s: N — N, ambos indefinidos, que satisfazem aos seguintes axiomas:

I. s éinjetora.

Il. N — s(N)possui um s6 elemento, que chamaremos "um" e sera representado por 1.

14



I1l.  Se X c N satisfizer (i) e (ii) abaixo, entdo X € o proprio N, sendo

(i) 1eX;

(i) ne X =s(n) eX.

Os Axiomas de Peano podem ser ainda interpretados como uma funcdo que
correlaciona um nimero n com 0 seu sucessor s(n) e ainda podem ser explicados com 0s
seguintes intuitos:

I.  de afirmar que cada nUmero natural associa-se a um nico sucessor;
Il.  de que o um ndo é sucessor de nenhum nimero e que N # @;
I1l.  de causar o efeito domind que vai construindo todos os nimeros naturais a partir do

um de forma sequencial, isto ¢, 2 = s(1),3 = s(2), ....

O terceiro axioma de Peano € conhecido como Principio de Inducéo, assim sendo ele
faz, parte da teoria e construgdo do conjunto dos nimeros naturais. E uma possivel elucidacdo
é a seguinte:

Seja P uma propriedade referente aos nimeros naturais; se 1 satisfizer a propriedade P
e se, do fato de um numero natural n satisfazer P pudermos concluir que n + 1 também
satisfaz a propriedade P, entdo todos os numeros naturais satisfazem essa propriedade.

O Principio de Inducdo é equivalente a um outro principio de grande importancia que
é o Principio da Boa Ordenacdo, mas antes de enuncia-lo iremos fazer uma defini¢do que o

precede.

Definicdo: Um subconjunto ndo-vazio dos inteiros é limitado inferiormente se existir um
ndmero inteiro a que € menor ou igual a todos 0s nuUmeros pertencentes a esse conjunto. Ou

seja,paraX c ZeX # @,seJa € Ztal que a < x Vx € X, entdo X é limitado inferiormente.

O Principio da Boa Ordenacao diz que todo subconjunto ndo-vazio X c Z e limitado

inferiormente possui um menor elemento, isto ¢, 3 a € X tal que a < x Vx € X.
Um outra forma do Principio de Inducdo que serd utilizada para o desenvolvimento

desta dissertacdo € apresentada a seguir, baseando-se no livro Curso de Algebra cujo autor é
A. Hefez.
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Definicdo: Uma sentenca aberta sdo expressdes que ndao podemos atribuir o valor l6gico

como verdadeira ou falsa.

Teorema do Principio de Inducdo: Seja P(n) uma sentenca aberta em {n € Z; n = ny}, tal
que:
(i) P(n,)é verdadeira.
(ii) vn = n,, se P(n) é verdadeira, entdo P(n + 1) é verdadeira.
Entdo P(n) é verdadeira Vn > n,.
Demonstracédo. A demonstracdo serd feita por reducao ao absurdo. Para isso, consideremos o0
conjunto A = {n € Z;n > ny e P(n) é falso}, 0 qual queremos mostrar que € vazio.
Suponhamos, por absurdo, que A # @. Como A é limitado inferiormente, pelo
Principio da Boa Ordenacédo, A possui um menor elemento a. Como a € A temos que a > ng
e P(a) é falso. Por (i), temos que P(n,) é verdadeira, logo ny & A. Assim, a # n, €, portanto
a > ny. Sendo a 0 menor elemento de A, entdo a —1 ¢ A. Comoa—1=nye P(a—1) é
verdadeira, por (ii), P((a -1+ 1) = P(a) é verdadeira e, por conseguinte, a € A, que é
uma contradicdo.
|
A seguir serdo apresentados alguns exemplos basicos e classicos de propriedades

sobre os numeros naturais onde o Principio de Inducdo pode ser usado para demonstra-los.

Exemplo 1. Mostre pelo Principio de Inducdo que:
a) Para todo n natural ndo-nulo, tem-se que 1 + 3+ 5+ -+ (2n — 1) = n?
Demonstragdo. Seja P(n): 1+ 3+ 5+ -+ (2n — 1) = n? paraalgumn € N,
Temos que P(1) é verdadeira, pois 1 = (2.1 — 1) = 12,
Agora supondo P(n) verdadeira, temos que
1+3+5+-+2n—-1) =n?
Somando (2n + 1) a ambos os membros da igualdade acima, obtemos
1+3+5++CCn—-1D+Cn+1D)=n*+2n+1)=mn+1)?
logo P(n + 1) é verdadeira. Pelo Principio de Indugdo Matematica, P(n) é verdadeira para

todon > 1.
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_ n(n+1)(2n+1)

b) Para todo n natural, tem-se que 12 + 22 + 32 + -+ + n? A

Demonstracdo. Seja P(n): 12 + 22 + 32 + .-+ n? = w para algum n € N.
Temos que P(1) é verdadeira, pois 1 = 12 = 12—3
Agora supondo P(n) verdadeira, temos que

n(n+1)(2n+1)

12+22 4324 +n?= -

Somando (n + 1)? a ambos os membros da igualdade acima, obtemos
nn+1)2n+1)

12+22 43+ 40+ (n+1)? = c + (n+ 1)?
12422432 4 o0 + (n+ 1)2 _nn+1)(@n +61)+6(n+1)2
12+22+32+...+n2+(n+1)2:("+1)("(2n-|-61)+6(n+1))
12+22+32+---+n2+(n+1)2=(n+1)(2";+7"+6)
12+22+32+...+n2+(n+1)z:("+1)(n+2)6(2(n+1)+1)’

logo P(n + 1) é verdadeira. Pelo Principio de Inducdo Matematica, P(n) € verdadeira para

todon > 1.

c) Para todo n natural maior ou igual a 4, tem-se que n! > 2".
Demonstracdo. Seja P(n): n! = 2" paraalgum n € N, tal que n > 4.
Temos que P(4) é verdadeira, pois 4! = 24 > 16 = 2*.
Agora supondo P(n) verdadeira, n > 4, temos que

n! > 2",

Multiplicando n + 1 a ambos os membros da desigualdade acima, obtemos
nl.(n+1)=2"(n+1)
(n+1)!>2"(n+1)=>2"2=2"" jaque
n=z4z=zlen=2-1en+1=2.

Logo P(n + 1) é verdadeira. Pelo Principio de Inducdo Matematica, P(n) é verdadeira para

todon > 4.

d) Para todo n natural maior ou igual a 7, tem-se n! > 3".

17



Demonstracdo. Seja P(n): n! > 3" paraalgumn € N, tal que n > 7.
Temos que P(7) é verdadeira, pois 7! = 5040 > 2187 = 37.
Agora supondo P(n) verdadeira, n > 7, temos que

n! > 3",

Multiplicando n + 1 a ambos os membros da desigualdade acima, obtemos
nl.(n+1)=>3"(n+1)
m+1D!'>3"(n+1)=>3"3=3"" jaque
n=7=22en=23-1on+1=3.

Logo P(n + 1) € verdadeira. Pelo Principio de Inducdo Matematica, P(n) é verdadeira para

todon > 7.
]

Exemplo 2. Seja f:Z — Z uma funcdo tal que para quaisquer a e b inteiros, tem-se f(a +
b) = f(a) + f(b). A partir desta definicdo, mostre que:

a) f(0) = 0.

Demonstracéo. Seja f(a + b) = f(a) + f(b) para a e b inteiros.
Em particular, como 0 € Z, tem-se

f(0+0)=f(0)+f(0) & f(0) = 2f(0) = f(0) = 0.

b) Para todo n natural, tem-se f(n) = n. f(1).
Demonstracdo. Seja P(n): f(n) = n. f(1) paraalgumn € N.
Temos que P(1) é verdadeira, pois f(1) = 1. f(1) (utilizando o item a).
Agora supondo P(n) verdadeira, temos que
f) =n.f(1)
Somando f (1) a ambos os membros da igualdade acima, obtemos
f+ M) =nfD)+f1)
f(n+1)=n+1).f(Q).
Logo P(n + 1) é verdadeira. Pelo Principio de Inducdo Matematica, P(n) é verdadeira para

todon € N.

c) Para todo n inteiro, tem-se f(—n) = —f(n).

0=£(0)=f(n+(—n)) =f(n) + f(-n) & —f(n) = f(—n) paratodo n € Z.
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d) Para todo n inteiro, tem-se f(n) = n. f(1).
Paran = 0, temos que f(0) = 0 = 0. f(1).
Sejan € Z*. Como —n € N, temos

f(—=n) = —n. f(1) pelo (item b)

—f(n) = —n. f(1) pelo (item c)

f() =n.f().
Pelo que foi concluido acima e pelo item b, temos f(n) = n. f(1) paratodo n € Z, ja
que Z = NUZ_.

3.3. Dinamica das Atividades de Inducéo

O uso do Principio de Inducéo era feito de maneira metodica e repetitiva, quanto as
perguntas que justificavam os seus passos, com o0 objetivo de deixar claro o que se deseja em
cada etapa do seu desenvolvimento. A demonstracdo era seguida utilizando as questdes
abaixo.

O Como mostramos para o primeiro?
O Como é a sentenca para certo n?
O Como é asentenca paran + 1?

O O que tenho que fazer para ir da sentenca n para a sentenca n + 1?
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4. FUNCAO POLINOMIAL DO 1° GRAU
Ano de escolaridade: 1° ano
Funcéo Polinomial do 1° grau ou Fungéo Afim.

Iniciaremos definindo o que é grafico de uma funcéo, para que entdo possamos fazer

uma analise do grafico de uma funcéo polinomial do 1° grau.

Definigdo 4.0. O gréfico de uma funcéo f é a representacdo no plano cartesiano do conjunto

formado pelos pares ordenados (x f (x)) , com x pertencente ao dominio de f.

Feito esta definicdo de grafico de uma funcéo, podemos fazer uma defini¢do formal do

que € o gréafico de uma funcao afim.

Definigdo 4.1. A funcdo afim ou funcéo polinomial do 1° grau € uma funcdo f: R — R cuja
lei de formacdo é dada por f(x) =ax+ b, com a € R"eb € R. Denominamos a de
coeficiente angular ou taxa de variacdo e b de coeficiente linear. O seu grafico é o

subconjunto do plano cartesiano formado pelos pares ordenados (x, ax + b), com x € R.

De forma natural podemos pensar nas interseces do grafico com os eixos ordenados.

Analisaremos primeiro a interse¢do do grafico com o eixo das abscissas.

Definicdo 4.2. A raiz ou zero de uma funcéo é o valor de x para o qual f(x) é zero, ou seja, é

a abscissa do ponto de intersecdo do grafico de f com o eixo das abscissas.

Proposic¢ado 4.1. O ponto de intersecdo do grafico da funcao afim
fR—R
x = f(x)’

f(x) =ax+ b, para a € R"eb € R, com 0 eixo das abscissas € 0 ponto de coordenadas

(2.

Demonstragdo. 0 =ax+b © ax =—-b © x = —s, ja que por definigdo a # 0.
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De maneira analoga, podemos definir a intersecdo do grafico de uma fungdo com o

eixo das ordenadas.

Definicdo 4.3. O ponto de interse¢do do grafico de uma funcdo real f com o eixo das
ordenadas é dada por (0, £(0)).

Com esta definicéo 4.3., podemos determinar o ponto de intersecdo do grafico de uma

funcgéo afim com o eixo das ordenadas.

Proposicdo 4.2. O ponto de intersecdo do grafico da funcéo afim
f:R—R
x = f(x)’
f(x) =ax + b,paraa € R* e b € R, com 0 eixo das ordenadas é (0, b).
Demonstracéo. f(0) =a.0+b < f(0) =0+ b & f(0) = b.
[ |
Agora iremos analisar a caracteristica de uma funcdo quanto ao seu crescimento e seu

decrescimento.

Definigdo 4.4. Uma funcéo f: R — R € crescente quando para quaisquer x, e x; pertencem

ao dominio da fungdo, temos que se x, > x;, entdo f(x,) > f(x).

Com esta definicdo de funcdo crescente, determinaremos quando uma funcédo afim é

crescente.

Proposicdo 4.3. Uma funcdo afim fiR — R, f(x) =ax+b, para ae R"eb ER, &
crescente quando a > 0.
Demonstra¢éo. Suponhamos que a > 0 e tomemos x, € x;, reais tais que x, > x, © x, —
xp > 0. Temos que

flxg)=ax,+beb=f(x,)—ax,

fxp) =a.x, +b o b= f(xy) —a.x,

Portanto, f(x,) —a.x, = f(xp) —a.x, © f(x,) — f(xp) =a.x, —a.x, ©
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f(xa) _f(xb) = a. (xa - xb)' ASSim’ f(xa) _f(xb) > O(<:> f(xa) > f(xb))i Jé-

quex, —x, >0ea>0.
De forma analoga iremos definir fungdo decrescente.

Definicdo 4.5. Uma funcdo f:R — R é decrescente quando para quaisquer x, € x

pertencem ao dominio da fungéo, temos que se x, > x;, entdo f(x,) < f(xp).
Veremos agora quando uma funcdo afim ela é decrescente.

Proposicdo 4.4. A funcdo afim fiR — R, f(x) =ax+b, para aeER"ebeER, &
decrescente sempre que a < 0.
Demonstracéo. Suponhamos que a < 0 e tomemos x, e x, reais tais que x, > x, © x, —
xp > 0. Como f(x,) — f(xp) = a. (x4 — x3), temos que f(x,) — f(xy) < 0(& f(x,) <
f(xp)), jaquex, —x, >0ea<0.

[ |
Proposicao 4.5. O gréfico da funcdo afim f:R — R, f(x) =ax+ b,paraa € R*eb € R, é
uma reta ndo-horizontal e ndo-vertical.
Demonstracdo. Sejam trés valores distintos x,,x; e x, no dominio da funcdo. Podemos

supor, sem perda de generalidade, que x, < x, < x.(= |x, —x,| > 0 e |x, — x| > 0).

Figura 4.1: Reta Afim ndo-horizontal e ndo-vertical
flz) 9
flay) o

flr,)s

FONTE: Autor 2016
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Pela tricotomiade a, a > 0, a < 0 ou a = 0 e pelas proposicdes 4.3 e 4.4, temos:
fxa) < flxp) ou fxg) > f(xp) = |f(xa) — f(xp)] >0
fOp) < flxe) ou flxp) > f(x) = 1f(xe) — fxp)] > 0.

De forma anéloga ao que foi feito nas proposicGes 4.3 e 4.4, temos que

flxg) — flxp) =a.(x, —xp) = |a| = fxa)—f (xp)

Xa—Xp

fGee)—f (xp)

Xc—Xp

fx) —f(x) =a.(x, —xp) = |al =

Logo, Lea) Tl _ )= 7Cu)l (1) ¢ 4P = BHC = 90° (2), onde P = (x5, f(x4))

lxqg—xp| lxc—xpl
e Q = (x., f(x)).

Dai, pelo caso LAL de semelhanca de triangulos, concluimos de (1) e (2) que
APB~BQC. Logo, pela Lei Angular de Tales, temos que ABP + PBQ + QBC = ABP +
90° + PAB = 180°.

Portanto, 4, B e C sao colineares.

|
Proposicao 4.6. Sejam (x1,y;) € (x3,y,) dois pontos no plano tais que x; # x,. Entdo existe

uma Unica funcéo afim f: R - R tal que y; = f(x;) € y, = f(x,), dada por:

_Y2—y1 X2Y1=X1Y2
f(x) - X2—X1 X+ xp—x1

- x —x
V2—Y1 ebh = 2Y1 13/2.
X2—Xq X2—X1

onde a =

Demonstracdo. Ao substituirmos os pontos na lei de formacdo de uma funcéo afim f(x) =
ax + b, obtemos

{f(x1)=a.x1+b {y1=a.x1+b
f(x)=ax,+b W, =ax;+b

Como x; # x, © x, — x1 # 0, temos

= a(x; —x1) =y, — 1.

— YV2—Y1

a .
X2—X1

Substituindo o valor de a na 12 equacao do sistema montado, obtemos

Yy2—y1 -x1 P b — Y1X2—X1Y1—Y2X1+Y1X1 P b — sz1—x1YZ.

X2—X1 X2—X1 X2—X1

b=y —
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Proposicdo 4.7. Toda reta r ndo-vertical e ndo-horizontal no plano cartesiano é o grafico de
uma funcdo afim.

Demonstragdo. Para provar, sdo dados dois pontos distintos: P; = (x1,x;) € P, = (x3,y;) na
reta . Como r é ndo-vertical , tem-se necessariamente x; # x,. Logo, pela proposicdo 4.6,
existe uma funcdo f: R — R afim tal que f(x;) = y; e f(x;) = y,. Por outro lado, o grafico
de f, pela proposigéo 4.5, é uma reta que passa pelos pontos P; e P,. Logo, pelo axioma da
Geometria Euclidiana que diz que por dois pontos passa uma Unica reta, temos que a reta do

grafico de f coincide com r.
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5. RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO E QUALQUER.

Ano de escolaridade: 1° ano

Definicdes e notacgdes 5.0.1
I.  Num tridangulo retdngulo chamamos de hipotenusa a medida ou o préprio lado oposto
ao angulo reto e de catetos os outros dois lados.
Il.  Senode um angulo é a raz&o do cateto oposto pela hipotenusa.
Seno de um angulo x = senx
1. Cosseno de um angulo é a razdo do cateto adjacente pela hipotenusa.
Cosseno de um angulo x = cosx
IV.  Tangente de um angulo é a razdo do cateto oposto pelo cateto adjacente.

Tangente de um angulo x = tgx
5.0. Teorema de Pitagoras.

Antes de iniciarmos esta parte trigonométrica iremos apresentar e demonstrar o
Teorema de Pitagoras, pois este sera de suma importancia para o desenvolvimento das
férmulas e propriedades das relagdes trigonometricas. Além disso, demonstraremos a sua

reciproca, que pode ser de maneira simples.

Proposicdo 5.0.1. O Teorema de Pitagoras diz que em qualquer tridngulo retangulo o
quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos. Em outras palavras, se ¢ é a
hipotenusa e a e b sdo os catetos, entdo c? = a? + b?.

Demonstrac¢éo. Considere um quadrado de lado a + b, como o que esta feito na figura abaixo.

Figura 5.0.1.1: Quadrado de lado a + b
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FONTE: Autor 2016

Note que os quatro tridngulos que compdem o quadrado de lado a + b séo
congruentes pelo caso LAL. Portanto o terceiro lado destes triangulos sdo congruentes, ou
seja, o quadrilatero que compde o quadrado de lado a + b é equilatero. Denotaremos este

lado como ¢

Figura 5.0.1.2: Quadrilatero equilatero

FONTE: Autor 2016

Por outro lado, este quadrilatero também é equiangulo, pois se analisarmos um de seus
vertices como feito na figura acima, temos que pela Lei angular de Tales que os angulos

agudos destes triangulos somam 90°, ou seja, a + 8 = 90°.
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Assim, x + a + f = 180° = x = 90°

Repetindo 0 mesmo raciocinio com os outros vértices obtemos que todos 0s seus
angulos séo congruentes ao angulo reto.

Logo o quadrilatero € um quadrado.

Escrevendo a area do quadrado de lado a + b como (a + b)?, e também como soma
p A A p b . p
das areas de quatro triangulos retangulos congruentes de area a? mais a area de um quadrado

de lado ¢, sendo esta c2, obtemos

(a+b)? =c? + 4. (Clz—b)

a’® + 2ab + b? = c? + 2ab
a’® + b? = c?.

[ |
Proposicdo 5.0.2. O Reciproca do Teorema de Pitdgoras diz que se em um tridngulo
qualquer vale que o quadrado de um de seus lados é igual a soma dos quadrados dos outros
dois lados, entdo este triangulo é retangulo. Ou seja, se tomarmos os lados como sendo a, b e
c, temos que se a® = b? + c?, entdo o tridngulo é retangulo em A.
Demonstracéo. Consideraremos o triangulo ABC de lados a, b e ¢ opostos aos vértices A, B e
C, respectivamente.

Figura 5.0.2.1: Tridngulo qualquer
A

a

FONTE: Autor 2016

Dai faremos uma tricotomia com este angulo da seguinte maneira: A > 90°, A = 90°
ou A < 90°.

(1° Caso - A > 90°) Neste caso teremos um triangulo obtusangulo, e portanto a altura relativa

a um dos outros veértices é externa ao triangulo, como destacado na figura abaixo
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Figura 5.0.2.2: Triangulo obtusangulo

H+C
FONTE: Autor 2016

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que

2 _ p2 2
{a b_zh :L_z(i+2C) sa?-bP=(x+c)?—x>a?=b*+c?+2cx = a’ > b*+c?
= x

(2° Caso - A = 90°) Neste caso ndo ha o que demonstrar, ja que o triangulo sera retangulo.

(3° Caso - A < 90°) Neste caso teremos um tridngulo acutangulo, e portanto, a altura relativa

a um dos outros vertices € interna ao triangulo, como destacado na figura abaixo.

Figura 5.0.2.3: Triangulo acutangulo

C

h

I

I

|
&l
H
< x c-x
c

FONTE: Autor 2016

Aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que
2 _ 12 _ 2
{a _zh +2(C Zx) sa’?—b>=(c—x)>—x*oa®>=b*+c?—2cx = a® < b? + 2.
b =h"+x
Resumindo estes casos, obtemos

Se A > 90°, entdo a? > b2 + ¢?

28



Se A = 90°, entdo a? = b2 + ¢2

Se A < 90°, entdo a? < b? + ¢2.

5.1. Angulos Notaveis.

Utilizando um tridngulo equilatero e aplicando as propriedades ja conhecidas das suas
cevianas, como a de que a mediana, a altura e a bissetriz interna de um mesmo vértice

coincidem, podemos provar a proposicao a seqguir.

Proposicdo 5.1.1. A partir das propriedades béasicas do triangulo equilatero, obtemos que

V3 _ 1
3 7 tg60°

sen30° = % = c0s60°, cos30° = \/2_5 = sen60° e tg30° =

Demonstracé@o. Considere o tridngulo equildtero ABC de lado com medida x. Tracemos a

altura h relativa ao lado BC, cuja a interse¢do € o ponto .

Figura 5.1.1: Triangulo equilatero

FONTE: Autor 2016

Dai pelo Teorema de Pitagoras,

x2=h2+(§)2=>h=xz—\/§.

Assim determinando as razdes trigonométricas, obtemos:

sen30°=cos60°=£=l.
X 2
V3
00530°=sen60°=£=4=£.
X X 2
o_ﬂ_x/z_i_ﬁ_ 1
tg30” = R 3 V3 3 tg60”
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Agora fazendo um raciocinio semelhante ao feito na proposi¢do anterior, com um
quadrado e aplicando a propriedade de que a diagonal de um quadrado coincide com a sua

bissetriz interna, podemos provar a proposicao a seguir.

Proposicdo 5.1.2. A partir das propriedades basicas do quadrado, obtemos que sen45° =

c0s45° = g etg45° = 1.
Demonstragéo. Considere um quadrado ABCD de lado com medida x. Tracemos a diagonal
BD de medida d.

Como a diagonal do quadrado também € uma bissetriz interna, temos que os angulos

determinados pela diagonal medirdo 45°.

Figura 5.1.2: Quadrado

A B
@

®
C

£L

FONTE: Autor 2016

Assim pelo Teorema de Pitagoras,
d?=x*4+x*=2d=xV2.

Determinando as razdes trigonométricas, obtemos:

45° gee XX _1 V2
sen45° = cos45° == —— = — = ——
d xv2 2 2

o _X _

tg45 _x_1,

[ ]
As razdes trigonometricas definem propriedades vélidas para tridngulos retangulos,
porém existem duas leis que apresentaremos a seguir que fazem com que o conceito

trigonométrico valha para triangulos quaisquer.
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A primeira que sera apresentada é a Lei dos Senos que determina para um triangulo
qualquer uma férmula que relaciona os lados aos seus respectivos angulos opostos, através da

razdo trigonométrica seno.

5.2. Lei dos Senos.

Proposicdo 5.2.1. A Lei dos Senos é dada por - i =2 = ;c”’ onde consideraremos um

end  senB  se

tridngulo inscrito na circunferéncia de raio R como na Figura 5.2.1.(a) abaixo.

Figura 5.2.1.(a): Lei dos Senos - Circunferéncia

V

E
FONTE: Autor 2016

DemonstracBes. A primeira demonstracdo vale para qualquer triangulo, porém a segunda
demonstracdo sera dividida em trés casos.

12 maneira de demonstrar. Como BAC = BEC = a« = A e BCE = 90°, temos

a a a
sena = — & 2R = = ~,
2R sena senA

. , b
De maneira analoga, obtemos 2R = — e 2R = —..
senB senC

Portanto,S“A— b___ ¢ _ 2R

end ~ senB  senC

22 maneira de demonstrar. (Utilizando as alturas)

Figura 5.2.1.(b): Lei dos Senos - Alturas - Triangulo Acutangulo
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H
f

FONTE: Autor 2016

(1° caso - Triangulo Acutangulo) - Considere o triangulo acutangulo como na Figura

5.2.1.(b) acima, onde BH ¢ altura relativa ao vértice B.

Cc

. ~ h ~ h ~ ~
Assim, senA = —e senC = —. Logo, h = c.senA = a.senC = =2 = .
c a senA  senC

De maneira andloga, podemos tracar uma outra altura relativa a um dos outros dois

vértices e concluirmos:

a _ b _ ¢

senA  senB  senC’

Figura 5.2.1.(c): Lei dos Senos - Alturas - Triangulo Obtusangulo

FONTE: Autor 2016

(2° caso - Triangulo Obtusangulo) - Considere o triangulo obtusangulo como na

Figura 5.2.1.(d) acima, onde BH ¢ altura relativa ao vertice B.

. A h 4 h A
Assim, senA = sena = sen(r —a) = - e senC = — Logo, h = c.senA =

A a c
a.senC = - = =,
senA senC

De maneira anéloga ao feito no caso do triangulo acutangulo, podemos tracar uma

outra altura relativa a um dos outros dois vértices e concluirmos:

a _ b __ ¢

senA  senB  senC’
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Observacéo 5.2.1.(d). O caso referente ao tridngulo retdngulo segue exatamente igual ao feito
com o tridngulo acutangulo. Vide a Figura 4.2.1.(d) abaixo.

Figura 5.2.1.(d): Lei dos Senos - Alturas - Triangulo Retangulo

B

c="h

FONTE: Autor 2016

Observacao 5.2.2. Na segunda forma de demonstracdo feita acima, ndo ha a possibilidade de

encontrarmos as igualdades sendo constante e igual ao dobro do raio do circulo circunscrito
ao triangulo, como feito na primeira demonstracao.

|

A segunda lei apresentada é a Lei dos Cossenos que determina para um triangulo

qualquer uma férmula que relaciona os trés lados do triangulo com o cosseno de um dos

angulos. Esta férmula é uma extensdo do Teorema de Pitagoras para um triangulo qualquer.
5.3. Lei dos Cossenos.

Proposicdo 5.3.1. A Lei dos Cossenos é dada por a? = b? + ¢ — 2.b.c.cosA, onde nas

figuras abaixo BH é uma altura relativa ao vértice B.

Demonstracéo. Dividiremos a demonstracdo em duas partes, sendo elas os casos do triangulo

acutangulo e do tridngulo obtusangulo.

Figura 5.3.1.(a): Lei dos Cossenos - Triangulo acutangulo

b—m cC

FONTE: Autor 2016
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(1° caso - Triangulo acutangulo) Considerando a Figura 5.3.1. (a) acima e utilizando o
Teorema de Pitagoras,

C2:h2+m2 hzzcz—mz
{az=h2+(b—m)2‘:’{h2=a2—(b—m)2=>cz—m2=a2—(b—m)2:»

a’> = (b—m)?+c? —m?
a® = b% —2bm + m? + c? — m?
a’? =b%+c?-2bm.

cosh="om=c. cosA, temos:
Como A -

a? =b%+c?—2.b.c.cosA.

Figura 5.3.1(b): Lei dos Cossenos - Triangulo obtusangulo

FONTE: Autor 2016

(2° caso - Triangulo obtusangulo) Considerando a Figura 5.3.1. (b) acima e utilizando o
Teorema de Pitagoras,

c? = h* + m? h? = ¢2 —m?
{a2=h2+(b+m)2 {hz=a2—(b+m)2:>62_m2:az—(b+m)2:>
a’=(b+m)?+c*—m?
a’? = b? +2bm+ m? + c?> —m?
a’? =b*+c?+2bm.

Como cosA = cosa = — cos(m — a) = —% & m = —c. cosA, temos:

a® = b% + c% —2.b.c.cosA.

Observacéo 5.3. O caso relativo ao triangulo retangulo é trivial, pois cos90° = 0 e portanto a
Lei dos Cossenos € o Teorema de Pitagoras.
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6. FUNCAO EXPONENCIAL

Ano de escolaridade: 1° ano

6.1. Poténcias e Raizes:

Estes dois tdpicos sdo importantes para o desenvolvimento da Funcdo exponencial e
por este motivo estdo neste capitulo. Além disso, todas as propriedades apresentadas nesta
secdo serdo provadas utilizando o Principio de Inducdo Finita, ressaltando assim a
necessidade da utilizacdo do mesmo no Ensino Médio.

Na rede estadual de ensino do Rio de Janeiro - nos anos que antecedem este assunto -

0s mesmos sdo abordados no Ensino Fundamental, sob a seguinte estrutura:

6° ano
- Poténcia com expoente e base naturais.
- Raiz quadrada de nimeros naturais quadrados perfeitos.
7° ano
- Poténcia com numeros inteiros.
8%ano
- Potenciagdo com nimeros racionais.
9%ano

- OperacGes com radicais.
Entdo comecaremos definindo o que € uma poténcia.
Defini¢do 6.1.0. Chamamos de poténcia a™, onde a € a base e n € 0 expoente.
Observacdo 6.1.0. As definicdes e propriedades desta secdo 6.1. Poténcias e Raizes serdo
tomadas apenas para o0 caso a € R* (base). Além disso, as Propriedades 6.1.1., 6.1.2., 6.1.3,

e 6.1.4. serdo demonstradas apenas considerando n € N, porém as mesmas valem paran € R.

Definicdo 6.1.1. A poténcia de expoente natural como recorréncia pode ser dada por

1
a =a
{a"“ N a.an,comne N.
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A préxima definicdo estende o conceito de poténcia para expoentes inteiros e expoente

ZEro.

Definicd0 6.1.2. a™ = ain comn€N,ea’ =1, paraa # 0.

Observacdo 6.1.1. a™ = ain paratodon € Z e a € R*, pois se n = —m < 0, temos que

1

aq~m

— 1 1 C e N .
m>0ea " =a" =4— = == pela defini¢cdo acima.
am

A propriedade a seguir € considerada a mais importante, pois € a caracteristica que

mostra a néo linearidade da funcgdo exponencial.

Propriedades 6.1.1.
() a™®.a™ = a"*t™, paran,m € N.
(i)a*.a ™ =a" ™, paran,m € N, a # 0.
Demonstragéo por indugéo. (i) Fixaremos n e faremos a indugéo sobre m.
Param = 1, temos:
a".a' =a".a =a.a® = a**!, por definigio.
Suponhamos que a propriedade valha para certo m, assim:
a.a™ = q"tm .
Multiplicando ambos os membros da igualdade (i) por a, temos:
(a*.a™).a = (a""").a
a®.(a™.a) = a.a®™
n+m .

a.(a.a™) = a.a

Por definicao,

m+1 n+m+1

a.a =a

Portanto a propriedade vale param + 1.

(i) Fixaremos m e faremos a indugéo sobre n.
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Provaremos primeiro, por inducdo, que a'.a™™ = a!~™ paratodo m € N. De fato, se

— 41-1 1 -m_4a _ _a 1
=a " ,esem=2,a.a e e e e

0

— a
m=1a.a 1=;=1=0L

a1 = g1=™ pois neste caso m — 1 > 1 e, por definigdo, a™ = al.a™ 1.
Suponhamos que a propriedade valha para certo n:
at.aT™ =a"™™m
Logo,

14+n—-m

-m =a ,

n+1 n—-m

a am™m=a(a%.a™)=a.a
pois, pelo item (i) e pelo provado acima, a.a? = a'*? paratodo p € Z.

Observacéo 6.1.1. Como a™ = aim para m € N, temos por (ii), da propriedade 6.1.1, que
Z—; =a".a™™ = a" ™ para quaisquer n,m € N.
Propriedade 6.1.2. a".a™ = a™*™ para quaisquer n, m € Z.
Demonstracédo. Sen > 1,m > 1, temos, pelo item (i) da propriedade 6.1.1, que a™.a™ =
a"™™ esen>1em<-1,0ousen < —1em = 1, temos, pelo item (ii) da propriedade
6.1.1, que a".a™ = a"*t™ .

Suponhamos agora que m < —1en < —1, isto €, m e n s&0 nUmeros inteiros

negativos. Logo, pela definicéo 6.1.2:

nogm_ gl g-ml—_ 1 __ 1 _ —(nl+mD) = g—Inl-Im| = jn+m
a.a™ =a "l.a T = e = @ a a™*m,
pois, neste caso, n = —|n| em = —|m]|.

Além disso, se n =0, a’.a™ =1.a™ = a™ = a’™™ e analogamente, se m = 0,

0 _ n+0

at.a at.1=a"=a

A propriedade a seguir responda a seguinte pergunta: O que podemos reduzir ao
multiplicarmos duas poténcias de mesmo expoente, mas de bases diferentes?
Propriedade 6.1.3. a™.b™ = (a.b)",comaeb € Ren € Z.

Demonstracéo por indugdo. Paran = 1, temos:
al.b! = a.b = (a.b)".
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Suponhamos que a propriedade valha para certo n, assim:
a™.b" = (a.b)".
Multiplicando ambos os membros da igualdade por a. b, temos:
a™.b". (a.b) = (a.b)".(a.b)
a*.a.b™.b = (a.b)**!
attl pntl = (a. b)n+1_

Portanto a propriedade vale para n + 1.

Usando a definicéo ain = a~" e 0 provado acima, podemos provar que a"b™ = (a.b)"

para todo niimero inteiro negativo. Além disso, a®.b® = 1.1 = 1 = (a.b)°.
|
Seguindo a ordem natural das operacBes matematicas, depois de analisarmos a
multiplicacdo e a divisdo de poténcias de mesma base, agora iremos responder com a

propriedade seguinte 0 que acontece na potenciagdo, ou seja, 0 que obtemos numa poténcia de
poténcia?

Propriedade 6.1.4. (a™)™ = a™™, para todos n,m € Z.

Demonstracéo por indugdo. Fixaremos n € Z e faremos a indugdo sobre m € N.
Param = 1, temos:

(am)?! = a™ = a™?!, por definicio.
Suponhamos que a propriedade valha para certo m, assim:
(@)™ =a™™.
Multiplicando ambos os membros da igualdade por a™, temos:
(@™)™.a™ =a*™.a"
(a)m*1l = gnm+n
(an)m+1 — gt(m+1)
Portanto a propriedade vale param + 1.
Param =0, (@)’ =1=a"".

Param < —1,

— 1 1 .
(@)™ = (a") ™™ = —= = —7, pelo provado acima.

Logo, (™)™ = (a”1)|m| = a™Iml = g™ pela observac&o 6.1.1.
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A Ultima operacdo é a radiciagdo, mas para darmos prosseguimento com esta temos

que fazer a seguinte definicdo.
Definigcdo 6.1.3. A raiz € a operacao inversa da potenciagéo.
6.2. Analise do conceito de raiz:

Qual é o numero real ndo-negativo que elevado a certo n € N dad um valor a > 0?
x" = a.
Vamos elevar a m ambos os membros da igualdade. Assim teremos:
(™)™ = a™
x*M = a™.
Como o objetivo ¢ encontrar x = x!, devemos fazer comquen.m=1=m = %

1
Portanto, x = an.

1
Desta conclus3o e utilizando a definicdo de raiz, teremos que a» = Va.

Note que se quisermos considerar a parte negativa como sendo uma solucdo, s
teriamos que acrescentar o médulo em x, ou seja, |x| = Va © x = +Va, caso n seja par.

Além disso, a solucdo real da equacdo ou a existéncia da raiz depende de n, e esta
dependéncia esta associada ao valor de n ser par ou impar.

Caso n seja par, x™ sempre sera positivo ou igual a zero, se 0 mesmo for x = 0, pois
se n=2k,comk €7 = x™ = x** = (x*)? é sempre positivo ou igual a zero, ja que,
x%2>0.

Caso n seja impar, x™ sera positivo ou negativo repetindo o sinal de x, pois se
n=2k+1,comk € Z = x" = x?*1 = (x¥)2.x, o sinal depende estritamente de x, ja que
x%2>0.

Esta diferenciacdo é feita, pois ndo existe nenhum numero real que satisfaca a
condicéo de ser raiz de um ndmero negativo de indice par.

Para o estudo a seguir consideraremos somente as raizes positivas e o indice das raizes

maiores ou iguais a dois, ou seja, Vacoma > 0en € N,n > 2.
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A proxima propriedade, de maneira analoga a Propriedade 6.1.3, ira responder a
seguinte pergunta: O que podemos reduzir ao multiplicarmos ou dividirmos duas raizes de

mesmo indice?

Propriedade 6.2.1. Paran = 2, temos:
(i) Va.Vb =Va.b
“a _nja

W 5=
Demonstracéo. Sejam x e y numeros reais tais que x™ = a e y™ = b. Entdo,

ab = x™.y" = (xy)" = xy = Vab = Va.Vb = Vab

a x" x\" x nla a nla
—_ = —= |- = - = _:>n_: -
b yn y y b Vb b

|
Para definirmos a poténcia de um ndmero a > 0 com expoente racional, precisamos

provar as duas propriedades abaixo.

1\m 1
Propriedade 6.2.2. (a5> = (a™)n

Demonstracéo. Seja x = a%, ou seja, x™ = a.

Entéo,
" = a™
XM = gm
(™))" = a™

1
x™ = (a™)n

\m 1
(an) = (a™)n .
|
Propriedade 6.2.3. "Y/a™? = Va™ .
Demonstracéo. De fato, seja x = Va™. Entéo,
x" =a™
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(x™)P = (a™)P
X" = g™MP

xznp amp |
[ ]

Pelas propriedades 6.2.2 e 6.2.3, podemos entdo definir a poténcia de um nimero com

expoente racional.

1\m

m 1
Definicd0 6.2.1. an = (a™)n = (az)
Podemos agora generalizar, para expoentes racionais positivos, as propriedades

provadas anteriormente para expoentes naturais.

Propriedade 6.2.4.
(i) ar.am = antn .

1
1

(i) "V¥a = "a, ou seja, (a%)Z = qmn .

P

(iii) (a%)% = amr .

Demonstracao.
pm 4 .
nm @ qm = qQnm, Sejam

p
(i) Pela propriedade 6.2.3 e pela defini¢do 6.2.1, temos que a» = a
x = "VaPm ey = "ad". Entio,
XM = gPMm a ynm = qI"
xnm_ynm = qgP™m . qi"

(xy)nm = qbPm +qn

1
xy = (apm +qn )%

P 4q pm +qn P4

ar.am = qaq nm =qn' m,
(ii) Seja x = "VVa. Entdo,
x™ =Ya
(x™" =a
x™ =aq
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(iii) De fato,

= (a%>pq = (aP? )%

(af?)% _ ((apq )n)% — (¥ )ﬁ, por (i)
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7. FUNCAO LOGARITMICA
Ano de escolaridade: 2° ano

Observacdo. A propriedade 7.3. deste capitulo serd provada utilizando o Principio de
Inducdo Finita, ressaltando mais uma vez a necessidade da utilizacdo do mesmo no Ensino
Meédio.

Comecaremos este capitulo com a definicdo formal de logaritmo. Esta definicdo se faz
necessaria apos definido a* com x e R,a€ R, a>0ea+# 1, quando responder, por
exemplo, a seguinte pergunta: Qual o valor da incognita x € R na equacgdo 2* = 3?. Com as
propriedades apresentadas até este momento e utilizando-se apenas da decomposi¢do em
fatores primos esta equacao ndo podera ser respondida.

Definicdo 7.1. log,a=x © b* =acoma >0,b>0eb # 1.

A partir desta definicdo, que € uma equivaléncia, podemos resolver algumas equacgdes
ja conhecidas da exponencial, como:

Qual o valor de x € R, tal que a € R} \{1}:

(@a* =17

(b) a* = a?.

Assim segue algumas propriedades basicas decorrente desta .

Propriedades Basicas 7.1.

(D) log,1=0
def
Demonstracio.b® =10 =log, 1.

(i) logyb=1
def
Demonstracio.b* =b S 1 =log, b .

(i) bp'ogra =q

43



def
~ ~
Demonstracdo.b* = a S u =log, a = b'80* = q

[ |

Os logaritmos historicamente surgem por causa da propriedade 7.2. a seguir, pois a
partir dela foi permitido com o uso de uma tdbua logaritmica calcular somas ao invés de
produtos de numeros com muitos algarismos. Além disso, a mesma também pode ser vista

como uma correspondéncia de uma propriedade da exponencial.

Exemplo: 3%.37 = 3**Y
Sejam m = 3%, n = 3Y e p = 3*"Y. Substituindo, teremos m.n = p. Utilizando a
definicdo de logaritmo, obtemos
x =logzm,y =logzn ex+y=1logsp
Assim, log; m + logz n = log; p & logz m + logz n = logz(m.n) .

Utilizando esta ideia, provaremos a propriedade a seguir.

Propriedade 7.2. log, (a.c) = log, a + log, ¢
Demonstragéo. Por definigdo, temos:
x=logy,a e b*=a
y=log,ce b’ =c
z =logy(a.c) ® b? =a.c
Portanto, b? = b*.bY © b*? =b*"Y © z=x+y © log,(a.c) = log, a+log, c .
|
Naturalmente podemos nos perguntar se fizermos uma soma sucessiva de uma mesmo

logaritmo, 0 que sera que acontece, por isso a propriedade seguinte.

Propriedade 7.3. log, a™ = n.log, a, comn € N U {0}.

Demonstragao por inducéo.

Cason €N
Paran =0en = 1, temos:

log, a® = log, 1 = 0 = 0.log,, a, pela propriedade 7.1.(i), logy, a' = log, a = 1.logy, a
Suponhamos que valha para n, assim

log, a™ = n.log, a .
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Somando log, a a ambos os membros da igualdade, temos
log, a™ +log, a = n.log, a + log, a
log,(a™.a) = (n + 1).log, a, pela propriedade 7.2
log, a"*t = (n+ 1).log, a .
Portanto a propriedade vale paran + 1.
]
Observacdo 7.3. A propriedade 7.3., sendo o logaritmo a fungédo inversa da funcdo

exponencial, pode ser estendida paran € R.

Como sabemos que soma de logaritmos transformam-se em produto do logaritmando e
do fato da subtracdo ser a operacdo inversa da adicdo, naturalmente surge a seguinte pergunta:
O que acontece se ao invés de somar, nés subtrairmos dois logaritmos?. Além de responder
esta pergunta na propriedade a seguir, a mesma também pode ser vista como uma

correspondéncia de uma propriedade da exponencial.

Exemplo: :—; = 3*7.
Sejam m = 3%, n = 3% e p = 3*77, entdo substituindo no exemplo, teremos % =p.
Por outro lado, utilizando a definicéo de logaritmo, obtemos
x =logzm,y=logznex—y=1logzp.
Assim, logz; m —logz n = logz p © logz; m —logz n = logs (%) .

Utilizando esta ideia, provaremos a propriedade a seguir.

Propriedade 7.4. log. a/b =log.a —log.b parab # 0.
Demonstracéo. log. a/b =log.a.b™! =log.a +log, b™! =log.a — 1.log, b =log. a —
log. b.
[ ]
A tabua logaritmica é uma tabela de valores de varios logaritmos numa certa base.
Entdo, é importante podermos transformar um logaritmo de uma base para outra, pois assim
podemos calcular qualquer logaritmo com uma tabela de uma sé base. A propriedade a seguir

mostra como fazer isto.
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log.a

log.b *

Propriedade 7.5. A Mudanca de Base é dada por log, a =

Demonstragdo. Sejam x =log, a, y =log.a e z=1log.b. Assim pela definicio de

logaritmo, temos:
Db *=a,c”=ae(3)c*=0b.
Elevando a x em ambos os membros da igualdade 3, temos:
(c?)* = b¥ = 7% = p*
Substituindo na igualdade 1 e em seguida na igualdade 2, temos:

ctr=cY=sxz=y.

Portanto, x =Z, ou seja,
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8. SEQUENCIAS NUMERICAS E MATEMATICA FINANCEIRA

Ano de escolaridade: 2° ano

Observacdo. Todas as propriedades deste capitulo, com excecdo do Lema 8.1.4, serdo
provadas utilizando o Principio de Indugdo Finita, ressaltando mais uma vez a necessidade da

utilizacdo do mesmo no Ensino Médio.

Comecaremos fazendo uma definicdo formal do que é uma sequéncia numeérica, que
fard apenas diferenciacdo perante a situacao se for progressdo ou juros financeiros. Isto serd
feito, pois a maneira de contagem muda da seguinte maneira: a progressdo conta a posi¢édo do
termo (posicdo ordinal), portanto iniciando do um, e a de juros financeiros é associado ao

tempo (posicao cronoldgica), portanto iniciando do zero.

Defini¢do 8.0.1. Uma Sequéncia Numérica é uma funcdo da forma f: N — R (12 forma) ou
f:NU{0} — R (22 forma).
A escolha de qual definicdo serd tomada da seguinte maneira:

- PA e PG - 12 definicdo de sequéncia.

- Juros Simples e Juros Compostos - 22 definicdo de sequéncia.

8.1. Progressao Aritmética (PA)

A definicdo de progressao aritmética abaixo é obtida por recorréncia, definindo apenas
um termo e obtendo sempre 0 seu sucessor pela adicdo de um mesmo ndmero, denominado

razao, e analogamente um antecessor (caso exista) sera obtido subtraindo esta razéo.

Definigcdo 8.1.1. A Progressdo Aritmética é uma sequéncia numérica cuja diferenca de cada
termo com seu antecessor € constante. Ou seja,

a:N*— R
nean) =a,’

com a constante sendo chamada de razdo (r);

pi1—Q, =r<Say; =a, +r.
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A proposigdo abaixo nos da uma férmula que relaciona um termo com sua posicéo,
dados apenas o primeiro termo e a razdo da Progressdo Aritmética.

Propriedade 8.1.1. Primeira Formula do Termo Geral da Progressdo Aritmética é dada por
a, =a;+n—-1).r.

Demonstracé@o por Soma Telescépica.

a, = aq
a2:a1+7"
a3:a2+r

a, =a,_1+r.
Somando ambos os membros de todas as igualdades, temos
a,=a;+n—-1Dr.
Demonstracéo por indu¢do. Paran = 1, temos:
ag=a;+0r=a,+(1-1).r.
Suponhamos que valha paran,
a, =a;+n—-1).r.
Somando r a ambos os membros da igualdade, temos:
a, +r =a; + (n—1).r + r, por definigio
apy1=a;+(n—1+1).r
Apy1 =a;+(n+1-1).7r.
Portanto a propriedade vale paran + 1.
[ ]
Podemos também relacionar dois termos quaisquer da PA conhecendo suas posicoes e

a razdo. Ou seja, ndo é necessario saber o primeiro termo sempre, como foi apresentado na
proposicdo anterior.

Propriedade 8.1.2. Segunda Férmula do Termo Geral da Progressdo Aritmética é dada por

a, =a, +(n—p).r,comn =p.

Demonstragéo por inducdo. Fixaremos p e faremos a indugao sobren,n > p

Paran = p, temos:

a,=a,+0.r=a,+(@—-pr.
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Suponhamos que valha paran,n = p,
a, =a, +(n—p).r

Somando r a ambos os membros da igualdade, temos

a, tr=a,+(n—p).r+r

Qi1 = @y + (0 +1) —p).r
Portanto a propriedade vale paran + 1.

]

A férmula seguinte da origem ao nome de Progressdo Aritmética, ja que ela mostra

que a média aritmética de dois termos equidistante de um terceiro é o proprio.

Propriedade 8.1.3. Formula do Termo Médio da Progressdo Aritmética é dada por a; =

A +p +ak_p
—2 .

Demonstracéo por indugdo. Fixaremos p e faremos a indugao sobre k, k > p + 1.
Parak = p + 1, temos:

Apittp T Apy1—p  Gpy1tar  ay+Q@p+1-Dr+a;  2ay+2pr
2 B 2 B 2 B 2 B

=aqtpr=a;+(@+1-Dr=a, .

Suponhamos que valha para k,

Ag4ptar—p

ap = >

Somando r a ambos os membros da igualdade, temos

Ak +p + Ak —p
2

. Qg T Qg 21

ap +r = +r

ak+p +r+ak_p +T
2

_ Qk+D)+p FAk+1)—p
2

Ap+1 =

Aje+1
Portanto a propriedade vale para k + 1.

[ ]
Enunciaremos e demonstraremos um lema que servira para a demonstragdo da soma

dos n primeiros termos de uma PA. Este lema diz que a soma do primeiro com o ultimo termo
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da Progressdo Aritmética é igual a soma de outros dois termos quaisquer, desde que a soma
das posicOes destes seja igual a soma das posi¢des do primeiro com o Gltimo termo.

Lema8.l4. a,+a,=a;+ta,sep+q=n+1
Demonstracéo. Pela 12 forma do termo geral, temos
a,t+a;=a;+(p—-D.r+a+@-Dr=ay+a;+(p+qg-1-1.r=
=a;+ (@ +(n—1D.r)=a; +a,.
|
A propriedade seguinte nos fornece uma férmula ja conhecida e regularmente
relacionada com a histéria da punicdo que o(a) professor(a) escolar deu ao famoso
matematico alemao Carl Friedrich Gauss (1777 a 1855) de somar de 1 até 100. Inclusive a
primeira demonstracdo feita do Lema 8.1.4. é baseada na maneira como ele fez este calculo.
Temos
S=1+2+--4+99+ 100
§=100+99+---+2+1
Dali,
25=101+101+--+ 101+ 101

25 = 101.100
101.100
=T
$ = 5050

Propriedade 8.1.5. Soma dosn Primeiros Termos é dada por S,, = —(a1+;")'n

Demonstracéo usando o Lema 8.1.4. Iremos iniciar escrevendo a soma dos n primeiros
termos nas ordens crescente e decrescente de seus indices, assim
So,=a1+a,+-+a,1+a,
S, =a, +ap,_1++ta+a
Dai,
28, = (a1 +ay) + (ap + ap_1) + -+ (a1 + az) + (a, + 1)
Utilizando o lema, obtemos:
2S, =(a;+a,)+ (g +a,)+ -+ (ag+a,)+(a; +a,)
2S, = (a; +a,).n
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Sn — (a1+2an)-n .

Demonstracéo usando o principio de indug¢do. Paran = 1, temos:

_ _ 2a1.1 _ (a1+aq)1
Sl =a = 5 > .

Suponhamos que valha para n,

Sn — (a1+2an)-n )

Somando a, .4 a ambos os membros da igualdade, temos

(a; + a,).n
Spt+ans1 = Tn + ani1
(a; +a,).n+2a,41
ap.nt+a,.n+a,q+ a4
ap.n+a,.n+a+nr+a,4q
ap.n+a,.n+nr+a;+a,4q
a.n+n(a, +r)+a; +a,4q
ap.n+na,t+ag+a,4q
Sn‘l‘l = 2
Spi1 = (a1+an+1)-(n+1) _

2
Portanto a propriedade vale paran + 1.

8.2. Progressdo Geométrica

A definicdo de progressdo geomeétrica € obtida por recorréncia, definindo apenas um
termo e obtendo o seu sucessor pela multiplicacdo de um mesmo nimero, denominado razéo,
e analogamente um antecessor (caso exista) sera obtido dividindo por esta razdo.

Definigdo 8.2.1. A Progressdo Geométrica é uma sequéncia numerica cuja divisdo de cada
termo com seu antecessor € constante. Ou seja,
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a:N*— R
ne an) =a,’

com a constante sendo chamada razdo gq;

An+1 __ _
ii_'_'q S Apy1 = Ap-q -

n
A proposicdo seguinte nos fornece uma férmula que relaciona um termo com sua

posi¢do, dados apenas o primeiro termo e a razdo da Progressao Geomeétrica.

Propriedade 8.2.1. Primeira Férmula do Termo Geral da Progressdo Geométrica é dada por
a, =a..q" L

Demonstracéo por produto telescépico.

a = aq
a, = a.q
az = az.q

a, =a,_1-9 .
Multiplicando ambos os membros de todas as igualdades, temos
a, =a;.q" L.
Demonstragéo por indugdo. Paran = 1, temos:
a,=a;.1=a,.q° =a,.q"7 1.
Suponhamos que valha para n,
a, =a.q" L.
Multiplicando por g ambos os membros da igualdade, temos
a,.q =a;.q" 1.q
Apy1 = ar.q" 1
An+1 = A1-4

Portanto a propriedade vale paran + 1.

n+1-1

[ ]
Podemos tambem observar na férmula da proposicdo seguinte que dois termos
quaisquer da PG relacionard suas posicdes e a razdo. Ou seja, ndo é necessario saber o

primeiro termo sempre, como foi apresentado na proposigéo anterior.
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Propriedade 8.2.2. Segunda Férmula do Termo Geral da Progressdo Geométrica é dada por
a, =a,.q" P, comn = p.
Demonstracéo por inducdo. Fixaremos p e faremos a indugio sobre n,n > p.
Paran = p, temos
a,=a,.1=0a,4"=a,.q"?.
Suponhamos que valha para n,
a, =a,.q" 7.

Multiplicando por g ambos os membros da igualdade, temos

a,.q =a,.q" " ?.q

an.q =a,.q" P.q"

— n+1)—
An+1 = ap-q( P

Portanto a propriedade vale paran + 1.

A férmula seguinte € o que da origem ao nome de Progressdo Geométrica, pois ela
mostra que a média geométrica em modulo de dois termos equidistante de um terceiro é o

préprio em maodulo.

Propriedade 8.2.3. af = aj_,.ay4, parak = p + 1.
Demonstracéo por inducdo. Para k = p + 1, temos
Ap+1-p-Ap+1+p = A1-A2p+1 = a1.a1.q4°" = af.q*" = (a;97)* = a;2;+1 .
Suponhamos que valha para k,
ap = Ap—p- Apip -
Multiplicando por g? ambos os membros da igualdade, temos
aiq* = ak—p-ak+p-q2
(ar9)? = (ak—p-q)- (@r1p-9)
(ak+1)2 = (ak+1—p)' (ak+1+p) -

Portanto a propriedade vale para k + 1.

Observagdo. Em particular, provamos que ay_, a4, = 0 paratodo k = p + 1.
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Corolario 8.2.3. Férmula do Termo Médio € dada por |a,| = %/ay_,.ax4+,, parak = p + 1.
Demonstracéo. Pela proposicédo 8.2.3., temos parak = p + 1,

2 _
A = Ag—p-Aqp =0

lax| = 3/ ak—p-Asp -

Aos multiplicarmos todos os termos de uma PG, diferentemente da PA, obtemos um

valor que depende estritamente do primeiro termo e do Ultimo, como segue na proposicdo
abaixo.

Propriedade 8.2.4. Produto dos n primeiros termos de uma PG é dada por |B,| =

2 (ay.a,)m.

Demonstracéo por inducdo. Paran = 2, temos

|P;| = |ay. a;| = {(ay.a2)?% .

Suponhamos que valha para n,

IPnl = 2\/ (al-an)n .

Multiplicando ambos os membros da igualdade por |a,,;1|, temos

2
|Pn| |an+1| = v (al-an)n- |an+1|

|Pn-an+1| = z\/(al-an)n- 2\/(an+1)2

2
|Pygal = /a?-aﬁ-aiﬂ

1Pl = Yat. (a1.q" D" (ay. q7)?

2
_ n n —1). 2
|Ppial = Jal.al.q(n Dn af.q*n

2
2n+2 -1).n+2
|Pyiql \/al _q(n ).n+2n

[Pyl = i/“f(nﬂ)-q”'(”“)

2
— n+1 n+1 . 1
|Pn+1|_\/a1 .af ™t qn(tD

2
Pl = e (e gy
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|Pn+1| = 2\/ (al-an+1)n+1 .

Portanto a propriedade vale para k + 1.

]
Demonstracéo usando soma de PA. Temos que
P, =ay.a;..a, = a;.(a;.qY) ...(a;.q" 1)
P, = a}.qlt2+0-1)
Pela propriedade 8.1.5,
(1+(n-1)(n-1)
b, =ai.q 2
n(n-1)
B, =al.q 2
(-=D\"
P, = (al.q 2 ) .
Logo,
Dy 2 1 )"
P, = (al-q 2 ) = Bl = [@f.q" )" & Rl = [(a.(a1.q" D))
|Pn| = (al-an)n .
]

O lema seguinte serve para fazermos uma demonstracdo quase que imediata da soma

finita dos n primeiros termos de uma PG.

Lema825. 1+q+q*+ -+q" ! = qq%llcom q#1.
Demonstragéo. Paran = 1, temos:
1_ —
R ¢
q—1 q—1

Suponhamos que a propriedade vale paran,

q"-1

1+q+q*+-+q" ' = et

Somando q" a ambos os membros da igualdade, temos

q" —1
1+q+q2+---+q”‘1+qn:q_1+qn
"—14qg"(g—-1
q—1
n_1+ n+l _ ,n
1+q+q2+---+q”‘1+qn:q qill q
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n+1_1

l+q+q*++q" 7 +q" =T

Portanto o lema vale paran + 1.

|
Agora iremos provar uma formula que caracteriza a soma finita dos n primeiros
termos de uma PG.

Propriedade 8.2.6. Soma finita dos n primeiros termos de uma PG é dada por

a1.(q™-1)

Demonstracéo usando o Lema 8.2.5.
Spo=ayta;+az+--+a,
S,=a, +a;.q+a;.a’>+--+a;.a*?

So=a(1+q+q¢*+-+q"1)

S, = aj. (qqn__ll), pelo lema 8.2.5.

Demonstracdo por indugdo. (Forma direta) Paran = 1, temos:

1
-1 -1
1 =a1.qT—a1.1=a1 =Sl'

a. 1=

~
|
=
~

Suponhamos que a propriedade vale paran,

ai.(q"-1)
Sn = qu .

Somando a, . a ambos os membros da igualdade, temos

a-(¢" - 1)

Sp+py1 = T + Api1
a;.(q" —1)
Sn+1 = a1 +a;.q"

S _a.(@"-D+a.q"(q—1)
o @ ((@" -1 +q"(q-1D)
¢ _m(@-1+¢" —q"

n+1_1
S‘l’l+1 = al(qq—l )
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Portanto a propriedade vale paran + 1.

MATEMATICA FINANCEIRA

Antes de iniciarmos a segunda parte de sequéncias, apresentaremos algumas

definicbes e notacGes comuns que servirdo como base nesta parte de Matematica Financeira.

DefinicOes Basicas 8.2.2.
C - Capital é o valor aplicado.
j - Juros é o valor a ser acrescentado ou descontado do capital.
t - tempo relativo ao periodo de duracdo da aplicacdo do juros.
i - taxa de juros no periodo de um dia ou um més ou um ano.

M - Montante é o valor total acumulado ou descontado até o periodo t.
8.3. Juros Simples

O primeiro conceito que sera apresentado € o de Juros Simples, estudado desde o
ensino fundamental quando os alunos aprendem a ideia de porcentagem, porém é novamente
trabalhado no ensino médio apds o desenvolvimento de Progressdo Aritmética, pois as

formulas basicas sdo diretamente retiradas do estudo dessa progressao.

Definicdo 8.3.1. O regime de juros simples é quando o percentual de juros incide apenas
sobre o capital inicial. Outra maneira de entendé-la é atraves da diferenca entre um montante
e seu antecessor ser constante e igual ao capital vezes a taxa. Ou seja,

{M(t +1)—M(t) =Ci
M(0)=C '

A lei de recorréncia definida para o Juros Simples depende estritamente do produto
entre o capital inicial aplicado e a taxa de juros. Podemos também obter uma férmula geral

para 0 montante que depende somente do tempo, do capital inicial e da taxa de juros.

57



Proposicao 8.3.1. O montante segundo regime de juros simples é dado em funcdo do tempo
por M(t) = C(1 + it).
Demonstracéo. Faremos a demonstragdo por indugdo. Para t = 0, temos
M(0) =C(1+i.0) =C(1) = C, por definicao.
Suponhamos agora que valha para certo t. Assim,
M()=C(1+it).
Somando Ci a ambos os membros da igualdade, temos
M(t)+Ci=C(1+it)+Ci
Mt+1)=C(A+i+it)
M(t+1)=C(1+(t+ D).
Provando que vale para t + 1.
[ |
Seguindo a definicdo abaixo podemos reescrever a expressao do montante dependendo

somente do capital e do juros acumulado.

Definigdo 8.3.2. O juros pode ser definido por j(t) = Cit. Assim, reescrevendo a proposicéo

anterior, temos que M(t) = C + j(t).
8.4. Juros Composto

O conceito que sera apresentado € apenas trabalhado no ensino médio apds o
desenvolvimento de Progressdo Geométrica, pois as férmulas bésicas sdo diretamente

retiradas do estudo dessa progressao.

Definicdo 8.4.1. Juros composto sdo 0s juros de um determinado periodo somados ao capital
para o calculo de novos juros nos periodos seguintes. Outra maneira de entendé-la é pela

razao entre um montante e seu antecessor ser constante e igual a taxa mais um. Ou seja,

M(t+1) .
o l+ 1.

M(0) = C
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A lei de recorréncia que define o juros composto depende estritamente da taxa de
juros. Podemos obter também uma férmula geral para 0 montante que depende somente do

tempo, do capital inicial e da taxa de juros.

Proposicédo 8.4.1. O montante sobre o regime de juros composto é M(t) = C(1 + i)*
Demonstragéo por inducao.

Parat = 0, temos

M) =Cc(1+i)°=C.1=c, por definicio.
Suponhamos que valha para certo t. Assim,
M(t)=C(1+1i)t
Multiplicando ambos os membros da igualdade por i + 1, temos
M@®).+1D)=CcA+D-.A+10)
M(t+1)=C(1+i)t?.
Provando que vale para t + 1.
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9. GEOMETRIA ESPACIAL: ESFERA

Ano de escolaridade: 2° ano

Comecaremos fazendo a defini¢cdo formal da esfera através do conceito de solido de

revolucéo.

Definicdo 9.0.1. Uma esfera é o sélido gerado pela revolucdo de um semicirculo tendo como

eixo o seu diametro.

O Principio de Cavaliere, que sera apresentado a seguir, € o resultado basico utilizado
para determinar os volumes dos seguintes solidos: prisma qualquer, piramide qualquer, cone,
cilindro e esfera. Este principio, apesar de facil entendimento, ndo possui uma demonstracdo

trivial, nem possivel de ser apresentada no ensino basico.

Principio de Cavalieri: Dados dois solidos S; e S, apoiados em um plano horizontal
a. Consideraremos também o plano B, paralela a a, que, ao seccionar S;, também secciona
S,, determinando duas regides planas de areas A; e A,. Nessas condi¢es, podemos afirmar

que, se para todo plano S temos A; = A,, entdo Volume(S;) = Volume(S,).

Apesar de ndo podermos apresentar a demonstracdo deste principio, 0 mesmo pode ser
pensado com algumas analogias simples. Como exemplo, temos a figura abaixo com duas
imagens de pilhas de moedas de mesma altura e mesma quantidade, diferindo apenas por uma

distorgéo feita de maneira proposital.

Figura 9.0.2: Principio de Cavalieri
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FONTE: http://obaricentrodamente.blogspot.com.br/2009/12/0-principio-de-cavalieri.html

Podemos analisar as pilhas de moedas como sendo os dois sélidos citados no Principio
de Cavalieri. Obviamente para alunos o volume dos dois sdo iguais, pois trata-se do mesmo
solidos a mesmo de uma pequena deformacgdo. Assim tomando as se¢des dos planos
transversais e paralelos a base que contém as pilhas, teremos que as figuras das intersecdes
com os dois solidos serdo congruentes, em particular, determinam a mesma area.

Esta ideia sera a mesma que serd levada para a demonstracdo do volume da esfera,

porém as sec¢des serdo de figuras diferentes, mas com a mesma area.

Utilizaremos a definicdo a seguir do sélido chamado Anticlépsidra como o que

correspondera a esfera.
Definicdo 9.0.3. Uma Anticlépsidra é o solido geométrico formado a partir de um cilindro
equilatero, do qual subtraimos dois cones opostos pelos veértices cujas bases coincidem com as

bases do cilindro e suas alturas sejam iguais ao raio da base.

Figura 9.0.3: Anticlépsidra

FONTE: Autor 2016
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Definido a Anticlépsidra iremos determinar uma formula para seu volume que
dependa apenas do raio da base. Isto é fundamental, pois na Proposicéo 9.1.1. iremos utilizar
0 Principio de Cavaliere para mostrar que o volume da esfera € igual ao volume de uma

anticlépsidra de raio da base igual ao da raio da esfera.

3
Proposicao 9.0.1. O Volume da Anticlépsidra é dada por V = 4%, onde r é o raio do
cilindro.
Demonstracao.

V = Veitinaro — 2-Veone
2

Tre.r
V =mri2r-2.
3
3 2mr3
V =2nr°—
3
V= 4mr3

9.1. Volume da Esfera

Finalizaremos este capitulo com a demonstracdo de que o volume da anticlépsidra é
igual ao volume de uma esfera, se a medida do raio da base da anticlépsidra é igual a medida

do raio da esfera.

Proposicdo 9.1.1. (Volume da Esfera) O volume da esfera de raio r é igual ao volume da

4rr3

anticlépsidra, ou seja, Vesferq = —

Demonstracdo. A demonstracdo consistira em utilizar o Principio de Cavaliere para as se¢des
da esfera e da anticlépsidra determinadas pelos planos perpendiculares a altura da

anticlépsidra.

Figura 9.1.1(a): SecOes da Esfera e da Anticlépsidra

62



~—
FONTE: Autor 2016

Utilizaremos as notagdes conforme a figura acima. Desta forma, a area da secdo da
esfera sera:
— 2
Asegﬁo esférica — Ts*™.

Pelo Teorema de Pitagoras, temos
Figura 9.1.1(b): Triangulo retangulo
5

q90°
h

FONTE: Autor 2016

r2=h?+4+s?2 o s?=r2_p?
Substituindo na area da secédo da esfera, temos
Ase(;éo esférica — T (TZ - hz)
Calculando a area da coroa circular da secdo da anticlépsidra, temos
Acoroa circular = nr? —mt? = T[(TZ - tz)

Temos também por semelhanca de triangulo que

Figura 9.1.1(c): Semelhanca de Triangulo
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h

T

FONTE: Autor 2016

Logo,

— 2 2
Acoroa circular = T (T' —h )

Portanto,

Acoroa circular = Asegﬁo esférica
0 que nos garante pelo Principio de Cavalieri que:

4mr3

Vesfera =73
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10. NUMEROS COMPLEXOS

Ano de escolaridade: 3° ano

A unidade imaginaria v—1 que introduz os nimeros complexos e um conjunto novo
que engloba o conjunto dos numeros reais é geralmente apresentada como uma das solucGes

da equacgdo x* + 1 = 0.

Observacdo. A propriedade 10.3.2 deste capitulo sera provada utilizando o Principio de
Inducdo Finita, ressaltando mais uma vez a necessidade da utilizagdo do mesmo no Ensino
Meédio.

Definicdo 10.0.1. A Unidade Imaginéaria é dada por i = v—1.

Defini¢do 10.0.2. A Forma Algébrica do nimero complexo sera dada por z = a + bi, onde
a€RebeR

Defini¢do 10.0.3. Produto de Numeros Complexos: dados z; = a + bi e z, = ¢ + di, entdo

71.Zz3 = (ac — bd) + (ad + bc)i .

10.1. Conjugado

O processo de racionalizacdo de fracBes ja conhecida nos reais, terd& um analogo no
processo de divisdo de numeros complexos, pois aparecera no denominador da fracdo a
unidade imaginaria que por sua vez representa uma raiz. Entdo faz-se necessario utilizar-se da
propriedade do produto da soma pela diferenca.
Defini¢do 10.1.1. O Conjugado de um nimero complexo z = a + bi é dado por Z = a — bi.
Propriedade 10.1.1. Se z = a + bi € um numero complexo, entéo z.z € R.

Demonstracéo. Por definicdo de conjugado, Z = a — bi, e usando a definicdo de produto de

dois numeros complexos, temos
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z.Z = (a+ bi).(a—bi) = (a* — (=b?)) + (ab — ba)i = a* + b? € R.
10.2. Poténcias inteiras de i

Assim como foi feito para poténcia de base real também nos perguntamos o que

acontecerd ao multiplicarmos uma poténcia de base complexa.

Propriedade 10.2.1.i™ =i",ondem € Z,q€Zem =4q+r,com0<r <4
Demonstracgéo. Pelo algoritmo da divisdo de Euclides, temos que existe q € Z, onde m =
4g+rcom0<r <4.
Dai, i™ = %+ = i*,i" = (iY)9.i" = (21990 = ((-1).(-D).i" =197 =i
Portanto, para quaisquer inteiro m temos que i™ s6 podera ser:
=1 it=5it=-1;i3=—

onde a poténcia equivalente sera o resto da divisao Euclidiana por 4.
10.3. Forma trigonomeétrica

J& vimos que o produto de numeros complexos sugere a representagdo no plano
cartesiano do mesmo. Assim faremos uma associagao entre a forma algébrica de um ndmero

complexo e a sua forma trigonométrica obtida no plano cartesiano.

Definicdo 10.3.1. A Forma Trigonométrica ou Polar do numero complexo z = a + bi,
a,b € R, é dado por z = p(cosf + isen®), onde p = |z| = Va? + b? é o mbédulo do nimero
complexo, 6 é o angulo formado pela forma vetorial do nimero complexo no plano e o eixo

positivo das abscissas pertencente ao intervalo [0,2r[, chamado de argumento, cosf = - e

o e

b
senf = —.
p

Figura 10.3.1: Numero complexo no plano cartesiano
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FONTE: Autor 2016

E possivel fazer uma reinterpretacdo do produto utilizando a forma trigonométrica,
gue nos ajudara a encontrar uma outra forma de calcular poténcia de nimeros complexos,
além da forma do Bindmio de Newton.

Propriedade 10.3.1. Produto na forma trigonométrica: Se z; = p;(cosa + isena) e
Z; = py(cosf + isenf), entdo z,.z, = p1.p; (cos(a + B) + isen(a + ,8)).
Demonstracao.
z1.25 = py(cosa + isena).p,(cosB + isenf)
= p1.p;- (cosa + isena)(cosf + isenf)
= p1.pP7. ((cosa. cosf — sena.senf) + i(senacosf + senﬁcosa))
= pl.pz(cos(cx + B) + isen(a + ﬁ)) .
[ ]
Propriedade 10.3.2. Primeira Formula de De Moivre: Se z = |z|(cos8 + isen@), entdo
z" = |z|"(cos(n8) + isen(nd)) paran € N U {0}.
Demonstracéo por inducdo. Paran = 0, temos
z2°=1=1.(14+1i.0) = |2|° (cos0 + isen0) .
Suponhamos que valha paran,
A |Z|”(cos(n0) + isen(n@)) .
Multiplicando ambos os membros da igualdade por z = |z|(cos8 + isend),temos
z"z = |z|"(cos(n9) + isen(nH)). |z|(cosB + isenB)
zM 1 = |z|nt] ((cos(n@). cosf — sen(n@).senb) + (sen(nf).cosb + send. cos(n@))i)
Z" = |z|"* 1 (cos(nB + 6) + isen(nf + 0))

z"1 = |z|"* 1 (cos(B(n + 1)) + isen(6(n + 1))).
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Portanto a propriedade vale paran + 1.

Propriedade 10.3.3. Segunda Formula de De Moivre:
Vz =z, =zl (cos (Bfkﬂ) + isen (9+—zkn)) parak =0,1,..,n —1comn € N\{1}.

Demonstracdo. Sejam z = p(cos6 + isend) e z, = p;(cos(6;) + isen(6,)) tais que z}! =
z. Logo pela Propriedade 10.3.2,, temos [pf(cos(n8y) + isen(ndy)) = p(cos(8) +
isen(H))].

Assim, pp = p = p, = \/p (jaque p, = 0 e p > 0) e também

cos(n6y) = cos(6) B  0+2kn
{sen(nek) — sen(6) >nby =0+ 2kncomk €EZ < 6, =

n _ _n 042
Portanto, Vz = z, = +/|z| (cos( -

comk=012,..,.n—1

n

"”) + isen (‘”j"”)), k=012, .. n—1.
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11. GEOMETRIA ANALITICA

Ano de escolaridade: 3° ano

A representacdo de um ponto num sistema de eixos ortogonais 0X e OY sera dado
através de um par ordenado de numeros reais (x,y) cujo o 1° nimero do par x sera
denominado abscissa e representado no eixo - 0X e 0 2° nimero do par y serd chamado

ordenada e representado no eixo - OY.

Figura 11.0.1: Ponto no Plano Cartesiano

Eixo
das
Ordenadas
(oY)

> — — — — — @

—
!

¥ Eixo das abscissas (0X)

FONTE: Autor 2016

11.1. Distancia entre dois pontos

Consideremos A(x,,v,) € B(xp,y,) dois pontos no plano cartesiano e denotaremos
por d4p a distancia entre esses pontos.

Proposigdo 11.1.1. Se os pontos A e B possuem a mesma abscissa, ou seja, x, = x,, entdo
dag = |ya — sl -

Demonstracéo.

Figura 11.1.1: Distancia de pontos na vertical
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Eixo A

das
Ordenadas
oM

0 & —— — — — — — — {5, )

-

Eixo das abscissas (OX)

FONTE: Autor 2016

Sejam P e Q as projecOes ortogonais de A e B, respectivamente, sobre o eixo das
ordenadas. Como x, = x;, 0 poligono ABQP € um retangulo, e portanto d,p = dp,. O fato de
P e Q serem pontos no eixo - OY nos da que dpy = |y, — yp|. Assim, dyp = |y, — ¥»|.

|
Proposicdo 11.1.2. Se os pontos A e B possuem a mesma ordenada, ou seja, y, = y}, entdo
dap = |xqg — x| .
Demonstragao.

Figura 11.1.2: Distancia de pontos na horizontal

Eixo A

das
Ordenadas
(om)

m

o=t |[————————— . .
(T, W)

o - ———— -9
O - —— — — &
|

Eixo das abscissas (0X)

FONTE: Autor 2016

Sejam P e Q as projecdes ortogonais de A e B, respectivamente, sobre o eixo das
abscissas. Como y, = y;, 0 poligono ABQP € um retangulo, e portanto dsz = dpy. O fato de

P e Q serem pontos no eixo - OY nos da que dpy = |x, — x,|. Assim, dyp = |x, — x|
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Proposi¢do 11.1.3. Se os pontos A e B ndo possuem abscissas € nem ordenadas iguais, ou

seja, x, # Xp € Yg * ¥p, €Nta0

dap = \/(Xa —xp)% + Vo —¥p)? .

Demonstracéo.

Figura 11.1.3: Distancia entre pontos quaisquer

Eixo ah 8
das
Ordenadas

(oY)

{5, 1)

Qa

Y

Pa Ph Eixo das abscissas (0X)

FONTE: Autor 2016

Para praticidade na demonstracdo iremos considerar as notacdes evidentes na figura
acima. Sendo assim, utilizando as projecbes dos pontos A e B e aplicando o Teorema de
Pitagoras no triangulo retangulo de hipotenusa AB, temos

dip = dpapp + dfaqp
dip = (xg = %)% + (Vo — ¥)?
dap =t/ (g — %)% + Vo — ¥)? -
Mas como se trata de distancia podemos desconsiderar a parte negativa, ficando

apenas

dap =/ (xg = )% + (Va — ¥5)? -
[ |
Observagdo 11.1.1. Apesar de haver a necessidade de separarmos em trés casos a
demonstracdo da distancia entre dois pontos, podemos observar que os dois primeiros podem

ser substituidos unicamente pela ultima férmula.

11.2. Ponto Médio
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Uma pergunta natural, neste momento seria: Quais sdo as coordenadas do ponto

colinear que equidista de outros dois pontos no plano?

Defini¢do 11.2.1. O ponto médio entre dois pontos A e B é 0 ponto que equidistade A e B e

esta alinhado com 0s mesmos.

Propriedade 11.2.1. O ponto médio M = (x,,, y,,) entre A = (x,,y,) € B = (x3,y,) € dado

Xq+Xp YatYb
rx,, = = —.
por x,,, = ey, = 2ot

Demonstracéo. A demonstracdo vai ser dividida em dois casos, sendo o primeiro caso quando
X, = X, OU Yy, =y, € 0segundo caso quando x, # x, € Y, # V-

Para o primeiro caso, se x, = x;, temos que 0s pontos A, B e 0s obtidos pelas
projecdes ortogonais dos mesmos sobre o eixo das ordenadas determinam um retangulo.
Portanto a ordenada do ponto médio entre A e B sera igual a média aritmética das ordenadas
das projecGes ortogonais e obviamente a coordenada da abscissa sera x, = x,.

De maneira analoga, se y, = y,, temos que 0s pontos A, B e os obtidos pelas
projecdes ortogonais dos mesmos sobre o eixo das abscissas determinam um retangulo.
Portanto a abscissa do ponto médio entre A e B sera igual a média aritmética das abscissas das
projecdes ortogonais e obviamente a coordenada da ordenada serd y, = y,,.

Para o segundo caso, onde x, # x;, € y, # ¥, iremos considerar a figura abaixo com

as devidas representacGes como referéncia.

Figura 11.2.1: Ponto Médio

e

FONTE: Autor 2016
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Desta forma, pelo caso de congruéncia LAA,, temos

Xgqt+Xxp

|, — x4 = |xp — x| = 2x,, = x, + x5 = x,,, = , Jaque

2

Xg <Xy <Xp OUXp <Xy < Xy

__ Yat¥p

1Y = Yal = |yb = Y| = 2 = Yo + ¥ = y == Jaque

ya<ym<yb0uyb<ym<ya'

11.3. Equagéo geral e reduzida da reta

Assim que respondemos a questdo das coordenadas do ponto medio - que depende de

outro dois pontos, sendo os trés colineares - queremos naturalmente saber qual é a condicdo

para que trés pontos sejam colineares.

Propriedade 11.3.1. A condi¢cdo de alinhamento de trés pontos A,Be C, onde A =

(X0, V), B = (x3,y5) e C = (x,,y,) € dada por

Xg Yo 1
xp yp 1
Xe Yo 1

=0.

Demonstracdo. Note que se as trés ordenadas sdo iguais e também quando as trés abscissas

sdo iguais, 0s trés pontos estdo alinhados, pois seriam pontos de uma mesma reta vertical e de

uma mesma reta horizontal, respectivamente. Além disso, para quaisquer um dos dois casos,

teriamos:

(1° caso)

(2° caso)

o)

horizontal. Desta forma,

xa ya
Xp Vb
xC yC
xa ya
Xpb Vb
xC yC

U U G Y

1

xa
Xp
xC

X Ya

X Vb
X Y

R

e T e

= 0, pois as duas Ultimas colunas sdo multiplas.

= 0, pois a primeira e a ultima colunas sdo multiplas.

caso restante seria quando os pontos estdo sobre uma reta ndo-vertical e néo-

Figura 11.3.1: Pontos Colineares
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Pela semelhanca entre os ADB e BEC, temos

Xqg — Xp Xp — X
y: -y, = Vi _yz < (xa _xb)'(yb _yc) - (xb _xc)-(ya _yb) =0
S Xg-Yp — Xqg-Ye — Xp-Yb +xb-yc — Xp-Ya +xb-yb +xc-ya — X Yp = 0

< (xa-yb - xa-yc) - (xb-ya - xc-ya) + (xb-yc - xc-yb) =0

Xg Yo 1
S x0. W= Ve) = Vo xp —x) + (Xp.Ye —Vpx) =0 |x, ¥y, 1/ =0.
Xe Yo 1

Conhecida a condicao de colinearidade de trés pontos, a pergunta seguinte seria: Qual

¢ a equacdo desta reta?

Propriedade 11.3.2. Equacdo geral da reta: dados dois pontos A = (x,,y,) eB =

(xp,yp) no plano cartesiano, a equagéo da reta que os contém é dada por r: ax + by + ¢ = 0,

ondea=y,—y,,b=x, —X,€C=2X4.Yp—Xp-Vq-

Demonstracdo. Seja P = (x,y) um ponto arbitrario sobre a reta r. Pela condicdo de

alinhamento de trés pontos, temos:

x y 1
Xa Ya 1{=0
xp Yo 1

Ve —¥p)-x+ (xp — %)y + (X0 Yp—%p.Y,) =0
ax+by+c=0.
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Observagdo 11.3.1. Quando os dois pontos dados possuem abscissas iguais (estdo sobre
uma reta vertical) o termo b é igual a zero e a equagéo da reta ficara apenas ax + ¢ = 0.
De maneira analoga para o caso em que 0s pontos tém ordenadas iguais (estdo sobre

uma reta horizontal) o termo a é igual zero, ficando a equacéao da reta apenas by +c =0 .

Como os alunos nesta etapa de ensino ja viram fungéo polinomial do 1° grau é comum
associarmos as duas coisas, pois o grafico desta funcdo representada no plano cartesiano é
uma reta. A maneira de fazer isto é definindo e demonstrando a féormula de equacédo reduzida

da reta.

Definicdo 11.3.1. A Equacdo reduzida da reta € dada pela equacdo y = mx + n, onde

chamamos m € R de coeficiente angular e n € R de coeficiente linear.

Propriedade 11.3.3. A Equacéo reduzida da reta ax + by +c=0 € y = mx +n , onde
m= —% en= —%. Esta forma s6 se aplica no caso em que b # 0, ou seja, a reta é nao-

vertical.

b0
Demonstracdo. ax + by +c=0=>by=—ax—c 3 y = —

a

c
SX— Dy =mx+n.

Decorrente do conceito de fungdo afim, temos ainda o conceito da taxa de variagdo no

grafico da funcdo que nos da uma nocao de tangente, que veremos na propriedade abaixo.

Propriedade 11.3.4. O coeficiente angular é a tangente do angulo a entre o eixo positivo das

abscissas e a reta. Ou seja, m = tga.

Figura 11.3.4: Coeficiente angular

75



FONTE: Autor 2016

Demonstracéo. Considerando a figura acima temos a; = a, = a, pois sao correspondentes.

Além disso, sejam A = (x,,¥y,) € B = (x3, y,) pontos pertencentes a reta .

Ya—Yb
tga = —— = tga =
9 Xa—Xp 9 Xa—Xp Xa—Xp

mxg+n—(muxp+n) _ m.(xqg—xp) _

Ano de escolaridade: 3° ano

11.4. Analise de retas paralelas e retas perpendiculares

Conhecida as formas de equacdo da reta, podemos tentar comparar duas retas, ou seja,
iremos agora determinar as posicdes relativas entre as retas, como o conceito de paralelas e
perpendiculares na geometria analitica. Porém devido as formas de equacéo da reta, teremos
que dividir em casos de acordo com a situacdo de retas verticais e de retas, ndao-verticais e

nao-horizontais.

Proposicdo 11.4.1. Sejam r;:y =myx +ny € 1r:y = myx +n, retas ndo-verticais. Se
my =m,en; #n,, entdonr |l r,.
Demonstracédo. De fato, se m;y =m, e ny #n,, entdo 1, Nr, = @, ou seja ry Il r», Pois
myx +ny # myx + n, paratodo x € R.

[ ]
Observacgéo 11.4.1. Duas retas verticais distintas sdo paralelas entre si, ou seja, todas as retas

distintas do tipo x = p, com p € R, sdo paralelas entre si.
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Proposicao 11.4.2. Sejam r:y = myx + ny e rp:y = myx + n, duas retas ndo-verticais e
ndo-horizontais, isto &, m; # 0 em, # 0. Entdo, m;.m, = -1 & r L n,.
Demonstracéo.

Figura 11.4.2: Retas perpendiculares

FONTE: Autor 2016

Sejam a; e a, 0s angulos que as retas r; e ry, respectivamente, fazem com o eixo 0X
positivo. Entdo, pela propriedade 11.3.4, m; = tga; e m; = tga,.

Pelo figura acima, podemos observar que as duas retas sdo perpendiculares se e s6 se
a, =90°+ a; ou gy =90° + ay.

Podemos supor, sem perda de generalidade, que a, > a;. Temos que

sen(90°+ a;) sen90°. cosa; + sena;.cos90°  cosa, 1
tg(90° + ay) = ———— = - - = = -
cosif90° + ay) c0s90°.cosa; — sen90°.sena; —sena, tgay
Logo, iy L1 © a, =90°+ a; © tga, =tg(90° + ;) © tga, = e
1
! 1
m,=——®&m.m, =—
2 — 1-Mmy

]
Observacdo 11.4.2. Retas verticais sdo sempre perpendiculares as retas horizontais, ou seja,
r:y =n,comn € R, er,:x = p, comp € R, séo retas perpendiculares.

11.5. Equagéo da circunferéncia nas formas reduzida e geral

A introducéo da circunferéncia pode ser feita apos a da reta, pois € uma curva ja estuda

e conhecida pelos alunos durante as aulas de geometria plana. Além disso, € suficiente a sua
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definicdo formal e a formula de distancia entre dois pontos para determinar a sua equagao
reduzida.

Definicdo 11.5.1. Uma circunferéncia € o lugar geométrico dos pontos do plano cuja a
distancia a um ponto fixo é uma constante positiva. O ponto fixo é chamado centro da

circunferéncia e a constante ¢ chamada raio.

Proposi¢do 11.5.1. Equacéo reduzida da circunferéncia: dados C = (a, b) o centro e R raio

da circunferéncia ¢, entdo ¢ = {(x,y) € R?|(x — a)? + (y — b)? = R?}.

Figura 11.5.1: Circunferéncia
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Demonstracdo. Seja P = (x,y) € € . Calculando a distancia entre o centro da circunferéncia

C e 0 ponto P, temos

dep =J(x—a)2+(y—b)2=R e (x—a)*+ (y—b)> =R?,jaqueR >0
Portanto,
e={(xy) € R?|(x —a)® + (y = b)* = R*} .
|
A forma geral da equacgéo da circunferéncia é obtida quando expandimos os quadrados

da equacéo reduzida da mesma.

Propriedade 11.5.2. Seja x?> +y? + Ax + By + C =0 uma equacdo de grau dois com

coeficientes A, B e C reais. Assim, a equagao representa:
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VAZ+BZ—

g *¢ quando 4% + B2 > 4C.

. A s A .
(a) Uma circunferéncia de centro (_E’ - ) e raio

(b) O ponto de coordenadas (— %1, — g) quando A% + B? = 4C.

(c) O vazio quando A% + B% < 4C.

_ A%4p?
4

< A2 B2
Demonstragdo. Temos que x* + y? + Ax + By + (=0 & (x + E) + (y + E)

C
2 2 2 2
A B A“+B“—4C
o (x+3) +(r+3) =5
Para que a equacdo apresentada na ultima forma represente uma circunferéncia,
A%+B2—4C 2 2 . . .
devemos ter — > 0 © A+ B°>4C. Alem disso, pela forma reduzida da
. A= , A B ., VA24+B2-4C . .
circunferéncia, o centro é (— e E) eoraioe ———, provando assim o item (a).
. A%+B2—4C 2 2 X 2 .
Também se — = 0 © A° + B* = 4C a equacdo é a soma de dois termos ao

quadrado. Utilizando o fato de um namero real ao quadrado ser sempre maior ou igual a zero

e a soma de dois nimeros desta forma também é maior ou igual a zero, temos que
2
A
(X + E) =0
2 < -3
B 2
(v+3) =0

0 que prova o item (b).
Pelo mesmo motivo do item (b), da soma de dois numeros reais ao quadrado ser maior

2+B%—4C

. A ~ . e, . , .
ou igual a zero, temos que se < 0 & A% + B? < 4C n#o existira dois nimeros reais

2 2
tais que (x + %’) + (y + g) < 0. Portanto a solugdo da desigualdade é vazia, provando o

item (c).
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12. POLINOMIOS E EQUACOES ALGEBRICAS
Ano de escolaridade: 3° ano

Este assunto € uma extensdo geral do que ja foi visto para polindmios do 1° e do 2°
grau, ou seja, também é explorado a sua representacdo gréafica e suas consequéncias. Por outro
lado, ele ja foi visto no ensino fundamental, mas apenas como uma ferramenta algébrica.

O que faremos agora € caracterizar de maneira formal o que é um polinémio.

Definicdo 12.0.1. O Polinbmio é uma funcdo p: R — R, cuja a lei de formacéo é dada por

n
p(x) = z a;. x' = apx™ + a1 x" 4+ apx® +agx + aqq
i=0
coma; € Re 0 <i < n, onde chamamos cada a; de coeficiente do termo x’ e em particular,

agy de termo independente.

Exemplo. Seja p: R — R cuja lei de formagéo ¢ dada por p(x) = 5x3 — 3x* + 2x — 12. Sera
que 0 mesmo e um polinémio?

Para isso temos que ser capazes de escrevermos no formato da definicao, verificando
gue os expoentes da variavel sdo naturais e que os coeficientes sdo nimeros reais. Como,
p(x) =5x3 —3x* 4+ 2x — 12 = —3x* + 5x3 + 2x — 12 = —3x* + 5x3 + 0x? + 2x — 12,
p € um polindémio cujos coeficientes a, = —3, a3 = 5,a, =0, a; = 2 e ay = —12 sdo todos

reais.

O conceito de grau apesar de ja ser conhecido pelos estudantes, vai ser definido

novamente com mais rigor, pois a partir dele iremos concluir novas propriedades.

Definigdo 12.0.2. (Grau de um Polinémio) Se p(x) = Y™, a;x' entdo o grau do polindmio é

n. Notagdo para o grau do polindmio p de lei p(x) sera gr(p(x)).

Exemplo. Qual sera o grau do polindmio p, cuja lei de formagdo é dada por p(x) = 5x3 —
3x* + 2x — 127

Como o maior expoente da variavel x é 4 entdo gr(p(x)) = 4.
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O Algoritmo da divisao entre polinbmios é uma replicacdo e adaptacdo do algoritmo
da divisdo de Euclides.

Algoritmo da Diviséo entre Polindmios: dados p(x) e d(x) duas leis de formagdo de
polindmios, onde gr(p(x)) = gr(d(x)), existem outros dois polindmios cujas leis sdo g (x)
e r(x), tais que

p(x) = d(x).q(x) +r(x)
com0 < gr(r(x)) < gr(d(x)).

12.1. Teorema do Resto

O Teorema do Resto ou Teorema de D'Alembert € uma maneira simples de
encontrarmos o resto da divisdo entre um polinbmio por outro de grau um, sabendo que 0
resto deverd ter grau inferior ao grau do polinébmio divisor.

Ou seja, ao dividirmos um polinémio por outro de grau um, o resto € um polinémio de
grau zero, também chamado polindmio constante. Consideraremos a divisdo abaixo, com o
divisor de grau um,

p(x) = d(x).q(x) +r(x)
sendo p(x) o dividendo, d(x) o divisor, g(x) 0 quociente e r(x) o resto.

Sem perda de generalidade, podemos tomar d(x) = ax+ber(x) =mcoma € R" e
b,m € R. Assim,

p(x) = (ax + b).q(x) + m

Note que se ax + b =0, teremos p(x) = 0.q(x) + m © p(x) = m. Ou seja, se
. b « b b b
tivermosax+b =0 ax=—-b & x = - entaOp(—;) = O.q(—;) +m @p(—z) =

m.

Proposicao 12.1.1. Seja p(x) a lei de formacéo de um polindmio com gr(p(x)) > 1. Oresto

na diviséo de p(x) por (ax + b) serap (— S) sea # 0.
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Demonstragdo. Pelo algoritmo da divisdo existem dois polinémios q(x) e r(x), tais que
p(x) = (ax + b).q(x) + r(x) com gr(r(x)) = 0, ja que gr((ax + b)) = 1, ou seja, r(x) ¢
um polindmio constante.

Aplicando x = —g na igualdade, obtemos

(9= (2 +0) -5+
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13. CONSIDERACOES FINAIS

13.1. Dificuldade e Resisténcias

O desenvolvido da proposta do Principio de Inducdo mostrou obstaculos que tiveram
que ser trabalhados com alunos, como
O Escrita formal;
00 Entendimento da técnica;
O Descrenga no funcionamento da técnica;

O Entendimento que a etapa n para n + 1 ndo era sempre igual.

13.2. Resultados obtidos

Assim como houve dificuldades, também foi notério o desenvolvimento pelas
demonstracfes matematicas, em particular, no uso do Principio de Inducdo. Abaixo esta
apresentado os resultados alcangados dividido por ano de escolaridade.

0 No 1° ano do Ensino Médio:

O Melhor leitura de questdes matematicas;
O Melhores argumentagdes para justificar as suas afirmagdes sobre um
problema;

0 No 2° ano do Ensino Médio:

O Dividir os problemas em etapas mais simples;
O Melhora na escrita matematica;

[0 No 3° ano do Ensino Médio:

O Proposicdes nas aulas, trazidas pelos alunos;

O Crenca nas formulas demonstradas.
13.3. Concluséo
Em qualquer area da ciéncia, seja ela empirica, axiomatica ou légico-dedutivo as

demonstragdes cumprem um papel de mostrar veracidade ao que é estudado. Qualquer

estudante deve sempre conduzir seus caminhos de aprendizagem com propriedades e
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proposicOes baseadas em alicerces bem trabalhados e desenvolvidos. Caso ainda procure ou
deseje algo novo, o que € sempre bom, ou apenas desconhecido, devera permanecer em uma
sequéncia de bases bem apoiadas pela comunidade cientifica ou até mesmo desenvolver um
fundamento tedrico para que se possa avancar nesta jornada escolhida.

As salas de aulas sdo formadas por estudantes esperando aprender, chamados de
alunos, e por estudantes que irdo ensinar, chamados de professor. Todos estes deverdo
conduzir coletivamente no cumprimento do desenvolvimento cientifico educacional,
metodologias, proposicdes e teorias tanto aceitas quanto bem difundidas. Assim cabe a todos
0s presentes neste processo a duvida e o questionamento do que é apresentado, até mesmo
pelo professor, porque ainda que o caminho que ira ser tomado seja critério escolhido pelo
docente, é obrigacdo de todos observarem se 0s mesmos caminhos adotados sdo bons, assim
como vislumbrar o final da metodologia como uma grande malha apoiada em fundamentos
aceitos pela comunidade cientifica e escolar.

As demonstracBes sdo ferramentas necessarias para o desenvolvimento l6gico-
dedutivo e servem como base para dar veracidade as afirmacdes feitas, passando assim de
conjectura para proposicdo ou teorema. Sdo grandes desenvolvedoras do censo-critico, pois a
construcdo de uma teoria cientifica depende dos seus fundamentos serem provados para que
algo seguinte possa ser apoiado nele. Dai, o reflexo disso € criar nos alunos o hébito de tomar
decisdes de forma a considerar o que ja tenha acontecido e assim tornar-se um cidad&o critico.
O aluno que demonstra ndo s6 tem acesso a um método cientifico de justificativa de
sentencas, como também a um vasto desenvolvimento quanto ao raciocinio l6gico e a
instigagdo da pesquisa e da pratica cientifica. Portanto, a no¢do de como demonstrar é
necessaria ao estudante, pois elas servem para que este possa, com suas proprias pré-
conclusoes, prova-las ou mesmo refuta-las.

Diante disso, € proposto que a nogao do principio de inducgéo - uma ferramenta técnica
de demonstracao - seja colocada no curriculo no primeiro ano do ensino médio, pois a partir
deste ano de escolaridade ja se é possivel provar com um pouco mais de formalidade os
fundamentos desenvolvidos no ensino fundamental, podendo também servir de base para os
anos seguintes, os quais possuem varias propriedades que poderdo ser demonstradas de
maneira simples ou complementar com o uso desta ferramenta. Assim, € esperado que 0

publico-alvo possa conhecer e fazer uso das formas de demonstragcdes nos varios conteudos
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do ensino médio de seu curriculo em suas instituicdes de ensino e também através desse
trabalho.
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