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Resumo

Neste trabalho estudamos o conceito, as principais propriedades e algumas aplicacoes
das fungoes convexas de uma variavel real, onde nosso principal objetivo foi mostrar sua
utilizagao em problemas que envolvem desigualdades. Demonstramos as desigualdades de
Jensen, de Bernoulli, Young, de Holder, de Minkowski e estudamos as médias de poténcias,
que culminam nas desigualdades entre médias. Finalmente, apresentamos uma se¢ao com
problemas que envolvem maximos ou minimos, nos quais aplicamos as técnicas estudadas
ao longo deste trabalho.

Palavras-chave: Funcao convexa, Desigualdades, Médias, Ensino Basico.

v



Abstract

In this work we study the concept, the main properties and some applications of convex
functions of a real variable, where our main objective was to show its use in problems
involving inequalities. We demonstrate the Jensen, Bernoulli, Young, Holder, Minkowsk
inequalities and studied the power means, culminating in the inequalities between means.
Finally, we present a section with problems involving maxima or minima, in which we
apply the techniques studied throughout this work.

Key-words: Convex functions, Inequalities, Means, Basic Education.
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Introducao

A escolha por fazer este trabalho sobre desigualdades talvez tenha se dado, de modo
inconsciente, em 2012, quando vimos uma das solucgoes apresentadas pela banca examina-
dora, para o item (d) do problema abaixo, que corresponde ao 4° problema da OBMEP
2012 - 2* fase - Nivel 3, vide [10].

“Na figura abaixo, as retas r e s sao paralelas. O segmento AB ¢é perpendicular a essas
retas e o ponto P, nesse segmento, é tal que AP =2 e BP = 1. O ponto X pertence a reta
T e a medida do segmento BX é indicada por x. O ponto Y pertence a reta s e o triangulo

XPY é retangulo em P. (a) Explique por que os triangulos PAY e XBP sdo semelhantes.

X X .

_‘J

.]

_ &
A Y g
(b) Calcule a drea do triangulo XPY em fungao de x.
5
(c) Para quais valores de x a drea do triangulo XPY é igual a 5?
(d) Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo XPY é minima e calcule essa

area.”

O itens (a) e (b) sairam naturalmente de algumas aplicacoes de Geometria Plana

e o item (c) se reduziu a resolucdo de uma simples equacao do 2° grau. No item (b)
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1
foi mostrado que a drea do triangulo XPY é A[XPY] = x + ~ e , finalmente, o item (d)

. . . I .
pedia que fosse calculado o valor minimo para essa area, ou seja, para X+ —. Fizemos uma
X

solucao para este item usando fungoes quadraticas e depois ficou tudo certo. Acontece que
quando saiu a pauta com o gabarito da prova, este item apresentou 5 resolucoes diferentes
para nosso espanto, pois haviamos pensado uma e com dificuldades. Em particular, a 5*
solugao dizia exatamente o que se segue:

“5* solucao: a desigualdade aritmético-geométrica diz que se a e b sao dois nimeros

. - .. oo, aFD
positivos entao sua média aritmética é maior que sua média geométrica, isto €, 5 =

1 Xt 1 1
Vv ab (exercicio). Fazendo x = a e L= b, temos 5 X > .o = 1, ou seja, x + < > 2

para qualquer valor de x; como para x =1 temos x + — =1+ ! = 2, segue que esse € o
X 1
valor minimo da area.”

No final de 2015, quando nos reunimos com o Professor Xavier, nosso orientador,
para discutirmos sobre qual seria o contetido deste trabalho, ele apresentou (antes que
se falasse disso!) algumas notas de aulas que poderiam nos ajudar e, qual nao foi a
surpresa, intitulava-se simplesmente “DESIGUALDADES”. Destino? Nao ha como saber!
Fato é que aceitamos na hora, pois teriamos a oportunidade de ampliar nosso estudo
sobre fungoes convexas, suas principais propriedades e aplicar as desigualdades que delas
derivam em problemas do Ensino Bésico.

No capitulo 1 apresentamos o conceito de funcao convexa de uma variavel real, e como
primeira aplicacao mostramos a Desigualdade de Jensen. Mostraremos as caracterizacoes
de primeira e segunda ordem. Apresentamos, ainda, uma demonstracao da Desigualdade
de Bernoulli usando funcoes convexas.

No capitulo 2, estudamos algumas das desigualdades geradas por fungoes convexas,
iniciando com a definicao de Médias de Poténcias. Mostramos, em seguida, as famosas
desigualdades entre médias, mais precisamente, MH < MG < MA < MQ. Em ato
continuo, mostramos as desigualdades de Young, Holder e Minkowski. Buscamos, durante
todo o texto, apresentar exemplos que ilustrem os conceitos abordados e que, além de tudo,
ajudem a elucidar o que estd sendo proposto da maneira mais didatica que conseguimos.

No capitulo 3, apresentamos problemas do Ensino Basico, retirados da OBM, OB-
MEP, de livros didaticos usados em uma escola “comum”, dos bancos de questoes da

OBMEP (nao é a OBMEP, mas os cadernos que recebemos da comissao organizadora), do
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banco de provas e exames do PROFMAT, etc.

Finalmente, o capitulo 4 trata das consideracoes finais acerca deste trabalho.

As principais referéncias que utilizamos durante o desenvolvimento deste trabalho
foram as notas de aulas nao publicadas dos Professores Joao Xavier da Cruz Neto e
Orizon Pereira Ferreira, intituladas “Desigualdades”, [2], e os livros “Anélise Real, volume
1”do Professor Elon Lages Lima, [6] ¢ “Tépicos de Matemética Elementar: Introdugao a
Anaélise”do Professor Antonio Caminha Muniz Neto, [8], mas além destas, consultamos
diversas outras referéncias em busca de um certo enriquecimento, ou amadurecimento,

nas ideias.



Capitulo 1

Funcoes convexas

Neste capitulo definiremos as fungoes convexas de uma variavel real, estudaremos
algumas de suas principais propriedades e caracterizacoes. Apresentaremos, também,
as funcoes estritamente convexas, concavas e estritamente concavas. Como primeiras
aplicagoes, traremos, além de variados exemplos, a desigualdade de Jensen e a de Ber-
noulli. As definigdes e resultados que aqui apresentamos podem ser encontradas em [2],

[6] e [8].

1.1 Nocoes Preliminares

Definicao 1. Seja I C R um intervalo. Uma fungao é dita convexa quando, dados a, X,
bel, coma<x<b, oponto (x,f(x)) do grifico de f estd abaizo da reta que contém

(a,f(a)) e (b,f(b)), conforme a figura 1.1.

Figura 1.1: Funcao convexa
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Sabemos que o coeficiente angular da reta que contém (a,f(a)) e (b, f(b)) é dado por

f(b) —f(a) f(b) —f(a)
a

o e, com isso, a equagao da referida reta é tal que y = o
J— a J—

ou que y = (x —b) + f(b). Assim podemos concluir que se o ponto (x, f(x))

(x—a)+f(a)
f(b) — f(a)
b—a
pertence ao grafico de f, para que a mesma seja convexa, deve ser verificado simplesmente

que f(x) < M(x— a) + f(a) ou que f(x) < M(x—b) + f(b), isto é:
b—a b—a
f(x) —f(a) _ f(b)—f(a)
Xx—a S b—a ’ (11)
ou
f(x) —f(b) _ f(b) —f(a)
x—b 2 b—a ’ (12)
ou seja,
) = fla) _ f(b) —fla) _ f(x) — f(b) (13)

x—a = b—a = x—b
Essas inequagoes significam que a secante que passa por (a, f(a)) e (x, f(x)) tem inclinacao
menor que aquela que passa por (a,f(a)) e (b,f(b)) e esta, finalmente, tem inclinacao

menor que a que passa por (x, f(x)) e (b, f(b)).

Exemplo 1. A funcio f: R — R dada por f(x) = x2 é convexa. Com efeito, sendo a e b

reais, com a < b e x € (a,b] , vamos usar a desigualdade (1.1), que equivale a mostrar

Jue f(b) — f(a) _ f(x) —f(a) > 0. Ora,
b—a X—a

f(b) —f(a) f(x)—f(a) b’—a® x*-a

b—a X—a  b—a X—a
_(b=a)(b+a) (x—a)lx+a)
- b—a X—a
=b+a—(x+a)
=b—x2>20

Portanto a funcao quadrdtica f(x) = x? é conveza em R.

Exemplo 2. Mostre que a funcao f(x) =x+ — € conveza para x € (0, +00).
X

Solugao. Considere a, b nas condi¢oes do dominio de f e x entre a e b. Devemos mostrar,
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f(x) —f(b) f(b) —f(a)

1.2 - >0. P  veja que:
de acordo com (1.2), que o — 0. Para tanto, veja que
1 1 1 1
S (N b+ — — il
fx) —f(b) f(b)—f(a) % ( +b) T <a+ a)
x—b b—a x—b b—a
1 1 1 1
- (x —b) + (;—B) - (b—a)+ (B—a)
N X —b b—a
b—x a—b
. b—
_ X + bx a-+ ab
x—b b—a
(x—Db)(bx—1) (b—a)(ab—1)
bx o ab
x—b b—a
_ bx—1 B ab—1
~ bx ab
_a(bx—1) —x(ab—1)
N abx
_abx—a—abx+x
N abx
X—a
= > 0.
abx
Portanto a funcao estudada é convexa em (0, +00). O
b_
Ainda supondo a < b, e x em [a, b], segue que 0 < 5 _z < 1. Seja, diante disto,
b—
t= — Z & (b—x) = t(b—a). Daf temos que cada ponto x do intervalo [a, b] se escreve

X—a
b—a
precisar na desigualdade abaixo, que x —a=at+ (1 —t)b —a=(1—t)(b—a)) a:

como ta+ (1—1t)b e, com isso, f(x) < [f(b)—f(a)] +f(a) equivale (note, pois vamos

f(ta + (1~ 1)b) < [1(b) — f(a)). 2= 4 (a)
— [f(b) — f(a). _bt)(b — 9 4 f(a)
—Qa

= (1—t)f(b) — (1 —1t)f(a) + f(a)
= (1 —t)f(b) + f(a)[1 — (1 —t)]
=tf(a) + (1 —t)f(b),

ou seja, uma funcgao f : I — R é convexa se, e somente se, dados a, bem I et € [0, 1],

tivermos (veja a figura 1.1b)

f(ta+ (1 —t)b) < tf(a) + (1 —t)f(b). (1.4)
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Exemplo 3. A funcao modular f : R — R dada por f(x) = |x| é convexa. De fato,

considerando t € [0,1], a e b reais, temos

f(ta+ (1 —t)b) = [ta+ (1 —t)b]
< [ta + (1 —t)b)
= tla| + (1 —t)|b|

= tf(a) + (1 —t)f(b).

O proximo exemplo estuda a convexidade da fungao real f(x) = e*, mas para isso

precisamos apresentar o seguinte lema:
Lema 1. Mostre que €* > 1+ x para todo x € R.

Demonstragao. Seja g : R — R definida por g(x) = e*—x—1. Sabendo que g'(x) = e*—1,
temos que o tnico ponto critico de g ocorre em x = 0. Note também que g'(x) < 0 em
(—00,0] e que g’(x) > 0 para x € [0,00), donde concluimos que g é mondtona nao
crescente em (—oo, 0] e mondtona nao decrescente em [0, 00). Como g(0) = 0, temos que
g(x) = 0 para todo x real, ou seja, sempre temos e* > 1 + x, concluindo a demonstragao

do lema. O]
Exemplo 4. A funcdo f: R — R dada por f(x) = e* € convezxa.

Solug¢ao. Devemos mostrar que
e Uy CteX 4 (1 —t)eY, (1.5)

com x ey reais e t € [0,1]. Note, antes disso, que e~ U=V > ( e que multiplicando a

tx—(1—1t)

desigualdade (1.5) por e~ Y temos

1 = et (I=ty o=tx—(1—t)y  yox p—tx—(1-tly (1— t)ey‘e—tx—(l—t)y
— X tx—(1-t)y + (1 . t)eyftxfywtty
— tex(1--010-ty (1— t)eft(xfy)
— tell-t)(x—y) +(1— t)e—t(x—y).

Ou seja, para provar que f é convexa basta mostrar que

te(-t 1) | (] — ) tv) > 1, (1.6)
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Ora, de acordo com o lema 1, temos que e* > 1+4x para todo x real. Assim, desenvolvendo

o lado esquerdo de (1.6), temos:

te VY L (1 —)e Y > t(1+ (1—t)(x —y)) + (1 —t) (1 —t(x —y))
=t(l+x—y—tx+ty)+ (1 —t)(1 —tx+ ty)
=t+tx—ty —tx +tly +1—tx+ty —t+t*x — t’y

=1.
Portanto a fungao exponencial f(x) = e* é convexa em R. O

Uma funcao f: I — R é concava quando —f é convexa. Alids, vamos formalizar uma

definicao para fungoes concavas.

Definicao 2. Seja I C R um intervalo. Uma funcao € dita concava quando, dados a, X,
bel coma<x<b,oponto (x,f(x)) do grifico de f estd acima da reta que contém

(a,f(a)) e (b, f(b)), conforme a figura 1.2.

Figura 1.2: Funcao concava

Analogamente ao que foi exposto para fungoes convexas, temos que uma funcao é

concava se, e somente se, dados a, b em [ com a < b e x entre a e b, tivermos

f(x) —f(a) S f(b) —f(a) S f(x) —f(b)
x—a ~ b—a = x—b

(1.7)

Da mesma forma que foi apresentado para funcgoes convexas, uma funcao f : [ — R é

concava se, e somente se, dados a, b em I e t € [0, 1], tivermos
f(ta+ (1 —t)b) > tf(a) + (1 — t)f(b). (1.8)

1
Exemplo 5. Jd vimos no exemplo 2 que a func¢ao f(x) =x+ ~ € tal que

f(x) —f(b) f(b)—f(a) x—a

x—Db b—a abx
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Entao, sendo a, b € (—00,0) com a < b e x entre a e b, temos a desigualdade

f(x) —f(b f(b) —f
(X))( b( ) B ( g a(a) < 0, ou seja, a fungdo € concava em (—o0,0).

Exemplo 6. Mostre que a funcao logaritmica f(x) = Inx definida para x € (0,+00) é

concava.

Solu¢do. Devemos mostrar que et x+ 11—ty < en(tx+(1=t)y) " Tpjiciemos lembrando que,
pelo exemplo 4, a fungado exponencial f(x) = e* é convexa em R. Assim, para x e y reais

et € [0,1], segue que

etlnx+(1—t)lny < telnx + (1 o t)elny

=tx+(1—t)y

— eln(ter(lft)y)’

isto ¢, etlx+(1—t)ny < en(tx+1=tY) o finalmente, In(tx+ (1—t)y) > tlnx+(1—t)Iny,

como queriamos. O

Quando valem as desigualdades estritas em (1.3) e em (1.7) dizemos que as fungoes

sao, respectivamente, estritamente convexa e estritamente concava.

1.2 A desigualdade de Jensen

Proposicao 1 (Desigualdade de Jensen). Seja f: 1 — R uma fungdo convexa. Sejam os

numeros Xi,Xa, ..., Xx em I e 0s numeros t,ts, ..., tx em R satisfazendo
Kk
t; 20 para 1=1,2,....k e E ti =1,
i=1

vale a desigualdade
k

k
f() tixi) <) tif(xi). (1.9)
i=1

i=1
Se f € estritamente convexa, entao a igualdade em (1.9) € assumida somente se 0s numeros

X1, X2, ..., Xn forem todos iguais.

Demonstracao. Se k = 2, a relacao ¢ trivial quando t; = 0 ou t; = 0. Caso contrario,
tome t; = tety = (1—t), daf a convexidade de f resulta em f(t;x+toy) < t1f(x) +ta2f(y).

Agora, suponha por inducao, que a relacao seja verdadeira para k—1 e considere os pontos
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, oy . k
X1, ..., Xx em I e os nimeros positivos ty, ..., ty, tais que Zi:l ti=1. Sety =0o0uty =1,

entao nao ha nada a provar. Caso contrario, temos

t tk—l
txg + o texk = (8 s — X1t .. X1 | + Xk
. = (b kl)(t1+...+tk_1 ' t+ o+t kl) e
(1.10)
1. ’ e tr i
Para facilitar os calculos, fixando t; = ﬁ, vyt = ﬁ (Note que t; + ... +
tx—1 = 1), segue que (1.10) pode se reescrita como
tixi+ ...+ thk = (tl + ...+ tk—l) (EXI + ...+ tk_lxk_l) + thk' (111)

Como (t; + ... +tx—1) + tx =1 e f é convexa, temos pelo caso k =2 e por (1.11) que
f(t1x1 + ...+ thk) < (tl + ...+ tkfl)f(EXl + ...+ tk,lxk,l) + tkf(Xk). (112)

Além disso, usando a hipétese de inducao, o fato de que t; +...+tx_; = 1 e a convexidade

de f, temos de (1.12) que

ftixg + ...+ tiox) < (b + o+ o) T(Bx + o4 teoixer) + tief(xa)
(4ot (B f(xg) + o F 1 f(emt)) + tef(xk)

= tlf(Xl) + th(XQ) + ...+ tnf(Xn).
Portanto a desigualdade é valida para todo k. O

Como uma primeira aplicacao da Desigualdade de Jensen, vamos mostrar a famosa

desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.

Exemplo 7. Mostre que, para quaisquer niumeros reais positivos Xi, X, ..., Xn vale a

X1+ X2+ ... +x
desiqualdade {/X1X3...Xn < 1hXe ot iy

n
o _ » , 1
Solugdo. J& vimos que a funcao f(x) = e* é convexa. Considere, agora, t; = ... =t, = —
n
e oS numeros reais positivos X1, Xg, ..., Xn. Sejam a; = Inx;, a; =Inxs, ..., ap = Inx,.
Dai, temos x; = €%, xo = €92, ..., X, = e e:

1 1 1

UX1X9. Xy = X]' X2 Xy

=f(tia; +toas + ... + than).
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Aplicando a Desigualdade de Jensen na tltima igualdade, temos o que segue:

Yx1Xg.. X = f(tiay + toas + ... + than)

< tif(ay) + tof(ag) + ...+ taflan)

:lelnxl—l—lelnXQ—}—...—{—lelnX“
n n n

X1 t+Xe+ ...+ Xn

= a .

]

Notemos que a Desigualdade de Jensen pode ser reescrita, nos casos em que vale a relagao
x1+...+xn> f(x1) + ... + f(xn)
— | <
n n
A soma de fungoes convexas gera uma funcao também convexa. De fato, sendo f: 1 —

1
t1=...=tk:—,comof<
n

R, g : I — R duas fungdes convexas, e f + g : [ — R definida em x como (f 4 g)(x) =
f(x) 4+ g(x), considere a, b em I e t € [0, 1]. Desse modo, aplicando f+ g a ta+ (1 —1)b,

temos

(f+g)(ta+ (1 —t)b) =f(ta+ (1 —t)b) + g(ta+ (1 —t)b)
< tf(a) + (1 —t)f(b) + tg(a) + (1 —t)g(b)
= t(f(a) + g(a)) + (1 — t)(f(b) + g(b))
=t(f+ g)(a) + (1 = t)(f + g)(b).

A desigualdade acima significa que f + g representa uma fungao convexa.

Seguindo com nossa proposta, vamos mostrar que a composicao de duas func¢oes conve-
xas resulta em uma fungao convexa, mas para isso é necessario que a funcao “externa”seja
nao decrescente. De um modo mais formal, temos o seguinte: considere f : I — J e
g : ] — R fungoes convexas, com g nao decrescente, entao g o f: I — R, definida em x
como (go f)(x) = g (f(x)) é convexa. Realmente, sejam f: 1 — J e g:] — R fungoes
convexas, com g nao decrescente. Entao se considerarmos a, b em [ e t € [0, 1], temos

que

(gof)(ta+ (1 —1)b) = glf(ta+ (1 —1t)b)]

< gltf(a) + (1 —t)f(b)]
glf(a)] + (1 —t)glf(b)]
=t(gof)(a)+ (1 —1t)(gof)(b).

—+

<
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Note que a hipdtese de que g seja nao decrescente se faz necessaria na passagem da
linha 1 para a linha 2, na demonstragao acima. O produto de duas fungoes convexas f e g
definido em x como (f.g)(x) = f(x).g(x) pode nao gerar uma fungao convexa. Com efeito,
as fungoes f(x) = x* e g(x) = x? — 1 sdo convexas em R e, ao contrdrio, (fg)(x) = x* —x?

nao é convexa em R.
Exemplo 8 (POTI [11]). (IMO) Se a,b e ¢ sdo os comprimentos dos lados de um
triangulo, prove que

abc > (a+b—c)(b+c—a)(c+a—D). (1.13)

Solucdo. Sendo, na figura abaixo, um triangulo ABC de lados a =BC,b=ACec =AB

e sua circunferéncia inscrita, temos as relacoes a = y+z, b =x+zec =x+1Y e,

b
imediatamente, 2x + 2y +2z =a+b+c & x+y+z = % =7p,ondep éo
semiperimetro do triangulo ABC.
Com isso, temos que
a+b+c b+c—a
x=xtytz—(y+z=p-Qy+z)=—F——a=—7—,
a+b+c a+c—b
y:x—i-y—i-z—(x—i-z):p—(x+z):T—b:T,
at+b-+c a+b-—c
z=x+y+z—(x+Yy) :p—(x—ky):T—c:T.

Como a,b e ¢ sao lados de um triangulo, pela desigualdade triangular, segue que vale
a+b—c>0,b+c—a>0ec+a—b>0. Entaosendou=a+b—-c,v=b+c—ae

w =c+ a— b, segue que

a+c—b+a+b—c_w+u
2 2 2 7

a:y+z:
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b_X+Z_b+c—a+a+b—c_v+u
N N 2 2 2

_b—l—c—a+a+c—b_v+w
- 2 2 2

c=x+Y

Assim a desigualdade (1.13) passa a ser escrita da seguinte forma:

(CE) ()5

Com a mudanca de variaveis acima, para resolver o problema basta mostrar a desigualdade

(1.14), que é uma aplicacao direta da desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

.. L. u v+u vV+w
ja que, sendo u, v e w positivos, temos = Jwa, 5 = yvue 5 RVAALS
donde
w+u v+u v+w
( 5 ) ( 5 ) ( 5 ) VAR IRVAVR TIRVAVRYY
= vVurviw?
=uv.w.
Isso termina nossa resolucao. O

1.3 Caracterizacao de Primeira Ordem

Proposicao 2. Seja f: 1 — R uma funcao diferencidvel no intervalo aberto 1. Entao f é
convexa se, e somente se,

f'(a)(x —a) + f(a) < f(x), (1.15)
para todo x,a € 1.
Demonstra¢ao. Suponha inicialmente, f convexa. Entao, sendo a,x € I, temos por

hipétese que f(tx+(1—t)a) < tf(x)+(1—t)f(a) = f(tx+a—ta) < tf(x)+f(a)—tf(a) =
f(t(x —a)+ a) —f(a) < t(f(x) — f(a)), ou seja,

f(a+t(x—a)) —f(a)
t

< f(x) — f(a), (1.16)
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para todo t € [0, 1]. Fazendo t(x —a) = h temos t =

f(a+h) —f(a)
h
X—a
f(a+h) — f(a)
h

Como t(x — a) = h, temos que h — 0 equivale a t — 0. Assim, passando o limite com

e a expressao (1.16) passa a

< f(x) —f(a), isto é,

ser escrita como

(x —a) < f(x) —f(a). (1.17)

h — 0 na desigualdade (1.17) temos f'(a)(x—a)+f(a) < f(x), que é o resultado desejado.
Reciprocamente, dados x,y € I et € [0,1] tome a = tx + (1 — t)y. Entao da equacao

(1.15) segue-se que
f/(tx + (1 —t)y) (x — tx — (L = t)y) + f(tx + (1 — t)y) < f(x) &

f(tx+ (1 —t)y) (1 —t)(x —y) + f(tx + (1 — t)y) < f(x) (1.18)

f(tx+ (1—thy)(y—tx— (1 —ty)) + f(tx + (1 — t)y) < fy) &
—f'(tx + (1 —thy)t(x —y) + f(tx + (1 — t)y) < f(y). (1.19)

Assim, multiplicando (1.18) por t e (1.19) por (1 —t), temos,

tf (tx + (1 — t)y) (1 — t)(x —y) + tF(tx + (1 — t)y) < tf(x)

—(1—=t)f'(tx + (1 = thy)t(x —y) + (1 — t)f(tx + (1 — t)y) < (1 —t)f(y).

Finalmente, somando essas duas ltimas desigualdades, obtemos
f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y).
Isto conclui a prova da proposicao. O

Perceba que y = f(a) + f’(a)(x — a) é a equagao da reta tangente ao gréafico de
f no ponto (a,f(a)). Portanto, esta caracterizacao evidencia que uma funcdo convexa,
diferenciavel, esta acima de todas as suas tangentes em I. Além disso, também concluimos
que todo ponto critico em uma funcao diferenciavel convexa é ponto de minimo global. De
fato, sendo (a,f(a)) um ponto critico, temos f’(a) = 0, donde, pela proposicao anterior
segue que f(x) > f(a), para todo x € I. Esta foi a demonstracao do resultado que

enunciaremos logo abaixo:
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Corolario 1. Se f: I — R é uma funcdo diferencidvel e convexa, entao todo ponto critico

de f € um ponto de minimo global.

Proposicao 3. Seja f: 1 — R uma funcao diferencidvel no intervalo aberto 1. Entao f é

convexa se, e somente se,
(f'(x) = f'(y)) (x —y) >0, (1.20)

para todo x,y € 1.

Demonstra¢ao. Suponha, inicialmente, f convexa e considere x,y € I. Dai, temos pela

proposicio 2 que
Oy —x) +f(x) <fly) e f(y)lx—y)+fly) <flx), (1.21)
para todo x,y em L. Entdo, segue-se de (1.21) que
f(x) + (%) (y —x) < fly) < (%) +f'(y)y —x),

Isto implica que (f'(x) —f'(y))(x —y) = 0, para todo x,y em I e prova a primeira parte.
Reciprocamente, é claro que o resultado é vélido para x =y. Agora, dados x,y € I com
x #y et €[0,1], temos pelo Teorema do Valor Médio que, para todo a € (x,y), existem

c’ec” comc’ € (x,a)ec” € (a,y) tais que
fla) —f(x) =f'(cNa—x) e fly)—fla)=F(c")y—a).
Multiplicando a primeira igualdade por —t, a segunda por 1 —t, temos o que segue:
—tf(a) + tf(x) = —tf'(c")(a—x) e (1—t)f(y)—f(a)+tf(a)=(1—t)f"(c")(y—a).
Agora, somando as duas ultimas igualdade, temos
tf(x) + (1 —t)f(y) — f(a) =" (c")(1 —t)(y — a) — tf'(c") (a — x), (1.22)
donde, tomando a = tx + (1 — t)y, temos

y—a=y—tx—(1-tly=y—tx—y+ty =ty —x)

a—x=tx+(1—-tly—x=tx+y—ty—x=(1—1t)(y —x),
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e a igualdade (1.22) passa a ser escrita como

tf(x) + (1 — t)f(y) — ftx + (1 —t)y) = f'(c") (1 — t)tly —x) — f'(c)t(1 — t)(y — x).

e — ¢!
I .

Finalmente, note que existe k > 0 tal que ¢’/ — ¢’ = k(y — x), ou seja, y —x =

Assim, a igualdade anterior se reduz a

tf(x) + (1 —t)f(y) — f(tx + (1 —t)y) =

Como k > 0 e t € [0,1] segue imediatamente da igualdade anterior e da desigualdade

(1.20) que tf(x) + (1 —t)f(y) — f(tx + (1 — t)y) > 0, ou seja,
f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y),
concluindo a demonstracao. O]

A desigualdade (1.20) significa que, sendo f convexa, sua derivada f’ é monétona

nao-decrescente em 1.

1.4 Caracterizacao de Segunda Ordem

Proposicao 4. Seja f : I — R duas vezes derivavel no intervalo aberto 1. Entao f é

convexa em I Se, somente se

f(x) > 0, (1.23)
para todo x € 1. Agora, se a desigualdade (1.23) € estrita entdo f é estritamente conveza.

Demonstracao. Se f é convexa, segue-se da Proposi¢ao 3 que (f’(x) — f’(y)) (x—y) >0,
(F'(x) = f'(y) (x—y)
(x —y)?

comx,y € lex #y. Como (x —y)? > 0, segue que > 0, que

equivale a

f'(x) — f'(y)
(x—y)
pois x —y # 0. Fazendo x — y na equacao (1.24) obtemos, pois f’ é derivédvel, f”(x) > 0,

>0, (1.24)

e isto prova a primeira parte. Reciprocamente, é claro que o resultado é valido para x =y.
Agora, dados x,y € I com x # y, temos pelo Teorema do Valor Médio que existe a entre

x ey tal que f'(y) — f'(x) = f"(a)(y — x), isto é

(f'(y) — ')y —x) = f"(a)(y —x)*. (1.25)
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Como f”(a) > 0 e (y —x)? > 0 segue-se que
(f'ly) = f'(x) (y —x) = 0,
para todo x,y € I. Portanto, pela Proposicao 3 temos que f é convexa. O

Exemplo 9. Além de convexa, como ja vimos, a fungao f(x) = e* € estritamente convexa

para todo x real pois f”(x) = e* > 0 para todo x real.

Exemplo 10. Além de concava, como ja vimos, a funcdo f(x) = Inx € estritamente

1
concava para x € (0,+00) pois f"(x) = —— < 0 nesse intervalo.
X

Exemplo 11 (POTI [11]). Sejam a, b ec e (0,1) com a+b+c = 1. Calcule o valor

<a+%)m+(b+%>w+<c+%>m. (1.26)

Solugdo. Inicialmente, note que a funcao g(x) = x!° apresenta g’(x) = 10x? > 0 para

minimo para

todo x € (0,400) e, no mesmo intervalo, temos que g”(x) = 90x® > 0, o que nos faz

concluir que g é nao-decrescente e convexa em (0,+o00). Além disso, pelo exemplo (2)

) 10
temos que h(x) = x+ — é convexa para x € (0,4+00). Logo f(x) = (goh)(x) = (x + —)
X X

é convexa para x € (0,400). Agora, usando a desigualdade de Jensen, temos
; (a+b + c) o f(a) + f(b) + f(c)
3 h 3 ’

b
ou seja, f(a) + f(b) + f(c) > 3f <¥> Mas

1 10 1 10 1 10
fla) + f(b) + f(c) = <a+—> + (b+—> + (c+—)
a b c

b 1 1 10 qpt0

—I—1 10+ b—I—1 10+ +1 10>1010
— J— C — =z _’
R b c 39
L. 1010 1
e 0 minimo, 30 ocorre quando a =b =c = 3 resolvendo o problema. O
Exemplo 12 (FONTELES [5]). (Sele¢io para IMO 99) Para reais positivos satisfazendo

a+ b+ c = abc, mostre que

1 1 1 3
+ + < = 1.27
Vi+a? V1+b2 1+c2 2 (1.27)

e determine quando a igualdade ocorre.
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A escolha deste exemplo se deu, basicamente, pela elegante solucao que encontramos
no artigo “Irigonometria e Desigualdades em Problemas de Olimpiadas”, do Professor
Rafael Tajra Fonteles. Solucao que apresentaremos, com algumas adaptacoes, a partir de

agora.

Solugdo. Como sabemos, a funcao f: (—m/2,7/2) — R dada por f(x) = tanx é bijetiva
e, com isso, temos que qualquer nimero real y pode ser escrito como tanx para algum
x € (—m/2,m/2). De modo mais particular, facamos a = tanx, b = tany e ¢ = tanz,

com x, y e zem (0,71/2), j4 que a, b e ¢ sdo positivos. Essa transformagao é 1til porque

1 1 1 .
— = — = : = Vcos? = cosx.
V1 + tan?x sin® x sin? x + cos? x
1 + 2 2
cos? x cos2 x

Com a transformacao acima, a + b + ¢ = abc passa a ser escrita como
tanx + tany + tanz = tanx. tany. tan z, (1.28)

e, portanto, o que devemos provar agora, de (1.27), é que cosx + cosy + cosz < —. Para

DO | o

isso, considere dois fatos relevantes:

(a) A fungao f(x) = cosx é estritamente concava no intervalo (0,71/2). De fato, temos
f'(x) = —cosx e f”’(x) = —sinx < 0 para todo x em (0, 71/2)

(b) Se vale (1.28), entao tan(x +y + z) = 0. Com efeito, veja que

tan(x +y) +tanz

1 —tan(x +y).tanz
tanx + tany

tan(x +y +z) = tan[(x +y) + z] =

tanz
1 —tanx.tany *

1 —tan(x +y).tanz
tanx + tany + tanz — tan x. tany. tan z

1 —tanx.tany —0
N 1 —tan(x +y).tanz o

Portanto, como x,y e z € (0,71/2) e tan(x +y + z) = 0, segue que x +y + x = 7. Assim,

por (a), (b) e pela desigualdade de Jensem, temos

COSX + cosy + cosz < cos <X+y +z

3 3 ) = cos(m/3) = %

. 3 , . .
Ou seja, cosx 4 cosy + cosz < 3 Além disso, a igualdade ocorre se, e somente se,
x =y =z =1/3 e, finalmente, se a =b = ¢ = tan(n/3) = /3, como querfamos. m
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Exemplo 13. Seja f: R — R, definida por f(x) = (1 +x)", onde n € N. As derivadas

de primeira e sequnda ordem de f sao dadas, respectivamente por
f'ix) =nx+1D"1 e f’(x) =n(n—1)(x+ 1) % (1.29)

Temos dois casos a considerar:

i) Sen € par, entio f"(x) = 0 para todo x € R. Entdo pela Proposicao 4 seque-se que f
é convexa em R.

ii) Se n € impar, entao temos dois casos:

a) Se x € [—1,00), entdao f"(x) = 0 e neste caso, pela Proposi¢ao 4 seque-se que f é
convexa em [—1,00).

b) Se x € (—oo,—1], entdo f"(x) < 0, donde pela Proposicio 4 seque-se que —f é conveza

em (—oo, —1].

Exemplo 14. Dados s e t niumeros reais nao nulos com s < t. Seja f : (0,00) = R

definida por f(x) = x'/5. A derivada sequnda de f é dada
f(x) = (t/s)(t/s — 1)x"/*72.

Vamos dividir a andlise deste exemplo em trés casos:

i) Set>s >0, entdo f"(x) > 0 para todo x € (0,00). Entao pela Proposi¢ao 4 seque-se
que € estritamente convexa em R.

ii) Ses <t <0, entao —f"(x) > 0 para todo x € (0,00). Entao pela Proposi¢ao 4
seque-se que —f € estritamente convexa em (0, 00).

iii) Se s < 0 < t, entao " (x) > 0 para todo x € (0,00). Entao pela Proposicao 4 seque-se

que f € estritamente convexa em (0, 00).

1.5 A Desigualdade de Bernoulli

Nesta secao vamos dar uma demonstracao da desigualdade de Bernoulli usando o
conceito de funcao convexa. A técnica que vamos utilizar tem a vantagem, sobre a prova
usual por inducao, de possibilitar a obtencao de uma melhor estimativa do intervalo onde

a desiguladade ¢ valida.
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Proposigao 5. Dadon € N comn > 1. Sex € [-1— "¥/n, 0o), entdo vale a desigula-
dade
(x+1)">14+nx. (1.30)

Demonstracao. Considere a fungao f : R — R dada por f(x) = (14+x)™, cuja convexidade
foi estudada no exemplo 13. Vamos dividir a prova de (1.30) em duas partes:
i) A desigualdade é valida para x € R e n par. De fato, pelo Exemplo 13 temos que f é

convexa em R, entao pela Proposicao 2 vale a desiguladade
f(x) = £(0) + f'(0)(x — 0), (1.31)

para todo x € R. Como f(0) = 1 e f’(0) = n, a desigualdade acima passa a ser escrita
como (x + 1)™ > 1 4 nx, concluindo a parte i).
ii) Vamos dividir o caso de n ser impar em dois casos, como segue:

a) A desigualadade é valida para x € [—1,00). De fato, Pelo Exemplo 13 temos que
f é convexa em [—1,00). Entao pela Proposi¢ao 2, vale a desigualdade (1.31), ou seja,
(x +1)™ > 1 + nx, concluindo o caso a).

b) A desigualadade é vdlida para x € [—1 — "7/n, —1]. Com efeito, se x € (—oo, —1]

entao pelo Exemplo 13 temos que —f é convexa. Dai, pela Proposicao 2 vale a desiguladade
—f(x) > —f(—2) — f'(—2)(x + 2).

Sendo f(x) = (1+x)™, temos f'(x) = n(1+x)" 1, f(—2) = —lef'(—2) =n, jdquen—1

¢ par. Com isso, a desigualdade acima é equivalente a
—(x+1D)">1—n(x+2), (1.32)

para todo x € (—oo,—1]. Assim, somando 2(x+1)™ aos dois lados da desigualdade (1.32),
temos 2(x + 1)™ — (x + 1)™ > 2(x + 1)™ + 1 — n(x + 2), cujo desenvolvimento segue logo

abaixo

x+D"=2x+1)"+1—n(x+2)
= (1+nx)—(L+nx)+2x+1)"+1—n(x+2) (1.33)
= (14nx) —nx+2(x+1)" —nx—2n
=(14+nx)+2(x+ 1™ —2n(x +1)

=1+nx+2(x+1)((x+1)""—n).
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Seja h : R — R dada por h(x) = (x + 1) ! —n, com n fmpar maior que 1. Note
que h(—1—"yn) = (-1—"Vn+1)"'—n=(—"yn)"'—n=n—-n=0
A derivada h/(x) = (n —1)(x + 1)™2 é tal que h/(x) < 0 para x € (—oo,—1] e isto
implica que h é nao-crescente nesse intervalo. Assim, para x € [—1 — ™3/n, —1], temos
h(x) < h( —1- “*Q/T_L) = 0. Entao, pela definicao de h, temos que (x +1)" ! —n <0
para x € [—1 — “{¥/n, —1].

Pelo que foi apresentado acima, temos que para x € [—1 — "{/n,—1], vale x +1 < 0

e (x+ 1)1 —n <0, de onde segue que
x+1)(x+1)™"'—=n) = 0. (1.34)
Portanto, temos das desigualdades (1.33) e (1.34) que
x+D">1+nx+2(x+1)((x+ 1" "' —n)
> 14+ nx,

para x € [—1 — "{/n,—1] e n natural impar maior que 1.
Assim, de i) e ii), segue-se que a desiguladade (x+1)™ > 1+ nx é vélida no intervalo

[—1 — ™¥/n, oo) para todo nimero natural n > 1. H

Corolario 2 (Desigualdade de Bernoulli). Sen € N e x € [=2,00) entdo vale a desigu-
ladade
x+1D">14+nx. (1.35)

Demonstracao. O resultado acima é valido para n = 1. Agora para n > 1 note que

[—2,00) C [-1 — "Yn, co). O
Proposigcao 6. Se a < —2 entdo existe ng € N e xg € (a,—2) tal que
(Xo + 1)n0 < 14+ ngyxy, (136)

isto é, o intervalo [—2,00) € o maior intervalo onde a desiguladade (1.35) € vdlida para

todo n.

Demonstracao. Seja € > 0 tal que a < —2 — € < —2. Mostremos que, para X = —2 — €,
existe ng € N fmpar satisfazendo a desigualdade (1.36) ou equivalentemente que existe

ny € N impar satisfazendo

—(14+€e)" <1—(2+4 €)n,. (1.37)
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Com efeito, suponha que nao existe um tal ng que satisfaga a desiguladade (1.37). Entao,

para todo n € N impar temos que
—(14+e)">1—(2+¢€)n,
e esta desigualdade implica que
24+emn>(1+€e)™ (1.38)

Asssim, pela desigualdade (1.38) e pelas propriedades da fungao logaritmo, obtemos que

In2+€) Inn
_l’_

> In(1 + €), (1.39)
n n
In(2+ € Inm
para todo n € N impar. Mas como lim, 4, % =0elimn,_e HT = 0 temos que
In(2 1
(14 €)= lim (1 +e) < lim "2 4 0 g,
n—o00 n—o00 n n—oo N
o que é um absurdo pois € > 0. Portanto, para x, = —2 — €, existe ng € N impar
satisfazendo a desigualdade (1.36) e x¢ € (a,—2). ]

Exemplo 15 (POTI [11]). Dados n natural e a e b reais positivos, mostre que

(1+ 9>n+ (1 + E) > ontl
b a

Solug¢ao. Dividindo ambos os membros da desiguldade do enunciado por 2™, temos

b\" n
ayn a\ n b
<1+E> (1_'—5) 2n—|—1 1+E 1+a
> s [ —2 —al >2
on + on on 2 + 2
- 1+a n+ 1+b " 5
2 ' 2b 2 2a) 7
- 1+1 1+a “+ 1+1 1+b " 5
2 2 2 92 2 2 2 2a
1 a\" 1 b\"
s l1—=4 — 1—=—4—] =2
(1-5+5%) +(1-3+3)

Portanto, basta mostrar que

1 a\" 1 b\"
1— -4+ — 1—=—+—) >2.
(1-3+35) +(1-3+5)
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1 1 b
Ora, como 5 + % >—le 5 + 2a > —1, podemos aplicar a desigualdade de Bernoulli

a cada parcela do primeiro membro da desigualdade acima, como segue

1 a\" 1 «a
1— =4+ — >1 —_ 4 — 14
( + ) +n( 2+2b) (1.40)

1 b\" 1 b
——+—) > — 4+ — ). .
<1 2+2a) /1+n( 2+2a) (1.41)

Agora, somando, membro a membro as desigualdades (1.40) e (1.41), temos

_1 n_l_cm_i_1 n+bn
B 2 2b 2 2a
94 an L bn B
2b 2
=2+n a + b
B 2b  2a ’
ou seja,
1 a\" I b\" a b
1— =4+ — l—=—4+—] =2 — 4+ ——1]. 1.42
< 2+2b) +< 2+2a) o +n(2b+2a ) (142)
b
Resta-nos mostrar na desigualdade (1.42) que n (% + %a 1) > 0 e, para isso, basta
licar a desigualdade MA > MG bterm 42 _139/22 1y
aplicar a desigualdade ara obter: — 4+ — — 1 > —.— =1 =0,
P & o P % ' 2a 2b 2a
b
com igualdade ocorrendo se, e somente se, % =34’ ou seja, a = b, terminando nossa

resolucao. O]



Capitulo 2

Algumas desigualdades classicas

Neste capitulo definiremos a média das poténcias de ordem t dos ntimeros reais po-
sitivos X1, Xa, ..., Xn € ganharemos, como consequéncia, as conhecidas desigualdades entre
as médias harmonica, geométrica, aritmética e quadratica. Em seguida apresentaremos
as desigualdades de Young, Holder e Minkowski. Os resultados aqui apresentados podem

ser encontrados em [1], [2] e [8].

2.1 Meédias de Poténcias

Seja t um numero real nao nulo. A média das poténcias de ordem t dos niimeros reais

positivos X1, Xa, ..., X, é definida por

=

t

(i 7\1Xit>1 = (7\1X1t + Aoxat + Asxst. + Anxnt> , (2.1)
i-1

- , . ~ . n
onde os pesos Aq, Ag, ..., An s80 numeros reais nao negativos com ) ;- ; A; = 1. Podemos

estender a definigdo de (2.1) em t = 0 como sendo igual a
n
A AL Az A An
l_Ixi = X7 X527 x50 X, (2.2)
i=1

pois
n

11_1}(1) (i?\ﬁ(f)i = HX?I. (23)

i=1

24
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De fato,

n 1 1
P_I)I[l) <Z ?\ixit> f = 11_1{(1) (7\1x1t + Aoxot + Asxst.. + Anxnt> '
im1

t
. In <)\1X1t+?\2x2t+7\3x3t---+7\nxnt>
=lime

t—0

1

. —1In }\1X1t+}\2X2t+)\3X3t‘..+>\ant

=limet

t—0
hl(}\l)(lt + A2X2t + 7\3X3t... + Aant)
lim¢ o
= e t

0
Sendo t — 0, o limite acima cai numa indeterminacao do tipo 0 pois (lembre-se que
M+ .. +A,=1)lim_oln <7\1x1t + Aoxob 4+ Agxst... + Anxit> = (. Assim, aplicando a

Regra de L’Hospital no limite acima, em relacao a t, temos:

t t
X . AxyInxg + o4+ Anxy Inxy,
T lim¢o

lim (Z AiXit) =e 7\1X1t + 7\2X2t + 7\3X3t... + Anxnt

AMnxy + ...+ A Inx,
—e MFAM+. A

Inx}' +1Inx)> + ... + Inx}n

A A

— el]r1(x11.x22 ..... XAM)
n

A A An As

=Xy Xg ... Xyt = | Ixil,
i=1

conforme queriamos demonstrar.
Tomando os pesos A\; = Ay = ... = Ay = 1/n, ent@o a expressao (2.2) passa a ser

1 1 1
escrita como X{*.X3 ... X{ = {/X1.Xa.....Xx, que € a média geométrica, MG, dos nimeros

X1,X2, ceey Xt

Tomando, ainda, Ay = Ay = ... = A, = 1/n, em (2.1) destacamos os seguintes casos:
a) Para t = —1, temos:
3 IN-L /1 1 1\—1 n
<}\1X1t+}\2X2t+7\3X3t...+)\nxit> = <—> <_+_++_> _ 1 | : -
o R b —
X1 X2 X3 Xn

que é de média harmonica, MH, dos ntimeros reais positivos X1, Xa, X3, ..., Xn.

1
b) Para t = 1, temos (Alxlt + Aoxot + Asxst... + Anxnt> f = (Xl + X2 : e F Xn

),queé

a média aritmética, MA, dos niimeros positivos X1, X2, X3, ..., Xn.
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1 SR 2
X3+ X5+ ...+ x
¢) Finalmente, para t = 2, segue que (7\1X1t—|—?\27<2t—|—7\3x3t...—I—?\nxnt> f = \/ 1% —‘rt + Xn

)

que é a média quadratica, MQ, dos nimeros positivos Xi,Xa, X3, ..., Xn .

Proposicao 7. Se s <t entao

1

(Alxi4—”.%—Anxi)g < (A1x§%—”.%—hnx;>

t

(2.4)
A igualdade em (2.4) € assumida se, e somente se, X| = ... = Xp.

Demonstracao. Dados s e t nimeros reais nao nulos. Seja f : (0,00) — R definida por
f(x) = x*/5. Inicialmente vamos dividir a prova em dois casos:

i) Primeiros suponhamos que 0 < s < t ou s < 0 < t. Neste caso, pelo Exemplo 14,
segue-se que f é estritamente convexa. Entao aplicando a desigualdade de Jensen aos

pontos x{, ..., x5 obtemos

t/s
fmﬁ+mﬂﬁm:OM+m+Mﬁ>
SOV 4o A )

= AiX] + oo+ Anxy,

ou seja,
t/s
(Alxi + .+ Anx;> <AIX] + o+ Ay, (2.5)

e a igualdade é assumida somente se x; = ... = x,. Sendo t > 0 segue que a desigualdade

L7/t
(2.5) é equivalente a {(Ale + ...+ 7\nx51> } < axt + At ]

t, que é equiva-
lente a (2.4), e a prova deste item esta concluida.
ii) Agora suponhamos que s < t < 0. Neste caso, pelo Exemplo (14), segue-se que —f

¢ estritamente convexa. Entao aplicando a desigualdade de Jensen aos pontos x{, ..., x5

obtemos
t/s
—4%A1xf4—“.%—Anx§)::——(A1x§4—“.+—Anx;>
<MY — = A (xS)YE
= —AIX] — . — AnXn,
ou seja,
t/s
—Q@+W+Mﬁ) S A=) 4 o+ A (—xY), (2.6)
e a igualdade é assumida somente se X; = ... = x,. Multiplicando a desigualdade (2.6)

por —1 e a elevando a 1/t com t < 0 a desigualdade é equivalente a (2.4), e este {tem esta
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concluido.
Para finalizar, note que nos items i) e ii) foi provado que a desiguladade é valida para
numeros reais nao nulos s < t. Agora, tomando limite com t — 0 no caso em que s < 0

e fazendo s — 0 no caso em que t > 0, obtemos

=

t

1
(Ale + ...+ Anx;) Mg (Alx'{ + ..+ Anx;‘l> :

. . n n Aj
pois, como mostramos, lim_,q <Zi:1 Aixit> =T, %

Note-se que a Proposicao 7 em particular implica, ja que —1 < 0 < 1 < 2, em

n X1+ Xn o/ XE 4 X2
— < UX1X9..Xn < < . 2.7
Ty 4L S Ve n {— (2.7)

Isto ¢, MH < MG < MA < MQ e a igualdade é assumida, em qualquer uma das

desigualdades acima, somente se x; = ... = X.

Exemplo 16 (CVETKOVSKI [1]). Sendo a, b, ¢ e d nimeros reais positivos obedecendo

a relagdo a® + b? + ¢2 + d? = 4, mostre que
a+b+c+d=ab+bc+cd+da. (2.8)

Solugdo. Como ab +bc+cd+ da = (a+c)(b+ d), dividindo (2.8) por (a+c¢)(b+ d),

devemos mostrar simplesmente que

1+1>1
a+c b+d”

(2.9)

De fato, usando a desigualdade MA < MQ, temos que

at+b+c+d ¢a”+¥+w?+¥
FE N — < ,
4 4
que equivale a a +b +c+d < 4. Além disso, da desigualdade MA > MH, segue que
1 1

+
a+c b+d 2 2 L
> - st
2 1 I a+tbtcrd o O°
+
i T
a+c b+d
1 1 4 |
>40 =1,

+ 2 = *.
at+c b+d” a+b+c+d 4
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Exemplo 17. Sendo x € R, tem-se sinx + cosx < 2. De fato, note que a expressio
sinx 4 cos x tem seu valor mdximo quando sinx e cosx sao positivos. Assim, da relagao
. « 2 2
sin x + cos x sin” x + cos” x 1
MA < MQ, seque que + < \/%, donde sin x+cos x < 2\/; =2.

: : N : V2
Além disso, o mdzimo para o expressio € V2 e ocorre quando sinx = cosx = BX oU

seja, X = g +okm k€ Z.

2.2 As Desigualdades de Young e de Holder

Proposicao 8. (Desigualdade de Young) Dadosp > 1 e q > 1 tais que 1/p+1/q =1
temos

1 1
xy < —IxP + ~[y[d (2.10)
p q
para todo numero real x e y.

Demonstragao. Ja vimos que a funcao g : (0,4+00) — R dada por g(x) = Inx é estrita-
mente concava, dai segue que f(x) = —Inx é estritamente convexa no mesmo intervalo.
Sejam A = (xP +y9)/P, B = (xP +y9)Y/9 e os nimeros p, q,x e y, nas condicdes do

enunciado. Entao, usando a convexidade de f e as propriedades dos logaritmos, temos
LAk 1y 1 X\"T 1 'A%
—In|—(— —| = <—|—In(— —|—In| =
B G) G s ) G
x| p1l/p |y| q71/4
-1 = 1 -
n K . n (Y

B ] [yl
= (an + lnE

B x|yl
- (mA.B !

Ixllyl 1 k" 1 lyl\*
B gp(A) +q =) (2.11)

Note agora que AB = (xP + y9)V/P (xP + y9)/4 = (xP 4+ y)V/PHl/a = xP 4 yd ¢

ou seja,

que AP = B9 = xP + y9. Com isso a desigualdade (2.11) passa a ser equivalente a

Ix|ly] < %lep + ﬁly!q, que é o resultado que buscdvamos, ja que xy < [x/[yl. O

Proposicao 9. (Desigualdade de Hélder) Sejam X1, ...,Xn €Y1, ..., Yn duas sequéncias de

n numeros reais. Se p e q sao dois numeros reais tais que p > 1, q>1el/p+1/q=1,
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entao
= = /p p & 1/q
> il < () (X twil) (2.12)
i=1 i=1 i=1
P P P
. , . X X X
e a igualdade € assumida se, e somente se, —}1 = %1 =..= —qu.
1 Yo Yn

Demonstracao. A demonstracao dessa desigualdade segue basicamente os mesmos passos
da demonstracao de Desigualdade de Young: usaremos a funcao estritamente convexa
f(x) = —1In(x) com x € (0, 00) e, apenas, trocaremos A por [[x|l, = <Z?:1 Ixi|p> e B
por |[yllq = (Z?:l Iyi!q)l/q. Diante do exposto, usando esta notacao, a convexidade de

1 1
f, o fato de — 4+ — =1 e as propriedades da funcao logaritmo temos, para cada i fixado,

que
o (%(n':fl]'o)p ! %%fan) S %(—m (H':ﬁL)p) - é( ~In (||E|i|'q)q>
= b))
=~ [ty )|
Xi i

B _ln(|r|qu IIEHL)'

E esta desigualdade implica que
H|:|i|]|o |||1j!i||q s %(H':ﬁ]’o)p + éﬂﬁﬁ'q)q- (2.13)

Agora somando a desigualdade (2.13) para i =1,...,n temos

l P I vy )
||x||p||y||q;' vl <l Z' P g ) e
_l(| Iy ) {idly )7+ 1(|| S e

1 1
— _|_ —
P A
=1

Dessa ultima desidualdade segue, conforme queriamos demonstrar, que

> e < Iyl = (3 ) (3 i)
i=1 i=1

i=1
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Note que para o caso particular p = q = 2, na desigualdade de Holder, temos
1/2

1/2 /
> kil < <Z?:1 !xiF) <Z?:1 !yiP) , que é equivalente a

n

(i |Xiyi|>2 s (i |Xi|2) <Z |9i|2)- (2.14)

i=1

A desigualdade (2.14) é muito usada e conhecida na literatura como desigualdade de

Cauchy-Schwarz.

2.3 A Desigualdade de Minkowski

Proposicao 10. (Desigualdade de Minkowski) Sejam X1, ..., Xn €Y1, ..., Yn duas sequéncias

de 1 niumeros reais. Se p > 1 entao

ke i ke 1/p ke 1/p
(Z’Xi—l-ydp) < <Z’Xi’p> + (Zhﬁ’p) (2.15)
i=1 i=1 i=1
X X
e a igualdade é assumida se, e somente se, d=222 = .
Y1 Y2 Yn

Demonstragio. Note inicialmente que Y I | |xi +yil? = X [, Ixi +yillxi +yilP ™, e que,

Xn

usando a desigualdade triangular convencional, temos

n n n
Z xi +yil’ < Z il +yilP "+ Z [yillxi +yaP (2.16)
i=1 i=1 i=1
. , . 1 1 i P
Como p > 1, considere q, também maior que 1, tal que — + a =1, ouseja, q = Iﬁ

P = q(p—1). A razao para tomarmos q dessa forma é que vamos usar a Desigualdade

de Holder em cada uma das parcelas do lado direito da desigualdade (2.16) da seguinte

forma,
n n 1/P n 1/0[
Z il +yiP < (Z \Xi’p) <Z(’Xi + Ui|p1)q> (2.17)
i=1 i=1 i=1
_ (Z w) (Z x ww) |
i=1 i=1
.1 p—1 1 . ,
pois — = —— =1 — —. De maneira andloga ao que fizemos para obter (2.17), teremos

p p

n n /P / n 1-1/p
D il +yilP < (Z |yi|P> (Z |xi+yi|p) : (2.18)
i=1

i=1 i=1
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Agora, por (2.16), (2.17) e (2.18), segue que

3 Iyl < Zw) (mev) +(Z|yi|v> (ngiw)
i=1 i=1 i=1 =1

i=1

(Ee) " (Ese) ] Erewr)

i=1 i=1 i=1

Finalmente, dividindo a desigualdade acima por (>_i" [xi + yi!p)lfl/ P temos o resultado

procurado. O

Note que para o caso particular p = q = 2, na desigualdade de Minkowski, temos

1 1/2 1/2
2 s, .
(Z?:l Ixi + in2> < (Z?:l |x1|2> + (Z?:l |y1|2) , que é equivalente a

n

(X mituil) < | X il+ | Y il (2.19)
i=1 i=1

i=1

A desigualdade (2.19) é conhecida como desigualdade triangular generalizada.

Exemplo 18 (CVETKOVSKI [1]). (Desigualdade de Nesbitt) Sendo a, b e ¢ nimeros

Teats positivos, prove que
a b c 3
> — 2.20
b+c+a+c+a+b 2 ( )

Solugdo. A ideia basica dessa resolucao é usar a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Para

isso note que que a desigualdade (2.20) equivale a

a b c 3 a+b+c a+b+c a+b+c_ 9
+1+4 +1+ +1>-+3¢ + + > -,
b+c a+c a+b 2 b+c a-+c a+b 2
ou seja
1 1 1 9
b+c > — 2.21
la+ Jr)(b—i—c+a—i—choL-l—b) 2 (2:21)

Desse modo, temos que mostrar a desigualdade (2.21). De fato, fazendo x = /b +c,

y=+a+cez=+a+b, temos pela desigualdade de Cauchy-Schwarz que (x* +y? +
1 1 1

z?) (; ++—+ ;) < (14+1+1)% = 9. Esta tltima desigualdade é equivalente a (2.21),

concluindo nossa resolugao. [



Capitulo 3

Aplicacao em problemas do Ensino

Basico

A seguir apresentamos uma série de problemas que podem ser aplicados a uma turma

comum de Ensino Médio, por exemplo.

Problema 1 (FEITOSA [4]: Banco de questoes OBMEP - 2016 nivel 3). (a) Um qua-
drilatero com lados opostos iguais € um paralelogramo. As figuras a sequir mostram dois
paralelogramos com os mesmos lados, sendo o sequndo um retangulo. Determine a maior

darea possivel de um paralelogramo de lados b e h.

(b) Considere as duas figuras a sequir, onde a, b, x ey sao nimeros reais positivos.

Mostre que a figura da direita possui maior drea.

32
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(c) Usando o resultado do item anterior, prove a desigualdade de Cauchy-Schwarz para

dois termos, ou seja ax + by < Va2 + b2./x2 +y2.

Solugao. (a) Considerando todos os paralelogramos com lados b e h, de base b, por exem-
plo, temos que a area maxima ocorre quando a altura do paralelogramo ¢é h, into é, quando
o paralelogramo ¢ um retangulo. Portanto a drea méaxima de um paralelogramo de lados
b e h é b.h e ocorre quando o paralelogramo é um retangulo.

(b) Aqui temos uma aplicacdo do item anterior. Note que a figura da direita é igual a
figura da esquerda trocando um paralelogramo de lados v/a2 4+ b2 e +/x2 + y2 por um

retangulo de lados v/a2? + b2 e /x2 +y2. Como a area do retingulo é maior que a area

do paralelogramo, segue que a area da figura direita é maior.
(¢) Usando o resultado e as figuras do item anterior, temos as quatro desigualdades equi-

valentes abaixo:

AlFigura esquerda] < A[Figura direita]

b
(a+y)(b+x) <222 o +Va2 +b2./x2 4+ y2

2 2
ab + ax + by +xy < ab +xy + Va2 + b2.y/x2 + y2

ax + by < Va2 +b2./x2 +y2.
Isso termina nossa resolucao. O]

Problema 2 (PROFMAT [7]: Exame nacional de acesso - 2012). Um fazendeiro deseja
delimitar uma drea retangular utilizando 40m de cerca e aproveitando um muro (de mais
de 40m) que ja estd construido. Determine as dimensoes do retingulo de maior drea que

o fazendeiro conseque delimitar.

e e e e e e e e e e e e S e e e e

- |

muro

cerca

Solugao. Sejam x ey as dimensoes da superficie a ser cercada com, digamos, x perpendi-

cular ao muro. Assim, temos que 2x +y = 40. Veja que, pela desigualdade MA > MG,
2x +y

segue que 20 = = /2xy, ou seja, xy < 200, xy = 200 se, e somente se, 2x =y e,
portanto, x = 10 e y = 20. Concluindo, a maior area que o fazendeiro podera cercar sera

um retangulo de 200m? de 4rea e dimensoes 10m 20m. O
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Problema 3 (OBM [9]). Prove as desigualdades:
(a) (a+Db)(b+c)(c+ a) > 8abc, com a, b e c positivos;
(b) (1+a))(1+4 ag).....(1+ an) = 2", com a;.ay.....a,, =1 e a; > 0.

b b

> Vab, —ZH: > v/bec e c—ga > +/ca, temos (a +
b)(b+c)(c+a) > 8va.b.b.c.c.a=8va?b2c? = 8abc.
(b) Usando, ainda, a desigualdade MA > MG, temos que:

Solugao. (a) Lembrando que at

I+ a; 2 2yay,

I+ az > 2y/ay,

donde (14 a)(1+ as).....(1+ a,) > 2™/a;.as.....a,, = 2™ O

Problema 4 (OBM [9]). Prove que (a+b)(a+c) > 2y/abc(a+b+c) para quaisquer

numeros reais positivos a, b e c.

Solugdo. Note que (a+b)(a+c) = a*+ac+ab+bc = ala+b+c)+bc. Agora, veja que
ala+b+c)+be >2y/ala+b+c).bec=2va2bc + ab2c + abc? = 2y/abc(a+ b + ¢,
ou seja, (a+b)(a+c) > 2y/abcla+b+c). O

Problema 5 (OBMEP [10]). Na figura abaizo, as retas v e s sao paralelas. O segmento
AB ¢ perpendicular a essas retas e o ponto P, nesse segmento, € tal que AP =2 ¢ BP = 1.
O ponto X pertence a reta v e a medida do segmento BX € indicada por x. O ponto Y

pertence a reta s e o triangulo XPY € retangulo em P.

B X X -

>
-
"
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(a) Ezplique por que os triangulos PAY e XBP sao semelhantes.

(b) Calcule a drea do triangulo XPY em fun¢ao de x.

(¢) Para quais valores de x a drea do triangulo XPY € igual a g?

(d) Determine o valor de x para o qual a drea do triangulo XPY é minima e calcule essa

area.

Solugao. (a) Note que os triangulos PAY e XBP sao retangulos, respectivamente em A
e B. Além disso, como BXP 4+ BPX = 90° = BPX + APY, segue que BXP = APY e,

finalmente, que os triangulos PAY e XBP sao semelhantes pelo caso AA.
AY 2
(b) Como os triangulos PAY e XBP sao semelhantes, temos que T =3

_ (Xi 2
AIXPY] = AIABXY]— (AIXPB]+ A[PAY]), com AABXY] = XFAVS A x/)

~
w

2 2
2AY 2
3_X+§7A[XPB]:§eA[PAY]:—:AY:—. Dai, temos que
2 x 2 2 X
2
A[XPY]ZB—X+§—<’—‘+—)
2 x 2 x
_(3x XY, (3.2
S\2 2 X X
1
=X+ —.

X
. 5 )
(c) Basta resolver a equagdo x + — = 5 que nos fornece duas raizes x; e X, com x; = 3
X
€ Xg9 = 2.

: : : L . 1
(d) Este é o item que mais nos interessa, pois devemos minimizar a expressao x+ —. Ora,
X

— 1
usando o fato de que MA > MG, segue que x> ,/x.% =1. Logo, x + — > 2. Além
X X

disso, a igualdade ocorre se, e somente, x = —, isto é x = 1 e, portanto, a area minima
X

procurada ¢é 2, concluindo nossa resolucao O]
Problema 6 (UFPI [12]: PSIU - 2° ano - 2007). O valor mdzimo que a expressao
Y =2cosx+sinx

assume €é:
(a) 1

(b) 2
(o) 22
(d) V5
(e) 3
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Solucao. Note que a expressao acima tem seu valor maximo quando sinx e cosx sao

positivos. Assim, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que

2. cosx + 1.sin x| < V22 4+ 12.4/sin” + cos? = /5,

. 2 1 . 1

e a igualdade ocorre se, e somente se, = ——, ou seja, se tanx = —. Portanto o
COS'X sin x 2

valor maximo de y = 2cosx +sinx é \/5, que corresponde a alternativa (d). O

Problema 7 (PROFMAT [7]:AV2-MA11-2011). Levando em conta que um dangulo €
maximo num certo intervalo quando sua tangente é mazrima, resolva o sequinte problema:
Dentro de um campo de futebol, um jogador corre para a linha de fundo do time adversdrio
ao longo de uma reta paralela a lateral do campo que cruza a linha de fundo fora do gol
(ver figura). Os postes da meta distam a e b, com (a < b) da reta percorrida por ele.

Mostre que o jogador vé a meta sob angulo mdximo quando sua distancia x ao fundo do

campo € igual a v/ ab

— e ——

——

Solucao. Em cada instante, o jogador vé o gol sob o angulo m = (m+mn)—n, onde m+n
e n sao os angulos entre sua trajetéria e as retas que o ligam aos postes do gol, sendo que

a
tan(m +n) = — e tann = —, temos:
X X

tan(m+mn) — tann

1+ tanm.tann
b a

_ X X

tanm =
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Ou seja, tanm = . Note, agora, que b—a ¢é constante e, dai, segue que tan m sera

ba
X+ —
s . X . s . , .
maxima quando o denominador for minimo, isto é, precisamos encontrar o valor de x que
n ba
. N ba x ba
minimiza a expressao x + —. Como MA > MG, temos que X > /x.— =+ab,
X 2 X
ou seja, o denominador da expressao acima ¢ sempre maoir que ou igual a 2vab e a
. . L ab .
igualdade ocorre somente se os termos da média forem iguais, isto é x = —, isto é,
X
x = v ab, concluindo nossa resolucao. O

Problema 8 (FEITOSA [3]: Banco de questoes OBMEP - 2015 nivel 3). A figura a
sequir mostra um quadrado de lado 1 com um vértice em comum com uma reta horizontal.
Considerando todas as posicoes em que o quadrado “encosta”apenas um de seus vértices
na reta, qual a maior drea possivel do pentagono ABCEF onde E e F sdo as projecoes

ortogonais dos vértices A e C na reta horizontal?

B

Solu¢ao. Note, pra inicio de conversa, que os triangulos ADF e DCE sao congruentes pelo
caso ALA pois ADF = 90° — CDE = DCE, AD = CD e FAD = 90° — ADF = CDE.
Além disso, como a area do pentagono é a soma da area do quadrado com a drea dos dois

triangulos, temos:

A[ABCEF] = 5 + 2 +1.1
_AF.W+E.W+1
92 2
= AF.DF+1

Para encontrar a area maxima do pentagono ABCEF, devemos maximizar a expressao

AF.DF + 1 e o faremos usando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica.
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=2 =2
—_— AF + DF 1 3 —2
Para isso note que AF.DF+1 < + +1= 5 +1= 5 (lembre-se que AF +DF =

AD =1 porque o triangulo ADF é retangulo!). Além disso, a igualdade A[ABCEF] =

DO | o

ocorre se, e somente se, AF = DF. Portanto a maior area possivel para o pentagono

ABCEF é g ]

Problema 9 (PROFMAT [7]:AV2-MA12-2011). Uma caiza retangular sem tampa tem
arestas medindo x, y e z (veja figura, onde as linhas tracejadas indicam segmentos de

arestas obstruidos por alguma face).

(a) Ezprima a drea e o volume da caiza em fun¢ao de x, y e z.
(b) Use a desigualdade das médias para mostrar que, se o volume da caiza é igual a 32,
entdo sua drea € maior ou iqual a 48.

(c) Determine as medidas das arestas da caiza de drea minima com volume igual a 32.

Solugido. (a) A édrea da caixa é A =xy + 2xz + 2yz e o volume, V = xyz.

(b) Usando a desigualdade das médias para os nimeros xy, 2xz e 2yz, segue que:

xy + 2xz + 2yz
3

> {/xy.2xz.2yz = V/4(xyz)? = V4.322 = 16

J& que xyz corresponde ao volume da caixa que vale, por hipdtese, 32. Com isso, temos
que A =xy + 2xz 4 2yz > 48, como queriamos.

(c) Do item anterior, temos que a A > 48, com a igualdade ocorrendo se, e somente se,
Xy = 2xz = 2yz, ou seja, x =y = 2z. Além disso, como o o volume da caixa é 32, segue
que 4z3 = 32 & z = 2 e, finalmente, x = y = 4. Portanto as dimensoes da caixa de area

minima sao 2, 4 e 4. [



Capitulo 4

Consideracoes finais

H& uma certa convencao entre os professores de Mateméatica que os problemas que
envolvem desigualdades, principalmente em olimpiadas, tornam-se mais dificeis que outro
tipo de exercicio porque nao hé, pelo menos em alguns casos, como saber qual técnica
apresentar para tentar sua resolucao. O que fizemos nesse trabalho foi apresentar algumas
técnicas que podem - e sao em muitos casos - ser lteis, e € por isso que esperamos ter
cumprido com o que nos propomos. Por exemplo, o problema 6 do capitulo anterior foi
proposto pela UFPI no PSIU de 2007 e nesse tempo eu era aluno do curso de Graduagao
na UFPI, em Teresina. Entre as aulas da Graduagao eu tinha que ministrar algumas aulas
particulares, e lembro que ouvi de muitos dos meus alunos que a dita questao deveria ser
anulada porque o professor da escola lhe havia dito que sua resolucao sé seria possivel
com “uma tal de derivada”.

Note-se que este é basicamente um texto para professores, entao a “tal derivada’se faz
extremamente necessaria para uma sélida formacao tedrica no que diz respeito ao estudo
das funcoes convexas e suas propriedades, de modo que o produto final, e aqui estou
falando das belas desigualdades que apresentamos, é que deve ser aplicado a alunos de
ensino basico nos moldes, por exemplo, dos muitos problemas apresentados no capitulo
4, que elucidam e ilustram, de forma didatica, o conteido proposto.

Diante do exposto, espero que esta dissertacao tenha cumprido com sua proposta
inicial que era apresentar aplicagoes em desigualdades nao triviais mas que poderiam ser

aplicadas, sem restricao a alunos do Ensino Basico.

39



Referéncias Bibliograficas

[10]

CVETKOVSKI, Zdravko . Inequalities: Theorems, Techniques and Selected Pro-
blems. Skopje, Macedonia: Springer-Verlag, 2012.

DA CRUZ NETO, Joao Xavier e Ferreira, Orizon Pereira. Desigualdades. Notas de

aulas nao publicadas.

FEITOSA, Samuel Barbosa. et al OBMEP - Banco de Questoes 2015. Rio de Janeiro:
IMPA/OBMEP, 2015.

FEITOSA, Samuel Barbosa. et al OBMEP - Banco de Questoes 2016. Rio de Janeiro:
IMPA /OBMEP, 2016.

FONTELES, Rafael Tajra. Trigonometria e desigualdades em problemas de
olimpiadas. Revista Eureka! n® 11, p. 24-33. Rio de Janeiro: SBM, 2001.

LIMA, Elon Lages. Andlise Real: Funcoes de uma wvaridvel. 12.ed. Colecao Ma-
tematica Universitaria. Rio de Janeiro: IMPA, 2013. v.1.

Mestrado Profissional em Rede - PROFMAT. Disponivel em <www.profmat-
sbm.org.br/>. Acesso em 02 de agosto de 2016.

MUNIZ NETO, Antonio Caminha. Tépicos de Matemadtica Elementar: Introducao a
Andlise. 2.ed. Colecao do Professor de Matematica. Rio de Janeiro: IMPA, 2013. v.3.

Olimpiada  Brasileira  de Matematica - OBM. Disponivel  em

<http://www.obm.org.br/>. Acesso em 02 de agosto de 2016.

Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas - OBMEP. Disponivel em
<http://www.obmep.org.br/>. Acesso em 02 de agosto de 2016.

40



Referéncias Bibliograficas 41

[11] POTI - Polos Olimpicos de Treinamento Intensivo. Disponivel em

<http://poti.impa.br/>. Acesso em 02 de agosto de 2016.

[12] Universidade Federal do Piaui. Disponivel em <www.ufpi.br/>. Acesso em 02 de

agosto de 2016.



