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Resumo: Este trabalho apresenta uma visao geral e basica sobre Grafos e uma abordagem
especial de dois problemas relacionados a esse tema da Matematica: o Problema do
Caminho Mais Curto e o Problema do Caixeiro Viajante. O Problema do Caminho Mais
Curto, pelo grande nimero de aplicagdes praticas, mereceu um destaque especial neste
texto. Dois algoritmos resolutivos do problema, o Algoritmo de Dijkstra e o Algoritmo de
Floyd-Warshall, sao apresentados e modelos sao implementados em planilhas eletronicas.
O Problema do Caixeiro Viajante (PCV), um dos problemas mais conhecidos e estudados
na Otimizacao Combinatoria, é caracterizado e variantes sao apresentadas. Modelos do
problema na versao classica e da variante PCV com Coleta de Prémios sao implementados
em planilhas eletronicas. Na secao final do trabalho, apresentamos atividades que podem
ser ministradas por professores de Matematica em aulas sobre o tema Grafos em turmas
do ensino médio.

Palavras-chave: Grafos, Problema do Caminho Minimo, Problema do Caixeiro Via-
jante, Algoritmos em Grafos em planilha eletronica, PCV em planilha eletronica.

1 Introducao

Otimizar é empregar técnicas para selecionar as melhores alternativas para se atin-
gir os objetivos propostos. Significa estabelecer prioridades para uma maior eficiéncia e
eficicia em busca de obter os melhores rendimentos. Na édrea da Informatica, otimizar
um sistema é torna-lo mais rapido e eficiente, reduzindo o tempo de execucao de tarefas.
Em Matematica, o termo otimizacao, refere-se ao estudo de problemas em que se busca
minimizar ou maximizar uma funcao através da escolha de valores de variaveis reais ou
inteiras dentro de um conjunto viavel.

Por muitas vezes, em sala de aula, os professores de Matematica sao questionados pe-
los alunos quanto a aplicabilidade e necessidade de aprender determinados conceitos ma-
tematicos. Quando falamos em otimizac¢do, a Administracao, a Engenharia, a Logistica,
a Biologia, por exemplo, fazem uso de modelos matematicos para representar problemas
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e aplicando técnicas matematicas chegam a resultados e solugoes que contribuem para a
melhoria de algum sistema relacionado a alguma dessas areas. O indice de desempenho,
o indice de performance e o indice de eficiéncia sao calculados objetivando encontrar uma
“solucao o6tima”, isto é, aquela que resulta no melhor desempenho possivel de um sistema,
segundo critérios previamente definidos.

Em um problema de otimizacao temos uma fungao objetivo e um conjunto de res-
tricoes, ambos relacionados as variaveis de decisao. Os valores possiveis as variaveis de
decisao sao delimitados pelas restricoes impostas sobre essas variaveis, formando um con-
junto discreto de solugoes factiveis a um problema. O problema pode ser de minimizagao
ou de maximizacao da funcao objetivo. A resposta para o problema de otimizacao, sera
o menor (ou maior) valor possivel para a fungao objetivo para o qual o valor atribuido as
variaveis nao viole nenhuma restrigao.

Entre muitos problemas de Otimizagao Combinatéria, este trabalho dedica-se a pro-
blemas que envolvem Grafos, por ser um tema com grande nimero de aplicagoes praticas
e pouco presente em planejamentos curriculares e livros didaticos do ensino basico.

Na secao 2 apresentamos os conceitos basicos sobre grafos, tipos, caracterizacao e for-
mas de representacao. A secao 3 aborda o Problema do Caminho Mais Curto ou Problema
do Caminho Minimo em grafos. Ainda na secao 3, dois algoritmos sao apresentados e mo-
delos sao implementados numa planilha eletronica. Na secao 4 apresentamos o Problema
do Caixeiro Viajante (PCV), algumas de suas variantes, formulagao matematica, métodos
de resolucao e também implementamos dois modelos do PCV em planilhas eletronicas. Na
secao b, sugerimos algumas atividades que podem ser ministradas em aulas que abordem
os temas aqui apresentados. Neste trabalho utilizamos uma linguagem de facil compre-
ensao, o que torna esse texto um singelo guia para professores que desejam trabalhar esses
temas no ensino basico.

2 Grafos

Definimos grafo como o par de conjuntos (V, A) onde V' = {vy, v, ..., v, } é um conjunto
de vértices ou nos e A = {(v;,v;) | v;,v; € V} é um conjunto de arestas ou arcos. Uma
representacao geométrica de um grafo pode ser associar os vértices a pontos e as arestas a
linhas que ligam os pares de vértices que as formam. Por exemplo, podemos construir um
grafo que represente pessoas apertando as maos numa reuniao. Os vértices representam
as pessoas e, se duas pessoas se cumprimentam, ligamos os vértices que as representam,
formando assim uma aresta (ou vértice). (figura 1).

Além da notagao (v;,v;), outra notacdo admitida para representar uma aresta que
liga o vértice i ao vértice j é a;; ou simplesmente a;, quando se tratar de grafos nao
direcionados (constituido de arestas nao orientadas).

A figura 2 mostra dois exemplos de grafos: o grafo G consiste dos conjuntos V =
{v1,v9,v3,v4,v5} € A = {(v1,v2), (v1,v3), (V2,v4), (V3,v4), (V3,05), (v4,v5) }; G2 possui o
vértice vy que nao é conectado com nenhum outro vértice do grafo. Nesse caso, o vértice
¢ chamado de isolado.

Dois vértices i, j sao vizinhos se eles estao conectados por uma aresta , e representamos
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Figura 1: Grafo representando o cumprimento de pessoas através do aperto de maos.

Figura 2: Exemplos de grafos.

por i ~ j. Nesse caso, dizemos que os vértices sao adjacentes e que a aresta é incidente
aos vértices. O numero de vezes que as arestas incidem sobre o vértice v é chamado grau
do vértice v, simbolizado por d(v). Por exemplo, nos grafos da figura 2, em G; temos que
d(vs) = 3, d(vs) = 2 e em Gy, d(vy) = 0. Um grafo é dito regular de grau r, quando todos
0s seus vértices possuem 0 mesmo grau.

Uma aresta pode ligar um vértice a ele mesmo. Eo que chamamos de laco ou loop.
Neste caso a aresta é do tipo (v;,v;), formada por um par de vértices idénticos (figura 3).
Dois vértices podem estar ligados por mais de uma aresta. Neste caso, chamamos o grafo
de multigrafo (figura 4). Grafos sem lagos ou arestas multiplas sdo chamados de grafos
simples.

Um percurso ou passeio em um grafo é um conjunto de vértices (ou de ligagoes)
sequencialmente adjacentes. Ou seja, um primeiro vértice é adjacente ao segundo, que é
adjacente ao terceiro, e assim sucessivamente até chegar ao ultimo. Um percurso é dito
fechado se o primeiro vértice da sequéncia for também o ultimo. Caso contrario, sera



Figura 3: Grafo com laco ou loop. Figura 4: Multigrafo.

denominado aberto.

O percurso sem repeticao de arestas é chamado de cadeia. Caminho é uma cadeia
sem repeticao de vértices. O caminho de v; a v, é uma sequéncia de vértices vy, ..., v
tal que (vj,vj41) € A,1 < j <| k—1] (]26]). Um caminho de k vértices é formado por
k — 1 arestas (vq,v2), (v2,v3), ..., (Vk—1, ). Um ciclo é um caminho vy, ..., vg, Vg1 1, sendo
v = Upy1 € k> 3.

Um caminho que contenha cada vértice do grafo exatamente uma vez é chamado de
hamiltoniano. Um ciclo vy, ..., vk, vk41 € hamiltoniano quando o caminho vy, ..., v; o for.
O termo hamiltoniano é devido a Willian Rowan Hamilton que, em 1857, propos um
jogo que denominou A Voyage Around the World (Uma viagem ao redor do mundo). O
objetivo do jogo era encontrar um roteiro de viagem passando por cada cidade exatamente
uma vez, iniciando e terminando numa mesma cidade e para tornar o problema mais
interessante, as cinco primeiras cidades a serem visitadas eram pré-estabelecidas. O roteiro
era composto pelas vinte cidades mais importantes da época, representadas pelos vértices
de um dodecaedro. O grafo que representa o jogo é mostrado na figura 5. Uma solugao
de A Voyage Around the World passou a ser denominado de ciclo hamiltoniano, em
homenagem a Hamilton. Uma das solugoes do jogo é mostrada na figura 6. Mais adiante,
apresentamos uma secao dedicada a um dos problemas mais conhecidos que envolvem
grafos, o Problema do Caixeiro Viajante, cujo desafio na sua versao cléssica é encontrar
um ciclo hamiltoniano de custo minimo em um grafo ponderado.

Por outro lado, algum caminho ou ciclo que contenha cada aresta do grafo, também
exatamente uma vez cada, é denominado euleriano. O termo euleriano é devido a Leo-
nhard Euler. Em 1736, Euler visitou a cidade de Konigsberg (atualmente Kaliningrado
na Russia) que, na época, possuia uma ilha rodeada pelo rio Prega com 7 pontes (figura
7). Euler tomou conhecimento de um problema que intrigava os habitantes da cidade e
que ficou conhecido como o Problema das Pontes de Konigsberg: existia um modo de
atravessar as 7 pontes, sem passar duas vezes na mesma ponte, retornando ao ponto de
partida? O problema d& origem a um multigrafo e Euler mostrou que nao é possivel
realizar tal percurso.



Figura 6: Uma solugao do Jogo de Ha-

Figura 5: Jogo de Hamilton milton

Figura 7: Problema das Pontes de Konigsberg.

Denominamos simplesmente grafo hamiltoniano ou grafo euleriano quando um grafo
G possui ciclo hamiltoniano ou euleriano, respectivamente.

Um grafo G(V, A) é denominado conexo quando existe caminho entre cada par de
vértices de GG. Caso contrario G é desconexo. No grafo desconexo da figura 8, por
exemplo, nao podemos estabelecer um caminho de 1 a 7. Um grafo G' que nao possui
arestas é considerado totalmente desconexo.

Um grafo é dito direcionado ou orientado ou dirigido ou digrafo quando é necessario
ser estabelecido um sentido (orientacao) para as arestas. O sentido da aresta é indicado
através de uma seta, como ilustrado na figura 9. Se a seta “sai” de v; e “chega” a vj,
dizemos que a aresta é divergente de v; e convergente a v;.

Um grafo G é denominado completo se existe uma aresta ligando cada par de vértices
de G, como mostra o exemplo da figura 10.

Se associamos um peso ou conjunto de pesos a cada aresta, temos um grafo ponderado
ou valorado. O peso ou custo de uma aresta ¢ representado por w;;, ou seja, wss € 0 peso



Figura 8: Um grafo desconexo.
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Figura 9: G5 Grafo direcionado. Figura 10: G4 Grafo completo.

associado a aresta que une os vértices 3 e 5. Podemos também incluir o peso das arestas
em um conjunto P. Dessa forma o grafo G é definido por G = (V, A, P).

Um subgrafo de um grafo G = (V, A) é o grafo H = (V', A') tal que V' C V e A’ C A.
Podemos representar na forma H C G e dizer que G contém H. Na figura 11, os grafos
G e G7 sao subgrafos do grafo Gs.

Figura 11: Um grafo G5 com dois subgrafos, G¢ ¢ G7.



2.1 Representacao de Grafos

Alguns problemas que sao resolvidos utilizando grafos sao de complexidade elevada,
tornando o computador uma ferramenta indispensavel para resolvé-los. Em um compu-
tador faz-se necessario representar essas estruturas de modo que possam ser armazenadas
e manipuladas sem dificuldade. A representacao geométrica nao satisfaz essa condicgao.
Nesta secao, apresentaremos alguns tipos de representagoes de grafos adequadas ao com-
putador.

2.1.1 Matriz de adjacéncia

Uma das formas mais utilizadas para representar grafos é via matriz de adjacéncia.
Seja R = [r;;] uma matriz n x n, onde n é o nimero de nés de um grafo G = (V, A)
simples e nao direcionado, a matriz de adjacéncia R é construida da seguinte forma:

.. 1 se i1~
R(m)z{ J

0 caso contrario.

A figura 12 ilustra o conceito de matriz de adjacéncia para um grafo nao direcionado.

1 2 3 4 5
01011

1170 1.0 1 1
1 0111

21 01 1 1
= R=|01010

310 1 0 1 O
11101
411 1 1 0 1 11010

511 1 0 1 0

Figura 12: Um grafo nao direcionado e sua matriz de adjacéncia.

Para grafos direcionados, a matriz de adjacéncia R é construida da seguinte forma:

R, j) = 1 se (v;,v;) for aresta divergente de v; e convergente a v,
'7) =9 0 caso contrario.

A figura 13 mostra o conceito de matriz de adjacéncia para um grafo direcionado.

Quando o grafo é ponderado, matriz de adjacéncia é construida com os valores dos
pesos associados as arestas. Seja w;; o peso associado a aresta (i, j), a matriz de adjacéncia
R de um grafo ponderado é construida da seguinte forma:

ria = {20 )

0 caso contrario.

A figura 14 mostra o conceito de matriz de adjacéncia para um grafo ponderado.
Quando se tratar de grafo direcionado ponderado, basta atribuir sinais aos pesos das
arestas, observando a convergéncia ou divergéncia da aresta no vértice.
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1 2 3 45
01001

1170 1. 0 0 1
00110

2/0 01 1 O
— R=[00000

310 0 0 0 O
00100
4170 0 1 0 O 00100

5/0 0 1 0 0

Vi V2 V3 Vg U
o 5 0 7 3
5 0 8 0 6
5 0 8 0 6
— R=|08 0 3 2
o 8 0 3 2
70 3 01
7 0 3 0 1 36910
3 6 2 1 0

Figura 14: Um grafo ponderado e sua matriz de adjacéncia.

2.1.2 Matriz de incidéncia

A matriz de incidéncia B = [b;;] de um grafo G = (V, A) nao direcionado, com
V = (v1,v9,...,v,) € A = (ay,as, ...,a,,), de dimensao m x n, onde n é o numero de
vértices e m é o nimero arestas do grafo, é definida da seguinte forma:

1 se v; €aqy
0 caso contrario

B(i.J) - {

A figura 15 mostra um grafo nao direcionado e sua matriz de incidéncia.

1 2 3 4
1 100

CL11100
0110

CLQOllO
— —=B=|0011

&30011
1 001

as |1 0 1 0

Figura 15: Um grafo nao direcionado e sua matriz de incidéncia.



Para grafos direcionados (digrafos), é preciso observar o sentido do caminho entre os
nos e adotar um padrao para o sinal dos 1’s. Por exemplo, podemos construir a matriz
de incidéncia B de um digrafo da seguinte forma:

+1 se a aresta a; for divergente de v;
B(i,j) = —1 se aaresta a; for convergente a v;
0  seaaresta a; nao incide no vértice v;.

A figura 16 mostra o conceito de matriz de incidéncia para o grafo direcionado da
figura 13.

1 2 3 4 5 i -

1 -1 0 0 0
a1 -1 0 0 0

01 -1 0 0
a0 1 -1 0 0 00 1 1 0
a3 |0 0 -1 1 0= B=

01 0 -1 0
as |0 1 0 -1 0

00 -1 0 1
as |0 0 -1 0 1 Lo o0 o -1
a1 0 0 0 -1 L .

Figura 16: Matriz de incidéncia do grafo direcionado da figura 13.

Para grafos ponderados, devemos adotar o mesmo procedimento no que diz respeito a
escolha de sinais para representar os arcos e seus pesos.

2.1.3 Lista de Adjacéncia

Ha muitas representacoes de grafos através de listas. A mais comum é a lista de
adjacéncia. De acordo com [26], a lista é uma representacao que favorece a visualiza¢ao
de informacoes dos grafos, basicamente por nao possuir informagoes de nao adjacéncia
(os zeros na matriz de adjacéncia). Seja G = (V, A) um grafo, a lista de adjacéncias L
de G é um conjunto de n listas L(v), uma para cada v € V| e que contém os vértices w
adjacentes a v em G. A figura 17 traz um exemplo de uma lista de adjacéncias do grafo
nao direcionado da figura 12.

Para grafos direcionados, a lista de adjacéncias é um conjunto de n listas L(v), uma
para cada v € V, e que contém os vértices w divergentes de v em G. Se o grafo for
ponderado, a informagao do peso da aresta que liga v a w deve ser armazenada em uma
outra lista.

Na proxima secao apresentamos o Problema do Caminho Mais Curto ou Caminho
Minimo, um dos problemas mais estudados na Teoria dos Grafos.
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Figura 17: Lista de adjacéncia do grafo nao direcionado da figura 12.

3 O Problema do Caminho Mais Curto ou Caminho
Minimo

O Problema do Caminho Minimo ou Caminho mais Curto é um dos mais importantes
problemas que envolvem grafos, por ter muitas aplicacoes préaticas. Uma das aplicacoes
é a determinacao, por parte de aparelhos popularmente chamados de GPS, da melhor
rota ou rota mais rapida entre uma localizacao atual e um destino especificado. O GPS
trabalha com um grafo direcionado ponderado, no qual o peso das arestas representa a
distancia entre dois pontos, o tempo de viagem ou o custo para cumprir um determinado
percurso. A figura 18 (obtida em [1]) mostra a melhor rota, calculada pelo GPS, entre as
cidades mineiras de Ouro Branco e Para de Minas.

Em um grafo nao ponderado, o caminho minimo entre os vértices v e w é o caminho
que retine o menor nimero de arestas utilizadas no percurso entre os referidos vértices.
Em um grafo ponderado, o caminho minimo entre os vértices v e w é o caminho cuja soma
dos pesos das arestas tem o menor valor possivel dentre todos os caminhos existentes entre
vew. O termo custo também pode ser utilizado quando nos referimos ao peso de uma
aresta. Neste trabalho, focaremos no estudo do caminho minimo em grafos ponderados.

A formulagao matematica do problema do caminho mais curto em um grafo G = (V, A)
¢ descrita em [19] assim:

Minimizar z = g CijTij
(i.7)eA

sujeito a
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Figura 18: Uma das aplicagoes do Problema do Caminho Minimo, a determinagao da
melhor rota em um GPS.

+1 set=w
inj— Zwki: 0 sei#vei#w
(3,5)€A (ki)eA —1 sei=w

xij € {07 1}7 <Z7J) € Aa

onde os vértices v e w representam os vértices de inicio e término do caminho; ¢;; repre-
senta o custo (ou distancia) associado a aresta (7,j) e x;; assume o valor 1 se a aresta
(i,7) é incluida no caminho mais curto e 0, caso contrario.

3.1 Algoritmos para resolucao do Problema do Caminho Minimo

Algoritmos sao rotinas ou passos a serem seguidos numa certa ordem com a finalidade
de resolver um problema. A partir do conhecimento acumulado ao longo dos anos, devido
ao trabalho de grandes matematicos, hoje fazemos uso de algoritmos que tornam simples
e facil a resolugao de alguns problemas. Estes, nos tltimos tempos, assumiram um papel
importante na Ciéncia da Computacao, por serem responsaveis pela execucao de tarefas
em um computador.

Abordaremos, a seguir, dois algoritmos que resolvem o Problema do Caminho Mais
Curto: o algoritmo de Dijkstra e o algoritmo de Floyd-Warshall.

3.1.1 Algoritmo de Dijkstra

Em 1959, o holandés Edsger Wybe Dijkstra (1930-2002) apresentou um algoritmo que
soluciona o Problema do Caminho Minimo de uma unica origem num grafo ponderado
direcionado ou nao direcionado com arestas de peso nao negativo. A execucao do algoritmo
consiste basicamente na ideia de que, para chegar do vértice v ao vértice w construimos
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um conjunto que contém inicialmente apenas v e, durante a execugao, adicionamos a ele
os vértices cujas menores distancias de v vao sendo determinadas. Para todo vértice fora
deste conjunto guardamos uma distancia de v e avaliamos se esta distancia foi reduzida
durante a execucao. No caso de reducao desta distancia, anotamos o vértice antecessor
no caminho e incluimos o vértice analisado no conjunto. Ao final da execucao, obtemos o
custo ou distancia total do caminho mais curto de v a w e os vértices incluidos na rota.
O algoritmo faz uma visita a todos os vértices do grafo, iniciando no vértice fixo dado e
encontrando sucessivamente o vértice mais proximo, o segundo mais proximo, o terceiro
mais proximo e assim por diante, um por vez, até que todos os vértices do grafo tenham
sido visitados.

Escolhido um vértice como raiz da busca, este algoritmo calcula o custo minimo deste
vértice para todos os demais vértices do grafo. Este algoritmo parte de uma estimativa
para o custo minimo e vai sucessivamente ajustando esta estimativa, mantendo o com-
primento do menor caminho conhecido até o momento para cada vértice. Ele considera
que um vértice estara fechado quando ja tiver sido obtido um caminho de custo minimo
do vértice tomado com raiz da busca até ele. Caso contrario, ele é dito estar aberto ou
na fila. Dessa forma, o algoritmo mantém dois conjuntos de vértices: S que é o conjunto
dos vértices para os quais ji determinamos o caminho mais curto (vértices fechados) e
@ =V — S o conjunto dos vértices que ainda estao na fila ou abertos.

Os passos do algoritmo serao apresentados a seguir. Seja G(V, A) um grafo e v, k e i
vértices de G

1. Atribua zero & estimativa de custo minimo do vértice inicial v e infinito as demais
estimativas;

2. Atribua um valor qualquer aos antecessores (no caso de grafo direcionado) ou vizi-
nhos (grafo nao direcionado);

3. Enquanto houver vértice aberto:

(a) Seja k um vértice ainda aberto cuja estimativa seja a menor dentre todos os
vértices abertos;

(b) Feche k;
(c) Para todo vértice i ainda aberto que seja sucessor ou vizinho de k faca:

i. Some a estimativa do vértice k com o custo da aresta (k,1);

ii. Caso esta soma seja melhor que a estimativa anterior para o vértice i,
substitua-a e anote k como precedente de 7.

Cada vértice ¢ do grafo é rotulado com um par de informacoes: uma é o vértice anterior
ao vértice 7 no caminho entre a origem e o vértice i, segundo a distancia calculada; a outra
informacao € a distancia calculada pelo algoritmo entre o vértice de origem e o vértice .
No inicio, o algoritmo rotula o vértice inicial com as informagoes: vértice inicial e o valor
zero, que ¢ a distancia do vértice inicial a ele mesmo. Os demais vértices sao rotulados
com o valor zero para representar o vértice anterior no caminho e infinito, representando
que a distancia entre eles e o vértice inicial nao foi calculada ou nao existe (figura 20).
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Em cada iteragao, o algoritmo escolhe e remove um vértice k do conjunto () =V — S.
O vértice k escolhido é aquele que tiver o menor valor da distancia em relacao ao vértice
inicial, de acordo com o rétulo. O vértice é incluido no conjunto S e todos os seus vizinhos
(grafos nao direcionados) ou sucessores (grafos direcionados) que nao estao no conjunto
() sao examinados. Para cada vértice ¢ de @), verifica-se se a distancia da origem até ele
é maior que a distancia da origem até k (que chamaremos de dj) mais o valor do peso
da aresta (k,7) (que chamaremos de wy;). Em caso positivo, o caminho da origem até o
vértice ¢ passando pelo vértice k£ é menor que o caminho anteriormente encontrado entre
a origem e 7. Neste caso, os valores do rétulo sao atualizados com:

. k, indicando que o vértice anterior a ¢ no caminho entre a origem e ¢ é o vértice k.
. di + wy; que representa a distancia de ¢ ao vértice inicial.
Vamos usar o algoritmo de Dijkstra para encontrar o caminho mais curto com origem

no vértice v e destino final o vértice w do grafo G da figura 19.

61

Figura 19: Grafo G

A sequeéncia de figuras 20 a 26 mostram a evolucao do algoritmo de Dijkstra no grafo
da figura 19, com os custos representados nas arestas, percorrendo todos os vértices na
busca do caminho mais curto entre os vértices e um ponto fixo (vértice inicial v). O
algoritmo inicia a busca a partir do vértice inicial v (figura 20).

A préxima etapa é a busca do caminho mais curto desde v para se chegar aos vértices
p, q, e r (figura 21).

Os vértices p, ¢ e r sao incluidos no conjunto S e a busca continua, agora com os
vértices s, t e u (figura 22).

Neste caso, o caminho mais curto para se chegar a s e a u é vindo de r (figura 23).

Os vértices s, t e u sao incluidos no conjunto S, pois ja encontramos o seu caminho
minimo desde o vértice inicial v. A préxima busca ocorre com o vértice w, o tultimo
vértice a ser analisado, que é vértice final do caminho (figuras 24, 25 e 26). O algoritmo
define que o caminho mais curto para se chegar a w é vindo de s (figura 26). Portanto,
o caminho mais curto, partindo de v e chegando a w é (v,r,s,w) com peso, distancia
ou custo total igual a 123. Assim, ao final da execucao do algoritmo, todos os vértices

13



ES [0 [l
Q={v,p,q,r,s,t,u,w} e S={ }

Figura 20: Rotulacao inicial do Algoritmo de Dijkstra.
i BEEE

[0 Jeo]
Q={p,q.r,5,t,u,w} e S={v}

Figura 21: Busca pelo caminho mais curto para chegar a p,q e r.

[ p | &2

[a [e1]
Q={s.t;u,w} e S={v.p.q,r}

Figura 22: Busca pelo caminho mais curto para chegar a s, t e u.
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i

49
Q={s,t,u,w} e S={v,p.q.r}

Figura 23: O caminho mais curto para chegar a s e a u ¢ vindo de 7.

estardo agrupados no conjunto S dos vértices fechados (que ja tem seu caminho minimo
encontrado), e o conjunto @) dos vértices abertos estard vazio, pois ndo havera mais buscas
a serem realizadas.

;

Q={w} e S={v,p.q.r,s,t,u}

Figura 24: Busca pelo caminho mais curto para chegar a w.

-

Q={w} e S={v,p,q,r;5,t,u}

Figura 25: Busca pelo caminho mais curto para chegar a w.
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Q={ } e S={v.p.q.1,5,t,u,w}

Figura 26: O caminho mais curto para chegar a w ¢é vindo de s.

3.1.2 Implementacao do Algoritmo de Dijkistra numa planilha eletrénica

Em computadores, o algoritmo de Dijkstra pode ser implementado utilizando o recurso
solver em planilhas eletronicas. O modelo que serd exibido a seguir utilizou o suplemento
Solver do software Microsoft Office Fxcel versao 2007 para resolver o problema do cami-
nho minimo do grafo da figura 19. Inicialmente é necessario construir duas tabelas. A
primeira com informacoes sobre o grafo, como arestas e seus respectivos pesos. No caso
de grafos nao direcionados com c¢;; = ¢j;, a tabela das distancias deverd conter essas duas
informagoes. A segunda tabela contém restrigoes do problema, conforme a figura 27.

A coluna Caminho da tabela da esquerda deve inicialmente ser preenchida com valor
zero para todas as células amarelas, uma vez que nao conhecemos as arestas que compoem
o caminho minimo. Na tabela da direta, a 3* coluna deve ser preenchida com os valores
1 para o vértice inicial e —1 para o vértice final do caminho.

Faz-se necessario inserirmos algumas formulas na planilha antes de utilizarmos o solver
para resolver o problema. Colocamos o cursor na célula E35 e inserimos a férmula

=SOMARPRODUTO(D5:D34;E5:E34)

que soma os produtos dos valores do peso de cada aresta por 1, se a aresta faz parte do
caminho, ou por 0 caso contrario.

Na tabela das restrigoes, o cursor deve ser colocado na célula H5 e deve-se inserir a
formula

=SOMASE(B5:B34;G5;E5:E35)—SOMASE(C5:C34;G5;E5:E34).

Nas células H6 até H12, inserimos a mesma férmula substituindo o nimero da linha da
coluna G pelo niimero da linha que estamos inserindo a férmula. Por exemplo, a féormula
da célula H12 sera

=SOMASE(B5:B34;G12;E5:E35)—-SOMASE(C5:C34;G12;E5:E34).
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% Microsoft Excel - dijkistra [Modo de Compatibilidade]

1
2
3
4
5
3
T
a2
9

10
11
12
13
14
15
16
17
13
19
20
21
22
23
29
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36

A

B

c

o

E F G
Algoritmo de Dijkstra no Excel

Peso ou Custo

=]
m

Até

Valor

Caminho

(0:N&o Participa;1:Participa) Neriice

Restri¢des

Fluxo 1

Fluxo 2

21

0

0

1

32

48

61

54

23

45

35

sl ||w|=|lale|=s

(=R =Rp=j =] =] =) p=]

~o|lololo|lolo

13

31

64

24

62

43

73

21

32

48

61

54

23

45

35

13

31

64

24

62

A - A = R R R - - A = A O LR = R R R - =N =R - A A E R

43

w

73

Custo Total do

B
9
r
H
r
r
u
t
5
u
t
t
w
w
w
v
v
v
B
p
9
q
r
r
r
u
s
H
t
u
G

ha

Minimo

olo|ooo|o(o|lo(oo|o(o(oo|o|o(o(lo|lo|o|o(o|lo|lo|o|o|lo|(lo|o|o

Figura 27: Tabelas do Excel com informagoes do grafo da figura 19.

A planilha ja estd preparada para a utilizacao do solver. Porém é necessario ativa-lo
nas opcoes do software. Apds ativa-lo podemos utiliza-lo clicando na aba Dados e depois
procurando por Solver. A sequéncia de figuras 28 a 34 mostram a utilizacao do solver na
resolucao do Problema do Caminho Minimo da figura 19.

( Pardmetros do Solver @1
Definir célula de destina: $ES35 EJ
Ié::,]laas: varia’véi:s.: wec @ - yplrde: -

=
Submeter 3s restrigiies: e
- Adicionar
-
\

Figura 28: Parametros do solver: célula de destino é a célula que contém a fungao objetivo,
o dado que queremos minimizar.
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.
Pardmetros do Solver

Definir célula de destino: SE&35 ERz Resolver

Igual a: () Max @ Min () Valor de: 0
Células variaveis:

ey

Submeter as restrighes: Ouch
- Adicionar

Excluir

Fechar

il

Ajuda

|

Figura 29: Parametros do solver: células variaveis sao aquelas cujos valores serao alterados
pelo solver, até que a solugao do problema seja encontrada.

Adicionar restrigdo ﬁ

Referénda de célula: _Restig’?‘o: )
[sississ12 = [¢] [-sssasi] 3
[ oK ] [ Cancelar ] [ Adicionar ] [ Ajuda ]

Figura 30: Parametros do solver: inclusao de restrigoes que garantem o fluxo do caminho
no grafo.

Adicionar restrigio &

Referéndia de célula: ] Restrico:
.#E.%S:.‘:?E.;M mE binario 3
[ QK ] [ Cancelar ] [ Adicionar ] [ Ajuda ]

Figura 31: Parametros do solver: inclusao de restricao das condigoes binarias das varidveis.

Opcaes do Salver =)
Precis3o: 0,000001 Carregar modelo...
Tolerangia: 5 % Salvar modelo...
Presumir modelo linear [ Usar escala automatica
Presumir no negativos [ Mostrar resultado de iteracio
Estimativas Derivadas Pesquisar

® Tangente @ Adiante @ Newton
(©) Quadratica © Central © Conjugado

Figura 32: Opcoes do solver: modelo de programacao linear e condigoes de nao-
negatividade.
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r 1
Pardmetros do Solver &]

Definir célula de destino: SES35 5.5
Igual a: 3 i ) - 0
Células variaveis:

$ES5:SES34 %
Submeter &s restriciies: Opcies

SES5:$E534 = binario - Adicionar

SHS5:8HS12 = SIS5:81512

Redefinir tudo
. Excluir

Figura 33: Parametros do solver. Clicando em Resolver, o solver mostrara a solucao do
problema.

N Microsoft Excel - dijkistra [Modo de Compatibilidade]

A B C D E F g H 1
; Algoritmo de Dijkstra no Excel
3 Peso ou Custo i Calrrlﬁnho - Vértice Restrigbes
4 De Até valor |l0:Ndo Participa;1:Participa) Fluxo 1 Fluxo 2
5 v p 21 0 v 1 1
& v q 32 0 p 0
T v r 48 1 q 0 0
] p 5 61 0 r 0 0
9 p r 54 0 5 0 0
10 q r 23 0 i 0 0
11 q u 49 0 u 0 0
12 r t 35 0 w -1 -1
13 r 5 13 1
14 r u 31 0
15 u t 64 0
16 5 it 24 0
17 5 w 62 1
12 t w 43 0
19 u w 73 0
20 p v 21 0
21 q v 32 0
22 r v 48 0
23 5 p 61 0
24 r p 54 0
25 r q 23 0
26 u q 45 0
27 t r 35 0
28 5 r 13 0
29 u F 31 0
30 t u 64 0
21 t 5 24 0
32 w 5 62 0
33 w i 43 0
24 w u 73 0
35 Custo Total do Caminho Minimo 123
36

Figura 34: Soluc¢ao no Excel do Problema do Caminho Minimo da figura 19.

3.1.3 Algoritmo de Floyd-Warshall

Baseado num algoritmo apresentado por Stephen Warshall para o calculo de fechos
transitivos em um grafo, o cientista norte-americano Robert W Floyd apresentou (vide
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[16]), em 1962, um algoritmo que resolve o Problema do Caminho mais Curto entre pares
de vértices de um grafo ponderado G = (V, A). Importante salientar que este algoritmo
encontra apenas os valores de tais caminhos, e nao a sequéncia de arestas a ser percorrida.
Em relacao ao algoritmo de Dijkstra, apresenta as vantagens de admitir arestas de peso
negativo e a entrada e saida do algoritmo é uma matriz.

A entrada do algoritmo é uma matriz de adjacéncia R = [r;;] construida assim:

0 sei=y
R(i,j) = wiy sei#je (i,j)€A (1)
o seifje (i)) ¢ A

onde w;; é o peso, custo ou distancia associada a aresta (7,j). O algoritmo de Floyd-
Warshall compara os caminhos entre os vértices ¢ e j passando por k vértices inter-
mediarios, £k = 1,...,n. No algoritmo sao feitas n iteracoes que corresponde ao nimero
de vértices do grafo. A cada iteracao corresponde uma matriz n X n cujos valores sao
modificados utilizando a férmula de recorréncia:

ko k=1 (, k—1 k—1
Wi = mln{wij (wge + W e
onde wfj ¢ o peso do caminho mais curto entre os vértices ¢ e j na k—ésima matriz de
iteracao.

O grafo da figura 35 sera utilizado como exemplo para a execucao do algoritmo de
Floyd-Warshall. A matriz Ry inicial é mostrada ao lado do grafo.

0 4 8 oo ™
oo 0 2 7 5
=]loo oo 0 oo 2
oo oo oo 0 o
oo oo oo 1 0

Figura 35: Grafo ponderado para execugao do algoritmo de Floyd-Warshall.

1? iteracgao: o vértice 1 é considerado intermediario no caminho entre os vértices 7 e j.

k=1, i=1,2,3,4,5: sem alteragoes, pois w), = co. A matriz R, = Ry.

22 iteragao: o vértice 2 é considerado intermediario no caminho entre os vértices i e j.
k=2 1=1, j=1,2: sem alteragoes, pois w%j = 00.

k=2 i=1, j=3 wl=min{wi,, (wi,+wi;)} =6 (alterar).

k=2 i=1, j=4 wl =min{wi,, (wi, +wi,)} = 11 (alterar).

k=2 i=1, j=5 wlk=min{w]s, (wi, +wi)} =9 (alterar).

k=2, 1i=23,4,5 sem alteragoes, pois w} = oo.
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Assim

0 4 6 11 9
oo 0 2 7 b
Ro=]100 o0 0 oo 2
oo o0 o 0 o
oo oo oo 1 0

32 iteracao: o vértice 3 é considerado intermediario no caminho entre os vértices 7 e j.

k=3, 1=1, j=1,2,3,4: sem alteragoes, pois ng = 00.
k=3, i=1, j=5 wi =min{wk, (wl +wi)} =8 (alterar).
k=3, 1=2, j=1,2,3,4: sem alteragoes, pois ng = 00.
k=3, i=2 j=5 wi=min{wi, (wi +wi)} =4 (alterar).

k=3, i=3,4,5: sem alteragoes, pois wh = o0o.

Assim:
0 4 6 11 8
o~ 0 2 7 4
Ry=]1 00 o0 0 oo 2
oo oo oo 0 o
oo oo oo 1 0

4? iteracao: o vértice 4 é considerado intermedidrio no caminho entre os vértices i e J.

k = 4: sem alteragoes, pois wj; = co. A matriz Ry = Rs.

5% iteragao: o vértice 5 ¢ considerado intermedidrio no caminho entre os vértices i e j.

k=5 1=1, j5=1,2,3,5: sem alteragoes, pois ng = 00.
k=5 i=1, j=4 w} =min{w],, (wi+ws)} =09 (alterar).
k=5, i=2, j=1,2,3,5: sem alteragoes, pois ws; = oo.
k=5 1i=2j=4 wy =min{w;,, (wy +wi,)} =5 (alterar).
k=5, 1=3, j=1,2,3,5 sem alteragoes, pois ng = 00.
k=5 =3, j=4 wj =min{ws,, (w3 +ws,)} =3 (alterar).

k=5, i=4,5 sem alteracoes, pois wjx = oo.

Assim, a matriz R5 abaixo mostra o resultado final do algoritmo.

0 4 6 9 8
oo 0 2 5 4
Rs=| 00 o0 0 3 2
oo oo oo 0 o
oo o0 oo 1 0

3.1.4 Implementacao do Algoritmo Floyd-Warshall numa planilha eletrénica

O Algoritmo Floyd-Warshall também pode ser implementado numa planilha eletronica.
Usaremos o exemplo apresentado na subsecao anterior para mostrar a implementacao.
Mais uma vez, utilizaremos a planilha eletronica do software Microsoft Office Excel versao
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2007. Inicialmente construiremos 6 tabelas, sendo que a primeira delas deve representar
a matriz de adjacéncia, conforme mostra a figura 36. Os valores co serao representados,
na planilha, por um grande inteiro positivo. Nessa planilha foi usado o valor 99%.

N IVILIUSUIL LALET T IIUYU WaISHEH [VIVUU U S Ui ausiaaus)

A B & D E F G H | 1) K L M N 0] P Q R S ik u

1 Algoritmo de Floyd-Warshall

3 MATRIZ DE ADJACENCIA 12 ITERACAO (k=1)

s |i~Mlal2 3|45 i~ [T = R
5 1 0 a 8 || aunn 1

6 2 |ammss| 0 7 7 5 24

7 3 |smsuslemmmn) 0 (| 2 3

8 B L | O |H 4

9 R T e 0 5

10

1 22 ITERAGAO (k=2) 32 ITERAGAO (k=3)

o li~|1]203|4]5s i~xl1]2|3|4a|5
13 1 1

14 2 2

15 3 3

16 4 4

17 5 5

18

19 42 ITERACAO (k=4) 52 ITERAGCAO (k=5)

o [i~f1]2]3]|als i~Jj1|2|3 |45
21 1 1

22 2 2

23 3 3

24 4 4

25 5 5

Figura 36: Tabelas para implementacao do algoritmo de Floyd-Warshall numa planilha
eletronica.

As outras tabelas representarao as matrizes de iteragao da execucao do algoritmo. Em
cada uma das células dessas tabelas vamos inserir a seguinte formula padrao:

:MfNIMO(célula que contém w%’l;célula que contém wfk’l—l— célula que contém w',jj’l).
Na célula L6 da tabela da figura 36, por exemplo, foi inserida a seguinte formula:
—MINIMO(E6;C6+E5).

Ao final, a planilha apresentou a tabela-solucao da figura 37.

O Problema do Caminho Mais Curto desde o vértice v até o vértice w no grafo da
figura 19 também foi solucionado executando o algoritmo de Floyd-Warshall numa pla-
nilha eletronica. A figura 38 mostra a 8 iteracdo da execugdo, cuja matriz representa
o resultado final do algoritmo. Como era esperado, os dois algoritmos apresentaram o
mesmo resultado.

Na proxima secao, apresentamos um problema relacionado ao Problema do Caminho
mais Curto, o Problema do Caixeiro Viajante, que consiste em determinar o caminho
mais curto, passando exatamente uma vez por cada vértice e retornando ao vértice de
partida.
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e

13
14

16

17
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19
20
21
22
23

24

E

F

G

H

Algoritmo de Floyd-Warshall

MATRIZ DE ADJACENCIA

i~ R B s
1 0 4 B ||
HEHEHE| 0 2 Fi 5
= I B B I I 2
N E e E e I
LR P T 0
22 ITERACAO (k=2)
i~]1|2|3|4|5
1 0 6 | 11| 9
2 w0 2 7| s
£ I EEE EE e A I I
N e e e
I P 0
42 ITERACAO (k=4)
i~ [ RS
1 0 6 | 11| 8
2 s o 2 7| 4
= I EEEE EE e I I R
N e e e
R P I 0

1 J K L]l m| N
12 ITERAGAO (k=1)
i~JJ1]|2|3|4a|s
1 0 4 B |seaun wewnn
2 mmmmnl 0 2 7
= I B I
N e P I
LT P PR
32 ITERACAO (k=3)
i~J1|2|3|4|5
1 0 4 6 | 11
2 |mmEl o 2 7
= IRE I I
LN e e e
LR P PR
52 ITERACAO (k=5)
i~ 1|2|3|4]|5
1 0 4 6 9
2 (w0 2 5
3 smmsslasssnl 0 3
LN e e
5 |oten | e w1

Figura 37: Tabela com a solugao do Caminho Mais Curto no grafo da figura 35, utilizando

o algoritmo de Floyd-Warshall.

N

w

w |(w [~ o | &

1

12

ik

14

16

17
18

19
20
21
22
23

24

BI

Bl BK BL BM BN BO BP BQ BR BS BT BU BV BW BX BY BZ CA CB cc CD CE CF CG CH Cl [«] CK CL
62 ITERAGAO (k=6) 72 ITERAGAO (k=7) 82 ITERAGAO (k=8)

iy Plq|r|s|t]|u|lw i~ v plq|r|s|t|u|w i~ v Plaq|r|s|t]|ulw
v 0 21 32 48 61 83 79 123 v 21 32 48 61 a3 79 123 v 0 21 32 43 61 83 79 | 123
p 21 0 53 54 61 85 85 123 p 21 o 53 54 61 85 85 123 p 21 0 53 54 61 85 85 123
q 32 53 0 23 36 58 49 98 q 32 53 0 23 36 58 49 98 q 32 53 0 23 36 58 49 98
r 43 54 23 0 13 35 3 75 r 43 54 23 ] 13 35 31 75 r 43 54 23 0 13 35 3 75
s 61 61 36 13 0 24 a4 62 s 61 61 36 13 o 24 — 62 5 61 61 36 13 0 24 a4 62
t 83 85 58 35 24 L] 64 43 t 83 a5 58 35 24 0 64 43 t 83 85 58 35 24 L] 64 43
u 79 85 43 31 44 64 o 73 u 79 85 49 Ex g 44 64 0 73 u 79 85 43 31 44 64 o 73
w 123 | 123 98 75 62 a3 73 0 w 123 | 123 98 75 62 43 73 0 w 123 | 123 98 75 62 a3 73 0

Q={ } e S={v,p,q.t;5,t,u.w}

™M

Figura 38: Solugao do Problema do Caminho mais Curto de v a w no grafo da figura 19,
utilizando o algoritmo de Floyd-Warshall.
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4 O Problema do Caixeiro Viajante

O Problema do Caixeiro Viajante ou simplesmente PCV é um dos mais tradicionais
e conhecidos problemas de Otimizacao Combinatoria e consiste em determinar um ciclo
hamiltoniano de menor custo num grafo ponderado G = (V, A), onde V representa o
conjunto de vértices e A o conjunto de arestas. E comum tratarmos os vértices como
cidades, depodsitos, pontos de visita, etc.. Como ja foi mencionado neste trabalho, o
ciclo hamiltoniano visita cada vértice do grafo uma tnica vez, iniciando e terminando
o percurso num mesmo vértice, chamado de vértice inicial. Algumas variantes do PCV
relaxam algumas dessas caracteristicas.

A ideia de ciclo hamiltoniano de menor custo surge pela primeira vez na década de
1920, através do matematico austriaco Karl Menger. Durante a realizacao de um se-
minario na Princeton University em New Jersey (EUA), Menger conheceu o matematico
norte-americano Hassler Whitney, que em semindrios posteriores realizados entre 1931 e
1932, fez referéncia ao problema denominando-o de Caixeiro Viajante.

A importancia e grande interesse pelo Problema do Caixeiro Viajante pode ser jus-
tificada pelo consideravel nimero de aplicagoes praticas, tanto da versao classica quanto
das variantes, e pela grande dificuldade de encontrar uma solugdo exata. Em [19] séo
destacadas algumas das aplicagoes praticas do PCV. Dentre elas, podemos citar: solugao
de problemas de roteamento de veiculos, otimizacao de perfuracoes de furos em placas de
circuitos impressos, na solucao de problemas de sequenciamento de tarefas, roteamento
de entrega postal e a solugao de problemas de sequenciamento de tarefas.

Matematicamente, o PCV é descrito como um grafo G = (V, A), onde V = {1,....,n} é
o conjunto dos vértices ou nés do grafo e A = {(i,7) | i,7 € V} o conjunto de arestas ou
arcos ligando esses vértices. Associado a cada arco existe um custo ¢;;, tal que ¢;; = oo para
evitar lagos ou loop. O problema consiste na determinacao de um caminho hamiltoniano
de custo minimo sobre G. E comum associarmos vértices a cidades e custo a distancia
entre as cidades ou tempo de deslocamento de uma cidade a outra.

Na Otimizacao Combinatéria, o PCV pertence a classe dos problemas NP-dificeis
([17]), o que significa dizer que, apesar do uso de computadores superpotentes, nao se
pode determinar a solugao exata para problemas de grande porte (com numero grande
de vértices) em um tempo computacional vidavel. Atualmente a literatura apresenta algo-
ritmos que encontram solugoes para o problema préximas da otimalidade em um tempo
computacional razoavel.

4.1 Variantes do PCV

Dado a sua aplicacao, semelhanca com diversos problemas do cotidiano e ligagao com
outros problemas de otimizacao combinatéria, diversas variantes do PCV foram apresen-
tadas na literatura. As variacées decorrem, normalmente, pela presenca de um segundo
objetivo associado a sequéncia de visitas e/ou acrescentando alguma restricao especifica.
O PCV apresenta um nuimero significativo de variantes, entre as quais podemos citar:

o PCV Simétrico: o PCV é denominado simétrico quando a matriz de custos é
simétrica, ou seja, o custo de deslocamento de qualquer vértice ¢ para qualquer
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vértice j tem o mesmo valor de deslocamento de j para i, ou seja ¢;; = ¢j; para todo
1,j€V.

PCYV FEuclidiano: seja ¢ o custo de deslocamento entre dois vértices quaisquer do
grafo G = (V, A), se ci, < ¢ + ¢ji, Vi, j, k € V o PCV satisfaz a chamada desigual-
dade triangular. Um PCV é denominado euclidiano (PCVE) quando sua matriz é
simétrica e satisfaz a desigualdade triangular.

PCV Simétrico com Agrupamento: é um caso especial de PCV Simétrico, em que
existem agrupamentos que possuem restricoes que os obrigam a estar em uma de-
terminada sequéncia de atendimento. Esses conjuntos de nés sao denominados de
cluster ou grupamentos, conforme [19].

PCV com Sequéncias de Clientes: o PCV com Sequéncias de Clientes pode ser
considerado um caso especial de PCV Generalizado onde os nds sao divididos em
dois grupamentos ou conjuntos disjuntos: o conjuntos dos nés denominados L (nds
linehauls) e o conjuntos dos nés B (nds backhauls). Uma condigdo imposta pelo
problema ¢é a sequéncia de visitagao aos conjuntos L e B. Uma versao do problema
determina que os nés de L sejam visitados inicialmente e, posteriormente, os nds
de B. Uma aplicacao pratica dessa estratégia no ramo de transporte de cargas é
a opg¢ao por visitar primeiramente as cidades onde ocorrera o descarregamento dos
veiculos e, posteriormente, realizar o carregamento em outros pontos, em dire¢ao ao
depdsito inicial.

PCV com Bonus: o PCV com bonus associa um bonus ou prémio a cada né do grafo
e procura uma rota hamiltoniana de menor comprimento atendendo a restricao de
recolher um valor total de bonus igual ou superior a um valor pré-estabelecido.

Este trabalho apresentara, nas proximas péaginas, um estudo minucioso sobre essa
variante do PCV.

PCV com Janelas de Tempo: essa variante do PCV consiste em definir rotas de custo
minimo atendendo restricoes de tempo quanto a chegada, permanéncia e saida dos
nos do ciclo hamiltoniano. Uma das restrigoes dessa variante pode ser a exigéncia de
que o local de coleta e/ou entrega devera ser visitado em uma janela de atendimento
estipulada, forgando o caixeiro a estar em um determinado vértice em um instante
de tempo dentro dessa janela. Além disso, um tempo de servigo esta associado a
cada coleta e entrega. O tempo de servigo indica quanto tempo levara para a coleta
ou a entrega ser realizada.

PCV Generalizado: é semelhante ao PCV Simétrico com Agrupamento. No PCV
Generalizado, o ciclo hamiltoniano visita, exatamente uma vez, cada grupamento
de nos, passando por todos eles. Ou seja, deseja-se encontrar a rota parcial de
menor custo passando por, pelo menos, um né em cada agrupamento. Cada né
deve pertencer a um, e somente um, grupamento. A figura 39 apresenta um modelo
de uma das muitas alternativas de percorrer um circuito com quatro agrupamentos.
Uma subclasse dessa variante é denominada equality e exige que apenas um vértice
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em cada cluster seja visitado (figura 40). Quando todos os nés dos grupamentos
sao visitados o problema recai no PCV cldssico (figura 41).

Figura 39: O PCV Generalizado. Figura 40: O PCV Generalizado na
versao equality.

Figura 41: O PCV classico com os nés divididos em grupamentos.

e PC'V Multiplo: o PCV Miltiplo é uma variante do PCV onde é necessario usar mais
de um caixeiro viajante. O grafo do problema ¢ dividido em conjuntos disjuntos de
nos, cada conjunto percorrido por um caixeiro e o objetivo é minimizar os custos
total da rota. Os caixeiros podem ser diferenciados, com a determinagao de quais
nds percorrerao e qual a distancia (ou custo) total a ser percorrida por cada um
deles.

e PC'V Estocdstico: no PCV estocéstico, a existéncia ou valores relativos a demandas,
custos das arestas, bonus associados a vértices, janelas de tempo sao elementos
aos quais podemos associar distribuicoes de probabilidades. Algumas subclasses
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dessa variante tratam os clientes como estocésticos e as rotas definidas excluem tais
clientes baseados em calculos probabilisticos.

e PCV com Coleta e Entrega: Considerando que o veiculo do caixeiro viajante possua
uma determinada capacidade e que o caixeiro deva entregar e recolher produtos de
seus clientes e considerando ainda que os produtos coletados possam ser entregues
a outros clientes na rota, o PCV com Coleta e Entrega consiste em programar um
trajeto que, atendendo a todos os clientes de demanda e oferta dentro da capacidade
do veiculo minimize a distancia percorrida.([19])

o PCV Seletivo Fuclidiano: o PCV Euclidiano consiste em minimizar o custo do ciclo
hamiltoniano ligando um conjunto de pontos no plano euclidiano.

e PCV Alugador: Nessa variante do PCV, o caixeiro aluga veiculos para realizar
seu percurso e os custos de percorrer cada aresta dependem do veiculo utilizado.
O problema é de minimizacao do custo da viagem, a partir da definicao de quais
veiculos serao alugados, das cidades da rota em que cada um desses veiculos sera
recebido e devolvido as locadoras e da rota percorrida por cada veiculo. O percurso
do caixeiro é o ciclo hamiltoniano, ou seja, inicia e termina na mesma cidade, e
todas as cidades do grafo sao visitadas exatamente uma vez.

Em [18] e [19] s@o descritas e caracterizadas outras variantes do PCV.

4.2 Meétodos de Resolucao do PCV

Os métodos desenvolvidos para resolver o PCV podem ser divididos em duas catego-
rias: os métodos exatos e os métodos heuristicos.

e 0s métodos exatos sao aqueles que tém como caracteristica a capacidade de deter-
minar sempre uma solucao otima para o problema. Para o PCV, um algoritmo
exato deve encontrar o ciclo hamiltoniano de menor custo possivel para um dado
problema.

e 0s métodos aproximados ou heuristicos: as heuristicas ou algoritmos heuristicos fo-
ram desenvolvidos com a finalidade de se resolver problemas de elevado nivel de
complexidade em tempo computacional razodvel. Por ser um problema de natureza
combinatoéria, uma opg¢ao para solucionar o PCV seria analisar todas as combinagoes
de rotas possiveis para conhecer a melhor. Se o problema possui um nimero redu-
zido de cidades, esta é a maneira correta de se buscar a melhor solucao, mas os
problemas com muitas cidades possuem um ntimero elevado de combinagoes, o que
torna inviavel a analise de todas as combinacoes, uma vez que o tempo compu-
tacional exigido fica impraticavel. As heuristicas encontram solucoes proximas da
otimalidade em um tempo computacional razoavel, sem, no entanto, conseguir de-
finir se esta é a solucao 6tima, nem o nivel de proximidade que ela estd da solucao
otima.
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O PCV é um problema NP-dificil, nao sendo conhecidos algoritmos de resolucao em
tempo polinomial (vide [12]). Para o PCV, no caso assimétrico, o nimero total de rotas
possiveis é (n — 1)!, onde n é o numero de vértices. Sendo assim, a medida que n cresce
o tempo de resolucao cresce exponencialmente, tornando sua resolucao exata inviavel,
seja avaliando recursos computacionais ou tempo de resolucao. O mesmo ocorre no caso
simétrico, que tem (n—1)!/2 rotas possiveis, pois neste caso o custo para percorrer a aresta
a;; ¢ igual ao custo para percorrer a aresta aj;. Esta complexidade justifica o estudo e
desenvolvimento de métodos heuristicos para solucionar o problema de forma viavel, que
apesar de nao garantir a resolucao do problema de forma exata, alcancam solugoes finais
de boa qualidade de forma rapida.

Para efeitos de comparagao, imaginemos um computador arbitrario superpotente que
gere e avalie 1 bilhao de rotas por segundo (poucos computadores, atualmente, tém essa
capacidade). Neste caso, é possivel construir a tabela 1, que apresenta o nimero de
vértices ou cidades (n), o numero de rotas possiveis e o tempo aproximado gasto no
calculo pelo computador supracitado, considerando o problema PCV simétrico.

Tabela 1: Tempo aproximado de célculo do nimero de rotas entre n cidades (PCV
simétrico) por um computador superpotente.

n Nimero de rotas (n — 1)!/2 | Tempo Aproximado de Célculo
5 12 insignificante

10 181 440 0,0002 segundos

15 43 589 145 600 43,5 segundos

20 60 822 550 204 416 000 704 dias

25 | 310 224 200 866 619 719 680 000 9 837 145 anos

Pela tabela, percebe-se que a utilizagao de um algoritmo que resolva o problema na
exatidao, gerando todas as possibilidades de rotas possiveis, s6 é possivel em problemas
com numero reduzido de vértices. No entanto, ha métodos ou recursos que reduzem o
tempo computacional gasto. Um desses métodos é o branch and bound e baseia-se na ideia
de uma enumeracao inteligente das solugoes candidatas a solucao étima de um problema,
efetuando sucessivas particoes do espaco das solugoes e cortando a arvore de pesquisa
através da consideragao de limites calculados ao longo da enumeracao.

No caso do PCV, o método branch and bound realiza o corte ou poda de partes do
grafo que nao interessam. Um exemplo de poda pode ser visualizado na figura 42, que
representa um grafo de geracao de rotas arbitrario para um problema com quatro cidades.
Os vértices representam as cidades, e as arestas as possibilidades de percurso, iniciando
e terminando no vértice ou cidade 1. O grafo em questao é completo, ou seja, é possivel
partir de uma cidade ¢ para uma cidade j para todos i e j € V' e o problema ¢é assimétrico.

Vamos listar todas as rotas possiveis sempre iniciando e terminando no vértice 1 e o
custo de cada uma delas :

e (1,2,3,4,1) com custo de 21.
e (1,2,4,3,1) com custo de 32.
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Figura 42: Grafo de busca completo para um PCV de quatro cidades.

e (1,3,2,4,1) com custo de 48.
e (1,3,4,2,1) com custo de 40.
e (1,4,2,3,1) com custo de 33.
e (1,4,3,2,1) com custo de 20.

Neste exemplo, a rota étima é (1,4, 3,2, 1) com o custo total de 20 e foi obtida através
da poda de partes do grafo. A idéia do método branch and bound é simples: ao encontrar
uma sub-rota cujo custo atual seja superior ao da melhor rota completa ja descoberta, as
sub-rotas subsequentes sao desconsideradas. E f4cil perceber que, se uma rota incompleta,
ou seja, faltando cidades para serem analisadas, ja contempla um custo superior a melhor
rota atual, nao é necesséario prosseguir no percurso desta parte do grafo, pois nao é possivel
que o custo da rota reduza seu valor. A aplicacao desta poda no grafo da figura 42 geraria
um grafo menor, apresentado na figura 43, e de menor custo computacional em termos
de tempo.

O algoritmo inicia sua andlise gerando a primeira rota (1,2,3,4, 1) com custo total 21.
Esta rota é considerada a melhor rota até o momento e o custo dela é armazenado como
custo 6timo parcial. Uma rota otima parcial representa a de menor custo encontrada até
o momento. Se o valor desse custo minimo parcial nao for melhorado até o final, essa rota
torna-se a rota 6tima do sistema.

A segunda rota parte de 1, vai até 2, depois até 4 terminando em 3. No entanto, ao
chegar em 3, a rota analisada ja possui o custo de 23 (5 + 13 + 5). Como este custo é
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Figura 43: Exemplo de poda em um grafo de um PCV de quatro cidades.

maior que o custo 6timo parcial, o valor do custo do 1ltimo passo nao é calculado e o
algoritmo segue para o proximo passo. A préxima rota inicia em 1 e vai até 3. Novamente,
o custo deste pequeno trecho ja é maior que o custo 6timo parcial. Desta forma, todo o
subgrafo resultante das possibilidades de rotas a partir da sub-rota 1 — 3 sao ignorados e o
algoritmo continua. A pentltima opgao é gerada, formando uma rota partindo de 1 para
4, depois para 2 e finalmente chegando a 3, com um custo de 24. Esta sub-rota também
é finalizada e a tltima rota possivel é analisada, formando a rota completa (1,4,3,2,1),
cujo custo tem valor inferior ao 6timo parcial. A nova rota é armazenada e o custo étimo
parcial é atualizado. Como esta era a ultima rota do grafo a ser gerada, o algoritmo
finaliza, apresentando a solugao 6tima final.

Na literatura ha muitos modelos e algoritmos exatos desenvolvidos para a resolucao
do PCV, onde é possivel citar os trabalhos de [22], [4] e [9].

No entanto, apesar do avanco tecnoldgico colocar a disposi¢ao das ciéncias, computa-
dores cada vez mais poderosos, mesmo os melhores algoritmos exatos tem dificuldade em
encontrar as solugoes 6timas para problemas de alta complexidade em um tempo compu-
tacional razoavel. Os métodos heuristicos fornecem boas solugoes em tempos menores.

4.3 Formulagao Matematica do PCV

Existem muitas formulacoes matematicas para o Problema do Caixeiro Viajante di-
fundidas na literatura. Neste trabalho, apresentaremos duas delas: a Formulagao de
Dantzig-Fulkerson-Johnson (DFJ) e a Formulagao de Formulagao de Miller-Tucker-Zemlin
(MTZ).
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4.3.1 Formulagao de Dantzig-Fulkerson-Johnson (DFJ)

Em [12], Dantzig, Fulkerson e Johnson apresentam uma formulagao do PCV como um
problema de programacao binaria sobre um grafo G = (V, A), como se segue:

n n
Minimizar z = E E CijTij

j=1 i=1

sujeito a

Zfliij:l,VjEV (2)
i=1

injzl,WGV (3)
j=1

1,jES

Ilfi]’ € {O, 1},VZ,] € V, (5)

onde a ¢;; representa o custo para percorrer a arco (Z,j); a varidvel binaria z;; assume
valor igual a 1, se o arco (i,7) € A for escolhido para integrar a solugao, e 0 em caso
contrario; S é um subgrafo de G, em que | S | representa o nimero de vértices desse
subgrafo.

A restrigao 2 forga a chegada de exatamente um arco no vértice j e a restrigao 3 forga a
saida de exatamente um arco do vértice 1. Mas essas duas tltimas restrigoes nao impedem
a formacao de subcircuitos (figura 44). O conjunto de restri¢oes 4 determina a eliminagao
de subcircuitos. As equagdes em | S | tornam os subcircuitos ilegais e determinam que
x;; = 0 quando | S |= 1. Para cada subcircuito possivel é necessaria uma restri¢io do
tipo 4. Por fim, a restricao 5 garante as condi¢oes binarias e de nao negatividade das
variaveis.

Nessa formulagao teremos n.(n — 1) varidveis inteiras binarias (é implicito considerar
x; = 0), e uma quantidade de restri¢oes na ordem de 2.

Figura 44: Representacao de subcircuitos.

Essa formulacao evidencia a natureza combinatéria do PCV. Solucionar o PCV ¢é
determinar uma certa permutacao legal de custo minimo.
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Para essa formulacao, apresentamos um exemplo genérico do problema do caixeiro
viajante com cinco vértices ou cidades. O grafo que representa o problema pode ser
visualizado na figura 45 .

X32
X21
X11
1 Ny -
X31
53
X
L1 Xy X34
Xi14 '35 ! X13
|
X1i5
Xa1 _
e
5 < Xa5 4
Xag
Xs5 X54

Figura 45: PCV com 5 nos.

A fungao objetivo serd minimizar o custo das distancias, ou seja:

5 5
Minimizar z = E CijTij
j=1 i=1

ou melhor,

Minimizar z = ¢11211 + €21%21 + 31731 + C41T41 + C51T51 + C12%12 + Co2T22 + C30T32 +
C42%42 + C52%52 + C13T13 + Co3T23 + C33T33 + C43%43 + C53%53 + C14%14 +

Co4T24 + C34T34 + C44T44 + C54T54 + C15T15 + CosTa5 + C35T35 + Ca5T45 + C55T55,
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onde: ¢;; é o custo ou comprimento do arco (4, ) e z;; é o fluxo no arco (3, j).

As restrigoes do PCV poderao ser modeladas matematicamente da seguinte forma:
Restricao 2: O fluxo de entrada em cada vértice deve ser exatamente 1, para que nao
tenha mais que um caminho convergindo para um unico vértice. Entao:

5
D wy=1, Vje{1,2,34,5},
=1

ou seja

T11 + To1 + X31 + Ty + Ty = 1
T12 + Too + T3z + Typ + 252 = 1
T13 + Toz + T33 + Ta3 + T3 = 1
T14 + Tog + XT3g + Tyg + T4 = 1

T15 + Tos + T35 + Tas + Ts5 = 1

Restricao 3: O fluxo de saida de cada vértice deve ser exatamente 1, garantindo que, de
cada vértice, partird um tinico caminho. Entao:

5
» wy=1, Vie{1,2,34,5},
j=1

ou seja

T11 + T12 +$13 +.T14+$15 =1
Tl + Tog + T3 + Tog + To5 =1
31+ T32 + w33+ X34 + 135 = 1
Ty + Tag + 243 + Tyg + 145 = 1

Ts1 + Tso + Ts3 + Tsa + T3 = 1

Conjunto de restrigoes 4:
a) O fluxo do vértice para ele mesmo deve ser igual a 0 para evitar lacos. Entao:

1,j€S
ou seja
.1311:0 S:{l}
3322:() S:{Q}
x33=0  S={3}
134420 52{4}
2755:0 52{5}
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b) Nao podem ocorrer subciclos, ou seja, o ciclo deve percorrer todos os vértices do grafo,
satisfazendo uma das caracteristicas do problema. Entao:

d a<S|-1=2-1<1

ijes
ou seja

Tig +x91 <1 S ={1,2}
Tyt rn <1 S={1,3)
rutan <1 §={14)
Tis+ o5 < 1 S ={1,5}
Tos+ 1 <1 S =1{23)
Toa + x40 < 1 S ={2,4}
Tos + 59 < 1 S =1{2,5}
Tag + x43 < 1 S ={3,4}
T35 + 153 < 1 S ={3,5}
Ty5 + 254 < 1 S ={4,5}

d ay<[S|-1=3-1<2

ijes
ou seja

T12 + To1 + T13 + Tz1 + Tag + T30 < 2 S={1,2,3}
T12 + Zo1 + T14 + Ta1 + T2y + g2 < 2 S =1{1,2,4}
T12 + To1 + T15 + Ts1 + T25 + T2 < 2 S =1{1,2,5}
13 + T31 + T1g + Ta1 + T34 + 243 < 2 S ={1,3,4}
T13 + 31 + T15 + T51 + T35 + 53 < 2 S =1{1,3,5}
T1g + Ta1 + T15 + 51 + Ta5 + T54 < 2 S ={1,4,5}
T3 + T3z + Tog + Taz + T34 + 43 < 2 S =1{2,3,4}
To3 + X3z + T5 + Tz + T35 + 53 < 2 S =1{2,3,5}
Tog + Taz + To5 + o + Ty5 + T54 < 2 S ={2,4,5}
T34 + Taz + T35 + Tsz + Tas + T4 < 2 S ={3,4,5}

d a<[S|-1=4-1<3

1,j€S

34



ou seja

T1g + To1 + T13 + T3 + Ty + Tyy + Doz 4 Tag + Tog + Ty + a3y + 243 < 3,5 ={1,2,3,4}
T1g + Toy + T13 + T31 + T15 + Ts1 + Tog + Tag + Tos + Tso + X35 + w53 < 3,5 = {1,2,3,5}
1o + Tog + 14 + Ty + T15 + Ty + Tog + Tao + Tos + Tso + 245 + 254 < 3,5 = {1,2,4,5}
13 + T30 + 14 + Ty + T15 + Ty + Tag + Tag + Tas + Tsz + 45 + 254 < 3,5 = {1,3,4,5}
Tog + T39 + Tog + Tyo + Tos + Tso + Tag + Taz + Ta5 + Tsz + Tas + w54 < 3,9 = {2,3,4,5}

Restricao 5: As variaveis devem ser bindrias, admitindo valor 0 ou 1. Entao:
zi; € {0,1}

ou seja Ti1, T12, T13, T14, T15, Ta1, T2, T3, Ta4, T25, T31, T32, 33, T34, T35, LTdl, T2, T43, Tad, T45,
T51, Ts2, T3, Taa, Tz € {0, 1}

No exemplo apresentado acima, para ciclo com 5 vértices, foram necessarias 40 res-
trigoes relativas ao fluxo, como j4 era esperado (ntimero de restri¢oes na ordem de 2° = 32).

4.3.2 Implementacao do PCV em uma planilha eletrénica na Formulagao
DFJ

O modelo matematico do PCV formulado por Dantzig, Fulkerson e Johnson, apre-
sentado na secao anterior, pode ser implementado em planilhas eletronicas. Abaixo, serd
descrito os passos para a construcao e calculo da planilha.

A planilha eletronica utilizada nesse modelo foi a do software Microsoft Office Fxcel
versao 2007. O modelo proposto aqui é de um PCV Simétrico com 7 cidades: A, B, C, D,
E, F e G. Sem perda de generalidade, a cidade A é considerada cidade inicial. Inicialmente
construimos quatro tabelas como mostra a figura 46.

128 o S ‘ =SOMARPRODUTO(C6:112;C18:124)
Al B C D E E G H | JK L. M N o P Q R S T u v w X b d z AA

Problema do Caixeiro Viajante - PCV

1
2
3
4 DISTANCIAS (km) FLUXO .
5 A B c D E F G A B c D E F [3 (B)
6 A 0 63 74 95 122 57 80 A 0 0 0 0 0 0 0 PPN
7 B 63 0 84 47 59 85 130 B 0 0 0 0 0 0 0 P B
8 c 74 84 [ 84 95 67 112 = 0 0 0 0 0 0 0 (A2 PR U 1<)
9 D 95 47 84 0 133 90 63 ] 0 0 o 0 0 o 0 % “ 71
10 E 122 59 96 133 0 126 95 E 0 0 0 0 0 0 0
i F 57 85 67 90 126 0 87 F 0 0 1] 0 0 0 0
12 G 80 130 112 63 95 87 ) G 0 0 0 0 0 0 0 X o
13 g /
14 ool 0 [ o0 [ o [ o [ o[ o[ o ]_L X / v
15 (e) . / \ / {D)
16 SOLUGAO(1:participa da rota;0:nio) VALOR MAXIMO FLUXO DAS CIDADES |
17 A B c 1] E E G A B c o E F G
18 A 0 0 0 0 0 0 0 A 0 0 0 0 0 0 0 h"
19 B 0 0 0 0 0 0 0 B 0 0 o 0 0 0 0 FFf (E_
20 c 0 0 0 0 0 0 o [ 0 0 o 0 0 o 0 -
21 ] 0 0 0 0 0 0 0 ] 0 0 0 0 0 0 0
2 E 0 0 o 0 0 0 0 E 0 0 1] 0 0 0 0
23 F 0 0 0 0 0 0 ) F 0 0 0 0 0 0 0
G 0 0 0 0 0 0 0 G 0 0 0 0 0 0 0

2 [RomAs o [ o | o [ o | o | o | o |

28 [ Distancia total percorrida na rota de custominimo: | 0 |

Figura 46: Tabelas de uma planilha eletronica para calculo da distancia total percorrida
no ciclo hamiltoniano de custo minimo do PCV com 7 cidades.
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Tabela 2: Férmulas relativas a eliminagao de subciclos no PCV.

Célula Férmula
N14 =SOMA(N6:N12)-SOMA(N6:T6)
014 =SOMA (06:012)-SOMA (NT7:T7)
P14 =SOMA (P6:P12)-SOMA(N8:T8)

Q14 | =SOMA(Q6:Q12)-SOMA(N9:T9)

R14 | =SOMA(R6:R12)-SOMA (N10:T10)
S14 | =SOMA(S6:512)-SOMA(N11:T11)
T14 | =SOMA(T6:T12)-SOMA (N12:T12)

Na tabela FLUXO, serao inseridas as formulas relativas a eliminacao de subciclos,
conforme mostra a tabela 2.

Em todas as células da tabela VALOR MAXIMO FLUXO CIDADES serio inseridas
uma férmula que multiplica os respectivos valores das células da tabela SOLUCAO por 6,
que representa o valor maximo da quantidade de fluxo enviada da cidade i para a cidade
j. Por exemplo, a férmula inserida na célula N18 serd =C18*6 na célula T24 serd =I124*6.

Na tabela SOLUCAOQ, nas células da linha denominada ROTA ji e da coluna ROTA )
serao inseridas férmulas de soma dos valores da coluna e da linha referente a cada cidade,
respectivamente. Por exemplo, a férmula inserida na célula C26 serda =SOMA (C18:C24)
e na célula K18 serd =SOMA(C18:118). Essas férmulas combinadas com as restri¢oes do
solver, forcarao o caixeiro visitar todas as cidades do ciclo, passando exatamente uma vez
por cada uma delas.

Por fim, devemos inserir a formula da fun¢ao objetivo que minimiza o custo total da
rota do caixeiro no ciclo hamiltoniano. Colocamos o cursor na célula J28 e inserimos a
férmula:

=SOMARPRODUTO(C6:112;C18:124).

A planilha estd preparada para utilizagao do solver. As figuras 47 e 48 mostram as
configuragoes do solver e a figura 49 mostra a planilha com a solugao do problema.

’
Parametros do Solver _
21675 Resolver

Igual a: T Max @ Min () Valor de:
Células varidveis:

Definir célula de destino:

Il

Fechar

= Excluir

a
$C618:61624;6N$5:5T$12 f
Submeter s restrigies: Opcies
$C%13:81524 = binario - Adicionar
SC826:8I826 =1
SKS18:5K524 = 1
SMS5:STS12 == SNS18:5T524 = i
ko i Redefinir tudo

Ajuda

Figura 47: Fungao objetivo e restri¢oes adicionadas no solver.

36



Presumir modelo linear
Presumir ndo negativos

i Opgoes do Solver - ﬁq
Tempo maximo: | gl segundos [ (04 l
Iteracies: 100 [ Cancelar ]
Precisdo: 0,000001 [ Carregar modelo... ]
Toleranda: 5 %o [ Salvar modelo. .. ]
Convergénda: 0,0001 [ Ajuda l

7] Usar escala automatica
[ Mostrar resultado de iteracdo

Estimativas Derivadas Pesquisar f
@ Tangente @ Adiante (@ Mewton
() Quadratica () Central () Comjugado
-
Figura 48: Opcoes do solver.

A B [ D E F G H | J| K L, M N o P Q R 5 T, u v W X Y Z Al
1 - - .-
2 Problema do Caixeiro Viajante - PCV
3 -
4 DISTANCIAS (km) FLUXO (B} ]
3 A B [= D E F G A B [ D E F G g d ‘-\ . =
6 A 0 63 74 95 | 122 | 57 80 A 0 0 0 0 0 & 0 [ N +c)
7 B 63 0 84 47 59 85 130 B 0 0 0 2 i [ 0 b \ 9.
8 c 74 84 0 84 96 67 112 [ 0 0 1) 0 4 0 0 \
9 D 95 47 B84 0 133 90 63 D 0 0 o o o o 1 3
10 E 122 59 96 133 0 126 95 E 0 3 o o o o 0
11 F 57 85 67 90 126 0 87 F 0 0 5 0 0 0 0
12 G 80 130 112 63 95 87 0 G 0 0 0 0 0 0 0
13 y e N
" o] 6 | 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 [ 1 |\&F D)
15
16 SOLUGAO(1:participa da rota;0:néo) VALOR MAXIMO FLUXO DAS CIDADES
17 A B C ] E F G A B 5 0 E F G Anh, Sk
18 A 0 0 0 0 0 7] 0 A 0 0 0 0 0 3 0 & )
19 :] 0 0 0 1 0 0 0 B 0 0 1) ] 0 0 0
20 C 0 0 0 0 1 0 0 [ 0 0 o o ] o 0
21 L] 0 0 0 0 0 0 1 D 0 0 o o o o ]
22 E 0 1 0 0 0 0 0 E 0 6 0 0 0 0 0
23 F 0 0 1 0 0 0 0 F 0 0 5] 0 0 0 0 I .I
24 G 1 0 0 0 0 0 0 G 6 0 0 0 0 0 0

[ I N |

[roTaji] 11

[ Distincia total percorrida na rota de custo minimo: __ 469 |

Figura 49: Solu¢ao do PCV com 7 cidades numa planilha eletronica.

4.3.3 Formulacao de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ)

Em [24], Miller,Tucker e Zemlin propem a uma formula¢do matemadtica para o PCV
denominada, segundo [19], Folha de Cravo, que é descrita a seguir:

[...]denotamos a cidade 1 como a cidade inicio-fim ou cidade origem. O caixeiro
viajante deve visitar as outras n — 1 cidades exatamente uma vez. Durante seu
trajeto deve retornar a cidade origem exatamente t vezes, incluindo o retorno

final, e ndo deve visitar mais de p cidades diferentes em um tour ou ciclo. A

|

formulagao requer que
n—1

p

-‘<t<n—1,
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onde [a] a denota o menor inteiro maior ou igual ao valor de a, ou teto da

divisao, para garantir a existéncia de tours viaveis.

Isto posto, segundo Miller, Tucker e Zemlin, o PCV pode ser formulado assim:

n n
MlnlmlzaI“Z:E E CijTij

=1 i=1

sujeito a

i=2

oai=1, j=2..n (7)
i=1

owi=1, i=2..n (8)
j=1

w—uj+pr; <p—1 2<i#j<n 9)
w0, 2<i<n (10)
xij € {Oa 1}a \V/Z,j € Vvv (11)
A restricao 6 garante que a cidade origem 1 é visitada exatamente t vezes. O arco (i, j)

em toda a solugao viavel binaria dos conjuntos de restrigoes 6, 7, 8 obrigam o conjunto
de restricoes em p a transformar-se em:

Essa formulacao modela o PCV classico, quandot=1ep>n — 1.

4.4 PCV com Bonus

O Problema do Caixeiro Viajante com Bonus é uma variante do PCV em que nao ha
a exigéncia de que todos os vértices do grafo sejam visitados pelo ciclo hamiltoniano do
caixeiro. Um bonus ou prémio é associado aos vértices e um custo (ou distancia entre
vértices) é associado as arestas do problema. O objetivo geral é a otimizagao simultanea
do bonus recolhido no ciclo e dos custos de viagem.

De acordo com [18], podemos definir trés tipos de problemas do PCV com Boénus,
classificados de acordo como os bonus e os custos sao considerados:

1° tipo PCV com Lucros ou Profitable tour problem: foi proposto por [14]. O objetivo é
encontrar uma rota que minimiza os custos de viagem subtraidos os bonus coletados.

2° tipo PCYV Seletivo ou Orienteering Problem: denominado assim por [7]. O objetivo é
encontrar uma rota que maximize a coleta bonus, desde que os custos da rota nao
ultrapassem um valor pré-estabelecido, chamado de ¢,.,. Os custos da rota sao
alocados como restricao do problema. Em alguns casos, ¢.. ¢ 0 tempo maximo
para efetuar o trajeto ({maz)-
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3° tipo PCV com Coleta de Prémios ou Prize-Collecting Traveling Salesman Problem:
foi proposto por [3]. O objetivo é encontrar a rota de menor custo desde que a coleta
do bonus ou prémio nao seja menor do que um valor pré-estabelecido. A coleta de
bonus é considerada restri¢cao do problema. Uma penalidade ¢ atribuida aos vértices
nao visitados. No problema conhecido por Quota TSP, as penalidades tem valor
nulo.

4.4.1 Problema do Caixeiro Viajante com Lucros

Uma formulagao matematica para o PC'V com Lucros também conhecido na literatura
como Profitable tour problem, é apresentada em [15] e a descrevemos a seguir:

Minimizar z = Z Z CijTij — Z Piyi

VieV veV\{v;} VeV
sujeito a

E Tij =Y, v eV
v; €V v;

E mz’j = ij Uj - V
v, EV v
=1

>N a;<|SI-1, ScV

v €S v;ES v,
r;; €{0,1}; Vi,j=1,..N
y; € {0,1}; Vi=1,..N.

Para definir a formulagao do problema Quota TSP, a fungao objetivo é substituida
por:

Minimizar z = E 5 CijTij
VeV VeV \{v;}

e a insercao da restricao

Viev

onde Py, € 0 bonus minimo a ser coletado.

4.4.2 Problema do Caixeiro Viajante Seletivo

Em [27], o PCV Seletivo ou Orienteering Problem é definido da seguinte forma: seja
G = (V,A) um grafo completo e ndo orientado onde V' = {vy,...,v,} é o conjunto de
vértices e A = {(v;,v;) | vi,v; € V)i < j} é o conjunto de arestas. Um prémio nao-
negativo S; é associado a cada vértice v; € V' e o tempo de viagem ¢;; ¢ associado a cada
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aresta (v;,v;). O problema consiste em determinar um circuito hamiltoniano G’ C G
sobre o conjunto V, incluindo a definicdo de um vértice de saida (v;) e um vértice de
chegada (v,), de forma a maximizar o prémio total coletado, nao excedendo o tempo
maximo disponivel t,,4,.

Este problema pode ser de definido como um caminho, no qual o vértice inicial (v;)
difere do vértice final (v,), bem como também pode ser definido como tendo o vértice
final coincidente com o vértice de saida, originando assim um caminho fechado.

Considerando a notacao definida acima, e ainda que a varidvel de decisao x;; = 1
indica que o vértice 7 foi visitado apds o vértice j, e x;; = 0 caso contrario e que a
variavel u; indica a posicao do vértice i no caminho, entao a formulacao matematica para
o Orienteering Problem é definida de acordo com [27], assim:

n—1 n

Maximizar z = E E Sixij

i=2 j=2

sujeito a

n n—1
E T1j = E Tin = 1
j=2 =1

n—1 n

ink = Zxkj <1 Vk=2,..,n-1
i=1 j=2

n—1 n

Z Z tiji; < tmax

i=1 j=2

2<u; <n; Vi=2,...n
w—u;+1<(n—-1)1—-xz;); Vj=2,..,n
Lij € {0, 1}, VZ,j = 1, .n.

4.4.3 Problema do Caixeiro Viajante com Coleta de Prémios (PCVCP)

Para definir a formulacao do Problema do Caizeiro Viajante com Coleta de Prémios
também conhecido como Prize-Collecting Traveling Salesman Problem, proposta em [3],
considere o seguinte: seja G' = (V,A) um grafo completo direcionado, para cada arco
(i,7) de A é dado um custo ¢;;, e para cada vértice i de V, é associada uma penalidade
Pi, & ser paga se o vértice ¢ nao compor a rota. Além disso, para cada vértice i, existe
um prémio w; associado. Os vértices sao numerados de 1 até n =| V' | (] V' | é o nimero
de vértices do grafo G'), sendo o vértice 1, sem perda de generalidade, assumido como
cidade inicial da rota ou depdsito. Para este vértice inicial, temos w; = 0 e p; = oc.

Assumindo que y; seja 1 se o vértice ¢ for incluido na rota e 0 caso contrario, que x é
o vetor de incidéncia associado a rota (ou seja, assume valor 1 caso a aresta (i, ) esteja
na rota, e 0 caso contréario), e que f garante que a diferenca entre o fluxo que chega e que
sai do vértice seja igual a 1, se o vértice for visitado, e 0 caso contrario, e também nao
permite que a quantidade de fluxo entre os vértices ¢ e 7 ultrapasse o nimero de vértices
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possiveis de serem visitados, o Problema do Caixeiro Viajante com Coleta de Prémios é
formulado por [3] assim:

Minimizar z = Z Z CijTij + Zpi(l - Yi) (12)

i€V jeV—{1} eV
sujeito a
jev—{i}

Z Tij = Yj VJ = 1, ., N (14)
eV—-{j}
Z(wi~yi) > Wo (15)
eV
eV jev i€V jev
fiy < (n =1z V(i,j) € A (17)
y; €{0,1}; Vi=1,..n. (19)

A funcao objetivo 12 é composta pelo custo total do deslocamento somado aos custos
de penalidades pagos por nao visitagao de vértices. As restrigoes 13 e 14 sao para garantir
que em todo vértice da rota tenha apenas um arco chegando e um arco saindo. A restricao
15 assegura que o prémio coletado na rota serd maior ou igual ao premio minimo pré-
estabelecido. As restrigbes 16 e 17 garantem que a diferenca de fluxo que chega e que
sai do vértice seja igual a 1 caso o vértice seja visitado, 0 caso contrario e que o fluxo
méximo que pode passar por uma aresta é (n — 1) (nimero maximo de arestas possiveis),
respectivamente. As restrigoes 18 e 19 sao relativas aos limites de valores que podem ser
assumidos pelas variaveis de decisao, variaveis que sao influenciadas pela presencga ou nao
do vértice na rota.

4.4.4 Implementagao do PCV com Coleta de Prémios numa planilha eletrénica

O modelo matematico do PCVCP, formulado em [3], é classificado como um modelo de
Programacao Linear Inteira, uma vez que, tanto a fungao objetivo como as restrigoes sao
equagoes/inequagoes lineares e as varidveis do modelo somente admitem valores inteiros.
A Programacao Linear é uma técnica de otimizacao utilizada para encontrar o étimo
global, seja ele maximo ou minimo, em situacoes nas quais temos diversas alternativas de
escolha sujeitas a algum tipo de restricao ou regulamentacao.

Para a resolucao deste modelo de Programacao Linear Inteira, fez-se uso do suple-
mento Solver do software Microsoft Office Fxcel versio 2007 e da versao demonstragao
de LINGO 15.0 (obtida em [2]), e as etapas para a implementacao de um modelo de
PCVCP em uma planilha eletronica serao mostradas nas figuras a seguir.
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A figura 50 mostra a planilha e as tabelas que foram construidas: uma tabela de
distancias entre cinco cidades do estado de Minas Gerais, uma tabela de bonus ou prémios
associados a cada cidade, uma tabela de penalidades aplicadas no caso da cidade nao par-
ticipar da rota, tabelas referentes as restricoes de fluxo, o bonus minimo pré-estabalecido
e a tabela solucao. Todas as rotas foram iniciadas na cidade de Belo Horizonte.

A B & D E = G H | J K L 1] N o)

PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE COM COLETA DE PREMIOS

1
2

3 DISTANCIAS (km) VALOR MAXIMO y

4 Cidades’ BH P.Minas Joéo Monl Itaina Cons Laf Cidades BH P.Minas Jodo Monl Italina Cons.Laf
5 BH 0 84 118 84 ) BH [ [ [ 0 0
6 P.Minas 24 0 197 30 172 P.Minas ] ] ] ] ]
7 Jodo Monl 118 197 ] 194 198 Jodo Monl 0 0 0 0 0
8 Itadna 24 30 194 0 168 itauna 1 1 1 1 1
E] Cons.Laf 59 172 198 168 0 Cons.Laf 0 0 0 0 0
10

11

12 BONUS ou PREMIO Fluxo y

13 Cidades BH P.Minas Joéo Monl Itaina Cons.Laf Cidades BH P.Minas Jodo Monl Itaina Cons.Laf
14 BH 12 15 20 13 17 BH 0 0 0 0
15 P.Minas 12 18 20 132 7 P.Minas [1] [1] [1] [1] [1]
16 Jodo Monl 12 15 20 13 17 Jodo Monl 0 0 0 0 0
17 Itatina 12 15 20 13 17 itaina 1] 1] 1] 1] 1]
18 Cons.Laf 12 15 20 13 17 Cons.Laf 0 0 0 0 0
19 Bdnus Recolhido 1] Fluxo y 0 0 0 0 0
20

21

22 PENALIDADE

23 Cidades | BH [ P.Minas [ JodoMonl | Itaina | Cons.Laf

24 Penalidade | 30 | 20 | 15 | 5 | 30

25

26

27 SOLUGAO (1:é cidade da rota;0:n&o) Rota i

28 Cidades BH P.Minas Jodo Monl Italina Cons.Laf

29 BH [i] [i] [1] [i] [i] [i]

30 P.Minas 0 0 0 0 0 0

| Jod@o Monl 0 0 0 0 0 0

32 Itatina 0 0 0 0 0 0

33 Cons.Laf 0 0 0 0 0 0

24 Rota ji 0 0 0 0 0

36 Bonus Minimo-
r

35 Fungdoobjetive 100

Figura 50: Tabelas para implementacao do PCVCP no Excel.

A férmula da fung@o objetivo do modelo proposto digitada na célula C38 é :
=SOMARPRODUTO(C5:G9;C29:G33)+SOMARPRODUTO(C24:G24;1 — C34:G34)

Sendo o PCVCP uma variante do PCV, as tabelas referentes as restrigoes de fluxo e a
tabela solucao foram construidas seguindo o modelo de PCV classico, implementado por
este trabalho na subsecao 4.3.2.

A figura 51 mostra os parametros do solver, tais como a fungao objetivo e as restrigoes
do problema.

A figura 52 mostra a melhor rota, partindo de Belo Horizonte, para a coleta de um
bonus minimo pré-estabelecido no valor de 55. A melhor rota tem o custo total 396, que
foi apurado somando as distancias percorridas no trajeto Belo Horizonte-Para de Minas-
Itauna-Conselheiro Lafaiete-Belo Horizonte a penalidade por nao visitar a cidade de Joao
Monlevade.

A validacao do modelo se deu através de varios testes, inclusive para um problema
com 6 cidades, incluindo a cidade de Lavras e paralelamente os calculos foram checados
com a utilizagao da versao demonstracao do software LINGO 15.0. LINGO utiliza uma
linguagem de programacao prépria e trabalha integrado com o Fxcel, utilizando-o como
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[ Pardmetros do Solver h- m

Definir célula de desting: [ Resolver ]
Igual a: T Max @ Min () Valor de: [ Fechar ]
Celulas variaveis:
| eks14:20818 - §C529:865533 5.5 Estimar
Ii Submeter &s restrigbes: [ Opcies ]

SC529:5G533 = binario
£C634 = 1

D834 86534 <=1
SDE34:8G534 ==0
SHE19 »>= SC836
EHE29 =1

Adicionar

| »

Alterar

Redefinir tudao ]

1

e

[ Ajuda ]

Definir célula de destino:

[ Resolver
Igual a: () Max @ Min () Valor de:
Celulas variaveis:

[ Par&metros do Solver _. ﬁﬂ
J
]

[ Fechar

K614 §0518; 6CE29: 6633 Estimar

Submeter s restricdes:

$HE1D == SC536 (4] Adicionar
§HE20 = 1 =
§HE30:6H633 <= 1 r——
SHS30:5H533 ==10 =
SK514: 50818 <= £K55:5089 L |
6.619:90619 = £D$34:6G634 (=

Redefinir tudao ]

LI

[ Ajuda ]

—

Figura 51: Parametros do Solver do Excel para o PCVCP.

base de dados. O dados e parametros de configuracao do LINGO para este modelo de
PCVCP foram obtidos em [8]. Apds a execugao dos célculos, os resultados sao transpor-
tados para as tabelas do Ezcel. As figuras 53 e 54 mostram os parametros de calculo do
LINGO e a tabela do Fzcel com os dados de um problema PCVCP.

Pela natureza combinatorial do problema abordado, observa-se que tal modelo sé
consegue resolver problemas de pequenas dimensoes. Os testes e os dados da tabela 1
apontam para a inviabilidade da modelagem exata do PCVCP a medida que o niimero de
cidades aumenta. Na resolucao de problemas com alto nivel de complexidade, que envolve
um elevado niimero de rotas a serem analisadas, utilizamos os algoritmos heuristicos. De
acordo com [8], os modelos heuristicos, apesar de nao garantirem a otimalidade da solugao
final, tém capacidade de encontrar boas solugoes a um custo computacional razoavel.

H& muitos algoritmos heuristicos desenvolvidos para a solugdo do PCV. Em [18] sao
descritos alguns:
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A B (3 D E F

G H | J K L ) N 0]

PROBLEMA DO CAIXEIRO VIAJANTE COM COLETA DE PREMIOS

1
2
3 DISTANCIAS (km) VALOR MAXIMO y
4 Cidades BH P.Minas Jodio Monl Itatina Cons.Laf Cidades BH P.Minas Joao Monl Itatina Cons.Laf
5 BH 0 84 118 84 99 BH i 4 i i i
6 P.Minas 84 0 197 30 172 P.Minas 0 0 0 4 0
7 Jodo Monl 118 197 0 194 198 Jodo Monl i i i i i
8 Itatina 84 30 194 0 168 Itatina 0 0 0 0 4
9 Cons.Laf 99 172 198 168 0 Cons.Laf 4 i i i [i
10
1
12 BONUS ou PREMIO Fluxo y
13 Cidades BH P.Minas Jodio Monl Itatina Cons.Laf Cidades BH P.Minas Joao Monl Itatina Cons.Laf
14 BH 12 15 20 13 7 BH [i] [i] [i] [i] [i]
15 P.Minas 12 15 20 13 17 P.Minas 1] 1] 1] 1 1]
16 Jodo Monl 12 15 20 13 17 Jodo Monl [i] [i] [i] [i] [i]
17 Itatina 12 15 20 13 17 Itatina 1] 1] 1] 1] 2
18 Cons.Laf 12 15 20 13 17 Cons.Laf 3 [i] [i] [i] [i]
19 Bonus. 57 | Fluxo y 3 ] 0 ] ]
20
21
22 PENALIDADE
23 Cidades BH P.Minas Jodo Monl a Cons.Laf
24 30 20 15 30
25
26
27 SOLUGCAO (1:é cidade da rota;0:néo) Rota &
28 Cidades BH P.Minas Jodo Monl Itadna Cons.Laf
29 BH 1] 1 1] 0 1] 1
30 P.Minas [i] [i] [i] 1 [i] 1
kY] Jo@o Monl 1] 1] 1] 1] 1] 0
32 Itatina [1] [i] [i] [i] 1 1
33 Cons.Laf 1 0 1] 0 [1] 1
24 Rota ji 1 1 [i] 1 1
35
36 Bénus Minimo-
37

r
3 Fungdo Objetivo 396
38
40

Figura 52: Utilizacao do Solver do Excel no calculo da melhor rota entre

bonus pré-estabelecido.

Lingo 15.0 - [Linge Model - PCVCP2]

5 cidades

Fi\a Edit Solver Window Help
Dlsds 4-l@f <

| wler|e| ®lE|BE =

B[ 2w

MODEL:
TITLE PCVCP:
SETS:

@FOR (CIDADES (i) :
@FOR (CIDADES (3) :
@SUM(CIDADES (i) : W(i}*Y¥(i})

@FOR (CIDADES (i) :

@BIN(Y(i)): >

! Reatrigles de el
@FOR (CIDADES (i) | i #NE# 1:
@5SUM (CIDADES (3) @

ade

DRTR

ENDDATR

For Help, press F1

CIDADES/@ole ('pcvep2.xls', 'cidade')/

[FO] MIN = @5UM(MATRIZ (i,3):C(i,3)*X(4i,3))
@SUM(CIDADES () : X(i,3)) =
@SUM(CIDADES (i) : X(i,3)) =

=
@FOR (MATRIZ (i,3) :@BIN(X(i,3))):

F(i,3))

de fluxo de I

@OLE ('pevep2.xls', 'solucan', 'fo')

s

MATRIZ (CIDADES, CIDADES) : X,C,F:
ENDSETS
DRTR:
C = @ole('pevep2.xls', 'custo'):
P = @ole('pevep2.xls', 'penalidade'):
W = @ole('pcvep2.xls', 'premio'):
Wmin = @ole('pcvep2.xls', 'Wmin');
ENDDATR

+ @5UM(CIDADES (i) :P(i)*(1-Y(i))}):

T(i}: y:

Y(3):
Wmin;

y:

de sub-rotas;

~ @SUM(CIDRDES (3):

F(3,.i))

=Y(@) )

ode su] dade

= X, Fo;

Figura 53: Parametros do LINGO para célculo da melhor rota do PCVCP.
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(] Microsoft Excel - pevep? [Modo de Com

A B £ D E F G H |

1 DISTANCIAS

2 Cidades BH P.Minas Jodo Monl Itatna Cons.Laf

3 BH 0 a4 118 84 99

4 P.Minas 84 0 187 30 172

5 Joao Monl 118 197 0 194 198

G Itaiina 84 20 194 0 168

T Cons.Laf 99 172 188 168 0

8

9 Cidades BH P.Minas |Joao Monlev Itatina Cons.Laf Total
10 Bénus 12 15 20 13 17 v
11

12

13 Cidades BH P.Minas |Joao Monlev Itatina Cons.Laf

14 Penalidade 30 20 15 5 30

15

16

17 Solugao

18 Cidades BH P.Minas Joao Monl Itadina Cons.Laf

19 BH 0 0 0 0
20 P.Minas 0 0 0 0
21 Joao Monl 0 0 0
22 Itaiina 0 0 0 0
23 Cons.Laf 0 0 0
24
25 Bénus Minimo
26
27 Fungéo Objetivo
28

Figura 54: Tabela do Excel com dados para calculo da melhor rota do PCVCP pelo
LINGO 15.0.

e Algoritmo de Bellmore & Nemhauser ou heuristica do vizinho mais préximo.

Heuristicas de Insercao, Deslocamentos de Vértices e Insercao de Arestas.

Heuristicas Exchange ou troca simples.

Heuristicas de k-substituicoes.

Heuristica Twice-Around.

Heuristica de Christofides.

e A Técnica de Lin & Kernignan.

A abordagem de técnicas heuristicas escapa dos objetivos deste trabalho que foi de-
senvolvido focado em modelos exatos de resolucao do PCV, aplicdveis no ensino basico
da disciplina Matematica.

Na préxima secao, propomos algumas atividades que podem ser ministradas em turmas
de ensino médio, com o objetivo de abordar e mostrar as aplicagoes praticas dos temas
apresentados neste trabalho.
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5 Propostas de Atividades em Sala de Aula

Com o objetivo de auxiliar os professores de Matematica na abordagem de conceitos e
modelos aqui apresentados, sugerimos algumas atividades que poderao ser utilizadas em
sala de aula.

Inicialmente expomos nosso entendimento de que os modelos aqui apresentados que
foram implementados em planilhas eletronicas podem ser construidos por alunos do ensino
médio, seja para mostrar a aplicabilidade, despertar o interesse pelos temas, como também
para validar respostas de exercicios feitos manualmente. Outra ferramenta muito boa a ser
explorada sao os softwares para construgao de grafos. Encontramos alguns disponiveis na
versao livre ou demonstracao como yFEd Graph Editor, Graphviz, Grafos, além do Geogebra
e Paint, esses dois ultimos com algumas limitagoes em relagao a grafos.

A seguir, apresentamos um exercicio que pode ser proposto para alunos do 2° ou 3°
ano do Ensino Médio, dependendo da sequéncia em que o tema Grafos serd inserido no
planejamento didatico.

5.1 A familia de Pedro mudou-se recentemente para o bairro da Fontinha e ele estd
ansioso por conhecer os novos colegas da escola do bairro. Mas antes ele terd que resolver
um problema: para ir da sua casa a escola, Pedro tem vdrias opgoes de trajeto, passando
por alguns pontos de referéncia do bairro e ele quer saber qual desses caminhos é o mais
curto. No grafo da figura 55, os vértices representam os pontos de referéncia do bairro e
0s arcos, as vias de ligacao entre estes pontos. Nos arcos hd a indicagcao das distancias,
dadas em metros.

Padaria

250 m

Figura 55: Grafo representando as ligacoes entre os pontos de referéncia do bairro da
Fontinha.
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a) Escreva a matriz de adjacéncia de pesos correspondente ao grafo.

Solugao: Na maioria dos planejamentos curriculares, o topico Matrizes é abordado no
2° ano do ensino médio. As entradas de uma matriz de adjacéncia de pesos de um grafo
G guardam informagoes sobre a conectividade dos vértices e os custos (ou distancias)
associados as arestas. . Representando por w;; a distancia, em metros, entre os pontos
de referéncia i e j, a matriz de adjacéncia R do grafo deste exercicio serd construida da
seguinte forma:
. J wi; se 1 estd conectado a j

R(i.j) = { 0  caso contrario.

Antes de escrever a matriz, é conveniente o aluno construir a tabela de distancias
abaixo, que auxilia muito na definicao das entradas. Para simplificar a escrita , os pontos
de referéncia do grafo serdo representados assim: C (Casa), F (Farmécia), G (Gindsio), S
(Sorveteria), P (Padaria), M (Monumento) e E (Escola).

C F G S P M E
0 170 260 O 0 0 0
0
0

170 0 80 300 300 O

260 80 O 0 170 250
0 300 O 0 40 0 240
0 300 170 40 0 40 310
0 0 250 0 40 0 400
0 0 0 240 310 400 O

HZ2" T

Desta forma, a matriz R deste exercicio é apresentada a seguir:

0 170 260 O 0 0 0
170 0 80 300 300 O 0
260 80 0 0 170 250 O
R = 0 300 O 0 40 0 240
0 300 170 40 O 40 310
0 0 250 0 40 0 400
0 0 0 240 310 400 O

b) Calcule o comprimento do caminho mais curto desde a casa de Pedro até a escola,
utilizando o algoritmo de Dijkstra.

Solucgao: Inicialmente o aluno deve rotular os vértices do grafo. O vértice inicial C é
rotulado com as informagoes: vértice inicial e o valor zero, que é a distancia do vértice
inicial a ele mesmo. Os demais vértices sao rotulados com o valor zero para representar o
vértice anterior no caminho e infinito, representando que a distancia entre eles e o vértice
inicial ainda nao foi calculada. A rotulagao inicial do algoritmo é mostrada na figura 56.
A proxima etapa € a busca do caminho mais curto desde C' para chegar aos vértices
F e G. (figura 57). O caminho mais curto para chegar a G ¢ vindo de F' (figura 58).
A préxima busca ocorre com os vértices S, P e M (figura 59). Nesse caso, o caminho
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RES 250 KFES
Q={CF.GSPME} e S={ }

Figura 56: Rotulacao inicial do grafo do exercicio 5.1 pelo algoritmo de Dijkstra.

mais curto para chegar a S, P e M é vindo de P, G e P, respectivamente (figura 60).
A dltima busca ocorre com o vértice final F (figura 61). A figura 62 mostra o resultado
final do algoritmo e o caminho mais curto que Pedro ird percorrer sera Casa-Farmécia-
Ginasio-Padaria-Sorveteria-Escola com distancia total percorrida no valor de 700 metros.

¢) Calcule o comprimento do caminho mais curto desde a casa de Pedro até a escola,
construindo uma planilha eletronica e utilizando o algoritmo de Floyd-Warshall.

Solugao: Seguindo as orientagoes das notas deste trabalho, o aluno deve construir 8
tabelas numa planilha eletronica, sendo a primeira delas, a matriz de adjacéncia dos
pesos obtida a partir da férmula 1 da subsecao 3.1.3. As outras 7 tabelas representam as
matrizes de iteragao do algoritmo e nelas devem ser inseridas as férmulas de recorréncia,
cujo padrao é
ko k=1, k—1 k—1
Wi = mln{wij (wy, + Wi )}

onde wfj ¢ o comprimento do caminho mais curto entre os vértices ¢ e j na k—ésima matriz
de iteracao. Por exemplo, a formula a ser inserida na célula X6 da planilha da figura 63 é

=MINIMO(06;M6+06)

A figura 63 mostra a planilha eletronica com as tabelas, sendo que a matriz da 7*
iteragao apresenta o resultado final do algoritmo.

Apés a conclusao do exercicio, é importante o professor discutir com a turma os
resultados obtidos nos itens 5.1.b e 5.1.c, fazendo comparacoes e mostrando as vantagens
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Q={F,G,S,P,MLE} e 5={C}

Figura 57: 1* iteracao do algoritmo Dijkstra (exercicio 5.1.b).

Q={S,P,M.E} e 5={C.F.G}

Figura 58: 2* iteragao do algoritmo Dijkstra (exercicio 5.1.b).
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[+ 0] o=
Q={5.P,.MLE} e 5={C,F.G}

Figura 59: 3* iteragao do algoritmo Dijkstra (exercicio 5.1.b).

Q={E} e 5={C,F,G,3,P.M}

Figura 60: 4* iteragao do algoritmo Dijkstra (exercicio 5.1.b).
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T =
Q={E} e S={C,F,G,5,P M}

Figura 61: 5* iteragdo do algoritmo Dijkstra (exercicio 5.1.b).

S o= =
Q={ } e S={C.,F.G,5,P.M,E}

Figura 62: Resultado final do algoritmo Dijkstra (exercicio 5.1.b).
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A 8 C D E E G H 1 J K L M N o B Q 3 s T u v W X Y v AA | AB | AC | AD | AE | AF | AG | AH Al Al

1 Algoritmo de Floyd-Warshall

3 MATRIZ DE ADJACENCIA 12 ITERAGAO (k=1) 22 ITERAGAOD (k=2) 32 ITERAGAO (k=3)

o [INICTF|G[S|P|IM|E i~JC|F|G|S|P|M|E i~ C|F|G6|sS|P|ME i~ C|F[G|S|P[ME

5 €| o [170] 260 €| o |170] 260 €| o 170 250 470 470 C | o [170( 250 470 | 420 | 500 |seees
3 F |170| o | 80 [300] 300 F |170| o | 80 [300]300 F |170| o | 80 [300]300 F |170| o [ 80 | 300 250 330w
7 G | 260 20 | 0 |[ssess| 170 250 |sseme G | 260 20 | 0 |[ssems| 170 | 250 |mmm G |250| 20 | o [380| 170 250 e G | 250 20 | o | 380 170 | 250 |uees
8 S [sseee| 300 |semse| 0 | 40 [seess| 290 o e I e I I ) ] S | 270[300|330| 0 | 40 |meses| 240 S |270[300]380| o0 | 40 [630] 240
5 P [#see#{ 300|170 40 | o [ 40 |30 P [#ses¢| 300 | 170 40 [ 0 | 40 | 310 P | 270[300|170]| 20| 0 | 40 |310 P |220[250]|170)| 40| o [ 40 |310
10 M 250 [s##25) 40 | 0 | 200 M 250 [ses6| 20 | 0 | 200 M 250 [sesse| 20 | 0 | 200 M | 500|330 250 | 630| 20 | 0 | 400
11 E 240 | 310|400 | © E 240 310 | 400| © E 240 (310|400 | 0 E 240310400 ©

AK | AL | AM | AN | AO | AP | AQ | AR | AS | AT | AU | AV | AW | AX | AY | AZ BA | BB | BC | BD | BE BF | BG | BH Bl Bl BK BL |BM | BN  BO | BP | BQ | BR | BS BT | BU

1

3 42 ITERAGAO (k=4) 52 [TERAGAO (k=5) 62 ITERAGAD (k=6) 78 ITERAGAD (k=7)

s i~ C|F|G[s|P| M|E i~Jc|F|G6|[s|P|M|E i~Jc|F|lGg|s|P|[M|E i~ c|F|G[s|P|[M|E
5 C 170 | 250 | 470 | 420 | 500 | 710 C (1] 170 | 250 | 460 | 420 | 460 | 700 C (1] 170 | 250 | 460 | 420 | 460 | 700 [ 170 | 250 | 460 | 420 | 460 | 700
13 F 70| © 80 | 300 | 250 | 330 | 540 F 170 o 80 | 290 | 250 | 290 | 530 F 170 [+] 80 | 290 | 250 | 290 | 530 F 170 o 80 | 290 | 250 | 290 | 530
7 G 250 | 80 0 380 | 170 | 250 | 620 G 250 | 80 0 210 | 170 | 210 | 450 G 250 | 80 0 210 | 170 | 210 | 450 G 250 | 80 o 210 | 170 | 210 | 450
8 S 470 | 300 | 380 i) 40 | 630 | 240 & 460 | 290 | 210 0 40 80 | 240 S 460 | 290 | 210 Q 40 80 | 240 S 460 | 290 | 210| © 40 80 | 240
9 P 420| 250 | 170 | 40 0 40 | 280 P 420| 250 | 170 | 40 0 40 | 280 P 420 | 250 | 170 | 40 o 40 | 280 P 420 | 250 | 170 | 40 (1] 40 | 280
10 M | soo | 330 | 250 | &30 | 40 (] 400 M | 250 | 280 | 210 | 20 40 (] 320 M | 250 | 230 | 210 | 20 40 ] 320 M | 250 | 230 | 210 | 20 40 [+] 320
11 E 710 | 540 | 620 | 240 | 280 | 400 0 E 700 | 530 | 450 | 240 | 280 | 320 0 E 700 | 530 | 450 | 240 | 280 | 320 (] E 700 | 530 | 450 | 240 | 280 | 320| O

Figura 63: Tabelas de uma planilha eletronica representando matrizes de iteracao e o
resultado final do exercicio 5.1.c.

e desvantagens da utilizacao de cada algoritmo e da implementacao dos modelos em
planilhas eletronicas.

Apresentamos a seguir, outras sugestoes de atividades, descritas de forma sucinta e
separadas por se¢ao:

Atividades relativas a segao 2: construcgao de grafos utilizando softwares, como forma
de fixar os conceitos bésicos sobre Grafos; construcao de matrizes de adjacéncia ou in-
cidéncia a partir de um grafo dado ou vice-versa.

Atividades relativas a secao 3: atividades relacionadas a encontrar solucoes de ca-
minhos mais curtos em problemas que envolvem o cotidiano dos alunos, utilizando os

algoritmos apresentados, que posteriormente devem ser checadas e validadas através das
planilhas eletronicas.

Atividades relativas a segcao 4: atividades de combinatéria como, por exemplo, a
exploracao das analises de rotas possiveis do PCV e o tempo que um computador despende
para efetuar os calculos. Atividades para encontrar a rota de custo minimo do caixeiro
viajante envolvendo um nimero reduzido de cidades e como na se¢ao anterior, as solugoes
poderao ser checadas e validadas através de planilhas eletronicas.

Outras atividades para a abordagem dos temas aqui propostos podem ser encontradas
em [21], [6] e [18].
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Comentarios finais

Numa breve pesquisa num encontro de professores de Matematica da cidade de Para de
Minas-MG, questionei se os mesmos abordavam o tema Grafos em suas aulas. Nos relatos
constatei que o tema é pouco explorado durante as aulas e que alguns nao conheciam
conceitos basicos relativos a Grafos. O famoso Problema das Pontes de Konigsberg,
por exemplo, nao era conhecido pela maioria deles. Nessa mesma abordagem procurei
encontrar uma justificativa para esse quadro. A auséncia do tema em planejamentos
curriculares e a escassa exploragao por parte dos livros didaticos adotados, apareceram
com frequéncia entre as justificativas apresentadas.

Esse quadro despertou em mim a vontade de dedicar esta dissertacao a explorar um
tema que trouxesse impacto na pratica didatica em sala de aula e que fosse pertinente
ao curriculo de Matematica do ensino basico. Sendo assim, a minha pretensao é que
este material sirva de referéncia na abordagem do tema, principalmente em aulas de
Matemadtica para alunos do ensino médio. O trabalho apresenta conceitos basicos, modelos
de implementagao em planilhas eletronicas e sugestoes de atividades em sala de aula.
Na elaboracao utilizou-se uma linguagem simples e de facil compreensao. A opcao de
implementagao de modelos em planilhas eletronicas justifica-se pelo fato dessas serem
amplamente difundidas, de facil manipulacao e presentes em laboratérios de informatica
de escolas publicas.

A expectativa é que a proposta apresentada aqui cumpra os objetivos de servir de
referéncia para professores de Matematica na abordagem do tema Grafos no ensino basico
e mostrar a relevancia e todo o potencial de utilizacao desse conhecimento.

Por fim, sugerimos outros trabalhos que podem ser desenvolvidos a partir deste, ob-
jetivando ampliar as fontes de referéncia para professores que desejam abordar o tema
Grafos em aulas do ensino médio ou cursos de graduacao:

e aplicacoes em grafos eulerianos e coloracao de grafos,

e estudo mais detalhado de algoritmos heuristicos para resolucao do Problema do
Caixeiro Viajante,

e implementacao de outros modelos de variantes do PCV em planilhas eletronicas.

Em trabalhos futuros, pretende-se desenvolver estudo sobre algoritmos exatos e heuristicos
utilizados na resolucao de problemas de busca e caminhos em grafos.
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