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Resumo: A metodologia de superficie de resposta consiste em uma colecao de técnicas
estatisticas e matematicas que desempenham um papel importante no desenvolvimento, me-
lhoria e otimizacao de processos. A mais extensiva aplicacao da metodologia de superficie
de resposta é na area industrial, particularmente em situagoes em que sao necessarias muitas
variaveis que potencialmente influenciam em alguma medida de desempenho ou na qualidade
caracteristica de um produto ou processo. Um experimento que costumeiramente é utilizado,
conjuntamente com a metodologia de superficie de resposta, é o delineamento composto
central. Este delineamento é muito utilizado devido a sua eficiéncia com relacao do niimero
de tratamentos utilizados. Neste trabalho, pretende-se apresentar a metodologia de superficie
de resposta conjuntamente com o delineamento composto central, com intuito de apresentar
o estudo da obtencao dos pontos criticos da funcao ajustada. Para ilustrar a metodologia,
serd utilizado um exemplo descrito por Montgomery (2013), em que um engenheiro estuda a
produca@o de um processo quimico (Y'), observando-se os fatores tempo de reagao em minutos
(X1) e temperatura de reagao em °F (X3), com dois niveis cada. Para organizar os niveis dos
fatores que compoem os tratamentos, combinacao de todos os niveis dos fatores investigados
que provocam efeito sobre a varidvel resposta, utilizou-se o esquema fatorial 2%, ou seja, a
combinacao de dois fatores com dois niveis cada, num delineamento composto central. O
delineamento composto central é constituido pelas partes cubica, axial e central; através
desse plano de ajuste, determina-se a regiao experimental, na qual foi realizado o estudo dos
pontos criticos, limitada por um lugar geométrico de raio v/2 e centro na origem do sistema
de coordenadas cartesianas. Para os estudo dos pontos criticos da funcao ajustada, denotada
por Y, primeiramente, recorreu-se ao critério da derivada primeira para encontrar os extremos
relativos da funcao; em seguida, utilizou-se o teste da segunda derivada para analisar se o
ponto é de maximo, minimo ou de sela. Verificou-se através da férmula de Taylor a relacao da
matriz das segundas derivadas de f/, matriz Hessiana, com a determinacao dos pontos criticos.
Tanto para o ajuste do modelo, como para o estudo dos pontos criticos, utilizou-se o software
R (R Core Team, 2016). O modelo ajustado aos dados foi Y = 79,93995 + 0,99505X, —
1,37645X7 —0,5152X, —1,00134X2. O estudo da funcdo apontou que a superficie do modelo
é concava com pontos criticos para o tempo de reacao em 87 minutos e para temperatura
em 176,5°F. A andlise dos autovalores, indicaram pontos criticos de maximo, o qual resulta
numa producao maxima em 80,21%.
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1 Introducao

A metodologia da superficie de resposta ¢é utilizada na modelagem e anélise de problemas
nos quais a variavel de resposta de interesse é influenciada por diversas variaveis indepen-
dentes ou fatores e cujo objetivo é otimizar a variavel resposta (Montgomery, 2013).

De modo geral tem-se interesse em avaliar as relagoes existentes entre os principais fatores
que compoem um processo e uma variavel resposta de interesse. Nestas situagoes, tem-se
como objetivo, a partir de uma férmula matematica da funcao, determinar qual é a condigao
de operacao do processo que levard a obtencao de um valor 6timo para a variavel resposta.
A anadlise da superficie de resposta ¢ feita de forma sequencial. Primeiramente tenta-se ajustar
uma funcao de baixa ordem para modelar os dados, se esta for uma boa aproximacao dos
fatores para a variavel resposta, entao tem-se uma funcao linear. Por outro lado, quando uma
modelagem linear nao ¢ eficiente, utiliza-se um modelo de segunda ordem. Uma superficie
de resposta ¢é a figura obtida quando uma variavel resposta é representada graficamente em
funcao de dois ou mais fatores do processo. Os resultados destes processos geralmente sao
obtidos por meio de experimentos.

Um experimento que auxilia em tal determinacao ¢ o denominado delineamento composto
central. Este experimento é constituido por trés partes: fatorial, axial e central. Os pontos
axiais contribuem na estimativa dos termos quadraticos do modelo de 2* ordem; os pontos
centrais, quando repetidos, contribuem tanto na estimativa dos efeitos quadraticos quanto
na estimativa do erro puro; e os pontos fatoriais estao associados aos termos lineares e de
interacao.

Em fungoes de duas ou mais varidveis, ou seja, dois ou mais fatores que provocam efeito
sobre uma resposta, é necessario utilizar o critério da derivada primeira e o teste da segunda
derivada para a obtencao e o estudo dos pontos criticos da funcao ajustada; determinando
se estes sao pontos de maximo, minimo ou sela. A relagdo entre a matriz das segundas
derivadas parciais da funcao com a determinacao dos pontos criticos pode ser verificada
através da férmula de Taylor.

Devido a enorme quantidade de dados gerados em um determinado processo, tornou-se
cada vez mais comum o desenvolvimento de métodos computacionais, pois permitem de forma
automatica o levantamento de detalhes suficientes que auxiliam na definicao das prioridades
e no planejamento direcionado das agoes que visam oportunidades de melhoria. Os pacotes
estatisticos fornecem as fungoes, os graficos e apontam a regiao 6tima, mas nao mostram
como encontrar os pontos criticos da funcao ajustada.

Sendo assim, o objetivo desse trabalho é apresentar o estudo e a forma de encontrar os
pontos criticos da funcao ajustada em um planejamento de experimento usando superficie de
resposta.

2 Material e Método

2.1 Material

Para o ajuste da superficie de resposta, utilizou-se os dados de um experimento apresen-
tado por Montgomery (2013). O experimento em questao foi utilizado por um engenheiro
quimico para investigar as condi¢oes de funcionamento que maximizam a producao de um
determinado processo. Os fatores utilizados para tal fim foram: tempo de reagao em minutos
(X1) e temperatura de reagao em °F (X5). A varidvel resposta (Y) analisada foi a produgao.
O ensaio foi instalado em delineamento composto central, com 2 fatores e dois niveis cada,



cinco pontos centrais e quatro pontos axiais. Os niveis dos pontos fatoriais sao expressos
da seguinte forma: (1,1), (-1,1), (-1,-1), (1,-1), sendo que (1) representa o nivel alto de um
fator e o (-1) representa o nivel baixo do fator. Os pontos centrais sdao representados pelo
par (0,0) e os pontos axiais foram:(0; 1,414), (0; -1,414), (1,414; 0), (-1,414; 0). Na Ta-
bela 1 encontram-se os dados no esquema do delineamento, constando as variaveis originais,
as variaveis codificadas e a variavel resposta. Por simplicidade sera utilizada as variaveis
codificadas.

Tabela 1: Configuracoes do delineamento do composto central para a variavel produgao

Variaveis originais Variaveis codificadas Resposta
(X1) (Xs) (X1) (Xs) Y (rendimento)
80,00 170,00 -1 -1 76,5
80,00 180,00 -1 1 77,0
90,00 170,00 1 -1 78,0
90,00 180,00 1 1 79,5
85,00 175,00 0 0 79,9
85,00 175,00 0 0 80,3
85,00 175,00 0 0 80,0
85,00 175,00 0 0 79,7
85,00 175,00 0 0 79,8
92,07 175,00 1,414 0 78,4
77,93 175,00 -1,414 0 75,6
85,00 182,07 0 1,414 78,5
85,00 167,93 0 -1,414 77,0
2.2 Meétodo

2.2.1 Metodologia de Superficie de Resposta

Segundo Myers & Montgomery (1995) a superficie resposta é uma colegao de técnicas
estatisticas e matematicas tteis para desenvolvimento, melhoramento e otimizacao de pro-
cessos. Esta metodologia é muito adequada na industria, principalmente em situacoes em
que varias variaveis podem influenciar a performance e a qualidade do produto ou processo.

Além de grande aplicabilidade na industria, a metodologia de superficie de resposta tem
sido utilizada em outras areas do conhecimento.

Uma suposicao feita a um produto, processo ou sistema envolve uma variavel resposta
Y, que também é chamada de variavel dependente, e variaveis de entrada X, chamadas de
variaveis independentes (Myers & Montgomery, 1995).

Esta relagao pode ser expressa por:

Y:f(Xl,XQ,...7Xk>+€, (1)

em que € representa o erro aleatorio. Assume-se que o erro aleatério tenha distribuicao normal
com média zero e variancia o.
Aplicando o operador esperanca em Y tem-se que:



E(Y) = E[f(X1, Xa, ., X3) + €] = f(X1, Xa, ., Xi) = 1. 2)

A superficie resposta é representada por:

T]:f(Xl,Xg,...,Xk> (3)

De acordo com Montgomery & Runger (2009), geralmente a relacao funcional entre Y
e X é desconhecida. Desta forma a primeira etapa na metodologia de superficie resposta é
estabelecer uma aproximacgao adequada entre Y e X. De modo geral, utiliza-se um polinémio
de baixo grau em alguma regiao das variaveis independentes. Desta forma, se a resposta for
bem modelada por uma funcao linear das variaveis independentes entao tem-se o modelo de
primeira ordem cuja funcao ¢ dada por:

Y =080+ 51X+ B Xo+ ...+ B Xy + € (4)

em que:

Y. variavel dependente ou resposta;

Bi, comi=1...k, sao parametros, também chamados de coeficientes de regressao;
X;,comi=1...ksao as variaveis independentes.

Nos casos em que ha curvatura no sistema, um modelo polinomial de maior grau devera
ser utilizado. Um modelo de segunda ordem é dado por:

k k k-1 N

Y = BU + E BZXZ + E ﬁszzz + g E BzszX] +€; (5)
=1 i=1 i=1 j=2,
i<j

em que:

Y. variavel dependente ou resposta;

B; com ¢ =1...k sdao parametros, também chamados de coeficientes de regressao;

Bii, com ¢ = 1...k sdo parametros, também chamados de coeficientes de regressao;
Bij,comt=1...k—1ej=2...N sao parametros, também chamados de coeficientes de
regressao;

X;,comi=1...k, sao as variaveis independentes.

Xij,comi=1...k—1ej=2.N, sao as variaveis independentes.

A qualidade nas estimativas depende do método de estimacao utilizado e do plano ex-
perimental adequado. O delineamento experimental mais utilizado para se analisar uma
superficie é o Delineamento Composto Central (DCC).



2.2.2 Esquema fatorial

Segundo Montgomery & Runger (2009) os esquemas fatoriais sdo utilizados quando ha
interesse em se estudar varios fatores. Estes mesmos autores classificam este tipo de plane-
jamento como uma técnica poderosa.

Tal planejamento é eficiente, pois permite a andlise de varios fatores simultaneamente.

Uma forma de expressar este planejamento é o chamado planejamento 2%, ou seja k fatores
com 2 niveis. Os fatores referem-se as variaveis independentes de um experimento que podem
ser controladas pelo pesquisador e os seus niveis sao os valores especificos atribuidos a eles. O
mais simples deles é o 2%, sendo 2 fatores com 2 niveis cada. De acordo com Montgomery &
Runger (2009), os niveis baixos e altos de um fator podem ser representados, respectivamente,
pelos sinais (-) e (). Esta notac@o é chamada de geométrica. As combinagdes dos niveis dos
fatores, sao chamadas de tratamentos, e para o caso em questao, tem-se 4 tratamentos. O
coeficiente utilizado para os sinais é o valor 1. Sendo assim, tem-se as combinagoes: (-1,-1);
(1,-1); (-1,1) e (1,1).

Neste trabalho serd abordado o fatorial 2%, mas outras formas de esquema também séo
possiveis.

2.2.3 Delineamento Composto Central (DCC)

O Delineamento Composto Central (DCC) é um dos mais populares delineamentos para
ajuste de modelos de até segunda ordem (Myers & Montgomery,1995).

O Delineamento Composto Central (DCC) é constituido por trés partes: cibica (fatorial),
axial(«) e central. Em geral, um DCC para k fatores, cujos niveis codificados serdo combi-
nados, é dado pelo conjunto constituido pelos seguintes tratamentos com niveis codificados:
(1,1,...,1); (-1,1,..,1);...5(-1,-1,... -1) referentes a parte fatorial, totalizando 2* combinacoes;
(—,0,...,0); (e, 0, ...,0); (0, —av, ..., 0);...; (0,0, ..., —); (0, 0, ..., &) referentes a parte axial, to-
talizando 2k combinagdes e (0,0,...,0) referente ao ponto central.

No total, sdo 2% + 2k + 1 combinacdes entre os niveis dos k fatores investigados.

Portanto, o Delineamento Composto Central (DCC) para os dois fatores que influenciam
no processo de rendimento do experimento utilizado pelo engenheiro quimico, com niveis
codificados sem repeticio no ponto central, gera nove tratamentos (22 + 2.2 + 1) conforme
apresentado na Tabela 2. Os pontos axiais sao situados nos eixos do sistema de coordenadas
com disténcia +a da origem (+v/2).

Tabela 2: Combinagoes entre os niveis codificados dos fatores X; e Xo.

X (codificado) Xs(codificado) Tratamento

Pontos fatoriais -1 -1 1
1 -1 2

-1 1 3

1 1 4

Pontos axiais - 0 5)
o 0 6
0 - 7

0 « 8

Pontos central 0 0 9




Segundo Myers & Montgomery (1995), sao os pontos axiais que contribuem na estimativa
de termos quadraticos dos modelos de segunda ordem. Os responsaveis, de grande modo, na
estimativa dos efeitos de interacgoes sao os pontos fatoriais, que sao as combinagoes geralmente
utilizadas em ajustes de modelos de primeira ordem com ou sem interacoes duplas entre
os fatores. O ponto central, além de ser responsavel também pela estimativa dos efeitos
quadraticos, possibilita a estimativa do erro puro, quando ele é repetido.

2.2.4 Maximos e Minimos

Segundo Flemming & Gongalves (1992) dada uma fungdo com uma varidvel, tem-se:

Definicao 2.1 Uma funcgao f tem um mdximo relativo em c, se existir um intervalo aberto
I, contendo c, tal que f(c) > f(x) para todo x € TN D(f).

Definicao 2.2 Uma fungao tem um minimo relativo em c, se existir um intervalo aberto I,
contendo ¢, tal que f(c) < f(z) para todo x € I N D(f).

Proposicao 2.1 Suponhamos que f(x) existe para todos os valores de x € (a,b) e que f tem
um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ < b. Se f'(c) existe, entdo f (¢) =0

Proposicao 2.2 Seja f : [a,b] — R wma fun¢do continua, definida em um intervalo fe-
chado [a,b]. Entdo f assume mdzimo e minimo absoluto em |a,b].

Definicao 2.3 Dizemos que f(c) € o mdzimo absoluto da fungio f se ¢ € D(f), e f(c) >
f(z) para todos os valores de x no dominio de f.

Defini¢ao 2.4 Dizemos que f(c) € o minimo absoluto da func¢ao f se ¢ € D(f), e f(c) <
f(z) para todos os valores de x no dominio de f.

De acordo com Leithold (1994), estendendo-se o conceito de fungdes de uma varidvel para
fungoes com duas variaveis, tem-se:

Definicao 2.5 Diz-se que uma funcao de duas varidveis tem um mdzimo relativo em um
ponto (xg,y0) se ha um circulo centrado em (xg,yo), de modo que f(xo,yo0) > f(x,y) para
todos os pontos (x,y) do dominio de f que estao dentro do circulo, e diz-se que f tem um
mazximo absoluto em (xg,y0) se f(xo,y0) > f(x,y) para todos os pontos (z,y) do dominio de

f.

Definicao 2.6 Diz-se que uma funcao de duas varidveis tem um minimo relativo em um
ponto (xg,y0) se hd um circulo centrado em (xg,yo), de modo que f(xo,y0) < f(x,y) para
todos os pontos (x,y) do dominio de f que estao dentro do circulo, e diz-se que f tem um
minimo absoluto em (xo,v0) se f(xo,yo) < f(x,y) para todos os pontos (r,y) do dominio de

f.
2.2.5 Critérios para determinar os extremos de uma fungao

Para fungoes de uma variavel, segundo Flemming & Gongalves (1992), tem-se:

Teorema 2.1 Critério da derivada primeira para determinacao dos extremos de
uma funcao
Seja f uma fungao continua num intervalo fechado [a,b] que possui derivada em todo o ponto



do intervalo (a,b), exceto possivelmente num ponto c.

(i) Se f'(x) > 0 para todo v < ¢ e f'(z) < 0 para todo x > ¢, entao f tem um mdzimo
relativo em c.

(it) Se f'(x) < 0 para todo x < ¢ e f'(x) > 0 para todo x > ¢, entdo [ tem um minimo
relativo em c.

Teorema 2.2 Critério da derivada segunda para determinacao dos extremos de
uma funcao

Sejam [ uma funcao derivdvel num intervalo (a,b) e ¢ um ponto critico de f neste intervalo,
isto €, f'(¢) =0, coma < c<b. Se f admite a derivada f” em (a,b), temos:

(1) Se f"(c) <0, f tem um valor mdzximo relativo em c.

(17) Se f7(c) >0, f tem um valor minimo relativo em c.

Segundo Leithold (1994), para fungdes com duas varidveis tem-se que:

Definicao 2.7 Extremo relativo
Se a funcao continua f com duas varidveis admitir um valor minimo ou mdximo relativo
num ponto (xg, o), diz-se que tal ponto € um extremo relativo de f.

Para que isso ocorra, se existirem — f(xg, e — f(@o, deve-se ter — f(xo, =0e
q (%f( 0-Yo) ayf( 0+ Yo) 8xf( 0- Yo)
0
a—f(:vo,yo) = 0. O ponto (xg,y,) também é chamado de ponto critico de f.

Y

Teorema 2.3 Teorema do valor extremo para funcgoes de duas varidveis

Seja R uma regiao fechada mno plano zy, e seja f uma fungao de duas varidveis continua
em R. Entao, existe pelo menos um ponto em R onde [ tem valor maximo absoluto, e pelo
menos um ponto em R onde f tem um valor minimo absoluto.

Teorema 2.4 Teste da segunda derivada
Seja f uma funcao de duas varidveis, tal que f e suas derivadas primeira e sequnda sejam
continuas em algum disco aberto B((xo,vo);7). Suponha além disso, que f.(xo,y0) = 0 e

fy(xo,90) = 0. Seja
D= fa:x(x(byo)fyy(xo?yo) - fﬂ?y(mo’yo)

(i) f tem um valor minimo relativo em (xo,y0) s€ foa(T0,Y0)-fyy(To, Y0) — foy (X0, %0) > 0 €
Jfaa(@0,90) > 0 (ou fyy(x0,50) > 0))

(i1) f tem um valor mdzimo relativo em (xo,Yo) e fuz(To,Y0)- fyy(T0, Yo) — fgy(:to,yo) >0e
fro(@0,90) <0 (0w fyy(zo,y0) <0))

(i13) f tem um ponto de sela em (xo,Yo) Se frz(To,Yo)- fyy(To, Yo) — fgy(:r;o,yo) <0

(iiii) Nenhuma conclusio pode ser tirada se foo(o,Yo)- fyy (0, Y0) — f2, (0, y0) = 0

Observa-se que D é o determinante da matriz das derivadas de f, no ponto (xg, 3o)-

o fmm fxy
D=1 1

Se f for uma funcao que satisfaz o Teorema 2.4 e se ambas f,(z,y) e f,(z,y) existirem em
todos os pontos de R, entao os extremos de f ocorrerdo num ponto (o, yo), onde f,(zo, yo) = 0
e fy(%o,y0) = 0 ou num ponto de fronteira de R.




2.2.6 Concavidade e Pontos de Inflexao

Flemming & Gongalves (1992), descrevem que para a anélise da concavidade e o estudo
do ponto de inflexao tem-se que

Defini¢ao 2.8 Uma fungdo [ € dita concava para cima no intervalo (a,b), se f'(x) € cres-
cente neste intervalo.

Definigao 2.9 Uma fungdo f € dita concava para baizo no intervalo (a,b), se f'(x) for
decrescente neste intervalo.

Para reconhecer os intervalos onde uma curva tem concavidade voltada para cima ou para
baixo basta analisar o sinal da derivada f”(z).

Proposicao 2.3 Seja f uma fungdo continua no intervalo |a,b] e derivdvel até a sequnda
ordem no intervalo(a,b):

(1) Se f’(x) > 0 para todo x € (a,b), entao f é concava para cima em (a,b).

(i1) Se f7(x) < 0 para todo x € (a,b), entdo f é concava para baixo em (a,b).

Podem existir pontos no grafico de uma fun¢ao nos quais a concavidade muda de sentido.
Esses pontos sao chamados pontos de inflexao.

Definigao 2.10 Um ponto P(c, f(c)) do grdfico de uma fungdo continua f € chamado de
ponto de inflexao, se existe um intervalo (a,b) contendo ¢, tal que uma das sequintes situagoes
ocorram:

(1) f é concava para cima em (a,c) e concava para baizo em (c,b).

(17) f é concava para baizo em (a,c) e concava para cima em (c,b).

Leithold (1994), descreve que em fungoes de uma tunica varidvel, a derivada é nula para
qualquer candidato a maximo ou minimo, seja porque a fungao para de crescer ou porque
inicia sua ascensao. Para funcgoes de varias variaveis, garante-se a ocorréncia de pontos
criticos somente por meio dos pontos em que todas as derivadas parciais sejam nulas.

Se a funcao é de n varidveis precisa-se considerar valores proximos da funcao em n di-
mensoes.

(7) Ponto de méximo: em um pequeno intervalo n-dimensional ao redor do ponto, todos os
valores da funcao sao menores ou iguais a ele;

(77) Ponto de minimo: em um pequeno intervalo n-dimensional ao redor do ponto, todos os
valores da funcao sao maiores ou iguais a ele;

(i74) Ponto de sela: Ocorre em gréficos tridimensionais de fungoes de duas varidveis. Tal ponto
representa um maximo em uma dimensao e um minimo em alguma outra, ou representa um
ponto de inflexao em uma ou varias dimensoes.

O estudo do ponto critico da fungao, neste artigo, sera feito baseando-se nas segundas
derivadas da funcao e utilizando o conceito de autovalores e autovetores.

2.2.7 Foérmula de Taylor

De acordo com Flemming & Gongalves(1992) a férmula de Taylor consiste num método
de aproximacao de uma fun¢ao por um polinémio, com um erro possivel de ser estimado.

Definicao 2.11 Formula de Taylor
Seja f: I — R uma funcao que admite derivadas até ordem n num ponto ¢ do intervalo
I. O polinomio de Taylor de ordem n de f no ponto ¢, que denotamos por P,(x), € dado por



P.(z) = f(c)+ f'(c)(x — ¢) + %('C)(x —c)? 4.+ fnT('c)(x — o)

Dado um polinémio de Taylor de grau n de uma funcdo f(z), denota-se por R,(z) a
diferenga entre f(z) e P,(z), isto é, R,(z) = f(x) — P,(x).
Logo, f(x) = Pu(x) + Ra().

/()
2!

(x—c)2+...—|—fnT(!C)(x—c)"+Rn(:v) (6)

f(@) = fle)+ )z =)+

Proposicao 2.4 Formula de Taylor

Seja f : [a,b] — R uma fungdo definida num intervalo [a,b]. Suponha que as derivadas
I f7, . [ existam e sejam continuas em [a,b] e que f™ exista em (a,b). Seja ¢ um ponto
qualquer fixado em |a,b]. Entao, para cada x € [a,b], x # ¢, existe um ponto z entre ¢ e x tal

e () = £(0) + 1) = o) + L1 "(0)

N o ey LB e

(n+1)!

Seja f(x,y), para o caso de uma funcdo de duas varidveis. A férmula de Taylor nos
fornece:

(x—c)*+..+

9f(xo, %) 9 f(x0,y0) + 1 0* f (0, Yo)

_ 2
flz,y) = f(xo,y0) + Dz B + Ay o 2[ 502 (Ax)* +
(7)
a2]‘1(9007 yo) 82f($07 yo) 2

em que R é o resto (erro) da aproximagao. Tal formula permite relacionar a matriz Hessiana
(matriz das segundas derivadas da fun¢ao) com determinagao dos pontos criticos. Dado

02f(:r0, Yo) 2 6)2f($0, Yo) 52f($07 Yo) 2
Obtém-se uma expressao para os termos quadraticos:
QAz, Ay) = a(Ax)? + 20 A w Dy + o(Dy)? = f(z,y) — (w0, 10)- (8)

Para os pontos criticos, onde a primeira derivada é nula, pode-se escrever a expressao na
forma matricial:

Q(ba,by) = [ ba Ay}[z bHﬁﬂ

C

Logo, tem-se a matriz Hessiana

o v
a b | _| 022 0z0y
b || 9 T

oxdy  0y?

De acordo com Leithold (1994), pode-se relacionar a matriz Hessiana com uma conica
em um plano; sendo possivel diagonaliza-la usando o processo idéntico ao da rotacao de uma
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conica. Ao desenhar as curvas de nivel da funcao, pode-se perceber outra semelhanca entre
a forma da matriz e a caracteristica do ponto critico: quando o ponto é de sela, geralmente
obtém-se hipérboles; quando é de maximo ou minimo, costuma-se ter elipses ou circulos.
Uma das propriedades das hipérboles é apresentar autovalores de sinais contrarios em sua
matriz de termos quadraticos, enquanto que as elipses possuem autovalores de sinais iguais.

Logo, a analise do ponto critico esté relacionada com os sinais dos autovalores da matriz
Hessiana. Se os sinais dos autovalores sao todos positivos, o ponto em questao é ponto de
minimo; se entre os sinais dos autovalores ao menos um for positivo e um for negativo, o
ponto é de sela; sendo todos os sinais dos autovalores negativos, o ponto é de maximo.

Segundo Leithold (1994), para fungoes de duas varidveis pode-se determinar as mesmas
caracteristicas observando o sinal do primeiro elemento da matriz Hessiana e seu determi-
nante. Caso o determinante seja negativo, o ponto em questao é um ponto de sela; se o
determinante é positivo, deve-se analisar o sinal do primeiro elemento da matriz Hessiana:
sendo positivo, o ponto é de minimo; caso contrario o ponto é de maximo. Nao obtém-se
nenhuma informagao caso o determinante seja zero.

2.2.8 Autovalores e Autovetores

Segundo Boldrini (1986) considerando uma transformacao especial T': V. — W.

T(v) =M 9)

em que A é o autovalor (escalar) e v é autovetor (se v > 0). Como toda transformagao linear
pode ser escrita pela multiplicacao de uma matriz por um vetor entao:

T(v) = Av (10)

Igualando-se as Equagoes (9) e (10) tem-se:
Av = X v ou Av - XA v= 0 que resulta no sistema homogéneo:

(A= A)v=0 (11)

em que A é uma matriz (n x n), v = 0 é sempre solugao (trivial).

Os vetores v > 0 para os quais existe um A que resolve a Equagao (11) sdo chamados
de autovetores da matriz A e os valores de A, que conjuntamente com v resolvem a equagao
sao chamados de autovalores da matriz A associados aos respectivos autovetores. Para que
a Equagao (11) tenha solucao além da trivial é necessério que o determinante da matriz dos
coeficientes seja zero, ou seja,

det(A— \I) =0 (12)

o que resulta em um polinomio de grau n em A, conhecido como polinomio caracteristico.
As raizes do polinémio caracteristico sao os autovalores da matriz A. Para se encontrar os
autovetores basta substituir o valor do autovalor na equacao original e encontrar o autove-
tor. O autovalor sera, entao, associado ao autovetor encontrado. Na verdade, o autovetor
encontrado forma uma base para o espago de solu¢do da Equagao (11), dado o respectivo
autovalor. Logo, qualquer multiplo do autovetor também é um autovetor. Portanto, sendo
A a matriz canonica que representa um operador linear T, temos:

(1) autovalores A de T ou de A: s@o as raizes da equacao

det(A -\ 1) =0,
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(17) autovetores v de T ou de A: para cada A, sdo as solugoes da equagao
Av =X vou(A-AXIv=0.

2.2.9 Localizacao do ponto estacionario

Suponha que o interesse seja encontrar os niveis x, s, ..., T, que maximizam a res-
posta estimada. Segundo Montgomery (2013), este ponto, se existir, serd dado pelo conjunto
x1, T, ..., T para o qual as derivadas parciais sao iguais a zero.

oy oy oY
8x1 n 8x2 T al‘k n
Este ponto é chamado de ponto estacionario e pode representar um ponto de maximo, de
minimo ou um ponto de sela. Generalizando o modelo de segunda ordem, para encontrar o
ponto estacionario, em notacao matricial, temos:

0 (13)

Y = B+ 2'b+ 2'Bx (14)
em que
T 5:1 B 512/2 ﬁ:lk/Q
r = 37.2 b= 6'2 e B— B2z ﬁz;?/Q |
g f e

em que b é um vetor (k x 1) dos coeficientes de regressao da primeira ordem e B é uma matriz
simétrica (k X k) em que na diagonal tem-se os coeficientes de regressao de segunda ordem e
fora da diagonal os coeficientes de interacao.
As derivadas parciais dos valores estimados da resposta Y em relagao aos elementos do

vetor z igualadas a zero sao dadas por:

oY

a—x—b+2Ba:—0. (15)
O ponto estaciondrio é solugdo da equacao (15), ou seja,

1

Ty = —53*15. (16)

O valor estimado da variavel resposta no ponto estacionario é:
~ ~ 1 .

2.2.10 Caracterizando a superficie de resposta

Segundo Montgomery (2013), uma vez encontrado o ponto estaciondrio, é necessério ca-
racterizar a superficie de resposta, ou seja, determinar se o ponto estacionario é um ponto
de maximo, de minimo ou de sela.

Para um modelo ajustado com poucas varidveis, pode-se examinar o grafico de contorno,
caso contrario, faz-se uma andlise canonica. De acordo com Montgomery (2013), considera-se
uma translacao da superficie de resposta da origem para o ponto estaciondrio x, e, entao,
rotacionam-se os eixos desse sistema até que eles fiquem paralelos aos eixos principais da
superficie de resposta ajustada, como mostra a Figura 1.
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W

] > -
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X118 1

Figura 1: Forma candnica para o modelo de segunda ordem.
Fonte: Montgomery (2013)

A forma canonica do modelo estd representada pela equacao:
Y =Y, + Aw? + Aw? + .+ Nl (18)

onde \; sdo constantes (autovalores ou raizes caracteristicas da matriz B) e w; sdo as variaveis
independentes transformadas. Assim, pode-se concluir que:

i. Se todos os valores de (\;) sdo positivos, entao xs é um ponto de resposta minima;

ii. Se todos os valores de ()\;) sdo negativos, entdo x, é um ponto de resposta maxima;

iii. Se os valores de ();) tem sinais positivos e negativos, entao x5 é um ponto de sela.

3 Resultados

Inicialmente foi feita uma andlise para verificar a relevancia dos fatores, variaveis, utiliza-
dos no experimento. O estudo da importancia desses fatores foi feito por meio da anélise de
variancia, que consiste em decompor os graus de liberdade e a variabilidade total de um expe-
rimento em partes conhecidas e independentes e uma porg¢ao residual de origem desconhecida
e de natureza aleatéria (Kronca & Banzatto, 2006).

Os resultados da andlise de variancia para o experimento composto central sao apresen-
tados apresentado na Tabela 3. A variavel tempo de reacao é representada por X, a variavel
temperatura € representada por Xs. Verifica-se a significancia de uma fonte de variagao,
analisando-se o valor-p. Se o valor-p for < 0,05, considera-se a fonte de variacao relevante.
Foram consideradas nesta andlise as varidveis simples, seus termos quadraticos e a interagao
entre os fatores, representados por X : Xs.

Considerando-se os resultados da Tabela 3, conclui-se que todos os fatores foram signifi-
cantes, ou seja, valor-p < 0,05, exceto para a interagao entre os fatores.



13

Tabela 3: Anadlise de variancia de dados referentes a producao no delineamento composto

central

Fonte de variagao Graus de liberdade Soma de quadrados Quadrado médio F valor-p
X, 1 7,9198 7,9198 111,6873  0,0000
X 1 92,1232 92,1232 29,9413 0,0000
X12 1 10,9816 10,9816 154,8663  0,0000
X2 1 6,9721 6,9721 98,3225  0,0000
XX, 1 0,2500 0,2500 3,5256 0,1025
Residuo 7 0,4964 0,0709

Na Tabela 4 sao apresentados os coeficientes do modelo de regressao multipla. Verifica-se
por meio do valor-p que exceto para a interagao entre os fatores, todos os demais fatores sao
significativos. Sendo assim, verifica-se que um modelo de segunda ordem é adequado, pois o
termo quadratico é significativo.

Tabela 4: Estimativa dos parametros do modelo de segunda ordem

FV Estimativas Erro padrao T valor-p
Intercepto  79,93995 0,11909 671,264  0,00000
X1 0,99505 0,09415 10,568  0,00001
X 0,51520 0,09415 5,472 0,00093
X? -1,37645 0,10098 -13,630  0,00000
X -1,00134 0,10098 -9,916  0,00002
X1:Xo 0,25000 0,13315 1,878 0,102519

Considerando-se os resultados da Tabela 4, tem-se o modelo de segunda ordem, represen-
tado por meio da Equagao (19).

¥ =179,93995 + 0,99505X; — 1,37645X> — 0,5152X, — 1,00134.X2

(19)

As Figuras 2 e 3 representam a superficie de resposta e o grafico de contorno, respecti-
vamente, para a resposta (producao) em funcao da temperatura e do tempo. Percebe-se por
estas figuras que a resposta (produgao) tem valor de méaximo.

opualWIpUSY

Figura 2: Superficie de resposta do modelo de segunda ordem
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Figura 3: Gréfico de contorno do modelo de segunda ordem

Observa-se que o ponto 6timo esta proximo de 0,4 para o tempo e 0, 3 para a temperatura
considerando as variaveis codificadas e que a resposta neste ponto é um ponto de maximo.
Quando transformadas, as variaveis codificadas para variaveis originais, esses valores estarao
proximos de 175°F e 85 minutos. Utilizando a solucao geral apresentada, tem-se:

1
= —-Bp,
v 2

Primeiramente, define-se o vetor b, formado pelos coeficientes de 1 e x5

0,5152

A matriz B é a matriz dos coeficientes quadraticos na diagonal principal e na diagonal
secundaria o coeficiente da interacao dividido por 2.

- [0,99505}

B_ —1,37645 0,12500
| 0,12500 —1,00134

O ponto estacionario é dado por:

1
Ty =—=B"'b
2

1 { —0,73972 —0,09234 } { 0, 99505 }

Ts =75 Z0,09234 —1,01018 | | 0,51520

Ts

1 0,3892304 | — Xy,
| 0,3058466 | — Xo 4

As analises foram feitas considerando-se as varidveis codificadas. Sendo assim, faz-se
necessario transformar a varidvel. As férmulas utilizadas para transformar as variaveis sao
representadas por x; s e 2. O ponto estaciondrio em termos das varidveis naturais, ¢ dado
por:

&8 Xy = € — 175
5 5

Xl,s

Logo:
& — 85

0,3992304 =
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& =87

£ — 175

0, 3058466 = 5

£ 2 176, 5

O valor estimado da producao no ponto estacionario obtido por meio da seguinte solucao:
N 1 '
Y = ﬂo + 5?[786

: 1
Y =179,93995 + 5 [ 0,3892304 0,3038466 | { 0,99505 }

0,51520
Y 280,21

Com o objetivo de caracterizar a superficie resposta, ou seja, determinar se o ponto es-
tacionario é um ponto de resposta maxima, minima ou de sela vamos expressar o modelo
ajustado na forma candnica, considerando a equacdo (19). Para tal transformacdo é ne-
cessario, em primeiro lugar, determinar os autovalores A\ e As.

Os autovalores A1 e Ay s@o as raizes do determinante da equagao:

|IB—M|=0
—1,37645 0,12500 | NERLATE
0,12500 —1,00134 0 11|
A2 4 2.37779\ + 1, 3626639 = 0

Sendo assim, tem-se que

A\ = —0,9635
Ny = —1,4143

A forma candnica do modelo ajustado fica:

Y = 80,21 — 0,9635w? — 1,4143w?2

Dado que as raizes \; e Ay sao negativas, conclui-se entao que x5 ¢ um ponto de maximo.

4 Conclusoes

Como existem apenas duas variaveis que influenciam no processo, os graficos de superficie
de resposta, ao serem visualizados e comparados, possibilitam facilmente uma analise quanto
a producao maxima e a regiao que contém o 6timo. No grafico de contorno, cada curva
corresponde a uma particular altura da superficie de resposta, levando a concluir que em
cada contorno a resposta estimada é constante e sendo assim podemos localizar o 6timo com
precisao razoavel.

Através de uma solugdo matematica geral pode-se localizar os pontos criticos para o
tempo de reacao em 87 minutos, para temperatura em 176,5°F e encontrar o valor estimado
da producao no ponto estacionério de 80,21%. Uma vez determinado o ponto estaciondrio,
caracterizou-se a superficie de resposta nas imediagoes desse ponto, transformando o modelo
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em um novo sistema de coordenadas cartesianas Y = 80,21 — 0,9635w? — 1,4143w? com
origem no ponto estaciondrio & = 87 e & = 176, 5 ; sendo -0,9635 e -1,4143 respectivamente
os autovalores de A; e \y. A anélise dos autovalores indicaram pontos criticos de maximo o
que resulta numa producao méxima em 80,21%.
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