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Resumo

Este trabalho tem como objeto de estudo um dos mais importantes e belos Teoremas
matematicos: o Teorema de Pitagoras. Inicialmente, veremos um levantamento histérico
sobre Pitagoras e de alguns fatos que remetem ao Teorema estudado. Na sequéncia, dentre
as numerosas demonstragoes que encontramos na literatura, apresentamos, em detalhes,
13 lindas formas de provar-se a veracidade do Teorema, além de uma que trata de sua
reciproca. Algumas aplicacoes e também da geragao de ternos pitagéricos, ou seja, triplas
de nimeros naturais que caracterizam os trés lados de triangulos retangulos. Ainda vere-
mos que a geometria Euclidiana nao explica tudo o que ocorre a nossa volta, prova disso
¢ o estudo da geometria esférica, onde também temos o triangulo reto. Por fim veremos
0 quao pouco ele é requisitado nas provas do Enem por meio de uma andlise de todas as

avaliagoes ja aplicadas.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras, Geometria Esférica, Enem.



Abstract

This article aims to study one of the most important and beautiful mathematical
Theorems: The Pythagorean Theorem. Initially, we will look at a historical background
about Pythagoras and some facts that leads to the studied Theorem. Next, among the
numerous demonstrations that is found in literature, we will present in detail, 13 elegant
ways to prove the veracity of the Theorem, and a further one that covers its reciprocal.
Some applications and also generations of Pythagorean triples - that is to say, triple of
natural numbers that characterize the three sides of right triangle. We will notice that
Euclidean geometry does not explain everything that occurs in our surroundings yet, the
proof is the study of spherical geometry, where we also find the right triangle. Finally,
we will see how little the Pythagorean Theorem is required in the Enem tests through an

analysis of all tests already applied.

Keywords: Pythagorean Theorem, Spherical geometry, Enem.
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e AB : segmento ligando os pontos A e B;
e AB : comprimento do segmento AB;
e 1 : existe;

e = : implica;

® < : se, e somente se;

e < : menor ou igual que;

e < : menor que;

e > : maior ou igual que;

e > : maior que;

e C : pertence;

e = igual a;

o # : diferente de;

e = : valor aproximado;

e {} : notagao de conjunto;

e A : triangulo;
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e A: angulo A;
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: indica o final de uma demonstragao.



Introducao

Conjectura-se que Pitagoras tenha nascido por volta 570 a.C na ilha Jonia de Samos-
Grécia, mudando-se posteriormente para Crotona, Italia, onde fundou a escola ou Irman-
dade Pitagdérica, que atraia um publico variado, politicamente ativo e preocupado em
organizar uma sociedade baseada em principios filoséficos e com boas condutas morais.
Juravam sigilo, ainda assim, sabe-se de alguns estudos oriundos dessa escola, dentre eles
os numeros amigaveis e os nimeros perfeitos, mas nada é tao significativo quanto a de-
monstracao do Teorema de Pitagoras, cujo enunciado é: Em qualquer triangulo retangulo
o quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

Apos os pitagéricos, uma variedade de demonstracoes do Teorema pode ser encontrada,
em 1940, o professor de Matematica em Cleveland, Ohio (Estados Unidos), Elisha Scott
Loomis publicou a A proposi¢dao pitagdrica, com 370 provas, [29]. Dentre estas destacamos
as seguintes: a possivel prova feita por Pitagoras por comparagao de areas sem usar uma
palavra sequer; a de Euclides, onde utilizou congruéncia de triangulos; a de Leonardo da
Vinci feita por equivaléncia de areas, a de Bhaskara Akaria que nao ofereceu qualquer
explicacao além de uma figura e da palavra de significado “contemple”; a de Thabit
ibn-Qurra, sem palavras, envolvendo rotacao de figuras; a de James Abram Garfield
utilizando-se do conceito de comparacao de areas por meio de figuras planas distintas;
uma via circulos, utilizando a teoria de poténcia de ponto; trés demonstracoes utilizando
semelhanca de triangulos; a de W. Rupert, que utilizou o conceito e o Teorema das cordas;
uma por meio da drea do retangulo; além de sua generalizacao e sua reciproca.

Em matematica talvez nenhuma outra relacdo geométrica seja tao utilizada como
o Teorema de Pitagoras. E possivel utilizar o Teorema em todos os poligonos; para
demonstrar a lei dos cossenos; o caminho minimo entre dois pontos passando por uma
reta; a fim de determinar a relagao entre as arestas e a diagonal de um paralelepipedo
retangulo; para compreender as Lunulas de Hipdcrates, além de possibilitar uma forma
de verificar a relacao entre as areas das faces de um triedro trirretangular.

Os valores que compoem os lados de um triangulo retangulo sao denominados ternos
ou trios pitagoricos. E facil notar que o triangulo de lados 3,4 e 5 é retangulo, mas voce
sabia que o triangulo de lados 13.500, 12.709 e 18.541 ¢é retangulo?

Um terno pitagérico (z,y, z) é chamado primitivo, quando z é a hipotenusa e os catetos
x e y sao primos entre si, assim, (3,4,5) é um terno pitagérico primitivo, consequente-

mente, qualquer conjunto da forma (3k, 4k, 5k) com k inteiro e maior que 1 é também um
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terno Pitagérico, mas nao primitivo.

Euclides elaborou uma das mais conhecidas formas de determinar trios primitivos, onde
o conjunto de todas as solugoes inteiras para a equagao a®+b? = ¢ é (u®—v?, 2uv, u*+v?),
u,v € Z*. Caso u e v sejam ambos pares ou ambos {mpares, encontraremos um terno
pitagérico nao primitivo e se u e v sao escolhidos primos entre si, nao ambos impares,
teremos um terno pitagérico primitivo.

A geometria euclidiana nao explica tudo o que ocorre ao nosso redor. Por exemplo:
se a menor distancia entre dois pontos é um segmento de reta, entao devemos cavar
um tunel para nos deslocarmos entre as cidades de Campo Grande/MS e Brasilia/DF?
Para responder perguntas como estas vamos estudar a geometria esférica aplicada ao
globo terrestre, para isso veremos elementos esféricos como centro, raio, superficie esférica,
corda, secao plana e circunferéncia maxima.

Embora nosso planeta nao seja precisamente uma esfera, estudaremos os elementos
geométricos como se o fosse, assim serd necessario o conhecimento de polos, eixo polar,
equador, meridianos e paralelos, bem como latitude, longitude. Veremos a trigonometria
aplicada a esfera, onde estudaremos angulos e triangulos esféricos, a lei dos cossenos
aplicada a qualquer triangulo e por fim aplicada ao triangulo reto, ou seja, a aplicacao do
Teorema de Pitdgoras em geometria esférica.

Para incentivar o estudo da geometria esférica aplicada ao globo terrestre, apresenta-se
uma atividade de contrugao de um triangulo esférico, onde o aluno pode visualizar como
se da a localizagao de um ponto qualquer sobre o globo terrestre e através da lei dos
cossenos calcular distancias entre pontos.

Veremos que ja no inicio do ensino fundamental o aluno aprende o que é um triangulo
retangulo e no 9° ano estuda o Teorema de Pitagoras e as relagoes métricas no triangulo
retangulo, continuando a estuda-los até o final do ensino médio; e que o ENEM ¢é uma
prova com vasta utilizacao como ferramenta para avaliar o aprendizado, além de funcionar
como forma de acesso em universidades publicas, privadas e a bolsas de intercambio
além de servir como certificagao de conclusao do ensino médio. Por fim, analizaremos a
incidéncia do Teorema de Pitagoras nestas avaliacoes através de uma andlise das provas

do ENEM desde a primeira edigao em 1998 até a ultima aplicada em 2015.
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Capitulo 1
Levantamento Historico

Conjectura-se que o matematico Pitdgoras nasceu, por volta 570 a.C., na ilha Jonia
de Samos, Grécia. Local este que possui drea de 468 km? e situa-se préximo a regido de
Anatélia, a 50 km da cidade onde vivia o matematico Tales de Mileto.

Esta regiao estava, em meados do século VI a.C., vivendo um periodo de grande
turbuléncia politica. Percebendo tal clima de inseguranca e nao simpatizando com o
governante, Pitagoras deixou-a e, apds passar pelo Egito, mudou-se para a cidade de

Crotona, ao sul da Italia onde por volta de 540 a.C. fundou a escola ou Irmandade
Pitagorica.

: v\ istropolis Quersa
ia
5 . y PONTO E
Arauris. \ =N Calatis 7 S
| : X Vie Kyimo',k |
jalia. @
Pyra? ' ¢
1 . Partenape Ega[gi?rwwrwo ¢ Heracleia (G
Sumasy B in - bl
]'v‘iymi‘. METAPONTO o Olinto, L-Calcedinia /1
schie b AR AN TRETOE i
Poseidonia- ¥ - .—:1’_ s o, ."'7‘1 Cizico 3
Eleie il ORI N Tagos A3 o
: \ Célcis s _ Focéia
Panorma. &y ~“WCROTONA i i I/Erétna _Clazomenas
. Mowe el Himera Leocadis-Mees ‘ 0L f
4 § 20Cadta hnegafe
artago % Q‘.'f ~ Régio e
"_ i —®naxos corme. .
Fs P L. Megara H - 4 )
A Ge Y Espartd
yHadrumete stracusa Ll ot B

Figura 1.1: Cidade de Samos e Crotona.

A Irmandade Pitagdrica atraia um publico diversificado e atingia todos os membros
da sociedade, inclusive mulheres, bastando a seus participantes determinagao e vontade
de viver em prol do conhecimento e da purificagao do espirito.

Os membros da escola Pitagdrica eram politicamente ativos e destacavam-se pela pre-
ocupacao em organizar uma sociedade baseada em principios filosoficos e com boas con-
dutas morais. Possuiam um rigoroso cédigo de conduta, onde juravam nao revelar suas

descobertas a ninguém. Fato este, que torna complicado encontrar fontes sélidas sobre
Pitagoras e sua escola.
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Sabe-se que a Irmandade Pitagérica tinha o pentagrama como simbolo, figura esta

conhecida como a proporcao divina ou aurea.

Figura 1.2: Pentagrama.

Os estudos matematicos oriundos dessa escola foram de altissima qualidade, dentre eles
estao os nimeros amigaveis (dois nimeros onde cada um deles é igual a soma dos divisores
préprios do outro. Exemplo: 220 e 284) e os ntiimeros perfeitos (onde o nimero é igual a
soma de seus divisores préprios), mas nada é tao significativo quanto a demonstragao do

que hoje conhecemos por Teorema de Pitagoras.

1.1 O tridngulo retangulo antes de Pitagoras

H& provas que os babilonios ja conheciam o Teorema de Pitagoras. Uma delas, é o
tablete chamado Plimpton 322, pertencente a colecao G.A. Plimpton da Universidade de
Columbia, USA. Tal tablete apresenta uma relacao de 15 linhas de numéros inteiros tais
que um ¢ hipotenusa e o outro o cateto de um mesmo triangulo retangulo.

Esta tabula fora escrita entre 1900 e 1600 a.C., mas somente na época de Euclides
(cerca de 300 a.C.) descobriu-se que a geragao das “ternos pitagdricos” (trés lados que
compoem um triangulo retangulo) faz-se através de férmulas que utilizam dois parametros,
sendo dificil encontré-las por tentativas, principalmente quando os numeros envolvidos

passam de dezenas.
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Figura 1.3: Tablete de Plimpton.
Outro exemplo do conhecimento do triangulo retangulo é o caso Egipcio dos estiradores
de corda (agrimensores). A técnica desses agrimensores era a seguinte:
e tomavam uma corda com treze nés equidistantes;

e prendiam no chao o primeiro né com uma estaca; esticavam a corda, contavam tres

espacos entre os nds e prendiam o quarto né com outra estaca;

e a partir desse nd, esticavam novamente a corda, e entao o estirador indicava um

lugar aproximado de onde seria preso o oitavo no;

e 0 objetivo era conseguir que o décimo terceiro né coincidisse com o primeiro, o que

exige uma adequacao na posicao exata do oitavo né.

Assim ficava formado o triangulo retangulo de lados 3, 4, e 5.

« Eviaca I
E e 13" Nas__

¥ Umidades
de Medida

3 Unilades
E de Medide
‘ -
N = = 4° N
Espea 32 = Estaca 2

4 Unidades de Medida

Figura 1.4: Corda de 13 nés.

Isto mostra que os babilonios e Egipcios tinham conhecimento de alguns triangulos
retangulos. Nesse momento esta era apenas uma receita que dava certo e resolviam

problemas, mas tudo sem demonstragoes.
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Capitulo 2
Algumas demonstracoes

Para se ter ideia da magnitude do Teorema de Pitdgoras, em 1940, o matematico
Elisha Scott Loomis publicou a 2* edicao do livro A proposicao pitagorica, contendo 370
provas; e ao finalizar o livro diz: “F ainda nao chegamos ao fim”.

Vamos, agora, observar algumas demonstracoes deste Teorema.

2.1 Pitagoras
Vejamos a provavel demonstragao feita por Pitagoras:

Demonstracao 1 Seja um quadrado de lados b+ c e um quadrado (inscrito no quadrado

de lado b+ c) de lado a, conforme figura a seguir.

Figura 2.1: Quadrado de lados b+ ¢ (Parte 1).

E evidente que temos 4 triangulos retangulos congruentes de lados a, b e ¢ (Caso LAL)
e um quadrado de lado a. Reorganizando as figuras obtemos o quadrado de lado b+ ¢ com

outra configuragao, conforme a sequinte figura:

15



b

Figura 2.2: Quadrado de lados b+ ¢ (Parte 2).

Assim temos uma composi¢ao de seis poligonos: quatro triangulos congruentes de ca-
tetos b e ¢ e hipotenusa a, um quadrado com lados medindo b e um quadrado com lados
medindo c. Comparando as duas figuras, vemos que a drea original nao foi alterada. Logo,
a drea do quadrado de lados medindo a da primeira figura € igual a soma das dreas dos

quadrados com lados medindo b e ¢ da sequnda figura. Ou seja, b* + ¢ = a®. n

2.2 FEuclides

Euclides (viveu cerca de 300 a.C.) foi matematico e escritor, muitas vezes referido como
o “Pai da Geometria”. Sua principal obra, “Os Elementos”, é um tratado matematico e
geométrico composto de 13 livros que englobam uma colecao de definigoes, postulados,

proposicoes e provas matematicas dessas proposigoes.

Figura 2.3: Euclides.
No livro “Os Elementos”a demonstracao do Teorema de Pitagoras é entitulada Pro-

posicao 47, ou Teorema da hipotenusa. Neste, ela é feita utilizando congruéncia de

triangulos, vejamos os detalhes.
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Demonstracao 2 Considere um triangulo AABC, reto em A, adjacente a cada lado
construimos trés quadrados e um segmento de reta perpendicular a hipotenusa com extre-
midades em A e K, conforme a figura abaixo.

A ideia € mostrar que a soma das dreas dos quadrados menores € igual a drea do
quadrado maior. Para isso, tracemos os segmentos AH e BD, construindo os triangulos
AACH e ACDB que sao congruentes;

G

Figura 2.4: Demonstragao de Euclides.

pois temos que AC = DC, ACH = DCB (uma vez que ambos sao iguais a AéB—i—QO")
e OH = CB, o que nos leva ao caso LAL de congruéncia de triangulos (caso que Euclides
havia demonstrado na Proposi¢ao 4 de sua obra).

O triangulo AACH e o retingulo JKHC possuem a mesma base CH e a mesma
altura C'J. No livro I dos Elementos, Euclides demonstra que um triangulo com a mesma
base e altura de um quadrildtero, possui metade de sua drea. Assim, a drea do triangulo
DCB ¢ a metade da drea do quadrado ACDE, pois ambos possuem base CD e altura
CA. Como os triagngulos ANACH e ADC B possuem a mesma drea, pois sao congruentes,
os quadrilateros JKCH e ACDE também possuem dreas iguais, jd que suas dreas $Go o0
dobro da drea dos triangulos AACH e ADCB, respectivamente.

Analogamente, os quadrildteros JKIB e ABFG tém dreas iguais. Mas, a darea do
quadrado BCHI € a soma das dreas dos quadrilateros JKIB e JKHC. Ou seja, a drea

do quadrado maior € igual a soma das areas dos quadrados menores. [ ]
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2.3 Leonardo Da Vinci

Pintor e escultor italiano nascido em 1452, considerado um dos grandes génios da

humanidade é muito conhecido por ser criador do quadro Mona Lisa.

Figura 2.5: Leonardo Da Vinci.

A demonstragao é feita por equivaléncia de areas. Observe a figura a seguir:

Figura 2.6: Demonstracao de Leonardo Da Vinci.

Demonstracao 3 Considere sobre os lados do triangulo retangulo AABC' os quadrados:
ABHJ, ADEC e BCFG. Vejamos que a drea do quadrado ABH J € igual a soma das das
dreas dos quadrados ADEC e BCFG. Sobre HJ contrua o triangulo AHIJ = ANABC.
Como DA~ CA; AB =~ AJ ¢ BG =~ JI ¢ ainda (DAB) = (CAJ) e (AJI) = (ABG),
entdao o quadrildtero DABG tem a mesma drea que o quadrildtero CAJI. Os poligonos
DABG e DEFG sao congruentes assim como CAJI e IHBC'. Dai, a drea do hexdgono
ABGFED ¢€ o dobro da drea do quadrilitero DABG, e a drea do hexdgono CAJIHB
€ o dobro da drea de C'AJI,assim, obtemos que ABGFED e CAJIHB tem a mesma
drea. Subtraindo de cada hexdgono os dois triangulos retangulos, temos a igualdade entre
a drea do quadrado ABHJ e a soma das dreas dos quadrados ADEC e BCFG. [ ]
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2.4 Bhaskara Akaria

Bhaskara, matematico Indiano do século XII, nao ofereceu para a sua figura qualquer

explicacao além de uma palavra de significado “veja”ou “contemple”.

Figura 2.7: Bhaskara.

A figura utilizada por Bhaskara também aparece no Chou-pei Suan-King (O Chou Pei
Suan Ching é um dos mais antigos textos chineses sobre Matemaética, escrito por volta de

1200 a.C.), onde constrdi-se um triangulo retangulo com hipotenusa a e catetos b e c.

Bhaskara

Figura 2.8: Demonstragao de Bhaskara.
Demonstracao 4 Observe a figura. No interior, ao centro, encontramos um quadrado

c
de lado b — c. Dai, temos por equivaléncia das dreas que: a* = (b — ¢)* + 5 ou ainda,

a? =0+ 2. |
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2.5 James Abram Garfield

Em 1881 Abram Garfield tornou-se o vigésimo Presidente dos Estados Unidos, ficando
no poder por apenas quatro meses (assassinado em 1881). Foi em 1876, enquanto era

representante de estado de Utah, que Garfield desenvolveu esta belissima demonstracao.

Figura 2.9: James Abram Garfield.

Utilizou-se do conceito de comparacao de areas mas, diferente de outras demons-

tragoes, usou figuras planas distintas. Vejamos:

Figura 2.10: Demonstracao de James A. Garfield.
Demonstracao 5 Na figura temos, dois triangulos retangulos congruentes de catetos a,

b e hipotenusa ¢ e um terceiro triangulo retangulo isosceles de lados iguais medindo ¢, que

Juntos formam um trapézio retangulo conforme figura acima.

ab ab

Area do trapézio decomposto = 5 + 5 + 5
Por um lado, a drea do trapézio com bases a,b e altura a+b é:
+b (a+b)?

Area do trapézio = aT.(a +b) = 5

Igualando as dreas temos:

(a+b)* ab ab 5 9 o
WHOP _ 00 90 @ 2 g2 g,
5 2+2+2 ¢ =a"+
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2.6 Thabit ibn-Qurra

Matematico islamico do século IX de Bagda, hoje Iraque.

Figura 2.11: Thabit ibn-Qurra.

Demonstracgao 6 FEsta, assim como a de Bhaskara, é uma “demonstracao sem pala-
vras,”a qual se dd por meio de rotacdao de figuras. Partindo de dois quadrados, um de
lado a outro de lado b, conforme figura, desenha-se no interior de cada um dos dois
triangulos retangulos de lados a, b e c. Rotacionando esses dois triangulos, obtém-se o

quadrado de lado c. Deste modo, demonstra-se a iqualdade c® = a® + b [ ]

2.7 Teorema de Pitagoras via circulos.

Demonstracao 7 Seja AABC um triangulo retangulo, digamos reto em C, entao po-
demos supor que o vértice B é o centro de um circulo de raio r = BC, conforme figura

abaizo.

Figura 2.12: Pitagoras via circulos.

21



Por hipétese a = BE = BC = BD, AC =b, AB = ¢, AD secante ao circulo e ainda

C'A tangente ao circulo o que implica CALBC. Utilizando a teoria de poténcia de ponto

para uma reta secante e outra tangente a uma circunferéncia temos: DA.EA = (AC)?.

Substituindo os sequimentos por suas respectivas medidas obtemos:

(a+c)(c—a)=0 = =a+".

2.8 Retirada do livro de Elisha S. Loomis

Demonstragao 8 Sejam AABC e ADEB triangulos retangulos, em que

BC=BE=a, AB=DE=b, AC=BD=c e CF=u.

Figura 2.13: Livro Loomis.

Pelo caso AA temos que ABFC e ANABC' sio semelhantes, entao

z _BC = o
BC AC o«
BD.AF AB.DE

A drea do NABD =

obtemos:

, substituindo os segmentos por suas incognitas

clc—x)
2

:bg:c2:a2+62.
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2.9 Do livro de Elisha S. Loomis

Demonstragao 9 Sejam os triangulos retangulos NABC e AECD onde

| . |
A G F
¥
|
|
|
|
|
b |
D T E
I
|
|
|
B
B a C

Figura 2.14: Livro Loomis I.

Estenda CE até intersectar a perpendicular a AB por A no ponto F. Seja CGLAF,
onde AF=x e GF=y. Temos, pelo caso AA, que ADCE e AAFC sdio semelhantes, logo

x AC r c c?
— = = - .
DE CD c a a
De modo andlogo NCAB ¢ semelhante a ACFG. Logo

A drea do trapézio

ABCF = drea do ACGF + drea do quadrilatero ABCG.

Ou seja,
(a+x)b by
=—=+ab
5 9 + ab,
e apos alguns cdlculos, obtemos
& =a®+ b

23



2.10 Semelhanca de triangulos

A demonstragao por semelhanca é a mais conhecida pelos alunos da educacao basica,

visto que é a mais difundida nos livros didaticos.

Demonstragao 10 Seja um triangulo retangulo AABC, reto em A. Tracando a altura
relativa a hipotenusa, temos que a mesma € dividida em dois segmentos denominados

projecoes dos catetos sobre a hipotenusa, sejam eles m e n.

A

h

Figura 2.15: Demonstracao por Semelhanca de Triangulos.

Pelo caso AA, temos que os triangulos AHBA e AHAC, retos em H, sao semelhantes
ao triangulo AABC. Utilizando a semelhanca entre AHBA e AABC, tem-se que

¢ a
n c

2

Aplicando a propriedade fundamental da propor¢ao tem-se que ¢ = n.a Com a semelhanga

entre os triangulos AHAC e AABC, tem-se que

b _a
m b’

que leva a relacdo b* = m.a.

Somando as relagoes obtidas das duas semelhancas, obteremos
V' 4+ =m.a+n.a=(m+n)a=aa=d

a’> =b + &
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2.11  W. Rupert, 1900.

Para esta demonstragao recordamos o conceito e o Teorema 1 sobre cordas.

Definicao 1 Um segmento de reta cujas extremidades pertencem a uma mesma circun-

feréncia é chamado de corda.

Teorema 1 Sejam duas cordas concorrentes num ponto P interno a uma dada circun-
feréncia, entao o produto das medidas dos dois segmentos determinados em uma delas

¢ igual ao produto das medidas dos segmentos determinados na outra, isto é, PA.PB =
PC.PD.

Figura 2.16: Teorema das Cordas.

Demonstracao 11 (via Teorema 1) Dado um triangulo ABC, reto em ;‘:, constroi-se

uma circunferéncia com centro em B e raio BC, segundo a figura abaixo.

Figura 2.17: Demonstracao utilizando o Teorema das Cordas.
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Ao prolongar os catetos AC e AB obtemos as cordas EF e C_D, que se intersectam
perpendicularmente no ponto A, sendo EF o diametro da circunferéncia. Desta forma a
corda CD € intersectada em seu ponto médio, logo AD = b. Note que BF = a (raio da
circunferéncia) e AE = a — ¢. Por Teorema 1, tem-se AC.AD = AE.AF, ou seja,

b.b=(a—c).(a+c).

Desenvolvendo o produto notdvel, encontra-se a®> = b*>+c2, que é a identidade do Teorema

de Pitagoras. [ ]

2.12 Por meio da area do retangulo

Figura 2.18: Demonstracao por area de area de retangulo.

Demonstracao 12 Na figura acima temos o triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos
b e c, inscrito no retangulo de base a e altura h. Seque que a drea do retangulo é duas
vezes a drea A do triangulo retangulo maior. Note ainda que o retangulo € formado por
trés triangulos retangulos mutuamente semelhantes. Se B e C representam as medidas das
dreas dos triangulos retangulos menores e A a do triangulo que sobrou, temos A = B+ C.

Por semelhanca entre os triangulos tem-se,

SCRESCE
Seque que
A_B_C_ A
2

B+C

== = .

a2 b2 2 a b? + 2
Sendo A = B + C, temos que a?> = b? + c2. E mais uma vez demonstra-se o Teorema de
Pitdgoras. [ ]
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2.13 Reciproca do Teorema de Pitagoras

A demonstracao a seguir responde a seguinte pergunta. Dado um triangulo de lados
com medidas a, b e ¢, tais que a® = b? + c?. Pode-se afirmar que esse triangulo é retangulo

de hipotenusa a?

Demonstracao 13 Consideremos um triangulo AABC com AB = ¢, BC=a e CA = b.
1° caso(/AX < 90°): Suponha que b < c. Assim, o ponto D, projecdo de C sobre AB,
estd no interior do lado AB. Sejam AD =2 ¢ CD = h.

C

Figura 2.19: Reciproca do Teorema de Pitagoras.

Como os triangulos AADC e ABDC sdo retangulos, temos que: b*> = h? + 2% ¢
a’ = h?+ (c — 2)* = b? + ¢ — 2cx, respectivamente, logo a*> < b? + ¢, o que contradiz a
condicao inicial.

2° CaSO(K > 90°): Agora, o ponto D sai do lado AB.

L

hi

Figura 2.20: Reciproca do Teorema de Pitagoras.

Analogamente ao caso 1, tem-se a®> = b? + ¢® + 2cx assim a® > b* + %, o que con-
tradiz a condigcao inicial. Seque entao que em um triangulo AABC, de lados a, b e c,
A<90°=a?<b®+c? eA>90°=a® >0+ Assim, a condicao a*> = b* + 2 implica

necessariamente que A = 90°. [
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Capitulo 3
Aplicacoes e consequéncias

Na geometria euclidiana, muito usada em ciéncias e engenharia, todos os calculos
que envolvem relacoes espaciais e trigonometria tém como base o Teorema de Pitagoras.
E possivel utilizar o Teorema de Pitdgoras em todos os poligonos, pois eles podem ser
divididos em triangulos e esses em triangulos retangulos. E por extensao, em todos os

poliedros.

3.1 Lei dos Cossenos

Seja AABC um triangulo acutangulo conforme figura a seguir e BH a altura relativa

ao lado AC.

Figura 3.1: Lei dos Cossenos.

Foram, entao, formados os triangulos retangulos AAHB e ABHC. Aplicando-se o

Teorema de Pitagoras em ambos, obtém-se, respectivamente,
> +m?*=c h*+ (b—m)® =d’
Desenvolvendo a segunda equagao:

h? +b% — 2bm +m? = d°.
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Como h? 4+ m? = ¢?, entao

b2 + ¢ — 2bm = a’.

~ m ~
Em AAHB note que cos A = —, assim m = c.cos A. Substituindo o valor de m na
c

equacao anterior, obteremos
b% + > — 2bccos A = a?. (3.1)

Tal procedimento pode ser repetido para um triangulo obtusangulo e o resultado obtido
sera exatamente o mesmo, pois o cosseno de um angulo obtuso corresponde ao simétrico

do seu complemento. A relagao (3.1) é conhecida como Lei dos Cossenos.

3.2 Generalizacao do Teorema de Pitagoras

Do ponto de vista geométrico, o Teorema de Pitdgoras nos diz que, a area do quadrado
construido sobre a hipotenusa de um triangulo retangulo ¢é igual a soma das areas dos
quadrados construidos sobre os catetos.

Por meio da razao entre areas de figuras semelhantes, veremos que podemos subs-
tituir os quadrados por quaisquer figuras semelhantes. A proposicao a seguir descreve

precisamente o paragrafo anterior.

Proposicao 1 Em triangulos retangulos, a drea de uma figura qualquer construida sobre
a hipotenusa € igual a soma das dreas das figuras semelhantes a primeira, contruidas sobre

0s catetos.

Demonstracao 14 Considere figuras semelhantes quaisquer construidas sobre os lados

de um triangulo retangulo de hipotenusa a e catetos b e c. Sejam A, B e C' as dreas dessas

Figura 3.2: Generalizacao do Teorema de Pitagoras.

figuras, conforme estd indicado na figura abaizo. Desde que a razao entre dreas de figuras

semelhantes € igual ao quadrado da razao de semelhanc¢a, obtemos:
A B C

a2 b2
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Das propriedades de proporcoes, a saber, em uma proporcao, a soma dos antecedentes
estd para a soma dos consequentes, assim como cada antecedente estd para o seu conse-

quente, temos:

é_E_Q_BqLC
a2 b2 2 B2 42

Pelo Teorema de Pitdgoras, a*> = b* + %, conlui-se que A = B + C. n

3.3 Triangulo inscrito em uma circunferéncia

Teorema 2 Um triangulo é retangulo se, e somente se, pode ser inscrito em uma cir-

cunferéncia de diametro iqual a um de seus lados.

Demonstracao 15 Seja o triangulo retangulo AABC, reto em A, conforme figura a

sequar:

Figura 3.3: Demonstragao - Triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia (ida).

Como AABC' é um triangulo retangulo seque que

2
9 9 . o a\ 2 b c\2
e (- () ()
a +c 5 (2> + 5
Tracando as mediatrizes de AC' e AB, encontramos os pontos N e P, médios de AC

e AB, assim o quadrilatero APMN ¢ um retangulo.
b\ > c\ 2 a\?2
Por Pitd PNy = (5] +(5) =(5)
or Pitdgoras (PN) (2> +1{3 5)
Assim PN = AM = (g) ,

Aplicando Pitdgoras nos triangulos APMB e ANMC' obtemos BM = MC = (g),

Portanto, de AM = BM = MC = (g) temos que dado um triangulo retangulo,

podemos tracar uma circunferéncia circunscrita a ele.
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Por outro lado, dado AABC' um triangulo inscrito em uma circunferéncia de diametro

AB, centro O, raio v e dngulos medindo o, B e .

Figura 3.4: Demonstracao - Triangulo retangulo inscrito em uma circunferéncia (volta).

Os triangulos ACOB e ACAO sao isosceles, logo obtemos que v = o+ 3. Desde que
a e B sao complementares, temos v = 90°; portanto o triangulo AABC' € retangulo. =

3.4 Lunulas de Hipocrates

No século V a.C., viveu, na ilha de Chios, o matematico Hipdcrates, que mostrou, pela
primeira vez, que uma certa figura limitada por arcos de circunferéncia tinha uma area
igual a de determinado triangulo. Mais especificamente, dado um triangulo retangulo e

trés semicircunferéncias tendo os lados desse triangulo como diametro, seja figura ?7:

—_—

Figura 3.5: Lunulas de Hipdcrates.

Neste situagao, tem-se:
a soma das dreas das duas linulas hachudadas na figura € igual a drea do triangulo.

De fato,
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e Seja T a area do triangulo;
e Sejam P e () as areas das lunulas hachuradas na figura acima;

e Sejam U e V as areas compreendidas entre as linulas e os catetos do triangulo,

conforme indicado na figura a seguir.

Figura 3.6: Demonstragao Lunulas de hipdcrates.

Através da generalizagao do Teorema de Pitagoras vista na segao 3.2, podemos concluir
que a area do semicirculo construido sobre a hipotenusa é igual a soma das areas dos

semicirculos construidos sobre os catetos. Entao temos que:
T+U4+V=FP+U)+(Q+V)=>T=P+Q.

Portanto, esta provada a assertiva do enunciado, ou seja: a soma das areas das lunulas

da figura dada é igual a drea do triangulo retangulo ABC'. [ ]

3.5 Caminho minimo

Veremos como determinar o ponto P € r sobre a reta r para o qual a soma PA+ PB
seja a menor possivel, ou seja, desejamos determinar o caminho minimo entre A e B,
passando por 7.

Para isso desenhamos uma reta r e de um mesmo lado dela dois pontos A e B. Em

seguida, obtenha o ponto B’, simétrico de B em relacao a r, conforme figura a seguir.
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Figura 3.7: Caminho minimo.

Considere os pontos Q, Q)', A’, P e B” sobre a reta r, e os segmentos de reta QA, QB,
QB', AQ', AA’ e B'Q’. Como r é mediatriz de BB’ entdao QB=QB’. Assim a soma AQ

+ QB é sempre igual a AQ + QB’. Entretanto, esta soma serd minima quando 4, Q e

B’ forem colineares.

Demonstracao 16 De fato, desde que AQ = a, QB' = b e AB' = ¢ podemos aplicar a

lei dos cossenos ao triangulo AAQB’ para obter

& =a*+b* — 2accosb.
Se 0 > 90° entdo teriamos cosf < 0 e ¢ > a® + b%, consequentemente ¢ > a + b, o que
contraria a desigualdade triangular. Caso 6 < 90° teriamos que Q ¢ A’B”, o que contra-

ria a hipétese. Logo, sé temos a possibilidade de 6 = 90°, ou seja, 0 AAQB ¢é retangulo. m

3.6 Paralelepipedo retangulo

Definicao 2 Um prisma € um poliedro com duas faces (bases) congruentes e paralelas,
cujas demais faces (faces laterais) sao paralelogramos. No prisma reto, as arestas de suas
faces laterais tém o mesmo comprimento e sao perpendiculares ao plano das bases inferior

€ SUpertor.

Definicao 3 Paralelepipedo retangulo é um prisma reto cujas faces sao retangulos. Um
paralelepipedo retangulo tem seis faces, sendo que duas a duas sao idénticas e paralelas

entre si.
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Uma extensao do plano para uma figura tridimensional é a relacao entre as arestas e

a diagonal de um paralelepipedo retangulo, como mostra a figura a seguir:

Figura 3.8: Paralelepipedo retangulo.

Pela figura podemos observar o triangulo retangulo AEG de lados D, AE e EG, onde a
diagonal D do paralelepipedo é a hipotenusa de AEG, AE é uma aresta do paralelepipedo
e EG ¢ a diagonal da face EFGH. Logo, D? = AE’ + EG.

3.7 Tetraedro com um triedro trirretangular

Primeiramente vejamos o que é um tetraedro com um triedro trirretangular.

Definicao 4 O tetraedro ¢ um poliedro composto por quatro faces triangulares, trés delas
encontrando-se em cada vértice.

Definicao 5 (triedo) Trés segmentos de reta no espago com origem comum em um ponto
chamado de vértice, nao situadas sobre o mesmo plano, constituem um triedro.

Defini¢ao 6 (triedo trirretangular) Quando as trés faces do triedro sao triangulos retangulos

e os trés angulos retos se encontram no mesmo vértice.

Analisemos, agora, um tetraedo com um triedro trirretangular, como a figura a seguir:

Figura 3.9: Tetraedro triedro trirretangular.
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Relacionando as arestas que compoem o triedro trirretangular e as arestas da face
oposta temos: a, b, ¢, x, y e z as medidas dessas arestas.
Aplicando o Teorema de Pitagoras nas faces que sao triangulos nos conduz ao seguinte
resultado:
2+t 422 =202+ 0P+ AP)
Uma relacao envolvendo as éreas das faces do tetraedro da figura (?7?) é apresentada

no proximo Teorema.

Teorema 3 Num tetraedro com um triedro trirretangular, o quadrado da drea da face

oposta ao vértice desse triedro € igual a soma dos quadrados das dreas das outras faces.

Demonstracao 17 Sejam S(ABC), S(ADB), S(ADC) e S(BDC) as dreas dos triangulos
ANABC, NADB, NADC e ABDC, respectivamente.

Como na figura anterior, x, y, z, a, b e ¢ sdo as medidas das arestas AB, BC, AC,
AD, BD e CD, respectivamente. Entao,

ab be ac

uma vez que os triangulos sao retangulos. Pela formula de Heron
r+y+=z
S(ABC) = /p(p—2)(p—y)(p — 2), em que p="—"—.

FElevando essas dreas em (3.2) ao quadrado, obtemos, respectivamente:
2 12 b2 2 2 .2
, S(BCD)*=-" S(ACD)?= “4C

e S(ABC)*=p(p—z)(p—1y)(p— z). Substituindo o valor de p, temos:

swmert = (255 (57) () ()

[(z+y+2).(x+y—2)].[(y+2z-2).(z+2-y)

S(ABD)? =

L
6
= %(aj + 22y + 5t —z) (2xy—x2—y2+22)

—_

—_

1
= 16( zt 4 2222 —y4+2y222—z4+2x222).

Como 22 = a®> + 1%, y> = 0> + ¢ e 2?2 = a® + 2, seque que
2b2 6202
_l’_

4 4

S(ABC)? = (“ + “102) — S(ABD)? + S(BCD)? + S(ACD)>.

Observacgao 1 Isto se estende ainda mais. Se uma figura plana qualquer € projetada em
trés planos perpendiculares dois a dois, o quadrado da drea dessa figura € igual d soma

dos quadrados das dreas das trés projecoes.
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3.8 Ternos pitagodricos

Como encontrar triangulos retangulos cujos lados tenham medidas inteiras? E facil
ver que o triangulo de lados 3,4 e 5 é retangulo, mas vocé sabia que o triangulo de lados
13.500, 12.709 e 18.541 é retangulo?

O conjunto formado pelos dois catetos e pela hipotenusa de um triangulo retangulo é
denominado terno pitagorico, na sequéncia veremos como obté-lo e também uma curiosi-

dade sobre o mesmo.

Definigao 7 O terno (x,y, z) de inteiros positivos é um terno pitagorico se satisfeitaz a

equagdo x2 + y? = 22
Note que, (3,4,5) e (5,12, 13) sao exemplos de ternos pitagdricos.

Definigao 8 Um terno pitagdrico (x,y, z) € chamado primitivo, quando x ey sao primos
entre si, ou seja, quando

mdc(z,y) = 1,

onde x ey sao os caletos e z a hipotenusa do triangulo retangulo por eles determinado.

Deste modo, (3,4,5) é um terno pitagérico primitivo. Naturalmente, qualquer con-
junto da forma (3k,4k,5k) com k inteiro e maior que 1 é também um terno pitagérico,

mas nao primitivo.

3.9 Gerando ternos pitagoricos

3.9.1 O ultimo Teorema de Fermat

Em 1637 o matematico francés Pierre de Fermat, conjecturou, mas nao sabe-se se
provou, o que hoje chamamos de “O ultimo Teorema de Fermat”, que é uma generalizagao
do Teorema de Pitagoras.

Propos substituir o expoente 2 na férmula de Pitagoras por um nimero natural maior
do que 2, obtendo

n

oyt ="

Fermat entao afirmou que tal equacao nao tem solucao, se n for um natural maior do
que 2 e (z,y, z) inteiros positivos.

Fermat nao deixou registros sobre a demonstracao de tal afirmacao e esta gerou um
grande desafio para matematicos do mundo todo por cerca de 358 anos, sendo demonstrado

apenas em 1995 pelo britanico Andrew Wiles juntamente com Richard Taylor.

36



3.9.2 Ternos primitivos segundo Euclides

As equacoes da forma a? 4 b? = ¢?

, como ja vimos, formam o Teorema de Pitagoras.
Os ternos (a, b, ), sdo denominados ternos ou trios pitagéricos, uma vez que suas entradas
representam os catetos e a hipotenusa dos triangulos retangulos.

Vejamos como Euclides elaborou uma das mais conhecidas formas de determinar ternos

pitagoricos primitivos.

Teorema 4 O conjunto de todas as solucoes inteiras para a equagio a®> + b> = ¢* €

{(u? —v%, 2uv,u® + v*);u,v € Z7}.
Demonstracao 18 Sejam a, b e c mimeros inteiros positivos que satisfazem a®+b* = c2.
Podemos supor que a e b nao tém fatores comuns, caso contrario, poderiamos dividir a
equacao a® + b* = ¢ pelo quadrado deste fator, obtendo-se assim a equacao a® + b = ¢
com a' e b primos entre si.
No que seque, vamos provar que a ou b € par. Se tanto a como b sdo impares, entdo
2 = a® +b? assim como ¢ serdo pares. Isto significa que ¢ =0 (mod4). Mas o quadrado
de um inteiro médulo 4 € 0 ou 1. Como c? = a® + b*> = 0 mod 4, devemos ter ambos a e
b de mesma paridade, contrariando a hipotese de que a e b sao relativamente primos.
Agora podemos assumir sem perda de generalidade que b é par. Vamos escrever b = 2k,
onde k € um nimero inteiro positivo. Assim, 4k* = ¢ — a® = (¢ + a).(c — a).
2

Como b € par, a equacao a* + b* = ¢® mostra que a e ¢ tém a mesma paridade, logo

(c+a) e (c—a) sao pares.

Logo, k? c+a c—a
’ 2 ' 2 '

Ou seja, k?* fatores em 2 inteiros positivos

c+a c—a
e

Se estes dois numeros inteiros tem um fator comum p > 1, entao p divide tanto c
ct+a c—a c+a c—a
ea= —
. - 2 2 . -
Assim, p diwvide todos os a, b e ¢ que novamente contradiz nossa suposicao de que a,

quanto a, porque ¢ =

b e ¢ nao tém fatores comuns.
c+a c—a ct+a c—a . )
Logo, k? = ( ) : ( ) 2 sao relativamente primos.

2 2 2 72
) ) c—a 5 C+a 9 . .
Isto implica que s =V e —— =u para alguns inteiros positivos w e v com
u > 0.
Consequentemente, ¢ = u? +v%, a = u®> —v? e b = 2uv. n

Observacao 2 Caso u e v sejam ambos pares ou ambos impares, encontraremos um
terno pitagorico nao primitivo, pois todos os termos do terno serao pares. Se u e v sao

escolhidos primos entre si, nao ambos impares, teremos um terno pitagorico primitivo.
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Alguns ternos pitagoéricos (a, b, c) com a, b e ¢ primos entre si estao listados abaixo.

u v Cateto a Cateto & |Hipotenusa ¢

2 1 a 3 5

9 4 72 ] 97
12 5 120 119 169
14 5 140 171 221
15 8 240 161 289
20 9 360 319 481
25 12 600 481 769
32 15 960 799 1249
48 25 2400 1679 2929
50 27 2700 1771 3229
= 25 2700 2291 3541
75 32 4800 4501 66439
21 40 6450 4961 2161
125 54 13500 12709 15541

Figura 3.10: Tabela com ternos pitagoricos primitivos.

3.9.3 Formula para determinar qualquer terno pitagoérico

Vejamos uma féormula para determinar ternos pitagéricos, primitivos ou nao.

Teorema 5 O terno (a,b,c) é pitagdrico se e somente se existirem inteiros positivos u e

v, u>v, de igual paridade, tais que u.v seja um quadrado perfeito e

(a,b,c) = (x/u.v, u;v7u—2f—v) )

Demonstragao 19 Supomos que (a,b,c) seja um terno pitagérico, entao a* + b* = ¢?
onde a*> = ¢ — b* = (c+b).(c — ). Assim:

)

e Considerando u = c+b e v = ¢ — b teremos que uv = a?, que é um quadrado
perfeito;

e u e v sao inteiros positivos de mesma paridade pois b e ¢ sao inteiros positivos e
c>b;

e u>v poisc+b>c—b;

e Desde que u = c+b ev =c—0b, tiramos os valores de ¢ e b em funcao de u e v,
U—v U+ v
b= ec= .

2 2

Reciprocamente, supomos que u e v sejam inteiros positivos de mesma paridade, u>v e

uUu—v U -+v
ec=

que u.v seja um quadrado perfeito. Tomando a = \/u.v, b = , teremos:
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e a ¢ um inteiro positivo uma vez que u.v € um quadrado perfeito;

e b e c sao inteiros positivos pois u — v e u + v sao ambos pares, uma vez que u € v

tém mesma paridade e u>wv;

casr=anr (M50) = (U e

Se u e v sao primos entre si o terno gerado é primitivo, mas a reciproca desta afirmacao
nao ¢é verdadeira.

Como contraexemplo podemos tomar u = 8 e v = 2, 0s quais geram o terno (4, 3,5).

3.10 Curiosidade sobre os ternos pitagoricos

Em qualquer terno pitagérico primitivo, os numeros 3, 4 e 5 estao presentes. Por
exemplo, usando o método de Euclides e tomando v = 6 e v = 5, obtemos o terno
pitagérico primitivo (11,60,61) onde 3, 4 e 5 sdo fatores de 60. Para demonstrar tal
propriedade, usamos os ternos pitagoricos, como apresentadas por Euclides. Considere

um terno pitagérico primitivo da forma (u* —v?, 2uv, u* +v?), com u e v naturais em que:
o u>v>0;
e U € v sao primos entre si;

e 1 e v nao sao ambos impares.

Observe que:
e O fator 4 sempre vai estar no elemento 2uuv.

Isto se d& uma vez que, u ou v, é par.

e Se o fator 3 nao ocorrer no elemento 2uv, entao ele estard em u? — v2.

De fato, dividindo u e v por 3, encontraremos resto 1 ou 2, ou seja, estes niimeros sao
da forma 3k + 1 ou 3k + 2. Em qualquer caso, o quadrado ¢é da forma 3k + 1. Portanto,

a diferenca u? — v? de dois niimeros da forma 3k + 1 é divisivel por 3.
e Se o fator 5 ndo ocorrer no elemento 2uv, entao ele estard em u? — v? ou u? 4 v2.

De fato, dividindo u e v por 5, encontramos para resto um dos nimeros: 1,2,3 ou 4.
Isto é, u e v sd@o de uma das formas: 5k + 1, bk + 2, 5k + 3 ou 5k + 4. O quadrado de
qualquer um desses nimeros é da forma 5k + 1 ou 5k + 4.

Assim, se u? e v? forem do mesmo tipo (5% + 1 ou 5k +4), u? — v? serd miiltiplo de 5,

caso contrdrio, o fator 5 estard em u? + v2.

39



Capitulo 4

Teorema de Pitagoras no Espaco

O Teorema de Pitagoras é um dos teoremas mais conhecidos entre os estudantes
das escolas brasileiras mas, na maioria dos casos, os alunos apenas sabem enuncia-lo
e pouquissimos sabem demonstra-lo.

O que é estudado na educacao basica, em sua maioria, é a aplicacao do teorema no
plano, quando muito estuda-se as diagonais de poliedros. Mas sera que existe alguma
extensao desse teorema em esferas? A resposta é sim. E veremos nas préximas segoes

alguns resultados trigonométricos aplicados a esfera; inclusive o Teorema de Pitagoras.

4.0.1 5 postulados de Euclides

Provavelmente uma das mais importantes obras ja escritas em toda a histéria é: Os
Elementos de Euclides. Os treze volumes dos FElementos, além de incluirem toda a ma-
tematica da época, forneceram um modelo para o desenvolvimento rigoroso das ideias
matematicas que sao utilizados até os dias de hoje.

Os Elementos, além de Geometria, trazem conhecimentos sobre Aritmética e Algebra
em varios dos livros. Os treze volumes contém 465 proposicoes, sendo 93 problemas e
372 Teoremas. Do volume I ao VI tem-se Geometria Plana; do VII ao X Teoria dos
Numeros e do X1 ao X111 Geometria Espacial.

No volume I dos Elementos sao apresentados cinco importantes postulados, a saber:
1. Dois pontos determinam uma reta.

2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.

3. E sempre possivel tracar um circulo com centro e raio arbitrarios.

4. Todos os angulos retos sao iguais.

5. Dadas trés retas r, s e t num mesmo plano, se r encontra s e t de forma que a soma
dos angulos interiores de um mesmo lado de r seja menor que dois angulos retos,
entao as retas s e t, quando prolongadas, se encontram do mesmo lado de r em que

estao os referidos angulos interiores.
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a+b<i80°

Figura 4.1: V-postulado.

Observacao 3 Hoje o quinto postulado é conhecido como o postulado das Paralelas,
tendo um enunciado equivalente, que foi apresentado por John Playfair, em 1795. Por

um ponto P exterior a uma reta v, passa uma unica reta paralela a reta dada.

Figura 4.2: V-postulado atualizado.

Ainda na Antiguidade, enquanto os quatro primeiros postulados fossem bem aceitos,
o quinto postulado sempre causou algum desconforto.

Desde Euclides até os tempos modernos, os criticos desse postulado pensavam que ele
pudesse ser demonstrado como Teorema; e muitos tentaram fazé-lo, entre eles Posidonio
(século I a.C.), Claudio Ptolomeu (século IT), Proclo (século V), Girolamo Saccheri (século
XVIII) e André-Marie Legendre (século XVIII). Essas tentativas acabaram levando a
descoberta de geometrias nao-euclidianas.

Aqui vamos nos dedicar a estudar a Geometria Esférica, como segue na proxima segao.

4.0.2 Introdugao a Geometria Esférica

A Geometria FEsférica foi elaborada a fim de estudar a geometria em superficies
esféricas, onde a Geometria Euclidiana nao consegue ser usada de forma precisa.
Vejamos trés exemplos que nos levam a observar que a geometria Euclidiana nao é

suficiente para a compreensao do espago.
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e Desenhe um triangulo em uma folha de papel. FEm seguida recorte essa figura
e tente coloca-la recobrindo um objeto esférico; nao sera possivel apoiar toda a
area do recorte feito, pois as propriedades das superficies planas sao diferentes das

propriedades da superficie esférica.

e Se a menor distancia entre dois pontos é um segmento de reta entao, para irmos de

Campo Grande/MS a Viena/Itdlia, devemos comecar a cavar um tinel?

e Outro argumento é o desaparecimento dos navios na linha do horizonte a medida
que se afastam de um porto; eles vao desaparecendo progressivamente de baixo para

cima, comeganco pelo casco e terminando pelo topo das velas.

Outra diferenca entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica, é o fato da
primeira ter os seus conceitos basicos baseados em linhas e eixos cartesianos; ja a segunda
é baseada em geodésicas ( veja Definigao 18) e angulos.

Em geometria esférica apenas dois dos cinco postulados de Euclides sao obedecidos, o
seqgundo e o quarto .

Enquanto que para o primeiro postulado, nem sempre ha uma tinica rota mais curta
entre dois pontos, por exemplo, considere dois pontos A e B antipodas de uma esfera (ou

seja, dois pontos diametralmente opostos), vide figura abaixo.

Figura 4.3: Pontos antipodas.

Em uma esfera nao ha circulos de raio arbitrario (hd um circulo méximo). Também nao
h& nenhum ponto através do qual uma reta pode ser tragada, que nunca intercepta uma
outra determinada reta, isto se da uma vez que as “retas” na esfera sao circulos méaximos.

Esses fatos justificam que nao temos a validade do terceiro e do quinto postulado.

4.0.3 Elementos da Geometria Esférica

Definicao 9 FEsfera de centro O e raio v € o conjunto de todos os pontos do espaco cuja

distancia ao ponto O € menor do que ou igual a r.
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Figura 4.4: Esfera de centro O e raio r.

Definicao 10 Superficie esférica € o lugar geométrico dos pontos que distam exatamente

r do centro O da esfera.

Definicao 11 Corda da superficie é o segmento de reta definido por dois pontos distintos
da superficie esférica. Quando esta corda contém o ponto O, ela € chamada de diametro
da superficie esférica.

e s
i/ \"

o - \-.
oA -

[ \\ O ’/‘I

\ .

! % % '
B J
\ /

“, rd
/

Figura 4.5: Corda de superficie.

Definicao 12 A secao plana de uma esfera é um circulo. FEste circulo é chamado de
circulo mdzrimo ou circunferéncia mdzrima se ela passa pelo centro O da esfera. Assim,
uma circunferéncia maxima tem o mesmo raio da esfera.

A forma do nosso planeta nao é precisamente uma esfera, devido a um leve achata-
mento nos polos Norte e Sul, um aperfeicoado modelo fisico da figura da Terra é o geoide,
modelo este introduzido por Carl Friedrich Gaussem 1828, a superficie do geoide é mais
irregular do que o elipsoide de revolucao usado habitualmente para aproximar a forma da

terra, porém mais suave do que a propria superficie terrestre.
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Superficie
Terrestre

Geoide

Elipsoide

Figura 4.6: Formato da terra.

Desprezando o fato supramencionado, consideraremos a Terra como uma esfera e os
pontos N e S denominados polos Norte e Sul, respectivamente. A reta que passa por N

e S serd chamada de eixo polar.
Definicao 13 Elementos relevantes da superficie terrestre:

i) Eizo-e: qualquer reta que contém o centro O.

ii) Polos: sao os pontos de interse¢ao do eixo-e com a superficie esférica. Dessa forma,
fixado um eixo-e temos dois pontos N e S denominados, respectivamente, Polo Norte

e Polo Sul. Tal eixo-e serd chamado de eixo polar.
i1) Equador: é uma circunferéncia mdzxima cujo plano € perpendicular ao eizo polar.

iv) Paralelo: € uma circunferéncia cujo plano € perpendicular ao eizo polar e € paralela

ao equador.

v) Meridiano: é uma semicircunferéncia mdzima cujo plano contém o eizo polar.

Para que cada ponto da superficie da Terra possa ser localizado, foi criado um sistema
de linhas imaginéarias chamado Sistema de Coordenadas Geograficas. A coordenada ge-
ografica de um ponto da superficie terrestre é obtida pela intersecao de um meridiano e
um paralelo. Os meridianos sao linhas imaginarias que cortam a Terra no sentido norte
sul, ligando um polo ao outro. Os paralelos sao linhas imaginarias que circulam a Terra
no sentido leste oeste. Paralelos e meridianos sao definidos por suas dimensoes de latitude
e longitude, respectivamente.

Para a localizacao de cada ponto devemos dar atencao a linha do Equador e ao “Me-
ridiano de Greenwich”, que nada mais é que um meridiano particular da Terra, que passa
pelo observatério de Greenwich situado na cidade de Londres na Inglaterra. Por con-

vencao, foi adotado como meridiano origem para o posicionamento na Terra.
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Eixo polar
N/

q #— Paralelo

Eguador

S I Meridiano

Figura 4.7: Eixo polar, paralelo, equador e meridiano.

Definigao 14 Os paralelos nos indicam a latitude, que é a distancia, em graus, da linha
do Equador até o paralelo de um determinado lugar. Os valores da latitude variam de 0°

a +90°, devendo ser indicada também a posicao; no hemisfério sul S ou no hemisfério
norte N.

Polo Norte
20°N

Polo Norte

90°F
Polo Sul

Polo Sul

Figura 4.8: Latitude.

Definigao 15 A longitude € a distancia, em graus, entre o meridiano de Greenwich e o
meridiano local. Os valores da longitude variam de 0° (Greenwich) a +180° a leste e a
—180° a oeste de Greenwich.

A posicao de um ponto qualquer da superficie da Terra esférica fica univocamente
definido pela sua latitude e sua longitude com respectivos hemisférios e posicao em relagao
a Greenwich.
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O GPS (Global Positioning System ou Sistema de Posicionamento Global) identifica
a localizacao de um ponto qualquer na superficie terrestre através das coordenadas da
longitude e latitude do ponto dado. Aprenderemos a fazer essa localizacao, logo mais,

utilizando um transferidor esférico.

4.0.4 Angulo Esférico

Definigao 16 O angulo formado pela intersecao de dois arcos de circulos mdximos sobre
uma esfera € chamado de angulo esférico. Os grandes arcos de circulos sao chamados de

lados e seus pontos de intersecao sao chamados de vértice do angulo esférico.

Definicao 17 Um angulo esférico é medido pelo angulo diedral formado pelos planos dos

circulos mdzrimos cujos arcos sao os lados do angulo esférico.

Figura 4.9: Angulo esférico.

Na figura acima, APB é um angulo esférico sobre a esfera de centro O e o ponto P é o
vértice do angulo esférico. Como o correspondente angulo diedral A — PO — B é medido
pelo angulo plano AOB e este por sua vez medido pelo arco ZE, segue que o angulo
esférico é medido pelo arco interceptado pelos lados dos circulos maximos cujo polo é o
vértice do angulo.

Dois pontos A e B distintos sobre uma esfera, que nao sejam extremidades de um
diametro, estao sobre um e somente um circulo maximo. O menor arco AB deste circulo
maximo ¢é a curva de comprimento minimo sobre a esfera unindo os dois pontos. Em vista

deste fato, segue a seguinte definicao.

Definicao 18 A curva, contida na superficie esférica, que minimiza a distancia entre
dois pontos distintos € chamada de geodésica.
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Figura 4.10: Curva geodésica.

Sendo « a medida, em radianos, do angulo ZAOB onde O é o centro da esfera e r o raio
da circunferéncia maxima que contém os pontos A e B, temos um arco de circunferéncia.
Assim, pode ser verificado que a distancia entre A e B nada mais é do que o comprimento

do arco AB na circunferéncia maxima de raio r,

2arr B 2arr
360° 27

= ar.

d(A, B) =

Definicao 19 Triangulo esférico € a parte da superficie de uma esfera limitada por trés

arcos de circunferéncias mdrimas.

Figura 4.11: Triangulo esférico.

Na figura temos o triangulo esférico de vértices A, B e C. Seus lados sao as geodésicas a,

b e c. Seus angulos internos sao «, 3, 7.

4.1 Trigonometria Esférica

A trigonometria esférica estabelece relagoes entre os seis elementos de um triangulo
esférico (3 lados e 3 angulos) tornando possivel o cdlculo de trés elementos sendo conhe-

cidos outros trés.
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Vejamos como se da a lei dos cossenos na esfera e, no decorrer do trabalho, uma

atividade que pode ser aplicada aos alunos do ensino médio.

Teorema 6 (Lei dos cossenos) Seja ABC um triangulo esférico, com lados a, b e c, e

angulos internos A, B e C. Entio

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(A),

cos(b) = cos(a) cos(c) + sin(a) sin(b) cos(B),
cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(C).
Demonstracao 20 Tome ABC um triangulo esférico sobre uma esfera de centro O e

raios OA = OB = OC = r, conforme figura a sequir:

Figura 4.12: Demonstracao - Lei dos cossenos.

Os lados a, b e ¢ equivalem, respectivamente, aos angulos centrais COB, AOC e AOB
e $ao opostos aos angulos fl, BeC. O angulo Aéo angulo que passa por A e € formado
pelas retas tangentes aos arcos AB e AC. Analogamente, B passa por B e € formado
pelas retas tangentes aos arcos BAeBC eC é formado pela retas tangentes aos arcos
CAeCB passando por C.

Em wvista da figura acima, vemos que ao prolongar as tangentes que passam por A e
as retas OB e @, estas se encontram nos pontos P e (). Como as retas AP e m 540
tangentes o superficie da esfera temos que, as semirretas AO e AP sao perpendiculares,
uma vez que uma reta tangente a uma esfera é perpendicular ao raio. O mesmo acontece
com as semirretas AO e AQ. Assim utilizando a geometria plana, € possivel estabelecer

algumas relacoes trigonométricas. Desde que os AOAP e AOAQ sao retos em A, temos:

(4.1)

e sin(c) =

=

Il

|

=

Il

J

&

Il
Q||
Sis
SIS

Por Pitdgoras, temos PO’ = A0 + AP ¢ Q02 — 40" + AQQ, logo

PO’ + Q0" = 240" + AP + AQ".
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Assim,

240" = (Po2 — AP2) v (Q_02 . m2) .
Aplicando a let dos cossenos, da geometria plana, aos triangulos APQO e APQA, obte-

TeEMOS.

2

PQ" = PO’ + Q02 —2P0O.QO0. cosa,

2

PQ° = AP +AQ° — 2AP.AQ.cos A.

Entao,

A0.40 + AP'AQ.COS A. (4.2)
PO.Q0 ' PO.QO
Substituindo (4.1) em (4.2), seque que:

cosa =

A

cos(a) = cos(b). cos(c) + sin(b). sin(c). cos(A),
tal equacdo € chamada de formula fundamental para triangulos esféricos.
De forma andloga, chegamos as outras duas combinagoes, completando assim o grupo
das chamadas formulas fundamentais da trigonométrica esférica:
cos(b) = cos(a).cos(c) + sin(a).sin(c). cos(B),

cos(c) = cos(a).cos(b) + sin(a). sin(b). cos(C).

4.2 Teorema de Pitagoras Esférico

O triangulo esférico com pelo menos um angulo reto se denomina triangulo esférico
retangulo. Em particular, se um triangulo esférico possui seus trés angulos retos, entao,

a soma é 270°.

Figura 4.13: Soma dos angulos = 270°.
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Caso um dos angulos seja reto, por exemplo C = 90°, teremos:

cos(c) = cos(a).cos(b) + sin(a). sin(b). cos(C)
= cos(a).cos(b) + sin(a). sin(b).0,

Assim, temos o Teorema de Pitagoras Esférico

cos(c) = cos(a). cos(b).

4.3 Geometria no globo terrestre para alunos do en-
sino médio
4.3.1 Para que estudar a geometria do globo terrestre?

Costuma-se estudar, no ensino basico, apenas a geometria plana euclidiana; com suas
definicoes, teoremas e postulados que sao vastamente encontrados nos livros do ensino
fundamental e médio, quando muito elevamos uma referéncia a figuras nao poligonais ou
nao poliedrais.

Quando passamos para elementos espacias, transmitimos ao aluno o conhecimento de
paralelepipedos, cones, cilindros e esferas; voltados ao calculo de areas das superficies e
de volumes.

Nesta secao veremos a possibilidade de estender os estudos geométricos a superficie
esférica, mas com um olhar geografico, associando a esfera com o globo terrestre.

Desta forma temos a oportunidade de trabalhar a interdisciplinaridade e estender o
contetdo de cartografia, visto no 1° ano do ensino médio na disciplina de geografia, a
localizagao geografica por meio do transferidor esférico e a cédlculos de distancias que,
geralmente, nao sao abordados pelos professores de geografia.

A constatacao da limitacao do conteudo se deu por conversas com colegas da area de
geografia que me disceram: “Aquela parte de cdlculo € muito complexa, nds so estudamos
na graduacao e acabamos por nao ensinar aos alunos.”

Sendo assim, podemos aproveitar a oportunidade e langar algumas indagagoes, a fim

de levar o aluno refletir sobre as diferencas da geometria euclidiana a da geometria esférica.

e Ao desenharmos a representacao de uma reta no quadro, somos levados a imaginar
uma linha sem comecgo ou fim. Agora suponha essa linha reta sobre uma esfera: ele

ainda nao teréd inicio e fim?

e Um triangulo plano qualquer tem como soma das medidas dos angulos internos igual

a 180° como seria a soma desses angulos se o triangulo estiver sobre uma esfera?

e Sobre uma esfera ¢é possivel termos retas palalelas?
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e Imagine que fard uma viagem de avidao. A rota mais curta entre duas cidades serd

uma linha reta?

Estas perguntas levam a observacao clara de que a geometria euclidiana difere da
geometria esférica. E assim podemos comecar a estudar conceitos simples da geometria

no globo terrestre.

4.3.2 Dimensoes da Terra esférica

Tomando a Terra como uma esfera temos o raio na ordem de 6372km, e entao, pode-se

calcular o comprimento da linha do equador ou de um meridiano:
C =2nr

que resulta em:
C =~ 40036km

uma vez que m = 3, 141592653....

Como uma volta completa equivale a 360°, podemos calcular o comprimento de um
grau na Terra: 1° ~ 111, 17km.

Logo pode-se calcular o valor de um minuto na Terra 1’ &~ 1852m e ainda, o valor de

um segundo na Terra: 1”7 ~ 30m.

4.3.3 Coordenadas geograficas

Vamos assumir a terra como uma esfera perfeita. Na matematica tradicional trabalha-
mos com coordenadas cartesianas para localizagao de pontos no plano; sobre uma esfera
também trabalharemos com duas coordenadas, mas agora geograficas, que sao referéncias
angulares denominadas latitude e longitude.

No plano cartesiano temos dois eixos ortogonais, aqui teremos duas circunferéncias
maximas ortogonais, denominados linha do equador e meridiano de Greenwich.

Vimos que a longitute é o angulo medido a partir do meridiano de Greenwich e a

latitude é o angulo aferido a partir da linha do Equador.

4.3.4 Atividade experimental

Objetivo: localizar coordenadas geograficas.

Material necessario
e Esfera de isopor (25cm de diametro);
e Canetas permanentes;

e Elasticos;
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Uma folha de acetato (usada em retroprojetor);

Marcador permanente;

Tesoura ou estilete;

Fita adesiva transparente;

e Régua;

Objeto cilindrico para apoiar a esfera.

Figura 4.14: Material.

Experiéncia: Construir um transferidor esférico.

1. Para isso corte trés tiras de acetato de igual largura. As esferas sao formadas por
duas semiesferas cuja ligacao sera a linha do equador. Na linha do equador, contorne
com as tiras de acetato, cortando os excessos, a fim de construir uma circunferéncia

maxima.

2. Na sequéncia, abrimos a tira circular em uma tira linear e marcamos os angulos
sobre ela. Faremos as marcagoes de 10° em 10°, dividindo-a em 36 partes iguais. O

que corresponde a 360°.

3. Na etapa seguinte recortamos 4 tiras de acetato, em duas marcamos angulos de 0°

a 90° e nas outras duas angulos de 90° a 180°.
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10.

11.

Em seguida, as quatro tiras sao coladas perpendicularmente a tira principal de 360°.
As tiras deverao ser fixadas nos angulos 0°, 90°, 180° e 270°. Nas posigoes de 0° e de
90° devemos fixar as tiras com marcagoes de 0° e de 90° e as outras nas marcagoes
de 180° e 270°.

. Unindo as tiras duas a duas obtemos o transferidor esférico o qual serd encaixado

sobre a esfera de isopor.
Em seguida preparamos a esfera para representar o globo terrestre.

Marcamos a linha do Equador com caneta preta e o meridiano de Greenwich, per-
pendicular a linha do Equador, com o auxilio do transferidor esférico, com caneta

azul.
Com o auxilio do transferidor também marcamos os polos norte e sul.

Primeira etapa pronta. Vamos agora tomar as coordenadas geograficas de duas

cidades, sejam elas as cidade de Campo Grande MS e Brasilia DF.

Com o auxilio do transferidor, facilmente encontramos a localidade no globo terres-

tre.

Agora vamos determinar em km a distancia de Campo Grande a Brasilia.

Figura 4.15: Transferidor esférico
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Exemplo 1 A cidade de Campo Grande estd localizada sequndo Latitude 20°26'34” S ou
—20.4435 e Longitude 54°38'47” O ou —54.6478, enquanto que a cidade de Brasilia estd
localizada sobre Latitude 15°46'48”S ou —15.7801 e Longitude 47°55'45”'O ou —47.9292.

Assim, determine a distancia, em quilometros, entre elas.

A

Figura 4.16: Exercicio - Distancia entre pontos na esfera.

Resolucao

Seja A, o pdlo norte e vértice do triangulo esférico ABC, B a cidade de Brasilia-DF,
C a cidade de Campo Grande-MS e os pontos D e E situados sobre a linha do equador.

AD tem 90° ¢ DB — 15,7801°, seque que ¢ = 105,7801. Por outro lado AC tem
90° ¢ CE —20,4435, logo b = 110,4435. O angulo () é associado ao arco ED onde
A=—47,9292+54.6478=6, 7186. Aplicando a lei dos cossenos temos:

~

cos(a) = cos(b).cos(c) + sin(b). sin(c). cos(A)
cos(a) = cos(110,4435). cos(105.7801) + sin(110, 4435). sin(105.7801). cos(6.7186)
cos(a) = 0,9905

Logo, a = 7,9051. Como 1° ~ 111,12km, entdo a ~ 111,12 x 7,9051 ~ 878,41 km.

Exemplo 2 Um barco que parte de um ponto A com latitude 36°50' N e longitude 76°20'O
navega ao longo de uma circunferéncia marima. Sabendo-se que corta a linha do Equador
em um ponto cuja longitude é de 50°O determine a distancia percorrida. Procedendo ana-

logamente ao primeiro exemplo teremos b = 53,1667, ¢ = 90 e (A) = 26,3333 Aplicando
a let dos cossenos temos:

~

cos(a) = cos(b).cos(c) + sin(b). sin(c). cos(A)
cos(a) = cos(53,1667).cos(90) + sin(53, 1667). sin(90). cos(26, 3333)
cos(a) = 0,7173

Logo, a = 44,1658. Como 1° = 111,12km, entao a ~ 111,12 x 44,1658 ~ 4.907, 71 km.
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Capitulo 5

Analise das provas do ENEM

Neste capitulo veremos em que fase o aluno da educagao basica do Mato Grosso do
Sul estuda o Teorema de Pitdgoras, o que é e para que serve o ENEM (Exame nacional
do ensino médio) e a incidéncia desse contetido nas provas do Enem.

Para verificar o quanto esse conteudo é exigido no ENEM, fez-se uma analise, ano a
ano, questao por questao, em todas as provas ja aplicadas. Desde a primeira, 1998, até

sua tltima edigcao, 2015.

5.1 Referencial Curricular - SEMED (Secretaria mu-
nicipal de educagao - Campo Grande/MS)

No sexto ano o aluno aprende o angulo reto, com o auxilio de figuras, recortes e da
observagao dos objetos a sua volta. Como por exemplo, o quadro, as folhas de caderno,
entre outros.

No sétimo ano o aluno inicia o estudo quanto a classificacao dos triangulos e tem
instrugoes de como construi-los.

No oitavo ano o aluno conhece as classificagoes dos triangulos quanto aos angulos,
sabendo distinguir os triangulos acutangulos (trés angulos agudos), dos obtusangulos (um
angulo obtuso) e dos retangulos (um angulo reto).

No nono ano lhe é apresentado o Teorema de Pitdgoras e as relagoes métricas e trigo-

nomeéricas.

5.2 Referencial Curricular - SED (Secretaria de educagao

do estado do Mato Grosso do Sul)

De maneira muito proxima ao municipio de Campo Grande-MS, o estado do MS segue
a sequéncia de conteudos no ensino fundamental-séries finais.

Ja no ensino médio, a SED-MS trabalha de forma bem forte o Teorema de Pitagoras,
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sendo que o conhecimento do contetido leva o aluno a desenvolver vérios exercicios em
todos os anos.

No primeiro ano o estudo de perpendicularismo, poliedros, prismas e piramides exigem,
diretamente, o conhecimento do Teorema de Pitagoras para os calculos dos exercicios.

No segundo ano é estudado semelhanca de triangulos, relagoes métricas no triangulo
retangulo, razoes trigonométricas, seno, cosseno e tangente de um angulo agudo e angulos
notaveis; mais uma vez exigindo do aluno o conhecimento do Teorema de Pitagoras.

No terceiro ano o estudo de sistemas de coordenadas, distancia entre dois pontos,
baricentro de um triangulo, angulo entre duas retas, posicoes relativas entre duas retas,
distancia de um ponto a uma reta, intersecoes entre duas retas, tangéencia entre reta e

circunferéncia também requerem o conhecimento do Teorema de Pitdgoras.

5.3 ENEM

Criado em 1998, o ENEM teve por principio avaliar o aprendizado em todo o pais
e auxiliar o ministério de educacao na elaboracao de politicas de melhoria do ensino
brasileiro.

O primeiro modelo de prova, utilizado entre 1998 e 2008, tinha 63 questoes aplicadas
em um dia de prova e também servia como alternativa ou complemento da nota dos
vestibulares de mais de mil institui¢oes de ensino superior.

Em 2009, com o intuito de unificar o vestibular das universidades federais, foi introdu-
zido um novo modelo de provas sendo realizado em dois dias, composto por 180 questoes
objetivas e uma questao de redacao. Assim, o exame comecou a ser utilizado, de forma
opcional, como exame de acesso em universidades piblicas através do SiSU (Sistema de
Sele¢ao Unificada).

A prova também é utilizada para a aquisicdo de bolsas em universidades privadas
através do ProUni (Programa Universidade para Todos), para obtengao de financiamento
através do Fies (Fundo de Financiamento ao Estudante do Ensino Superior) e como
certificacao de conclusao do ensino médio, substituindo o Encceja (Exame Nacional para
Certificagao de Competéncias de Jovens e Adultos). Além disso, o aluno que obter pelo
menos 650 pontos na prova do ENEM, a partir de 2011, pode concorrer a bolsas de

intercambio em instituigoes estrangeiras através do programa Ciéncia sem fronteiras.

5.4 Analise das provas do ENEM

Nesta secao, realizamos breves comentarios sobre as questoes do ENEM, desde seu

primeiro ano, que requerem o estudo de triangulos retangulos.

a) No ENEM de 1998 apenas a questao 10 refere-se ao triangulo retangulo, no entanto,
o conceito de semelhanca de triangulos é mais conveniente do que aplicar o

Teorema de Pitagoras.
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10 A sombra de uma pessoa que tem 1,80 m de altura mede 60 cm. No mesmo momento, a seu lado, a
sombra projetada de um poste mede 2,00 m. Se, mais tarde, a sombra do poste diminuiu 50 cm, a
sombra da pessoa passou a medir:

(A) 30 cm
(B) 45 cm
(C) 50 cm
(D) 80 cm
(E) 90 cm

b) No ENEM de 2000 apenas a questao 13 refere-se ao triangulo retangulo, mas re-
quer o conhecimento de semelhanga de tridngulos ou de P.A. (progressao

aritmética) e nao do Teorema de Pitdgoras.

13
Um marceneiro deseja construir uma escada trapezoidal com 5 degraus, de
forma que o mais baixo e o mais alto tenham larguras respectivamente iguais a
60 cm e a 30 cm, conforme a figura:

F 30 4

—60 —A

Os degraus serao obtidos cortando-se uma pega linear de madeira cujo
comprimento minimo, em cm, deve ser:

(A) 144. (B) 180. (C)210. (D) 225. (E) 240.

¢) No ENEM de 2005 apresentou-se a questao 34 a qual pode ser solucionada utilizando
o Teorema de Pitagoras.

34

Quatro estacdes distribuidoras de energia A, B, C e D estéo dispostas como vértices de um quadrado de 40 km de
lado. Deseja-se construir uma estacdo central que seja ao mesmo tempo equidistante das estactes Ae B e da
estrada (reta) que liga as estacdes Ce D.

A nova estacéo deve ser localizada

(A) no centro do quadrado.

) na perpendicular a estrada que liga C e D passando por seu ponto médio, a 15 km dessa estrada.
) na perpendicular a estrada que liga C e D passando por seu ponto médio, a 25 km dessa estrada.
(D) no vértice de um triangulo equilatero de base AB, oposto a essa base.

) no ponto medio da estrada que liga as estactes A e B.

d) Este exercicio do ENEM de 2006 é um cldssico exemplo do uso do Teorema de

Pitagoras para sua resolucao.
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| 24 om

30 om

Na figura acima, que representa ¢ projetc de uma
escada com 5 degraus de mesma altura.
o comprimento total do corriméc € igual a

@ 18m ® 21m
® 19m @ 22m
® 20m

e) No ano de 2009 apresentaram-se as questoes 154 e 174. A questao 154 que tem
sua representacao através de um triangulo retangulo, mas requer o conhecimento de
semelhandacga de triangulos em sua solugao; ja a questao 174 também apresenta
em sua resolucao o triangulo retangulo, mas requer o conhecimento das relagoes

trigonométricas e de setor circular mas nao do Teorema de Pitdgoras para sua

resolucao.
. .

A rampa de um hospital tem na sua parte mais Considere um ponto P em uma circunferéncia de raio r no
elevada uma altura de 2,2 mefros. Um paciente ao  Plano cartesiano. Seja Q a proje¢éo ortogonal de P sobre o

caminhar sobre a rampa percebe que se deslocou 3,2 eixo x, como mostra a figura, e suponha que o ponto P
metros e alcancou uma altura de 0,8 metro percorra, no sentido anti-horario, uma disténcia d < r sobre

a circunferéncia.

A distdncia em metros que o paciente ainda deve caminhar
para atingir o ponto mais alto da rampa é

© 1,16 metros. ® 5,6 metros.
® 3,0 metros. @ 7,04 metros.
® 5,4 metros.

Entao, o ponto Q percorrera, no eixo x, uma distancia dada

por
(] rﬁ—sengu]. ® rsen|'i.'].
L r) \d)
(B] r{:1—cos%:]. (E] rcos[j%:‘.
® r1'1—tg—\.
r)

f) No ENEM aplicado em 2010 o exercicio 160 requer apenas o conhecimento de tan-

gente para sua solucao, e para o exercicio 161 é possivel obter a resposta utilizando
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os conhecimentos do Teorema de Pitagoras.

Questao 160

Umbalaoatmosférico, langadoem Bauru (343 quilémetros
a MNoroeste de Sao Paulo), na noite do Ultimo domingo,
caiu nesta segunda-feira em Cuiaba Paulista, na regiao
de Presidente Prudente, assustando agriculiores da
regido. O artefato faz parte do programa Projeto Hibiscus,
desenvolvido por Brasil, Franga, Argentina, Inglaterra e
Italia, para a medigdo do comportamento da camada de
o0zbnio, e sua descida se deu ap6s o cumprimento do
tempo previsto de medigao.

Balao

BOQ° 30°
1,8 km A 4.7 km B

Ma data do acontecido, duas pesscas avistaram o balao.
Uma estava a 1,8 km da posigao vertical do baldo e o
avistou sob um angulo de 60°; a outra estava a 5,5 km
da posigao vertical do baldo, alinhada com a primeira, e
no mesmo sentido, conforme se vé na figura, e o avistou
sob um angulo de 30°.

Qual a altura aproximada em que se encontrava o balao?

o 1.8km
@ 19km
a 3,1km
® 3,7km
@ 55km

Questdo 161

Em canteiros de obras de construgdo civil & comum
perceber trabalhadores realizando medidas de
comprimento e de éngulos e fazendo demarcagdes por
onde a obra deve comecar ou se erguer. Em um desses
canteiros foram feitas algumas marcas no chao plano.
Foi possivel perceber que, das seis estacas colocadas,
trés eram vértices de um tridngulo retdngulo e as outras
trés eram os pontos médios dos lados desse triangulo,
conforme pode ser visto na figura, em que as estacas
foram indicadas por letras.

B

P M

A g W
N 1

A regido demarcada pelas estacas A, B, M e N deveria
ser calgada com concreto.

Nessas condigbes, a area a ser calgada corresponde

a mesma area do triangulo AMC.

a mesma area do triangulo BNC.

a metade da area formada pelo trigngulo ABC.

ao dobro da area do triangulo MNC.

ao triplo da area do triangulo MNC.

VEROD

g) No exercicio 158 aplicado no ENEM de 2011 o esbogo é dado por triangulos retangulos,

mas a solugdo requer apenas o conhecimento das relagoes trigonométricas do

triangulo retangulo.

QUESTAO 158

Suponha que o navegante tenha medido o angulo

Para determinar a distancia de um barco até a praia,
um navegante utilizou o seguinte procedimento: a partir
de um ponto A, mediu o angulo visual a fazendo mira em
um ponto fixo P da praia. Mantendo o barco no mesmo
sentido, ele seguiu até um ponto B de modo que fosse
possivel ver o mesmo ponto P da praia, no entanto sob
um angulo visual 2a. A figura ilustra essa situacgao:

Trajetoria do barco

O = 30° e, ao chegar ao ponto B, verificou que o barco
havia percorrido a distancia AB = 2 000 m. Com base
nesses dados e mantendo a mesma trajetoria, a menor
distancia do barco até o ponto fixo P sera

© 1000 m.
® 1000v3 m.
® 20002 m.
® 2000 m.
@ 20003 m.

h) No ano de 2012 a prova do ENEM trouxe o exercicio abaixo onde basta o conheci-

mento de area de tridngulos.
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QUESTAO 152

Para decorar a fachada de um edificio, um arquiteto
projetou a colocacao de vitrais compostos de quadrados
de lado medindo 1 m, conforme a figura a seguir.

Nesta figura, os pontos A, B, C e D s&o pontos médios
dos lados do quadrado e os segmentos AP e QC medem
1/4 da medida do lado do quadrado. Para confeccionar
um vitral, sao usados dois tipos de materiais: um para a
parte sombreada da figura, que custa R$ 30,00 o m?, e
outro para a parte mais clara (regioes ABPDA e BCDOB),
que custa R$ 50,00 o m2.

De acordo com esses dados, qual € o custo dos materiais
usados na fabricacao de um vitral?

R$ 22,50
R$ 35,00
R$ 40,00
R$ 42,50
R$ 45,00

POREO

para determinar a altura de um triangulo.

conteudos.

i) Em 2013 temos algumas atividades a serem analisadas. O exercicio 156 requer o co-
nhecimento de triangulo retangulo junto com as relagoes trigonométricas e também
area de quadrado. Na questao 172 o conhecimento de semelhanca de tridngulos

basta e, por fim, para a questao 178 podemos utilizar o Teorema de Pitagoras

QUESTAO 156

As torres Puerta de Europa sao duas torres inclinadas
uma contra a outra, construidas numa avenida de Madri,
na Espanha. Ainclinagao das torres € de 15° com a vertical
e elas tém, cada uma, uma altura de 114 m (a altura é
indicada na figura como o segmento AB). Estas torres sdo
um bom exemplo de um prisma obliquo de base quadrada
e uma delas pode ser observada na imagem.

|
1"

Disponivel em: wwe flickr.com. Acesso em- 27 mar. 2012

Utilizando 0,26 como valor aproximado para a
tangente de 15° e duas casas decimais nas operacoes,
descobre-se que a drea da base desse prédio ocupa
na avenida um espaco

menor que 100 m2

entre 100 m? e 300 m?,

entre 300 m? e 500 m2,

entre 500 m? e 700 m?,

maior que 700 m?.

Po@POO
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QUESTAOQ 172

O dono de um sitio pretende colocar uma haste
de sustentacdo para melhor firmar dois postes de
comprimentos iguais a 6 m e 4 m. A figura representa
a situacao real na qual os postes sdo descritos pelos
segmentos AC e BD e a haste € representada pelo
segmento EF, todos perpendiculares ao solo, que é
indicado pelo segmento de reta AB. Os segmentos AD e
BC representam cabos de ago que serdo instalados.

D
c

3 ]
4
A F B

Qual deve ser o valor do comprimento da haste EF?

O1m
®2m
® 24m
®3m
@ 26m

QUESTAO 178

Em um sistema de dutos, trés canos iguais, de raio
externo 30 cm, sdo soldados entre si e colocados dentro de
um cano de raio maior, de medida R. Para posteriormente
ter facil manutencgéo, € necessdrio haver uma distancia
de 10 cm entre os canos soldados e o cano de raio maior.
Essa distancia € garantida por um espacgador de metal,
conforme a figura:

Utilize 1,7 como aproximacgao para V3.
O valor de R, em centimetros, € igual a
64,0.

65,5.
74,0.
81,0.
91,0.

POoPI9

j) Este exercicio, aplicado no ENEM de 2014, é resolvido com uma simples aplica¢ao

do Teorema de Pitagoras, mas também poderia ser solucionado por meio da

equacao da circunferéncia de raio 2.

QUESTAO 167

Afigura mostra uma crianga brincando em um balango
no parque. A corda que prende o assento do balango ao
topo do suporte mede 2 metros. A crianga toma cuidado
para nao sofrer um acidente, entdo se balanca de modo
gue a corda ndo chegue a alcancar a posi¢do horizontal.

i

Na figura, considere o plano cartesiano que contém
a trajetoria do assento do balango, no qual a origem esta
localizada no topo do suporte do balango, o eixo X é
paralelo ao chdo do parque, e o eixo Y tem orientacdo
positiva para cima.

A curva determinada pela trajetéria do assento do balanco
& parte do gréfico da fungio

0 w=-V2-¥
O )=Vvz2-x=
® f=x2-2

® fix)=-va-x2
O fix)=va-x

k) Em 2015 podemos apreciar dois exercicios. No 152 caso o aluno nao lembre a férmula

da area do trapézio, podera utilizar o Teorema de Pitagoras para determinar a

altura do triangulo retangulo e entao calcular a area da primeira figura por meio de

um triangulo retangulo e de um retangulo. Ja no 176, para determinar a altura do

triangulo equildtero inscrito no circulo pode-se utilizar o Teorema de Pitagoras.
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QUESTAOD 152 000000

O Esquema | mostra a configurag&o de uma quadra
de basquete. Os frapézios em cinza, chamados de
gamrafdes, correspondem a areas restritivas.

14— 580 cm —*]

Esquema |- area restritiva antes de 2010

Visando atender as onientagtes do Comité Central da
Federacé&o Internacional de Basquete (Fiba) em 2010, que
unificou as marcagdes das diversas ligas, foi prevista uma
modificag&o nos garrafes das quadras, que passariam a
ser retAngulos, como mostra o Esquema Il

QUESTAO 176 ¢00000

D ¢ ()

Esquema II: area restritiva a partir de 2010

Apos executadas as modificagbes previstas, houve
uma alteracdo na area ocupada por cada garrafdo, que
corresponde a um(a)

aumento de 5 800 cm®

aumento de 75 400 cm?.

aumento de 214 600 cm?.

diminuigdo de 63 800 cm?.

diminuigcdo de 272 600 cm?.

POPOO

O tampo de vidro de uma mesa quebrou-se e devera
ser substituido por outro que tenha a forma de circulo.
0O suporte de apoio da mesa tem o formato de um prisma
reto, de base em forma de tnangulo equilatero com lados

medindo 30 cm.

Uma loja comercializa cinco tipos de tampos de vidro
circulares com cortes ja padronizados, cujos raios medem
18 cm, 26 cm, 30 cm, 35 cm e 60 cm. O proprietano
da mesa deseja adquirir nessa loja o tampo de menor
didmetro que seja suficiente para cobrir a base superior

do suporte da mesa.

Considere 1,7 como aproximac&o para ¥3 .

O tampo a ser escolhido sera aquele cujo raio, em

centimetros, € igual a

O 18
0 26
® 30.
@ 35
@ 60.

Os anos nao mencionados nao apresentaram nenhum exercicio que requeresse o conhe-

cimento de triangulos retangulos.
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Conclusao

Estudando a parte historica no que compete ao Teorema de Pitagoras é encantador
ver como a produgao matematica fora intensa antes mesmo da era crista.

O Teorema de Pitagoras foi formalmente demonstrado por Pitdgoras no século VI a.C.,
porém ha escritos que comprovam que povos antigos ja tinham algum conhecimento sobre
o mesmo em torno do século XVIII a.C. Um desses é o tablete denominado Plimpton 322,
que contém inscricoes de ternos pitagoricos.

Uma clara visualizacao de que o Teorema de Pitagoras fora, certamente tema de muita
curiosidade e estudo, é a quantidade de diferentes demonstracoes feitas. Ha demonstragoes
algébricas e geométricas feitas por grandes estudiosos ou até mesmo por pessoas nao
ligadas ao meio académico.

Neste trabalho tivemos a oportunidade de visualizar 13 dessas demonstracoes, feitas
por um publico variado.

Prova disso é a 2* edicao do livro A proposicao pitagorica, lancado em 1940, pelo
matematico Elisha Scott Loomis, contendo 370 provas do Teorema de Pitagoras.

A aplicabilidade do Teorema de Pitdgoras também é muito vasta. Este é um contetido
muito agradavel de se trabalhar em sala de aula uma vez que sempre temos um exemplo
de algo ao nosso redor onde podemos visualizar o triangulo retangulo e assim aplicar o
Teorema de Pitagoras.

Apo6s conhecer os elementos dos triangulos retangulos no plano, podemos ampliar o
conhecimento para o espaco, aplicando o Teorema de Pitdgoras em poliedros, isso acontece
com certa frequéncia nos estudos matematicos na educagao basica.

O que eu mesma nao havia estudado e conversando com colegas de geografia cons-
tatel que os mesmos também nao tém tempo habil de se fazer, é aplicar conhecimentos
geograficos através da geometria esférica.

A partir da associacao de elementos geograficos do globo terrestre como, paralelos,
meridianos, polos, entre outros, com elementos geométricos como angulo, linhas parale-
las, cosseno, seno, entre outros, podemos nao s6 localizar pontos como também calcular
distancias na superficie esférica.

A geometria esférica nao é estudada pelos alunos da educacao bésica, exceto para
calcular areas e volumes relacionados a esferas. O estudo da matematica se limita a
geometria euclidiana. E uma pena pois os alunos deixam de compreender o espaco em

que vivem limitando-se ao fato de que as abordagens sempre sao no plano.
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Estudando um pouco o conteido e com o auxilio do transferidor esférico construido
no Capitulo 5 e alguns cdlculos matematicos, o aluno visualiza como sao localizados os
pontos no globo terrestre e também podem calcular distancias entre localidades distintas.

Os triangulos retangulos sao estudados desde o ensino fundametal, quando aparecem
de forma concreta. Na sequéncia os elementos a ele pertencentes sao entao apresentados
de forma bastante consistente e a exigéncia do aprendizado do conteido do Teorema de
Pitagoras é muito clara no ensino médio, sendo utilizado como ferramenta de resolugao
de exercicios em todos os anos.

Causou-me muita estranhesa o contetiido ser amplamente estudado na educagao basica
porém pouco requerido nas avaliacoes do ENEM. Das 180 questoes de cada prova, 45 sao
ligadas a matematica, logo nao falta oportunidade de inserir atividades que contemplem
este conteudo.

Quando o triangulo retangulo aparece nessas provas a resolugao exige, em sua maioria,
o conhecimento de semelhancga de triangulos nao chegando a exigir o Teorema de pitagoras
como ferramenta.

Assim esta andlise das provas nos leva ao seguinte questionamento: “Por que, um
contetdo de tamanha importancia para a compreensao e calculo da geometria Euclidiana

é tao pouco solicitado na maior e mais importante prova de acesso ao ensino superior no
Brasil?”

64



Referéncias Bibliograficas

1]

[10]

[11]

SHYRLENE MARTINS DE ABREU (2015). Geometria Esférica e Trigono-
metria Esférica Aplicadas a Astronomia de Posicdo. Dissertacao de Mestrado,
UFSJ/CAP.

ELDER ABREU Jr. (2013). Aplicagoes do Teorema de Pitigoras: Trigonometria
FEsférica. Dissertacao de Mestrado, UFMA.

ANTHONY ADRIGNOLO III (1983). The Mathematics Teacher: Pythagorean
Theorem via circles. Vol. 76, n°1 | pp. 10,63, Published by: National Council of
Teachers of Mathematics.

GERALDO AVILA (2007). Vdrias faces da matemdtica: Tépicos para licenciatura
e leitura geral. Editora Blucher, pp. 19, 56 — 60, 79 — 82.

WILLIAM P. BERLINGHOFF ¢ FERNANDO Q. GOUVEA (2010). A ma-
temdtica através dos tempos, Traducao de Elza F. Gomide e Helena Castro. Editora
Blucher, 2* edicao, pp. 144 — 147.

EUCLIDES ROSA. As Coisas que Ensinamos. Revista do Professor de Ma-
tematica, v. 02.

JOSE QUERGINALDO BEZERRA. Teorema de Pitdgoras no Espago. Revista do

Professor de Matematica, v. 79.

HOWARD EVES (2008). Introdugdo a historia da Matemdtica, Traduc¢ao de Hy-
gino H. Domingues, , Editora da Unicamp, 3* reimpressao, pp. 63 — 66, 97 — 98.

GILBERTO G. GARBI (2006). A rainha das ciéncias. Editora Livraria da Fisica,
1* edigao, pp. 24 — 27.

CARLOS EDUARDO GRANJA e JOSE LUIZ PASTORE (2012). Atividades ex-
perimentais de Matemdtica nos anos finais do Ensino Fundamental. Editora SM,
1* edigao, pp. 96 — 97,107 — 125.

http://portal.inep.gov.br/web/enem/sobre-o-enem,  pégina consultada em
10/05/2016.

65



[12]

[13]

[19]

[20]

[21]

[22]

[24]

http://biblioteca.ibge.gov.br/visualizacao/livros/liv64669cap2.pdf, pagina consul-
tada em 02/07/2016.

ELON L. LIMA. Mais uma vez o Teorema de Pitdgoras. Revista do Professor de

Matemaética, v. 13.

ELON L. LIMA, PAULO CEZAR P. CARVALHO, EDUARDO WAGNER e AU-
GUSTO CESAR MORGADO (2012). Temas e Problemas Elementares. Editora
SBM, 3 ed., pp. 84 — 87.

SERGIO ROBERTO NOBRE. As Luas de Hipocrates. Revista do Professor de
Matematica, v. 82.

BLAKE E. PETERSON (2009). The Mathematics Teacher: Teaching the Pytha-
gorean Theorem for Understanding, Vol. 103, n°2, pp. 160, Published by: National
Council of Teachers of Mathematics.

PAUL POLLACK (1996). Mathematics Teaching in the Middle School: My Ap-
plication of the Pythagorean Theorem, Vol. 1, n® 10, pp. 814 — 816, Published by:

National Council of Teachers of Mathematics.

MAURO LUIZ ROCHA (2001). Pitagoras: O que sonhou primeiro, Editora Uni-
vap, 2 ed., pp. 103.

SERGIO ROCHA. Fdbrica de ternos pitagoricos. Revista do Professor de Ma-

tematica, v. 55.

EUCLIDES ROSA. Mania de Pitigoras. Revista do Professor de Matematica, v.
02.

JEROME ROSENTHAL (1994). The Mathematics Teacher: The Converse of the
Pythagorean Theorem, Vol. 87, n°9, pp. 692 — 693, Published by: National Council
of Teachers of Mathematics.

JOAO CARLOS V. SAMPAIO (2008). Uma introdugio & Topologia Geométrica
passeios de Fuler, superficies, e o Teorema das quatro cores, Editora Edufscar, pp.
68 — 73.

ALDO SCIMONE (2009). Teaching Mathematics and Its Applications: A proof of
the converse of the Pythagorean proposition, pp. 113 — 116, Published by: Oxford

University Press on behalf.

COLLIN RM STOCKS, GERALD LAMB, J. KEVIN COLLIGAN, DAN KAL-
MAN, VIRGINIA STALLINGS e JEFFREY WANKI (2010). The Mathematics
Teacher: Calculating Pythagorean Triples, Vol. 104, n°2, pp. 152 — 155, Published

by: National Council of Teachers of Mathematics.

66



[25] SRINIVASA SWAMINATHAN (2014). The Pythagorean Theorem. pp. 1 — 4, Pu-
blished by: Journal of Biodiversity, Bioprospecting and Development.

[26] GUILLERMO ANTONIO L. VILLAGRA e IVO M. DA COSTA. Caracteristicas

de Triangulos Retangulos. Revista do Professor de Matematica, v. 70.

27] MARILIA TOLEDO E MAURO TOLEDO (2009). Teoria e prdtica de Ma-
tematica, Editora FTD, 1 ed., pp. 259.

[28] TAO TONG (1994). The Mathematics Teacher: Proving the Pythagorean Theorem,
Vol. 87, n°2, pp. 142, Published by: National Council of Teachers of Mathematics.

[29] ELISHA SCOTT LOOMIS (1972). The Pythagorean Proposition. 2* ed. Washigton
D.C.: National Coucil of Teachers of Mathematics.

[30] Referenciais curriculares: Estadual (ensino fundamental e médio) e Municipal (en-

sino fundamental).

67



