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CAMPO GRANDE - MS

2016



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MATO GROSSO DO SUL

INSTITUTO DE MATEMÁTICA
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a sociedade letrada e a meu esposo que pacientemente esteve a meu lado me incentivando.

Agradeço carinhosamente a todos que fizeram parte desse peŕıodo de estudos, aos
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Resumo

Este trabalho tem como objeto de estudo um dos mais importantes e belos Teoremas

matemáticos: o Teorema de Pitágoras. Inicialmente, veremos um levantamento histórico

sobre Pitágoras e de alguns fatos que remetem ao Teorema estudado. Na sequência, dentre

as numerosas demonstrações que encontramos na literatura, apresentamos, em detalhes,

13 lindas formas de provar-se a veracidade do Teorema, além de uma que trata de sua

rećıproca. Algumas aplicações e também da geração de ternos pitagóricos, ou seja, triplas

de números naturais que caracterizam os três lados de triângulos retângulos. Ainda vere-

mos que a geometria Euclidiana não explica tudo o que ocorre a nossa volta, prova disso

é o estudo da geometria esférica, onde também temos o triângulo reto. Por fim veremos

o quão pouco ele é requisitado nas provas do Enem por meio de uma análise de todas as

avaliações já aplicadas.

Palavras-chave: Teorema de Pitágoras, Geometria Esférica, Enem.
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Abstract

This article aims to study one of the most important and beautiful mathematical

Theorems: The Pythagorean Theorem. Initially, we will look at a historical background

about Pythagoras and some facts that leads to the studied Theorem. Next, among the

numerous demonstrations that is found in literature, we will present in detail, 13 elegant

ways to prove the veracity of the Theorem, and a further one that covers its reciprocal.

Some applications and also generations of Pythagorean triples - that is to say, triple of

natural numbers that characterize the three sides of right triangle. We will notice that

Euclidean geometry does not explain everything that occurs in our surroundings yet, the

proof is the study of spherical geometry, where we also find the right triangle. Finally,

we will see how little the Pythagorean Theorem is required in the Enem tests through an

analysis of all tests already applied.

Keywords: Pythagorean Theorem, Spherical geometry, Enem.
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3.6 Paraleleṕıpedo retângulo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

3.7 Tetraedro com um triedro trirretangular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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4.1 Trigonometria Esférica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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2.12 Pitágoras via ćırculos. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.13 Livro Loomis. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.14 Livro Loomis I. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.15 Demonstração por Semelhança de Triângulos. . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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Lista de Śımbolos

• AB : segmento ligando os pontos A e B;

• AB : comprimento do segmento AB;

• ∃ : existe;

• ⇒ : implica;

• ⇔ : se, e somente se;

• ≤ : menor ou igual que;

• < : menor que;

• ≥ : maior ou igual que;

• > : maior que;

• ∈ : pertence;

• = : igual a;

• ̸= : diferente de;

• ≈ : valor aproximado;

• {} : notação de conjunto;

• ∆ : triângulo;

• ≡ : equivale a;

• Â : ângulo A;

• ÂB : arco de circunferência ligando os pontos A e B;

•
: indica o final de uma demonstração.
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Introdução

Conjectura-se que Pitágoras tenha nascido por volta 570 a.C na ilha Jônia de Samos-

Grécia, mudando-se posteriormente para Crotona, Itália, onde fundou a escola ou Irman-

dade Pitagórica, que atráıa um público variado, politicamente ativo e preocupado em

organizar uma sociedade baseada em prinćıpios filosóficos e com boas condutas morais.

Juravam sigilo, ainda assim, sabe-se de alguns estudos oriundos dessa escola, dentre eles

os números amigáveis e os números perfeitos, mas nada é tão significativo quanto a de-

monstração do Teorema de Pitágoras, cujo enunciado é: Em qualquer triângulo retângulo

o quadrado da hipotenusa é igual à soma dos quadrados dos catetos.

Após os pitagóricos, uma variedade de demonstrações do Teorema pode ser encontrada,

em 1940, o professor de Matemática em Cleveland, Ohio (Estados Unidos), Elisha Scott

Loomis publicou a A proposição pitagórica, com 370 provas, [29]. Dentre estas destacamos

as seguintes: a posśıvel prova feita por Pitágoras por comparação de áreas sem usar uma

palavra sequer; a de Euclides, onde utilizou congruência de triângulos; a de Leonardo da

Vinci feita por equivalência de áreas, a de Bhaskara Akaria que não ofereceu qualquer

explicação além de uma figura e da palavra de significado “contemple”; a de Thabit

ibn-Qurra, sem palavras, envolvendo rotação de figuras; a de James Abram Garfield

utilizando-se do conceito de comparação de áreas por meio de figuras planas distintas;

uma via ćırculos, utilizando a teoria de potência de ponto; três demonstrações utilizando

semelhança de triângulos; a de W. Rupert, que utilizou o conceito e o Teorema das cordas;

uma por meio da área do retângulo; além de sua generalização e sua rećıproca.

Em matemática talvez nenhuma outra relação geométrica seja tão utilizada como

o Teorema de Pitágoras. É posśıvel utilizar o Teorema em todos os poĺıgonos; para

demonstrar a lei dos cossenos; o caminho mı́nimo entre dois pontos passando por uma

reta; a fim de determinar a relação entre as arestas e a diagonal de um paraleleṕıpedo

retângulo; para compreender as Lúnulas de Hipócrates, além de possibilitar uma forma

de verificar a relação entre as áreas das faces de um triedro trirretangular.

Os valores que compõem os lados de um triângulo retângulo são denominados ternos

ou trios pitagóricos. É fácil notar que o triângulo de lados 3, 4 e 5 é retângulo, mas você

sabia que o triângulo de lados 13.500, 12.709 e 18.541 é retângulo?

Um terno pitagórico (x, y, z) é chamado primitivo, quando z é a hipotenusa e os catetos

x e y são primos entre si, assim, (3, 4, 5) é um terno pitagórico primitivo, consequente-

mente, qualquer conjunto da forma (3k, 4k, 5k) com k inteiro e maior que 1 é também um
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terno Pitagórico, mas não primitivo.

Euclides elaborou uma das mais conhecidas formas de determinar trios primitivos, onde

o conjunto de todas as soluções inteiras para a equação a2+b2 = c2 é (u2−v2, 2uv, u2+v2),

u, v ∈ Z+. Caso u e v sejam ambos pares ou ambos ı́mpares, encontraremos um terno

pitagórico não primitivo e se u e v são escolhidos primos entre si, não ambos ı́mpares,

teremos um terno pitagórico primitivo.

A geometria euclidiana não explica tudo o que ocorre ao nosso redor. Por exemplo:

se a menor distância entre dois pontos é um segmento de reta, então devemos cavar

um túnel para nos deslocarmos entre as cidades de Campo Grande/MS e Braśılia/DF?

Para responder perguntas como estas vamos estudar a geometria esférica aplicada ao

globo terrestre, para isso veremos elementos esféricos como centro, raio, superf́ıcie esférica,

corda, seção plana e circunferência máxima.

Embora nosso planeta não seja precisamente uma esfera, estudaremos os elementos

geométricos como se o fosse, assim será necessário o conhecimento de polos, eixo polar,

equador, meridianos e paralelos, bem como latitude, longitude. Veremos a trigonometria

aplicada a esfera, onde estudaremos ângulos e triângulos esféricos, a lei dos cossenos

aplicada a qualquer triângulo e por fim aplicada ao triângulo reto, ou seja, a aplicação do

Teorema de Pitágoras em geometria esférica.

Para incentivar o estudo da geometria esférica aplicada ao globo terrestre, apresenta-se

uma atividade de contrução de um triângulo esférico, onde o aluno pode visualizar como

se dá a localização de um ponto qualquer sobre o globo terrestre e através da lei dos

cossenos calcular distâncias entre pontos.

Veremos que já no ińıcio do ensino fundamental o aluno aprende o que é um triângulo

retângulo e no 9o ano estuda o Teorema de Pitágoras e as relações métricas no triângulo

retângulo, continuando a estudá-los até o final do ensino médio; e que o ENEM é uma

prova com vasta utilização como ferramenta para avaliar o aprendizado, além de funcionar

como forma de acesso em universidades públicas, privadas e a bolsas de intercâmbio

além de servir como certificação de conclusão do ensino médio. Por fim, analizaremos a

incidência do Teorema de Pitágoras nestas avaliações através de uma análise das provas

do ENEM desde a primeira edição em 1998 até a última aplicada em 2015.
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Caṕıtulo 1

Levantamento Histórico

Conjectura-se que o matemático Pitágoras nasceu, por volta 570 a.C., na ilha Jônia

de Samos, Grécia. Local este que possui área de 468 km2 e situa-se próximo a região de

Anatólia, a 50 km da cidade onde vivia o matemático Tales de Mileto.

Esta região estava, em meados do século VI a.C., vivendo um peŕıodo de grande

turbulência poĺıtica. Percebendo tal clima de insegurança e não simpatizando com o

governante, Pitágoras deixou-a e, após passar pelo Egito, mudou-se para a cidade de

Crotona, ao sul da Itália onde por volta de 540 a.C. fundou a escola ou Irmandade

Pitagórica.

Figura 1.1: Cidade de Samos e Crotona.

A Irmandade Pitagórica atráıa um público diversificado e atingia todos os membros

da sociedade, inclusive mulheres, bastando a seus participantes determinação e vontade

de viver em prol do conhecimento e da purificação do esṕırito.

Os membros da escola Pitagórica eram politicamente ativos e destacavam-se pela pre-

ocupação em organizar uma sociedade baseada em prinćıpios filosóficos e com boas con-

dutas morais. Possúıam um rigoroso código de conduta, onde juravam não revelar suas

descobertas à ninguém. Fato este, que torna complicado encontrar fontes sólidas sobre

Pitágoras e sua escola.
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Sabe-se que a Irmandade Pitagórica tinha o pentagrama como śımbolo, figura esta

conhecida como a proporção divina ou áurea.

Figura 1.2: Pentagrama.

Os estudos matemáticos oriundos dessa escola foram de alt́ıssima qualidade, dentre eles

estão os números amigáveis (dois números onde cada um deles é igual a soma dos divisores

próprios do outro. Exemplo: 220 e 284) e os números perfeitos (onde o número é igual à

soma de seus divisores próprios), mas nada é tão significativo quanto a demonstração do

que hoje conhecemos por Teorema de Pitágoras.

1.1 O triângulo retângulo antes de Pitágoras

Há provas que os babilônios já conheciam o Teorema de Pitágoras. Uma delas, é o

tablete chamado Plimpton 322, pertencente à coleção G.A. Plimpton da Universidade de

Colúmbia, USA. Tal tablete apresenta uma relação de 15 linhas de numéros inteiros tais

que um é hipotenusa e o outro o cateto de um mesmo triângulo retângulo.

Esta tábula fora escrita entre 1900 e 1600 a.C., mas somente na época de Euclides

(cerca de 300 a.C.) descobriu-se que a geração das “ternos pitagóricos”(três lados que

compôem um triângulo retângulo) faz-se através de fórmulas que utilizam dois parâmetros,

sendo dif́ıcil encontrá-las por tentativas, principalmente quando os números envolvidos

passam de dezenas.
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Figura 1.3: Tablete de Plimpton.

Outro exemplo do conhecimento do triângulo retângulo é o caso Eǵıpcio dos estiradores

de corda (agrimensores). A técnica desses agrimensores era a seguinte:

• tomavam uma corda com treze nós equidistantes;

• prendiam no chão o primeiro nó com uma estaca; esticavam a corda, contavam três

espaços entre os nós e prendiam o quarto nó com outra estaca;

• a partir desse nó, esticavam novamente a corda, e então o estirador indicava um

lugar aproximado de onde seria preso o oitavo nó;

• o objetivo era conseguir que o décimo terceiro nó coincidisse com o primeiro, o que

exige uma adequação na posição exata do oitavo nó.

Assim ficava formado o triângulo retângulo de lados 3, 4, e 5.

Figura 1.4: Corda de 13 nós.

Isto mostra que os babilônios e Eǵıpcios tinham conhecimento de alguns triângulos

retângulos. Nesse momento esta era apenas uma receita que dava certo e resolviam

problemas, mas tudo sem demonstrações.
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Caṕıtulo 2

Algumas demonstrações

Para se ter ideia da magnitude do Teorema de Pitágoras, em 1940, o matemático

Elisha Scott Loomis publicou a 2a edição do livro A proposição pitagórica, contendo 370

provas; e ao finalizar o livro diz: “E ainda não chegamos ao fim”.

Vamos, agora, observar algumas demonstrações deste Teorema.

2.1 Pitágoras

Vejamos a provável demonstração feita por Pitágoras:

Demonstração 1 Seja um quadrado de lados b+ c e um quadrado (inscrito no quadrado

de lado b+ c) de lado a, conforme figura a seguir.

Figura 2.1: Quadrado de lados b+ c (Parte 1).

É evidente que temos 4 triângulos retângulos congruentes de lados a, b e c (Caso LAL)

e um quadrado de lado a. Reorganizando as figuras obtemos o quadrado de lado b+ c com

outra configuração, conforme a seguinte figura:
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Figura 2.2: Quadrado de lados b+ c (Parte 2).

Assim temos uma composição de seis poĺıgonos: quatro triângulos congruentes de ca-

tetos b e c e hipotenusa a, um quadrado com lados medindo b e um quadrado com lados

medindo c. Comparando as duas figuras, vemos que a área original não foi alterada. Logo,

a área do quadrado de lados medindo a da primeira figura é igual à soma das áreas dos

quadrados com lados medindo b e c da segunda figura. Ou seja, b2 + c2 = a2.

2.2 Euclides

Euclides (viveu cerca de 300 a.C.) foi matemático e escritor, muitas vezes referido como

o “Pai da Geometria”. Sua principal obra, “Os Elementos”, é um tratado matemático e

geométrico composto de 13 livros que englobam uma coleção de definições, postulados,

proposições e provas matemáticas dessas proposições.

Figura 2.3: Euclides.

No livro “Os Elementos”a demonstração do Teorema de Pitágoras é entitulada Pro-

posição 47, ou Teorema da hipotenusa. Neste, ela é feita utilizando congruência de

triângulos, vejamos os detalhes.
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Demonstração 2 Considere um triângulo ∆ABC, reto em A, adjacente a cada lado

constrúımos três quadrados e um segmento de reta perpendicular a hipotenusa com extre-

midades em A e K, conforme a figura abaixo.

A ideia é mostrar que a soma das áreas dos quadrados menores é igual a área do

quadrado maior. Para isso, tracemos os segmentos AH e BD, construindo os triângulos

∆ACH e ∆CDB que são congruentes;

Figura 2.4: Demonstração de Euclides.

pois temos que AC ≡ DC, AĈH ≡ DĈB (uma vez que ambos são iguais a AĈB+90o)

e CH ≡ CB, o que nos leva ao caso LAL de congruência de triângulos (caso que Euclides

havia demonstrado na Proposição 4 de sua obra).

O triângulo ∆ACH e o retângulo JKHC possuem a mesma base CH e a mesma

altura CJ . No livro I dos Elementos, Euclides demonstra que um triângulo com a mesma

base e altura de um quadrilátero, possui metade de sua área. Assim, a área do triângulo

DCB é a metade da área do quadrado ACDE, pois ambos possuem base CD e altura

CA. Como os triângulos ∆ACH e ∆DCB possuem a mesma área, pois são congruentes,

os quadriláteros JKCH e ACDE também possuem áreas iguais, já que suas áreas são o

dobro da área dos triângulos ∆ACH e ∆DCB, respectivamente.

Analogamente, os quadriláteros JKIB e ABFG têm áreas iguais. Mas, a àrea do

quadrado BCHI é a soma das áreas dos quadriláteros JKIB e JKHC. Ou seja, a área

do quadrado maior é igual à soma das àreas dos quadrados menores.
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2.3 Leonardo Da Vinci

Pintor e escultor italiano nascido em 1452, considerado um dos grandes gênios da

humanidade é muito conhecido por ser criador do quadro Mona Lisa.

Figura 2.5: Leonardo Da Vinci.

A demonstração é feita por equivalência de áreas. Observe a figura a seguir:

Figura 2.6: Demonstração de Leonardo Da Vinci.

Demonstração 3 Considere sobre os lados do triângulo retângulo △ABC os quadrados:

ABHJ , ADEC e BCFG. Vejamos que a área do quadrado ABHJ é igual à soma das das

áreas dos quadrados ADEC e BCFG. Sobre HJ contrua o triângulo △HIJ ≡ △ABC.

Como DA ∼= CA; AB ∼= AJ e BG ∼= JI e ainda (DÂB) = (CÂJ) e (AĴI) = (AB̂G),

então o quadrilátero DABG tem a mesma área que o quadrilátero CAJI. Os poĺıgonos

DABG e DEFG são congruentes assim como CAJI e IHBC. Dáı, a área do hexágono

ABGFED é o dobro da área do quadrilátero DABG, e a área do hexágono CAJIHB

é o dobro da área de CAJI,assim, obtemos que ABGFED e CAJIHB tem a mesma

área. Subtraindo de cada hexágono os dois triângulos retângulos, temos a igualdade entre

a área do quadrado ABHJ e a soma das áreas dos quadrados ADEC e BCFG.
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2.4 Bhaskara Akaria

Bhaskara, matemático Indiano do século XII, não ofereceu para a sua figura qualquer

explicação além de uma palavra de significado “veja”ou “contemple”.

Figura 2.7: Bhaskara.

A figura utilizada por Bhaskara também aparece no Chou-pei Suan-King (O Chou Pei

Suan Ching é um dos mais antigos textos chineses sobre Matemática, escrito por volta de

1200 a.C.), onde constrói-se um triângulo retângulo com hipotenusa a e catetos b e c.

Figura 2.8: Demonstração de Bhaskara.

Demonstração 4 Observe a figura. No interior, ao centro, encontramos um quadrado

de lado b− c. Dáı, temos por equivalência das áreas que: a2 = (b− c)2 +
4bc

2
, ou ainda,

a2 = b2 + c2.
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2.5 James Abram Garfield

Em 1881 Abram Garfield tornou-se o vigésimo Presidente dos Estados Unidos, ficando

no poder por apenas quatro meses (assassinado em 1881). Foi em 1876, enquanto era

representante de estado de Utah, que Garfield desenvolveu esta beĺıssima demonstração.

Figura 2.9: James Abram Garfield.

Utilizou-se do conceito de comparação de áreas mas, diferente de outras demons-

trações, usou figuras planas distintas. Vejamos:

Figura 2.10: Demonstração de James A. Garfield.

Demonstração 5 Na figura temos, dois triângulos retângulos congruentes de catetos a,

b e hipotenusa c e um terceiro triângulo retângulo isósceles de lados iguais medindo c, que

juntos formam um trapézio retângulo conforme figura acima.

Área do trapézio decomposto =
ab

2
+

ab

2
+

c2

2
.

Por um lado, a área do trapézio com bases a, b e altura a + b é:

Área do trapézio =
a+ b

2
.(a+ b) =

(a+ b)2

2
.

Igualando as áreas temos:

(a+ b)2

2
=

ab

2
+

ab

2
+

c2

2
⇒ c2 = a2 + b2.
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2.6 Thabit ibn-Qurra

Matemático islâmico do século IX de Bagdá, hoje Iraque.

Figura 2.11: Thabit ibn-Qurra.

Demonstração 6 Esta, assim como a de Bhaskara, é uma “demonstração sem pala-

vras,”a qual se dá por meio de rotação de figuras. Partindo de dois quadrados, um de

lado a outro de lado b, conforme figura, desenha-se no interior de cada um dos dois

triângulos retângulos de lados a, b e c. Rotacionando esses dois triângulos, obtém-se o

quadrado de lado c. Deste modo, demonstra-se a igualdade c2 = a2 + b2.

2.7 Teorema de Pitágoras via ćırculos.

Demonstração 7 Seja △ABC um triângulo retângulo, digamos reto em C, então po-

demos supor que o vértice B é o centro de um ćırculo de raio r = BC, conforme figura

abaixo.

Figura 2.12: Pitágoras via ćırculos.
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Por hipótese a = BE = BC = BD, AC = b, AB = c, AD secante ao ćırculo e ainda

CA tangente ao ćırculo o que implica CA⊥BC. Utilizando a teoria de potência de ponto

para uma reta secante e outra tangente a uma circunferência temos: DA.EA = (AC)2.

Substituindo os seguimentos por suas respectivas medidas obtemos:

(a+ c).(c− a) = b2 ⇒ c2 = a2 + b2.

2.8 Retirada do livro de Elisha S. Loomis

Demonstração 8 Sejam △ABC e △DEB triângulos retângulos, em que

BC = BE = a, AB = DE = b, AC = BD = c e CF = x.

Figura 2.13: Livro Loomis.

Pelo caso AA temos que △BFC e △ABC são semelhantes, então

x

BC
=

BC

AC
,

x

a
=

a

c
, x =

a2

c
.

A área do △ABD=
BD.AF

2
=

AB.DE

2
, substituindo os segmentos por suas incógnitas

obtemos:
c(c− x)

2
= b

b

2
⇒ c2 = a2 + b2.
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2.9 Do livro de Elisha S. Loomis

Demonstração 9 Sejam os triângulos retângulos △ABC e △ECD onde

BC = CD = a e AC = DE = c.

Figura 2.14: Livro Loomis I.

Estenda CE até intersectar a perpendicular a AB por A no ponto F. Seja CG⊥AF ,

onde AF=x e GF=y. Temos, pelo caso AA, que △DCE e △AFC são semelhantes, logo

x

DE
=

AC

CD
⇒ x

c
=

c

a
⇒ x =

c2

a
.

De modo análogo △CAB é semelhante a △CFG. Logo

y

CG
=

AB

BC
⇒ y

b
=

b

a
⇒ y =

b2

a
.

A área do trapézio

ABCF = área do △CGF + área do quadrilátero ABCG.

Ou seja,
(a+ x)b

2
=

by

2
+ ab,

e após alguns cálculos, obtemos

c2 = a2 + b2.
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2.10 Semelhança de triângulos

A demonstração por semelhança é a mais conhecida pelos alunos da educação básica,

visto que é a mais difundida nos livros didáticos.

Demonstração 10 Seja um triângulo retângulo ∆ABC, reto em A. Traçando a altura

relativa à hipotenusa, temos que a mesma é dividida em dois segmentos denominados

projeções dos catetos sobre a hipotenusa, sejam eles m e n.

Figura 2.15: Demonstração por Semelhança de Triângulos.

Pelo caso AA, temos que os triângulos ∆HBA e ∆HAC, retos em H, são semelhantes

ao triângulo ∆ABC. Utilizando a semelhança entre ∆HBA e ∆ABC, tem-se que

c

n
=

a

c
.

Aplicando a propriedade fundamental da proporção tem-se que c2 = n.a Com a semelhança

entre os triângulos ∆HAC e ∆ABC, tem-se que

b

m
=

a

b
,

que leva a relação b2 = m.a.

Somando as relações obtidas das duas semelhanças, obteremos

b2 + c2 = m.a+ n.a = (m+ n)a = a.a = a2

a2 = b2 + c2
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2.11 W. Rupert, 1900.

Para esta demonstração recordamos o conceito e o Teorema 1 sobre cordas.

Definição 1 Um segmento de reta cujas extremidades pertencem a uma mesma circun-

ferência é chamado de corda.

Teorema 1 Sejam duas cordas concorrentes num ponto P interno a uma dada circun-

ferência, então o produto das medidas dos dois segmentos determinados em uma delas

é igual ao produto das medidas dos segmentos determinados na outra, isto é, PA.PB =

PC.PD.

Figura 2.16: Teorema das Cordas.

Demonstração 11 (via Teorema 1) Dado um triângulo ABC, reto em Â, constrói-se

uma circunferência com centro em B e raio BC, segundo a figura abaixo.

Figura 2.17: Demonstração utilizando o Teorema das Cordas.
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Ao prolongar os catetos AC e AB obtemos as cordas EF e CD, que se intersectam

perpendicularmente no ponto A, sendo EF o diâmetro da circunferência. Desta forma a

corda CD é intersectada em seu ponto médio, logo AD = b. Note que BF = a (raio da

circunferência) e AE = a− c. Por Teorema 1, tem-se AC.AD = AE.AF, ou seja,

b.b = (a− c).(a+ c).

Desenvolvendo o produto notável, encontra-se a2 = b2+c2, que é a identidade do Teorema

de Pitágoras.

2.12 Por meio da área do retângulo

Figura 2.18: Demonstração por área de área de retângulo.

Demonstração 12 Na figura acima temos o triângulo retângulo de hipotenusa a e catetos

b e c, inscrito no retângulo de base a e altura h. Segue que a área do retângulo é duas

vezes a área A do triângulo retângulo maior. Note ainda que o retângulo é formado por

três triângulos retângulos mutuamente semelhantes. Se B e C representam as medidas das

áreas dos triângulos retângulos menores e A a do triângulo que sobrou, temos A = B+C.

Por semelhança entre os triângulos tem-se,

A

B
=

(a
b

)2

e
A

C
=

(a
c

)2

.

Segue que
A

a2
=

B

b2
=

C

c2
⇒ A

a2
=

B+ C

b2 + c2
.

Sendo A = B + C, temos que a2 = b2 + c2. E mais uma vez demonstra-se o Teorema de

Pitágoras.
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2.13 Rećıproca do Teorema de Pitágoras

A demonstração a seguir responde a seguinte pergunta. Dado um triângulo de lados

com medidas a, b e c, tais que a2 = b2+ c2. Pode-se afirmar que esse triângulo é retângulo

de hipotenusa a?

Demonstração 13 Consideremos um triângulo ∆ABC com AB = c, BC = a e CA = b.

1◦ caso(Â < 90◦): Suponha que b < c. Assim, o ponto D, projeção de C sobre AB,

está no interior do lado AB. Sejam AD = x e CD = h.

Figura 2.19: Rećıproca do Teorema de Pitágoras.

Como os triângulos ∆ADC e ∆BDC são retângulos, temos que: b2 = h2 + x2 e

a2 = h2 + (c − x)2 = b2 + c2 − 2cx, respectivamente, logo a2 < b2 + c2, o que contradiz a

condição inicial.

2◦ caso(Â > 90◦): Agora, o ponto D sai do lado AB.

Figura 2.20: Rećıproca do Teorema de Pitágoras.

Analogamente ao caso 1, tem-se a2 = b2 + c2 + 2cx assim a2 > b2 + c2, o que con-

tradiz a condição inicial. Segue então que em um triângulo ∆ABC, de lados a, b e c,

Â < 90◦ ⇒ a2 < b2+ c2 e Â > 90◦ ⇒ a2 > b2+ c2. Assim, a condição a2 = b2+ c2 implica

necessariamente que Â = 90◦.
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Caṕıtulo 3

Aplicações e consequências

Na geometria euclidiana, muito usada em ciências e engenharia, todos os cálculos

que envolvem relações espaciais e trigonometria têm como base o Teorema de Pitágoras.

É posśıvel utilizar o Teorema de Pitágoras em todos os poĺıgonos, pois eles podem ser

divididos em triângulos e esses em triângulos retângulos. E por extensão, em todos os

poliedros.

3.1 Lei dos Cossenos

Seja ∆ABC um triângulo acutângulo conforme figura a seguir e BH a altura relativa

ao lado AC.

Figura 3.1: Lei dos Cossenos.

Foram, então, formados os triângulos retângulos ∆AHB e ∆BHC. Aplicando-se o

Teorema de Pitágoras em ambos, obtém-se, respectivamente,

h2 +m2 = c2, h2 + (b−m)2 = a2.

Desenvolvendo a segunda equação:

h2 + b2 − 2bm+m2 = a2.
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Como h2 +m2 = c2, então

b2 + c2 − 2bm = a2.

Em ∆AHB note que cos Â =
m

c
, assim m = c. cos Â. Substituindo o valor de m na

equação anterior, obteremos

b2 + c2 − 2bc cos Â = a2. (3.1)

Tal procedimento pode ser repetido para um triângulo obtusângulo e o resultado obtido

será exatamente o mesmo, pois o cosseno de um ângulo obtuso corresponde ao simétrico

do seu complemento. A relação (3.1) é conhecida como Lei dos Cossenos.

3.2 Generalização do Teorema de Pitágoras

Do ponto de vista geométrico, o Teorema de Pitágoras nos diz que, a área do quadrado

constrúıdo sobre a hipotenusa de um triângulo retângulo é igual à soma das áreas dos

quadrados constrúıdos sobre os catetos.

Por meio da razão entre áreas de figuras semelhantes, veremos que podemos subs-

tituir os quadrados por quaisquer figuras semelhantes. A proposição a seguir descreve

precisamente o parágrafo anterior.

Proposição 1 Em triângulos retângulos, a área de uma figura qualquer constrúıda sobre

a hipotenusa é igual à soma das áreas das figuras semelhantes à primeira, contrúıdas sobre

os catetos.

Demonstração 14 Considere figuras semelhantes quaisquer constrúıdas sobre os lados

de um triângulo retângulo de hipotenusa a e catetos b e c. Sejam A, B e C as áreas dessas

Figura 3.2: Generalização do Teorema de Pitágoras.

figuras, conforme está indicado na figura abaixo. Desde que a razão entre áreas de figuras

semelhantes é igual ao quadrado da razão de semelhança, obtemos:

A

a2
=

B

b2
=

C

c2
.
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Das propriedades de proporções, a saber, em uma proporção, a soma dos antecedentes

está para a soma dos consequentes, assim como cada antecedente está para o seu conse-

quente, temos:
A

a2
=

B

b2
=

C

c2
=

B + C

b2 + c2
.

Pelo Teorema de Pitágoras, a2 = b2 + c2, conlúı-se que A = B + C.

3.3 Triângulo inscrito em uma circunferência

Teorema 2 Um triângulo é retângulo se, e somente se, pode ser inscrito em uma cir-

cunferência de diâmetro igual a um de seus lados.

Demonstração 15 Seja o triângulo retângulo ∆ABC, reto em A, conforme figura a

seguir:

Figura 3.3: Demonstração - Triângulo retângulo inscrito em uma circunferência (ida).

Como ∆ABC é um triângulo retângulo segue que

a2 = b2 + c2 ⇒
(a
2

)2

=

(
b

2

)2

+
( c
2

)2

,

Traçando as mediatrizes de AC e AB, encontramos os pontos N e P , médios de AC

e AB, assim o quadrilátero APMN é um retângulo.

Por Pitágoras (PN)2 =

(
b

2

)2

+
( c
2

)2

=
(a
2

)2

,

Assim PN = AM =
(a
2

)
,

Aplicando Pitágoras nos triângulos ∆PMB e ∆NMC obtemos BM = MC =
(a
2

)
,

Portanto, de AM = BM = MC =
(a
2

)
temos que dado um triângulo retângulo,

podemos traçar uma circunferência circunscrita a ele.
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Por outro lado, dado ∆ABC um triângulo inscrito em uma circunferência de diâmetro

AB, centro O, raio r e ângulos medindo α, β e γ.

Figura 3.4: Demonstração - Triângulo retângulo inscrito em uma circunferência (volta).

Os triângulos ∆COB e ∆CAO são isósceles, logo obtemos que γ = α+ β. Desde que

α e β são complementares, temos γ = 90◦; portanto o triângulo ∆ABC é retângulo.

3.4 Lúnulas de Hipócrates

No século V a.C., viveu, na ilha de Chios, o matemático Hipócrates, que mostrou, pela

primeira vez, que uma certa figura limitada por arcos de circunferência tinha uma área

igual à de determinado triângulo. Mais especificamente, dado um triângulo retângulo e

três semicircunferências tendo os lados desse triângulo como diâmetro, seja figura ??:

Figura 3.5: Lúnulas de Hipócrates.

Neste situação, tem-se:

a soma das áreas das duas lúnulas hachudadas na figura é igual à área do triângulo.

De fato,
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• Seja T a área do triângulo;

• Sejam P e Q as áreas das lúnulas hachuradas na figura acima;

• Sejam U e V as áreas compreendidas entre as lúnulas e os catetos do triângulo,

conforme indicado na figura a seguir.

Figura 3.6: Demonstração Lúnulas de hipócrates.

Através da generalização do Teorema de Pitágoras vista na seção 3.2, podemos concluir

que a área do semićırculo constrúıdo sobre a hipotenusa é igual à soma das áreas dos

semićırculos constrúıdos sobre os catetos. Então temos que:

T + U + V = (P + U) + (Q+ V ) ⇒ T = P +Q.

Portanto, está provada a assertiva do enunciado, ou seja: a soma das áreas das lúnulas

da figura dada é igual à área do triângulo retângulo ABC.

3.5 Caminho mı́nimo

Veremos como determinar o ponto P ∈ r sobre a reta r para o qual a soma PA+PB

seja a menor posśıvel, ou seja, desejamos determinar o caminho mı́nimo entre A e B,

passando por r.

Para isso desenhamos uma reta r e de um mesmo lado dela dois pontos A e B. Em

seguida, obtenha o ponto B′, simétrico de B em relação à r, conforme figura a seguir.
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Figura 3.7: Caminho mı́nimo.

Considere os pontos Q, Q′, A′, P e B′′ sobre a reta r, e os segmentos de reta QA, QB,

QB′, AQ′, AA′ e B′Q′. Como r é mediatriz de BB′ então QB=QB′. Assim a soma AQ

+ QB é sempre igual a AQ + QB′. Entretanto, esta soma será mı́nima quando A, Q e

B′ forem colineares.

Demonstração 16 De fato, desde que AQ = a, QB′ = b e AB′ = c podemos aplicar a

lei dos cossenos ao triângulo ∆AQB′ para obter

c2 = a2 + b2 − 2ac cos θ.

Se θ > 900 então teŕıamos cos θ < 0 e c2 > a2 + b2, consequentemente c > a + b, o que

contraria a desigualdade triangular. Caso θ < 900 teŕıamos que Q /∈ A′B′′, o que contra-

ria a hipótese. Logo, só temos a possibilidade de θ = 900, ou seja, o ∆AQB é retângulo.

3.6 Paraleleṕıpedo retângulo

Definição 2 Um prisma é um poliedro com duas faces (bases) congruentes e paralelas,

cujas demais faces (faces laterais) são paralelogramos. No prisma reto, as arestas de suas

faces laterais têm o mesmo comprimento e são perpendiculares ao plano das bases inferior

e superior.

Definição 3 Paraleleṕıpedo retângulo é um prisma reto cujas faces são retângulos. Um

paraleleṕıpedo retângulo tem seis faces, sendo que duas a duas são idênticas e paralelas

entre si.
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Uma extensão do plano para uma figura tridimensional é a relação entre as arestas e

a diagonal de um paraleleṕıpedo retângulo, como mostra a figura a seguir:

Figura 3.8: Paralelepipedo retângulo.

Pela figura podemos observar o triângulo retângulo AEG de ladosD, AE e EG, onde a

diagonal D do paraleleṕıpedo é a hipotenusa de AEG, AE é uma aresta do paraleleṕıpedo

e EG é a diagonal da face EFGH. Logo, D2 = AE
2
+ EG

2
.

3.7 Tetraedro com um triedro trirretangular

Primeiramente vejamos o que é um tetraedro com um triedro trirretangular.

Definição 4 O tetraedro é um poliedro composto por quatro faces triangulares, três delas

encontrando-se em cada vértice.

Definição 5 (triedo) Três segmentos de reta no espaço com origem comum em um ponto

chamado de vértice, não situadas sobre o mesmo plano, constituem um triedro.

Definição 6 (triedo trirretangular) Quando as três faces do triedro são triângulos retângulos

e os três ângulos retos se encontram no mesmo vértice.

Analisemos, agora, um tetraedo com um triedro trirretangular, como a figura a seguir:

Figura 3.9: Tetraedro triedro trirretangular.
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Relacionando as arestas que compõem o triedro trirretangular e as arestas da face

oposta temos: a, b, c, x, y e z as medidas dessas arestas.

Aplicando o Teorema de Pitágoras nas faces que são triângulos nos conduz ao seguinte

resultado:

x2 + y2 + z2 = 2(a2 + b2 + c2).

Uma relação envolvendo as áreas das faces do tetraedro da figura (??) é apresentada

no próximo Teorema.

Teorema 3 Num tetraedro com um triedro trirretangular, o quadrado da área da face

oposta ao vértice desse triedro é igual à soma dos quadrados das áreas das outras faces.

Demonstração 17 Sejam S(ABC), S(ADB), S(ADC) e S(BDC) as áreas dos triângulos

△ABC, △ADB, △ADC e △BDC, respectivamente.

Como na figura anterior, x, y, z, a, b e c são as medidas das arestas AB, BC, AC,

AD, BD e CD, respectivamente. Então,

S(ABD) =
ab

2
, S(BCD) =

bc

2
e S(ACD) =

ac

2
, (3.2)

uma vez que os triângulos são retângulos. Pela fórmula de Heron

S(ABC) =
√

p(p− x)(p− y)(p− z), em que p =
x+ y + z

2
.

Elevando essas áreas em (3.2) ao quadrado, obtemos, respectivamente:

S(ABD)2 =
a2.b2

4
, S(BCD)2 =

b2.c2

4
, S(ACD)2 =

a2.c2

4

e S(ABC)2 = p(p− x)(p− y)(p− z). Substituindo o valor de p, temos:

S(ABC)2 =

(
x+ y + z

2

)
.

(
y + z − x

2

)
.

(
x+ z − y

2

)
.

(
x+ y − z

2

)
=

1

16
[(x+ y + z).(x+ y − z)] . [(y + z − x).(x+ z − y)]

=
1

16

(
x2 + 2xy + y4 − z2

)
.
(
2xy − x2 − y2 + z2

)
=

1

16

(
−x4 + 2x2y2 − y4 + 2y2z2 − z4 + 2x2z2

)
.

Como x2 = a2 + b2, y2 = b2 + c2 e z2 = a2 + c2, segue que

S(ABC)2 =

(
a2b2

4
+

b2c2

4
+

a2c2

4

)
= S(ABD)2 + S(BCD)2 + S(ACD)2.

Observação 1 Isto se estende ainda mais. Se uma figura plana qualquer é projetada em

três planos perpendiculares dois a dois, o quadrado da área dessa figura é igual á soma

dos quadrados das áreas das três projeções.
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3.8 Ternos pitagóricos

Como encontrar triângulos retângulos cujos lados tenham medidas inteiras? É fácil

ver que o triângulo de lados 3, 4 e 5 é retângulo, mas você sabia que o triângulo de lados

13.500, 12.709 e 18.541 é retângulo?

O conjunto formado pelos dois catetos e pela hipotenusa de um triângulo retângulo é

denominado terno pitagórico, na sequência veremos como obtê-lo e também uma curiosi-

dade sobre o mesmo.

Definição 7 O terno (x, y, z) de inteiros positivos é um terno pitagórico se satisfeitaz a

equação x2 + y2 = z2.

Note que, (3, 4, 5) e (5, 12, 13) são exemplos de ternos pitagóricos.

Definição 8 Um terno pitagórico (x, y, z) é chamado primitivo, quando x e y são primos

entre si, ou seja, quando

mdc(x, y) = 1,

onde x e y são os catetos e z a hipotenusa do triângulo retângulo por eles determinado.

Deste modo, (3, 4, 5) é um terno pitagórico primitivo. Naturalmente, qualquer con-

junto da forma (3k, 4k, 5k) com k inteiro e maior que 1 é também um terno pitagórico,

mas não primitivo.

3.9 Gerando ternos pitagóricos

3.9.1 O último Teorema de Fermat

Em 1637 o matemático francês Pierre de Fermat, conjecturou, mas não sabe-se se

provou, o que hoje chamamos de “O último Teorema de Fermat”, que é uma generalização

do Teorema de Pitágoras.

Propos substituir o expoente 2 na fórmula de Pitágoras por um número natural maior

do que 2, obtendo

xn + yn = zn.

Fermat então afirmou que tal equação não tem solução, se n for um natural maior do

que 2 e (x, y, z) inteiros positivos.

Fermat não deixou registros sobre a demonstração de tal afirmação e esta gerou um

grande desafio para matemáticos do mundo todo por cerca de 358 anos, sendo demonstrado

apenas em 1995 pelo britânico Andrew Wiles juntamente com Richard Taylor.
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3.9.2 Ternos primitivos segundo Euclides

As equações da forma a2 + b2 = c2, como já vimos, formam o Teorema de Pitágoras.

Os ternos (a, b, c), são denominados ternos ou trios pitagóricos, uma vez que suas entradas

representam os catetos e a hipotenusa dos triângulos retângulos.

Vejamos como Euclides elaborou uma das mais conhecidas formas de determinar ternos

pitagóricos primitivos.

Teorema 4 O conjunto de todas as soluções inteiras para a equação a2 + b2 = c2 é

{(u2 − v2, 2uv, u2 + v2);u, v ∈ Z+} .

Demonstração 18 Sejam a, b e c números inteiros positivos que satisfazem a2+b2 = c2.

Podemos supor que a e b não têm fatores comuns, caso contrário, podeŕıamos dividir a

equação a2 + b2 = c2 pelo quadrado deste fator, obtendo-se assim a equação a′2 + b′2 = c′2

com a′ e b′ primos entre si.

No que segue, vamos provar que a ou b é par. Se tanto a como b são ı́mpares, então

c2 = a2 + b2 assim como c serão pares. Isto significa que c2 ≡ 0 (mod4). Mas o quadrado

de um inteiro módulo 4 é 0 ou 1. Como c2 = a2 + b2 ≡ 0 mod 4, devemos ter ambos a e

b de mesma paridade, contrariando a hipótese de que a e b são relativamente primos.

Agora podemos assumir sem perda de generalidade que b é par. Vamos escrever b = 2k,

onde k é um número inteiro positivo. Assim, 4k2 = c2 − a2 = (c+ a).(c− a).

Como b é par, a equação a2 + b2 = c2 mostra que a e c têm a mesma paridade, logo

(c+ a) e (c− a) são pares.

Logo, k2 =

(
c+ a

2

)
.

(
c− a

2

)
.

Ou seja, k2 fatores em 2 inteiros positivos
c+ a

2
e
c− a

2
.

Se estes dois números inteiros tem um fator comum p > 1, então p divide tanto c

quanto a, porque c =
c+ a

2
+

c− a

2
e a =

c+ a

2
− c− a

2
.

Assim, p divide todos os a, b e c que novamente contradiz nossa suposição de que a,

b e c não têm fatores comuns.

Logo, k2 =

(
c+ a

2

)
.

(
c− a

2

)
e
c+ a

2
,
c− a

2
são relativamente primos.

Isto implica que
c− a

2
= v2 e

c+ a

2
= u2 para alguns inteiros positivos u e v com

u > v.

Consequentemente, c = u2 + v2, a = u2 − v2 e b = 2uv.

Observação 2 Caso u e v sejam ambos pares ou ambos ı́mpares, encontraremos um

terno pitagórico não primitivo, pois todos os termos do terno serão pares. Se u e v são

escolhidos primos entre si, não ambos ı́mpares, teremos um terno pitagórico primitivo.
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Alguns ternos pitagóricos (a, b, c) com a, b e c primos entre śı estão listados abaixo.

Figura 3.10: Tabela com ternos pitagóricos primitivos.

3.9.3 Fórmula para determinar qualquer terno pitagórico

Vejamos uma fórmula para determinar ternos pitagóricos, primitivos ou não.

Teorema 5 O terno (a, b, c) é pitagórico se e somente se existirem inteiros positivos u e

v, u>v, de igual paridade, tais que u.v seja um quadrado perfeito e

(a, b, c) =

(√
u.v,

u− v

2
,
u+ v

2

)
.

Demonstração 19 Supomos que (a, b, c) seja um terno pitagórico, então a2 + b2 = c2,

onde a2 = c2 − b2 = (c+ b).(c− b). Assim:

• Considerando u = c + b e v = c − b teremos que u.v = a2, que é um quadrado

perfeito;

• u e v são inteiros positivos de mesma paridade pois b e c são inteiros positivos e

c > b;

• u > v pois c+ b > c− b;

• Desde que u = c + b e v = c − b, tiramos os valores de c e b em função de u e v,

b =
u− v

2
e c =

u+ v

2
.

Reciprocamente, supomos que u e v sejam inteiros positivos de mesma paridade, u>v e

que u.v seja um quadrado perfeito. Tomando a =
√
u.v, b =

u− v

2
e c =

u+ v

2
, teremos:
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• a é um inteiro positivo uma vez que u.v é um quadrado perfeito;

• b e c são inteiros positivos pois u − v e u + v são ambos pares, uma vez que u e v

têm mesma paridade e u>v;

• a2 + b2 = (
√
u.v)

2
+

(
u− v

2

)2

=

(
u+ v

2

)2

= c2.

Se u e v são primos entre si o terno gerado é primitivo, mas a rećıproca desta afirmação

não é verdadeira.

Como contraexemplo podemos tomar u = 8 e v = 2, os quais geram o terno (4, 3, 5).

3.10 Curiosidade sobre os ternos pitagóricos

Em qualquer terno pitagórico primitivo, os números 3, 4 e 5 estão presentes. Por

exemplo, usando o método de Euclides e tomando u = 6 e v = 5, obtemos o terno

pitagórico primitivo (11, 60, 61) onde 3, 4 e 5 são fatores de 60. Para demonstrar tal

propriedade, usamos os ternos pitagóricos, como apresentadas por Euclides. Considere

um terno pitagórico primitivo da forma (u2−v2, 2uv, u2+v2), com u e v naturais em que:

• u > v > 0;

• u e v são primos entre si;

• u e v não são ambos ı́mpares.

Observe que:

• O fator 4 sempre vai estar no elemento 2uv.

Isto se dá uma vez que, u ou v, é par.

• Se o fator 3 não ocorrer no elemento 2uv, então ele estará em u2 − v2.

De fato, dividindo u e v por 3, encontraremos resto 1 ou 2, ou seja, estes números são

da forma 3k + 1 ou 3k + 2. Em qualquer caso, o quadrado é da forma 3k + 1. Portanto,

a diferença u2 − v2 de dois números da forma 3k + 1 é diviśıvel por 3.

• Se o fator 5 não ocorrer no elemento 2uv, então ele estará em u2 − v2 ou u2 + v2.

De fato, dividindo u e v por 5, encontramos para resto um dos números: 1, 2, 3 ou 4.

Isto é, u e v são de uma das formas: 5k + 1, 5k + 2, 5k + 3 ou 5k + 4. O quadrado de

qualquer um desses números é da forma 5k + 1 ou 5k + 4.

Assim, se u2 e v2 forem do mesmo tipo (5k+1 ou 5k+4), u2 − v2 será múltiplo de 5,

caso contrário, o fator 5 estará em u2 + v2.
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Caṕıtulo 4

Teorema de Pitágoras no Espaço

O Teorema de Pitágoras é um dos teoremas mais conhecidos entre os estudantes

das escolas brasileiras mas, na maioria dos casos, os alunos apenas sabem enunciá-lo

e pouqúıssimos sabem demonstrá-lo.

O que é estudado na educação básica, em sua maioria, é a aplicação do teorema no

plano, quando muito estuda-se as diagonais de poliedros. Mas será que existe alguma

extensão desse teorema em esferas? A resposta é sim. E veremos nas próximas seções

alguns resultados trigonométricos aplicados a esfera; inclusive o Teorema de Pitágoras.

4.0.1 5 postulados de Euclides

Provavelmente uma das mais importantes obras já escritas em toda a história é: Os

Elementos de Euclides. Os treze volumes dos Elementos, além de inclúırem toda a ma-

temática da época, forneceram um modelo para o desenvolvimento rigoroso das ideias

matemáticas que são utilizados até os dias de hoje.

Os Elementos, além de Geometria, trazem conhecimentos sobre Aritmética e Álgebra

em vários dos livros. Os treze volumes contém 465 proposições, sendo 93 problemas e

372 Teoremas. Do volume I ao V I tem-se Geometria Plana; do V II ao X Teoria dos

Números e do XI ao XIII Geometria Espacial.

No volume I dos Elementos são apresentados cinco importantes postulados, a saber:

1. Dois pontos determinam uma reta.

2. Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente.

3. É sempre posśıvel traçar um ćırculo com centro e raio arbitrários.

4. Todos os ângulos retos são iguais.

5. Dadas três retas r, s e t num mesmo plano, se r encontra s e t de forma que a soma

dos ângulos interiores de um mesmo lado de r seja menor que dois ângulos retos,

então as retas s e t, quando prolongadas, se encontram do mesmo lado de r em que

estão os referidos ângulos interiores.
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Figura 4.1: V-postulado.

Observação 3 Hoje o quinto postulado é conhecido como o postulado das Paralelas,

tendo um enunciado equivalente, que foi apresentado por John Playfair, em 1795. Por

um ponto P exterior a uma reta r, passa uma única reta paralela à reta dada.

Figura 4.2: V-postulado atualizado.

Ainda na Antiguidade, enquanto os quatro primeiros postulados fossem bem aceitos,

o quinto postulado sempre causou algum desconforto.

Desde Euclides até os tempos modernos, os cŕıticos desse postulado pensavam que ele

pudesse ser demonstrado como Teorema; e muitos tentaram fazê-lo, entre eles Posidônio

(século I a.C.), Cláudio Ptolomeu (século II), Proclo (século V), Girolamo Saccheri (século

XVIII) e André-Marie Legendre (século XVIII). Essas tentativas acabaram levando à

descoberta de geometrias não-euclidianas.

Aqui vamos nos dedicar a estudar a Geometria Esférica, como segue na próxima seção.

4.0.2 Introdução a Geometria Esférica

A Geometria Esférica foi elaborada a fim de estudar a geometria em superf́ıcies

esféricas, onde a Geometria Euclidiana não consegue ser usada de forma precisa.

Vejamos três exemplos que nos levam a observar que a geometria Euclidiana não é

suficiente para a compreensão do espaço.
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• Desenhe um triângulo em uma folha de papel. Em seguida recorte essa figura

e tente colocá-la recobrindo um objeto esférico; não será posśıvel apoiar toda a

área do recorte feito, pois as propriedades das superf́ıcies planas são diferentes das

propriedades da superf́ıcie esférica.

• Se a menor distância entre dois pontos é um segmento de reta então, para irmos de

Campo Grande/MS à Viena/Itália, devemos começar a cavar um túnel?

• Outro argumento é o desaparecimento dos navios na linha do horizonte à medida

que se afastam de um porto; eles vão desaparecendo progressivamente de baixo para

cima, começanco pelo casco e terminando pelo topo das velas.

Outra diferença entre a Geometria Euclidiana e a Geometria Esférica, é o fato da

primeira ter os seus conceitos básicos baseados em linhas e eixos cartesianos; já a segunda

é baseada em geodésicas ( veja Definição 18) e ângulos.

Em geometria esférica apenas dois dos cinco postulados de Euclides são obedecidos, o

segundo e o quarto .

Enquanto que para o primeiro postulado, nem sempre há uma única rota mais curta

entre dois pontos, por exemplo, considere dois pontos A e B ant́ıpodas de uma esfera (ou

seja, dois pontos diametralmente opostos), vide figura abaixo.

Figura 4.3: Pontos ant́ıpodas.

Em uma esfera não há ćırculos de raio arbitrário (há um ćırculo máximo). Também não

há nenhum ponto através do qual uma reta pode ser traçada, que nunca intercepta uma

outra determinada reta, isto se dá uma vez que as “retas” na esfera são ćırculos máximos.

Esses fatos justificam que não temos a validade do terceiro e do quinto postulado.

4.0.3 Elementos da Geometria Esférica

Definição 9 Esfera de centro O e raio r é o conjunto de todos os pontos do espaço cuja

distância ao ponto O é menor do que ou igual a r.
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Figura 4.4: Esfera de centro O e raio r.

Definição 10 Superf́ıcie esférica é o lugar geométrico dos pontos que distam exatamente

r do centro O da esfera.

Definição 11 Corda da superf́ıcie é o segmento de reta definido por dois pontos distintos

da superf́ıcie esférica. Quando esta corda contém o ponto O, ela é chamada de diâmetro

da superf́ıcie esférica.

Figura 4.5: Corda de superf́ıcie.

Definição 12 A seção plana de uma esfera é um ćırculo. Este ćırculo é chamado de

ćırculo máximo ou circunferência máxima se ela passa pelo centro O da esfera. Assim,

uma circunferência máxima tem o mesmo raio da esfera.

A forma do nosso planeta não é precisamente uma esfera, devido a um leve achata-

mento nos polos Norte e Sul, um aperfeiçoado modelo f́ısico da figura da Terra é o geóide,

modelo este introduzido por Carl Friedrich Gaussem 1828, a superf́ıcie do geoide é mais

irregular do que o elipsoide de revolução usado habitualmente para aproximar a forma da

terra, porém mais suave do que a própria superf́ıcie terrestre.
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Figura 4.6: Formato da terra.

Desprezando o fato supramencionado, consideraremos a Terra como uma esfera e os

pontos N e S denominados polos Norte e Sul, respectivamente. A reta que passa por N

e S será chamada de eixo polar.

Definição 13 Elementos relevantes da superf́ıcie terrestre:

i) Eixo-e: qualquer reta que contém o centro O.

ii) Polos: são os pontos de interseção do eixo-e com a superf́ıcie esférica. Dessa forma,

fixado um eixo-e temos dois pontos N e S denominados, respectivamente, Polo Norte

e Polo Sul. Tal eixo-e será chamado de eixo polar.

ii) Equador: é uma circunferência máxima cujo plano é perpendicular ao eixo polar.

iv) Paralelo: é uma circunferência cujo plano é perpendicular ao eixo polar e é paralela

ao equador.

v) Meridiano: é uma semicircunferência máxima cujo plano contém o eixo polar.

Para que cada ponto da superf́ıcie da Terra possa ser localizado, foi criado um sistema

de linhas imaginárias chamado Sistema de Coordenadas Geográficas. A coordenada ge-

ográfica de um ponto da superf́ıcie terrestre é obtida pela interseção de um meridiano e

um paralelo. Os meridianos são linhas imaginárias que cortam a Terra no sentido norte

sul, ligando um polo ao outro. Os paralelos são linhas imaginárias que circulam a Terra

no sentido leste oeste. Paralelos e meridianos são definidos por suas dimensões de latitude

e longitude, respectivamente.

Para a localização de cada ponto devemos dar atenção à linha do Equador e ao “Me-

ridiano de Greenwich”, que nada mais é que um meridiano particular da Terra, que passa

pelo observatório de Greenwich situado na cidade de Londres na Inglaterra. Por con-

venção, foi adotado como meridiano origem para o posicionamento na Terra.
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Figura 4.7: Eixo polar, paralelo, equador e meridiano.

Definição 14 Os paralelos nos indicam a latitude, que é a distância, em graus, da linha

do Equador até o paralelo de um determinado lugar. Os valores da latitude variam de 0◦

a +90◦, devendo ser indicada também a posição; no hemisfério sul S ou no hemisfério

norte N .

Figura 4.8: Latitude.

Definição 15 A longitude é a distância, em graus, entre o meridiano de Greenwich e o

meridiano local. Os valores da longitude variam de 0◦ (Greenwich) a +180◦ a leste e a

−180◦ a oeste de Greenwich.

A posição de um ponto qualquer da superf́ıcie da Terra esférica fica univocamente

definido pela sua latitude e sua longitude com respectivos hemisférios e posição em relação

a Greenwich.
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O GPS (Global Positioning System ou Sistema de Posicionamento Global) identifica

a localização de um ponto qualquer na superf́ıcie terrestre através das coordenadas da

longitude e latitude do ponto dado. Aprenderemos a fazer essa localização, logo mais,

utilizando um transferidor esférico.

4.0.4 Ângulo Esférico

Definição 16 O ângulo formado pela interseção de dois arcos de ćırculos máximos sobre

uma esfera é chamado de ângulo esférico. Os grandes arcos de ćırculos são chamados de

lados e seus pontos de interseção são chamados de vértice do ângulo esférico.

Definição 17 Um ângulo esférico é medido pelo ângulo diedral formado pelos planos dos

ćırculos máximos cujos arcos são os lados do ângulo esférico.

Figura 4.9: Ângulo esférico.

Na figura acima, APB é um ângulo esférico sobre a esfera de centro O e o ponto P é o

vértice do ângulo esférico. Como o correspondente ângulo diedral A− PO −B é medido

pelo ângulo plano AOB e este por sua vez medido pelo arco ÂB, segue que o ângulo

esférico é medido pelo arco interceptado pelos lados dos ćırculos máximos cujo polo é o

vértice do ângulo.

Dois pontos A e B distintos sobre uma esfera, que não sejam extremidades de um

diâmetro, estão sobre um e somente um ćırculo máximo. O menor arco ÂB deste ćırculo

máximo é a curva de comprimento mı́nimo sobre a esfera unindo os dois pontos. Em vista

deste fato, segue a seguinte definição.

Definição 18 A curva, contida na superf́ıcie esférica, que minimiza a distância entre

dois pontos distintos é chamada de geodésica.

46



Figura 4.10: Curva geodésica.

Sendo α a medida, em radianos, do ângulo ∠AOB onde O é o centro da esfera e r o raio

da circunferência máxima que contém os pontos A e B, temos um arco de circunferência.

Assim, pode ser verificado que a distância entre A e B nada mais é do que o comprimento

do arco AB na circunferência máxima de raio r,

d(A,B) =
2απr

360◦
=

2απr

2π
= αr.

Definição 19 Triângulo esférico é a parte da superf́ıcie de uma esfera limitada por três

arcos de circunferências máximas.

Figura 4.11: Triângulo esférico.

Na figura temos o triângulo esférico de vértices A, B e C. Seus lados são as geodésicas a,

b e c. Seus ângulos internos são α, β, γ.

4.1 Trigonometria Esférica

A trigonometria esférica estabelece relações entre os seis elementos de um triângulo

esférico (3 lados e 3 ângulos) tornando posśıvel o cálculo de três elementos sendo conhe-

cidos outros três.
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Vejamos como se dá a lei dos cossenos na esfera e, no decorrer do trabalho, uma

atividade que pode ser aplicada aos alunos do ensino médio.

Teorema 6 (Lei dos cossenos) Seja ABC um triângulo esférico, com lados a, b e c, e

ângulos internos Â, B̂ e Ĉ. Então

cos(a) = cos(b) cos(c) + sin(b) sin(c) cos(Â),

cos(b) = cos(a) cos(c) + sin(a) sin(b) cos(B̂),

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(Ĉ).

Demonstração 20 Tome ABC um triângulo esférico sobre uma esfera de centro O e

raios OA ≡ OB ≡ OC ≡ r, conforme figura a seguir:

Figura 4.12: Demonstração - Lei dos cossenos.

Os lados a, b e c equivalem, respectivamente, aos ângulos centrais CÔB, AÔC e AÔB

e são opostos aos ângulos Â, B̂ e Ĉ. O ângulo Â é o ângulo que passa por A e é formado

pelas retas tangentes aos arcos ÂB e ÂC. Analogamente, B̂ passa por B e é formado

pelas retas tangentes aos arcos B̂A e B̂C e Ĉ é formado pela retas tangentes aos arcos

ĈA e ĈB passando por C.

Em vista da figura acima, vemos que ao prolongar as tangentes que passam por A e

as retas OB e OC, estas se encontram nos pontos P e Q. Como as retas AP e AQ são

tangentes à superf́ıcie da esfera temos que, as semirretas AO e AP são perpendiculares,

uma vez que uma reta tangente a uma esfera é perpendicular ao raio. O mesmo acontece

com as semirretas AO e AQ. Assim utilizando a geometria plana, é posśıvel estabelecer

algumas relações trigonométricas. Desde que os ∆OAP e ∆OAQ são retos em Â, temos:

cos(b) =
AO

PO
, sin(b) =

AP

PO
, cos(c) =

AO

QO
e sin(c) =

AQ

QO
. (4.1)

Por Pitágoras, temos PO
2
= AO

2
+ AP

2
e QO

2
= AO

2
+ AQ

2
, logo

PO
2
+QO

2
= 2AO

2
+ AP

2
+ AQ

2
.
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Assim,

2AO
2
=

(
PO

2 − AP
2
)
+
(
QO

2 − AQ
2
)
.

Aplicando a lei dos cossenos, da geometria plana, aos triângulos ∆PQO e ∆PQA, obte-

remos:

PQ
2

= PO
2
+QO

2 − 2PO.QO. cos a,

PQ
2

= AP
2
+ AQ

2 − 2AP.AQ. cos Â.

Então,

cos a =
AO.AO

PO.QO
+

AP.AQ

PO.QO
. cos Â. (4.2)

Substituindo (4.1) em (4.2), segue que:

cos(a) = cos(b). cos(c) + sin(b). sin(c). cos(Â),

tal equação é chamada de fórmula fundamental para triângulos esféricos.

De forma análoga, chegamos as outras duas combinações, completando assim o grupo

das chamadas fórmulas fundamentais da trigonométrica esférica:

cos(b) = cos(a). cos(c) + sin(a). sin(c). cos(B̂),

cos(c) = cos(a). cos(b) + sin(a). sin(b). cos(Ĉ).

4.2 Teorema de Pitágoras Esférico

O triângulo esférico com pelo menos um ângulo reto se denomina triângulo esférico

retângulo. Em particular, se um triângulo esférico possui seus três ângulos retos, então,

a soma é 270◦.

Figura 4.13: Soma dos ângulos = 270◦.
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Caso um dos ângulos seja reto, por exemplo Ĉ = 90◦, teremos:

cos(c) = cos(a). cos(b) + sin(a). sin(b). cos(Ĉ)

= cos(a). cos(b) + sin(a). sin(b).0,

Assim, temos o Teorema de Pitágoras Esférico

cos(c) = cos(a). cos(b).

4.3 Geometria no globo terrestre para alunos do en-

sino médio

4.3.1 Para que estudar a geometria do globo terrestre?

Costuma-se estudar, no ensino básico, apenas a geometria plana euclidiana; com suas

definições, teoremas e postulados que são vastamente encontrados nos livros do ensino

fundamental e médio, quando muito elevamos uma referência a figuras não poligonais ou

não poliedrais.

Quando passamos para elementos espacias, transmitimos ao aluno o conhecimento de

paraleleṕıpedos, cones, cilindros e esferas; voltados ao cálculo de áreas das superf́ıcies e

de volumes.

Nesta seção veremos a possibilidade de estender os estudos geométricos à superf́ıcie

esférica, mas com um olhar geográfico, associando a esfera com o globo terrestre.

Desta forma temos a oportunidade de trabalhar a interdisciplinaridade e estender o

conteúdo de cartografia, visto no 1o ano do ensino médio na disciplina de geografia, à

localização geográfica por meio do transferidor esférico e à cálculos de distâncias que,

geralmente, não são abordados pelos professores de geografia.

A constatação da limitação do conteúdo se deu por conversas com colegas da área de

geografia que me disceram: “Aquela parte de cálculo é muito complexa, nós só estudamos

na graduação e acabamos por não ensinar aos alunos.”

Sendo assim, podemos aproveitar a oportunidade e lançar algumas indagações, a fim

de levar o aluno refletir sobre as diferenças da geometria euclidiana a da geometria esférica.

• Ao desenharmos a representação de uma reta no quadro, somos levados a imaginar

uma linha sem começo ou fim. Agora suponha essa linha reta sobre uma esfera: ele

ainda não terá ińıcio e fim?

• Um triângulo plano qualquer tem como soma das medidas dos ângulos internos igual

a 180◦ como seria a soma desses ângulos se o triângulo estiver sobre uma esfera?

• Sobre uma esfera é posśıvel termos retas palalelas?
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• Imagine que fará uma viagem de avião. A rota mais curta entre duas cidades será

uma linha reta?

Estas perguntas levam a observação clara de que a geometria euclidiana difere da

geometria esférica. E assim podemos começar a estudar conceitos simples da geometria

no globo terrestre.

4.3.2 Dimensões da Terra esférica

Tomando a Terra como uma esfera temos o raio na ordem de 6372km, e então, pode-se

calcular o comprimento da linha do equador ou de um meridiano:

C = 2πr

que resulta em:

C ≈ 40036km

uma vez que π = 3, 141592653....

Como uma volta completa equivale a 360◦, podemos calcular o comprimento de um

grau na Terra: 1◦ ≈ 111, 17km.

Logo pode-se calcular o valor de um minuto na Terra 1′ ≈ 1852m e ainda, o valor de

um segundo na Terra: 1” ≈ 30m.

4.3.3 Coordenadas geográficas

Vamos assumir a terra como uma esfera perfeita. Na matemática tradicional trabalha-

mos com coordenadas cartesianas para localização de pontos no plano; sobre uma esfera

também trabalharemos com duas coordenadas, mas agora geográficas, que são referências

angulares denominadas latitude e longitude.

No plano cartesiano temos dois eixos ortogonais, aqui teremos duas circunferências

máximas ortogonais, denominados linha do equador e meridiano de Greenwich.

Vimos que a longitute é o ângulo medido a partir do meridiano de Greenwich e a

latitude é o ângulo aferido a partir da linha do Equador.

4.3.4 Atividade experimental

Objetivo: localizar coordenadas geográficas.

Material necessário

• Esfera de isopor (25cm de diâmetro);

• Canetas permanentes;

• Elásticos;
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• Uma folha de acetato (usada em retroprojetor);

• Marcador permanente;

• Tesoura ou estilete;

• Fita adesiva transparente;

• Régua;

• Objeto ciĺındrico para apoiar a esfera.

Figura 4.14: Material.

Experiência: Construir um transferidor esférico.

1. Para isso corte três tiras de acetato de igual largura. As esferas são formadas por

duas semiesferas cuja ligação será a linha do equador. Na linha do equador, contorne

com as tiras de acetato, cortando os excessos, a fim de construir uma circunferência

máxima.

2. Na sequência, abrimos a tira circular em uma tira linear e marcamos os ângulos

sobre ela. Faremos as marcações de 10◦ em 10◦, dividindo-a em 36 partes iguais. O

que corresponde a 360◦.

3. Na etapa seguinte recortamos 4 tiras de acetato, em duas marcamos ângulos de 0◦

a 90◦ e nas outras duas ângulos de 90◦ a 180◦.
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4. Em seguida, as quatro tiras são coladas perpendicularmente à tira principal de 360◦.

As tiras deverão ser fixadas nos ângulos 0◦, 90◦, 180◦ e 270◦. Nas posições de 0◦ e de

90◦ devemos fixar as tiras com marcações de 0◦ e de 90◦ e as outras nas marcações

de 180◦ e 270◦.

5. Unindo as tiras duas a duas obtemos o transferidor esférico o qual será encaixado

sobre a esfera de isopor.

6. Em seguida preparamos a esfera para representar o globo terrestre.

7. Marcamos a linha do Equador com caneta preta e o meridiano de Greenwich, per-

pendicular à linha do Equador, com o aux́ılio do transferidor esférico, com caneta

azul.

8. Com o aux́ılio do transferidor também marcamos os polos norte e sul.

9. Primeira etapa pronta. Vamos agora tomar as coordenadas geográficas de duas

cidades, sejam elas as cidade de Campo Grande MS e Braśılia DF.

10. Com o aux́ılio do transferidor, facilmente encontramos a localidade no globo terres-

tre.

11. Agora vamos determinar em km a distância de Campo Grande a Braśılia.

Figura 4.15: Transferidor esférico
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Exemplo 1 A cidade de Campo Grande está localizada segundo Latitude 20◦26′34”S ou

−20.4435 e Longitude 54◦38′47”O ou −54.6478, enquanto que a cidade de Braśılia está

localizada sobre Latitude 15◦46′48”S ou −15.7801 e Longitude 47◦55′45”′O ou −47.9292.

Assim, determine a distância, em quilômetros, entre elas.

Figura 4.16: Exerćıcio - Distância entre pontos na esfera.

Resolução

Seja A, o pólo norte e vértice do triângulo esférico ABC, B a cidade de Braśılia-DF,

C a cidade de Campo Grande-MS e os pontos D e E situados sobre a linha do equador.

ÂD tem 90◦ e D̂B − 15, 7801◦, segue que c = 105, 7801. Por outro lado ÂC tem

90◦ e ĈE −20, 4435, logo b = 110, 4435. O ângulo () é associado ao arco ÊD onde

A=−47, 9292+54.6478=6, 7186. Aplicando a lei dos cossenos temos:

cos(a) = cos(b). cos(c) + sin(b). sin(c). cos(Â)

cos(a) = cos(110, 4435). cos(105.7801) + sin(110, 4435). sin(105.7801). cos(6.7186)

cos(a) = 0, 9905

Logo, a = 7, 9051. Como 1◦ ≈ 111, 12 km, então a ≈ 111, 12× 7, 9051 ≈ 878, 41 km.

Exemplo 2 Um barco que parte de um ponto A com latitude 36◦50′N e longitude 76◦20′O

navega ao longo de uma circunferência máxima. Sabendo-se que corta a linha do Equador

em um ponto cuja longitude é de 50◦O determine a distância percorrida. Procedendo ana-

logamente ao primeiro exemplo teremos b = 53, 1667, c = 90 e (Â) = 26, 3333 Aplicando

a lei dos cossenos temos:

cos(a) = cos(b). cos(c) + sin(b). sin(c). cos(Â)

cos(a) = cos(53, 1667). cos(90) + sin(53, 1667). sin(90). cos(26, 3333)

cos(a) = 0, 7173

Logo, a = 44, 1658. Como 1◦ ≈ 111, 12 km, então a ≈ 111, 12× 44, 1658 ≈ 4.907, 71 km.
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Caṕıtulo 5

Análise das provas do ENEM

Neste caṕıtulo veremos em que fase o aluno da educação básica do Mato Grosso do

Sul estuda o Teorema de Pitágoras, o que é e para que serve o ENEM (Exame nacional

do ensino médio) e a incidência desse conteúdo nas provas do Enem.

Para verificar o quanto esse conteúdo é exigido no ENEM, fez-se uma análise, ano a

ano, questão por questão, em todas as provas já aplicadas. Desde a primeira, 1998, até

sua última edição, 2015.

5.1 Referencial Curricular - SEMED (Secretaria mu-

nicipal de educação - Campo Grande/MS)

No sexto ano o aluno aprende o ângulo reto, com o aux́ılio de figuras, recortes e da

observação dos objetos a sua volta. Como por exemplo, o quadro, as folhas de caderno,

entre outros.

No sétimo ano o aluno inicia o estudo quanto a classificação dos triângulos e tem

instruções de como constrúı-los.

No oitavo ano o aluno conhece as classificações dos triângulos quanto aos ângulos,

sabendo distinguir os triângulos acutângulos (três ângulos agudos), dos obtusângulos (um

ângulo obtuso) e dos retângulos (um ângulo reto).

No nono ano lhe é apresentado o Teorema de Pitágoras e as relações métricas e trigo-

noméricas.

5.2 Referencial Curricular - SED (Secretaria de educação

do estado do Mato Grosso do Sul)

De maneira muito próxima ao munićıpio de Campo Grande-MS, o estado do MS segue

a sequência de conteúdos no ensino fundamental-séries finais.

Já no ensino médio, a SED-MS trabalha de forma bem forte o Teorema de Pitágoras,
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sendo que o conhecimento do conteúdo leva o aluno a desenvolver vários exerćıcios em

todos os anos.

No primeiro ano o estudo de perpendicularismo, poliedros, prismas e pirâmides exigem,

diretamente, o conhecimento do Teorema de Pitágoras para os cálculos dos exerćıcios.

No segundo ano é estudado semelhança de triângulos, relações métricas no triângulo

retângulo, razões trigonométricas, seno, cosseno e tangente de um ângulo agudo e ângulos

notáveis; mais uma vez exigindo do aluno o conhecimento do Teorema de Pitágoras.

No terceiro ano o estudo de sistemas de coordenadas, distância entre dois pontos,

baricentro de um triângulo, ângulo entre duas retas, posições relativas entre duas retas,

distância de um ponto a uma reta, interseções entre duas retas, tangência entre reta e

circunferência também requerem o conhecimento do Teorema de Pitágoras.

5.3 ENEM

Criado em 1998, o ENEM teve por prinćıpio avaliar o aprendizado em todo o páıs

e auxiliar o ministério de educação na elaboração de poĺıticas de melhoria do ensino

brasileiro.

O primeiro modelo de prova, utilizado entre 1998 e 2008, tinha 63 questões aplicadas

em um dia de prova e também servia como alternativa ou complemento da nota dos

vestibulares de mais de mil instituições de ensino superior.

Em 2009, com o intuito de unificar o vestibular das universidades federais, foi introdu-

zido um novo modelo de provas sendo realizado em dois dias, composto por 180 questões

objetivas e uma questão de redação. Assim, o exame começou a ser utilizado, de forma

opcional, como exame de acesso em universidades públicas através do SiSU (Sistema de

Seleção Unificada).

A prova também é utilizada para a aquisição de bolsas em universidades privadas

através do ProUni (Programa Universidade para Todos), para obtenção de financiamento

através do Fies (Fundo de Financiamento ao Estudante do Ensino Superior) e como

certificação de conclusão do ensino médio, substituindo o Encceja (Exame Nacional para

Certificação de Competências de Jovens e Adultos). Além disso, o aluno que obter pelo

menos 650 pontos na prova do ENEM, a partir de 2011, pode concorrer a bolsas de

intercâmbio em instituições estrangeiras através do programa Ciência sem fronteiras.

5.4 Análise das provas do ENEM

Nesta seção, realizamos breves comentários sobre as questões do ENEM, desde seu

primeiro ano, que requerem o estudo de triângulos retângulos.

a) No ENEM de 1998 apenas a questão 10 refere-se ao triângulo retângulo, no entanto,

o conceito de semelhança de triângulos é mais conveniente do que aplicar o

Teorema de Pitágoras.
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b) No ENEM de 2000 apenas a questão 13 refere-se ao triângulo retângulo, mas re-

quer o conhecimento de semelhança de triângulos ou de P.A. (progressão

aritmética) e não do Teorema de Pitágoras.

c) No ENEM de 2005 apresentou-se a questão 34 a qual pode ser solucionada utilizando

o Teorema de Pitágoras.

d) Este exerćıcio do ENEM de 2006 é um clássico exemplo do uso do Teorema de

Pitágoras para sua resolução.
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e) No ano de 2009 apresentaram-se as questões 154 e 174. A questão 154 que tem

sua representação através de um triângulo retângulo, mas requer o conhecimento de

semelhandaça de triângulos em sua solução; já a questão 174 também apresenta

em sua resolução o triângulo retângulo, mas requer o conhecimento das relações

trigonométricas e de setor circular mas não do Teorema de Pitágoras para sua

resolução.

f) No ENEM aplicado em 2010 o exerćıcio 160 requer apenas o conhecimento de tan-

gente para sua solução, e para o exerćıcio 161 é posśıvel obter a resposta utilizando
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os conhecimentos do Teorema de Pitágoras.

g) No exerćıcio 158 aplicado no ENEM de 2011 o esboço é dado por triângulos retângulos,

mas a solução requer apenas o conhecimento das relaçoes trigonométricas do

triângulo retângulo.

h) No ano de 2012 a prova do ENEM trouxe o exerćıcio abaixo onde basta o conheci-

mento de área de triângulos.
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i) Em 2013 temos algumas atividades a serem analisadas. O exerćıcio 156 requer o co-

nhecimento de triângulo retângulo junto com as relações trigonométricas e também

área de quadrado. Na questão 172 o conhecimento de semelhança de triângulos

basta e, por fim, para a questão 178 podemos utilizar o Teorema de Pitágoras

para determinar a altura de um triângulo. Mas requer conhecimento de outros

conteúdos.

60



j) Este exerćıcio, aplicado no ENEM de 2014, é resolvido com uma simples aplicação

do Teorema de Pitágoras, mas também poderia ser solucionado por meio da

equação da circunferência de raio 2.

k) Em 2015 podemos apreciar dois exerćıcios. No 152 caso o aluno não lembre a fórmula

da área do trapézio, poderá utilizar o Teorema de Pitágoras para determinar a

altura do triângulo retângulo e então calcular a área da primeira figura por meio de

um triângulo retângulo e de um retângulo. Já no 176, para determinar a altura do

triângulo equilátero inscrito no ćırculo pode-se utilizar o Teorema de Pitágoras.
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Os anos não mencionados não apresentaram nenhum exerćıcio que requeresse o conhe-

cimento de triângulos retângulos.
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Conclusão

Estudando a parte histórica no que compete ao Teorema de Pitágoras é encantador

ver como a produção matemática fora intensa antes mesmo da era cristã.

O Teorema de Pitágoras foi formalmente demonstrado por Pitágoras no século VI a.C.,

porém há escritos que comprovam que povos antigos já tinham algum conhecimento sobre

o mesmo em torno do século XVIII a.C. Um desses é o tablete denominado Plimpton 322,

que contém inscrições de ternos pitagóricos.

Uma clara visualização de que o Teorema de Pitágoras fora, certamente tema de muita

curiosidade e estudo, é a quantidade de diferentes demonstrações feitas. Há demonstrações

algébricas e geométricas feitas por grandes estudiosos ou até mesmo por pessoas não

ligadas ao meio acadêmico.

Neste trabalho tivemos a oportunidade de visualizar 13 dessas demonstrações, feitas

por um público variado.

Prova disso é a 2a edição do livro A proposição pitagórica, lançado em 1940, pelo

matemático Elisha Scott Loomis, contendo 370 provas do Teorema de Pitágoras.

A aplicabilidade do Teorema de Pitágoras também é muito vasta. Este é um conteúdo

muito agradável de se trabalhar em sala de aula uma vez que sempre temos um exemplo

de algo ao nosso redor onde podemos visualizar o triângulo retângulo e assim aplicar o

Teorema de Pitágoras.

Após conhecer os elementos dos triângulos retângulos no plano, podemos ampliar o

conhecimento para o espaço, aplicando o Teorema de Pitágoras em poliedros, isso acontece

com certa frequência nos estudos matemáticos na educação básica.

O que eu mesma não havia estudado e conversando com colegas de geografia cons-

tatei que os mesmos também não têm tempo hábil de se fazer, é aplicar conhecimentos

geográficos através da geometria esférica.

A partir da associação de elementos geográficos do globo terrestre como, paralelos,

meridianos, polos, entre outros, com elementos geométricos como ângulo, linhas parale-

las, cosseno, seno, entre outros, podemos não só localizar pontos como também calcular

distâncias na superf́ıcie esférica.

A geometria esférica não é estudada pelos alunos da educação básica, exceto para

calcular áreas e volumes relacionados a esferas. O estudo da matemática se limita a

geometria euclidiana. É uma pena pois os alunos deixam de compreender o espaço em

que vivem limitando-se ao fato de que as abordagens sempre são no plano.
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Estudando um pouco o conteúdo e com o aux́ılio do transferidor esférico constrúıdo

no Caṕıtulo 5 e alguns cálculos matemáticos, o aluno visualiza como são localizados os

pontos no globo terrestre e também podem calcular distâncias entre localidades distintas.

Os triângulos retângulos são estudados desde o ensino fundametal, quando aparecem

de forma concreta. Na sequência os elementos a ele pertencentes são então apresentados

de forma bastante consistente e a exigência do aprendizado do conteúdo do Teorema de

Pitágoras é muito clara no ensino médio, sendo utilizado como ferramenta de resolução

de exerćıcios em todos os anos.

Causou-me muita estranhesa o conteúdo ser amplamente estudado na educação básica

porém pouco requerido nas avaliações do ENEM. Das 180 questões de cada prova, 45 são

ligadas a matemática, logo não falta oportunidade de inserir atividades que contemplem

este conteúdo.

Quando o triângulo retângulo aparece nessas provas a resolução exige, em sua maioria,

o conhecimento de semelhança de triângulos não chegando a exigir o Teorema de pitágoras

como ferramenta.

Assim esta análise das provas nos leva ao seguinte questionamento: “Por que, um

conteúdo de tamanha importância para a compreensão e cálculo da geometria Euclidiana

é tão pouco solicitado na maior e mais importante prova de acesso ao ensino superior no

Brasil?”
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