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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de demonstragoes matematicas sob um
olhar da légica proposicional. Demonstragoes em matematica sao argumentos que esta-
belecem a veracidade de uma proposicao. Um argumento é uma sequéncia de afirmagoes
verdadeiras que terminam em uma conclusao. Técnicas de demonstracao matemaética sao
possiveis estratégias de argumentacao logica para se provar sentencas matematicas, aqui

classificadas sob quatro métodos distintos de provas:
e Método da Demonstragao Direta;
e Método da Demonstragao pela Contrapositiva;
e Método da Demonstracao por Absurdo;
e Método da Demonstracao por Inducao.

Palavras-chave: Légica Proposicional, Logica Matemética, Técnicas de Demonstra-

Gao.
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Abstract

The main objective of this work is the study of mathematical statements in a look of
propositional logic. mathematical statements are arguments that establish the truth of
a proposition. An argument is a sequence of true statements that end in a conclusion.
mathematical proof techniques are possible logical reasoning strategies to prove mathe-

matical sentences, here classified under four distinct evidence methods:
e Direct Statement Method;
e Demonstration of the Method by Contrapositive;
e Demonstration of the Method by Absurd;
e Demonstration Method Induction.

Key words: Propositional Logic, Mathematical Logic, Demonstration Techniques.



Sumario

1 Nocoes de Légica
1.1 Proposicoes . . . . . . . . e
1.2 Conectivos e Operagoes Logicas . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
1.3 Foérmulas e Varidveis Proposicionais . . . . . . . . . .. ... ... .. ...
1.4 Equivaléncia Logica . . . . . . . . . . ..
1.5 Quantificadores e suas Negacoes . . . . . . . . . . . . . . ...
1.5.1 Quantificadores . . . . . . . ...
1.5.2  Negagao de Quantificadores . . . . . . ... ... ... ... .. ..
1.5.3 Quantificadores Agrupados . . . . . . . .. ...

1.6 Traduzindo Sentencas para Expressoes Légicas . . . . . ... .. ... ...

2 Argumentos e Regras de Inferéncia
2.1 TImplicagoes . . . . . . . .
2.2 Argumentos . . . . . ...

2.3 Regras de Inferéncia . . . . . .. ..o

3 Teoremas e tipos de Demonstracao
3.1 Demonstracao Direta . . . . . . . .. ... o Lo
3.2 Demonstracao pela Contrapositiva.. . . . . . . . .. ... .. ... .. ...
3.3 Demonstracao por Absurdo . . . . . ... ...
3.4 Inducao . . . . . . L
3.4.1 Principio de Indugao (1* Forma) . . . . . . .. ... ... ... ...
3.4.2  Principio de Indugao (2* Forma) . . . . . . .. ... ... ... ...

4 Exemplos de Demonstragoes Matematicas

vi

14
14
16
17
18

21
21
23
24

28
29
29
30
32
33
34

36



SUMARIO

5 Consideracoes Finais

vil

59



Introducao

Nosso estudo foi organizado sob quatro principais temas, que dao nomes aos seguintes

capitulos:
I - Nogoes de Logica;
IT - Argumentos e Regras de Inferéncia;
IIT - Teoremas e tipos de Demonstragao;
IV - Exemplos de Demonstracoes Matemaéticas.

Por meio do estudo de proposicoes, conectivos, quantificadores e suas respectivas ne-
gacoes, iniciamos nosso trabalho apresentando nogoes de l6gica no Capitulo 1.

O Capitulo II traz dois importantes conceitos da logica proposicional: o de implicagao
logica e o de argumento logico, além de um compilado com as regras bésicas de inferéncia.

Ja o Capitulo III trata sobre os principais métodos de demostracoes de teoremas
(demonstragao direta, pela contrapositiva, por absurdo ou por indu¢ao).

Por fim, o Capitulo IV traz exemplos de demonstracoes matematicas retiradas de
livros diversos (ensino médio, graduagao e pés-graduagao). Aqui aplicaremos o conteiddo
desenvolvido nos capitulos anteriores e faremos um estudo das respectivas técnicas de

demonstracao sob um olhar da légica proposicional.



Capitulo 1
Nocoes de Loégica

Neste capitulo serd feita uma introducao a légica matematica. As regras da légica esta-
belecem o significado preciso de afirmagoes matematicas. Estas regras sao usadas para

distinguir argumentos validos de argumentos nao validos.

1.1 Proposicoes

Definicao 1. Uma proposi¢cao ¢ uma afirmac¢ao (sentenca declarativa) que pode ser

verdadeira ou falsa, mas nunca verdadeira e falsa simultaneamente.

Quando uma proposi¢ao é verdadeira, dizemos que o seu valor logico é verdadeiro
e denotamos este valor por V', caso contrério, dizemos que o seu valor légico é falso e

denotamos por F.

Exemplo 1 As sequintes afirmacoes sao proposicoes.
1. Campo Grande é a capital de Mato Grosso do Sul.
2.1+1=2.

3. Elefante tem asas.

4. 7T—5>4.

As proposicoes 1 e 2 sao verdadeiras e as outras duas proposi¢oes sao falsas.
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Exemplo 2 Considere as sequintes sentencas.
1. Qual € a capital da Bahia?

2. Demonstre o sequinte teorema.

3. x—3=2.

4. T +Yy> 2.

As duas primeiras sentencas ndao sao proposicoes, pois nao sao afirmacgoes. As outras

duas também ndao sao proposi¢oes porque ndao sao verdadeiras e nem falsas.

Assim como variaveis que representam numeros sao denominadas variaveis numéricas,
as variaveis que representam proposigoes sao denominadas varidveis proposicionais. Usa-
mos, como no caso de varaveis numéricas, letras para indicar variaveis proposicionais.

As letras convencionalmente utilizadas para variaveis proposicionais sao p,q,r,s, .. ..

1.2 Conectivos e Operacoes Logicas

Nesta secao, a partir de proposicoes ja estabelecidas, discutiremos métodos de construcao
de novas proposicoes. Muitas sentengas matematicas sao obtidas combinando-se uma ou
mais proposicoes. Novas proposicoes, chamadas de proposigoes compostas, sao criadas
a partir de proposicoes existentes usando-se os operadores logicos, também chamados de

conectivos.

Definicao 2. Seja p uma proposicao. A megagao de p é uma nova proposicao que
serd indicada por ~ p e lida como “nao p”. O wvalor l6gico da proposi¢cao ~ p é verdadeiro

quando p € falsa, e o valor logico da proposi¢ao ~ p € falso quando p € verdadeira.

A tabela seguinte, chamada tabela-verdade, resume o que foi estabelecido na defini-
¢ao da proposicao ~ p. Essa tabela tem uma linha para cada uma das possibilidades de
valor légico da proposicao p. Cada linha mostra o valor logico de ~ p correspondente ao

valor 16gico de p nesta mesma linha.
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p|~Pp
Vi F
F1V

Tabela 1.1: Negacao de p.

Exemplo 3
p: O pantanal sul-mato-grossense é uma planicie alagada. (verdadeira)
~ p: O pantanal sul-mato-grossense nao é uma planicie alagada. (falsa)
q: Elefante nao tem asas. (verdadeira)
~ q: Elefante tem asas. (falsa)
r: 7—>5> 4. (falsa)
~ r: 7—>5<4. (verdadeira)
s: 2# 2. (falsa)
~ s: 2 =2. (verdadeira)

Definigao 3. Sejam p e q proposicoes. A conjung¢ao destas proposicoes € a propo-
sicao “p e q”, denotada por p N\ q. A conjuncao p N\ q € verdadeira quando ambas sdo

verdadeiras, e falsa em qualquer outro caso.

A tabela-verdade seguinte nos mostra como o valor logico da conjuncao depende dos
valores l6gicos das proposigoes envolvidas. A tabela traz uma linha para cada combinacao

dos respectivos valores logicos de p e ¢, a saber, VV, VF, FV e FF.

Exemplo 4

r: 242 =4 e+/2<2. (verdadeira)
§:2+2=4¢e+/2>2. (falsa)
t:24+2+#4 e2<2. (falsa)

u: 2+2#4 e+/2>2. (falsa)



CAPITULO 1. NOCOES DE LOGICA 5

p q|pAg
vV V|V
V F| F
F V| F
F F| F

Tabela 1.2: Conjuncao de p e q.

Definicao 4. Sejam p e q proposicoes. A disjungao destas proposi¢oes € a proposi-
cao “p ou q”, denotada por pV q. A disjuncdo pV q € falsa quando ambas sdao falsas, e

verdadeira em qualquer outro caso.

A definicao da disjuncao pV q ¢é representada na tabela-verdade abaixo:

P q|pVgq
vV VIV
Vi F| V
F ViV
F F| F

Tabela 1.3: Disjuncao de p e g.

Exemplo 5

r: w € um nimero irracional ou /2 < 2. (verdadeira)

s: m € um nimero irracional ou /2 > 2. (verdadeira)

t: m ndo é um nimero irracional ou /2 < 2. (verdadeira)

w: 7 ndo é um nidmero irracional ou /2 > 2. (falsa)

Definicao 5. Sejam p e q proposicoes. A condicional destas proposicoes € a pro-
posicao “Se p, entdo q”, denotada por p — q. A condicional p — q € falsa quando p €

verdadeira e q falsa, e verdadeira em qualquer outro caso.
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A definicao da condicional p — ¢ é representada na tabela-verdade abaixo:

P q|p—4q
Vv, Vv
vV F| F
F ViV
F PV

Tabela 1.4: Condicional de p e q.

Exemplo 6

r: Se m é um nimero irracional, entdo o sol é uma estrela. (verdadeira)

s: Se w é um nimero irracional, entdo o sol nao é uma estrela. (falsa)

t: Se m nao é um numero irracional, entdo o sol é uma estrela. (verdadeira)

u: Se ™ ndo € um numero irracional, entao o sol nao € uma estrela. (verdadeira)

Definicao 6. Sejam p e q proposicoes. A bicondicional destas proposicoes é a pro-
posicao “p se e somente se q”, denotada por p <+ q. A bicondicional p <+ q € verdadeira

sempre que p e q tém o mesmo valor logico, e falsa caso contrario.

A definicao da bicondicional p <> ¢ é representada na tabela-verdade abaixo:

P q|p—4q
Vv,V
vV | F
F VvV F
F F| V

Tabela 1.5: Bicondicional de p e q.
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Exemplo 7

r: Elefante nao tem asas se e somente se 2+ 2 = 4. (verdadeira)
s: Elefante nao tem asas se e somente se 2+ 2 # 4. (falsa)

t: Elefante tem asas se e somente se 2+ 2 = 4. (falsa)

u: Elefante tem asas se e somente se 2+ 2 # 4. (verdadeira)

1.3 Foérmulas e Variaveis Proposicionais

Usando os conectivos logicos - negacao, conjuncao, disjun¢ao, condicional e bicondicional
- podemos construir proposicoes de maior complexidade envolvendo um nimero qualquer
de variaveis proposicionais. Por exemplo, podemos considerar a proposicao composta
(pV ~q) = (p A q), também chamada de férmula proposicional.

Usamos tabelas-verdade para determinar o valor logico dessas proposicoes compostas,

como no exemplo abaixo.

Exemplo 8 Construgcao da tabela-verdade da formula proposicio-
nal  (pvV ~q) = (pAq).

Como nesta formula temos somente duas varidveis proposicionais, p e ¢, entdo na
tabela-verdade sequinte existem apenas 4 linhas correspondentes as combinagoes dos res-
pectivos valores logicos dep e q: VV, VF, FV e FF. As primeiras duas colunas sao usadas
para os valores logicos de p e q, respectivamente. Na terceira coluna encontramos os valo-
res logicos de ~ q, necessarios para determinar os valores logicos de pV ~ q, organizados
na quarta coluna. Os valores ldgicos de p A\ q sao colocados na quinta coluna. Finalmente

na dltima coluna sao colocados os valores logicos de (pV ~ q) — (p A q).

p q|~q|pV~q pAqg|(pV~q) = (pAq)
V VI F | V 1% 1%
vV FIlV | V F F
F V| F| F F 1%
F Fl V| V F F
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Usando a tabela anterior e considerando as afirmacéesp:2+2=5(F) e q:3+4=
7 (V), concluimos que a proposi¢ao (pV ~ q) — (p A q) € verdadeira.

Observamos que no exemplo acima foram usados parénteses para indicar a ordem em
que os operadores logicos sao aplicados. No caso, alterando a posi¢cdo dos parénteses
poderiamos ter considerado uma outra formula proposicional, como por exemplo

((pV ~q) = p)ANq.

Para reduzir o nimero de parénteses, estabelecemos regras de prioridade para a apli-
cacao de operadores logicos. A negacao é aplicada antes de qualquer outro operador. Isso
significa que ~ p A g é a conjuncao (~ p) A (¢) e nado a negagao da conjungao ~ (p A q).
Outra regra é que a conjungao tera prioridade sobre a disjunc¢ao, entao p A ¢ V r significa
(pAq)VrenaopA(qgVr). A condicional e a bicondicional tém prioridade menor que
a conjuncao e a disjuncao. Finalmente, a condicional deve ter prioridade maior do que a

bicondicional.
Exemplo 9
1. A formula pV q <> p A q deve ser entendida como (pV q) <> (p A q).
2. A formula p <> ¢ — r deve ser entendida como p <> (¢ — r).

A tabela seguinte mostra os niveis de prioridade dos operadores légicos.

Operador | Prioridade
~ 1
A 2
\Y 3
— 4
e oY

Tabela 1.6: Prioridade dos operadores logicos.

1.4 Equivaléncia Légica

Uma importante estratégia usada na argumentacao matematica ¢ a substituicao de uma

proposicao por outra respeitando o mesmo valor légico.
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Nesta secao estudaremos equivaléncias logicas usualmente utilizadas na construcao de

argumentos matematicos.

Definicao 7. Uma férmula proposicional que € sempre verdadeira, quaisquer que Se-
jam os valores logicos de suas varidveis proposicionais, € chamada de tautologia. Uma
formula proposicional que é sempre falsa, quaisquer que sejam os valores logicos de suas

varidveis proposicionais, € chamada de contradig¢ao.

Tautologias e contradi¢oes sao importantes no raciocinio matematico, como veremos

adiante nas demonstracoes de teoremas.

Exemplo 10 Observe na tabela-verdade abaizo que a proposicao pA ~ p € um con-

tradicao.
p|~p|pPN~Dp
F F
|V F

Exemplo 11 A proposicao p NV ~ p € uma tautologia.

p|~p|pV~p
F V
FlV V

Definicao 8. As proposicoes compostas p e q sao chamadas de logicamente equiva-
lentes, ou simplesmente equivalentes, quando p <> q é uma tautologia. Usaremos a

notacao p < q para indicar que p e q sao equivalentes.

Lembrando o significado do conectivo bicondicional, temos que p <+ ¢ é uma tautologia
quando nas tabelas-verdade das proposicoes p e g as colunas que fornecem seus respectivos

valores logicos sao idénticas.
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E importante observar que o simbolo < nao é um conectivo légico e que p < ¢ nao é
uma proposi¢ao composta. O simbolo < apenas indica que a férmula proposicional p <> ¢
¢ uma tautologia.

O préximo exemplo estabelece duas importantes equivaléncias chamadas de Leis de

De Morgan.

Exemplo 12 (Leis de De Morgan) Sejam p e q duas proposi¢éoes, entio sao vdlidas

as sequintes equivaléncias:
1.~ (pNg) &~ pV ~g
2. ~(pVq) &~pA~q.

De fato, construindo as seguintes tabelas-verdade obtemos as respectivas tautologias.

p q|~p|~q|pNg|~{pPAq | ~pV~qg|~(pAq)<~pVr~g
V VI F|F |V F F 1%
V F| F |V | F 1% 1% 1%
F V|V |F| F 1% 1% 1%
F F|V |V | F 1% 1% 1%
Tabela 1.7: Leis de De Morgan.
p oq|~p|~q|pVqg ~{pVaqg|~pA~qg|~(pVaq) c~pA~g
VV|F|F|V F F 1%
V FI| F |V |V F F 1%
FV| V| IF|V F F 1%
F F|V |V | F 1% 1% 1%

Tabela 1.8: Leis de De Morgan.

No exemplo seguinte vamos estabelecer uma equivaléncia entre duas proposigoes com-
postas que envolvem trés variaveis proposicionais diferentes: p, ¢ e r. Neste caso, para

construir a tabela-verdade precisaremos de oito linhas, uma para cada combinagao dos
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valores logicos de p, g e r, respectivamente. Essas oito combinacoes sao VVV, VVF, VFV,

VFF, FVV, FVF, FFV e FFF, que serao usadas nesta ordem ao montarmos as linhas da

tabela.

Exemplo 13 As proposicées pV (g A1) e (pV q) A (pV q) sdo equivalentes. FEssa

equivaléncia € a propriedade distributiva da disjuncao em relagcao a conjuncao.

De fato, construindo a tabela-verdade verificamos que a coluna da disjungao pN (g A\r) €

idéntica a coluna da conjungdo (pV q) A (pV q), assim provando a equivaléncia ldgica

pVgAT) = (pVgANDPV.

<
Q

=

pV

—~
Q

AT) | p

)

p

(V@ ApVr)

=

ST TR T I SRS RS
5 0y < < mom oS < e
5 < 5 < m < N <

S T B N > T s B

S BN IS TN M S S

s I BN S N T

5 < m o= = <= = <<

A\
V
v
v
v
v
F
F
F

Exemplo 14 A proposicio ~ q —~ p € chamada de contrapositiva de p — q.

Observe na tabela-verdade abairo que a condicional p — q e sua respectiva contrapositiva

~ q —~ p sao equivalentes.

P q|~p|~q\p—=>q|~q=2Yp|p =g~y qg oD
V-V F | F V V V
ViF| F |V F F V
F ViV | F V V V
F PV |V V V V
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Na tabela seguinte apresentamos um resumo com algumas equivaléncias importantes.
A veracidade dessas equivaléncias podem ser verificadas, como nos exemplos anteriores,

por meio das respectivas tabelas-verdade.

Equivaléncias Nome
pVp<=p Propriedade idempotente
PADP<E=Dp Propriedade idempotente
~ P =D Propriedade da dupla negacao

pVqg<qVp Propriedade comutativa
PAG<E=qA\p Propriedade comutativa
(pVqg Vr<npV(gVr) Propriedade associativa
(pAgQ Ar<=DpA(gNAT) Propriedade associativa

pVgATr)<= (pVag AN(pVrT) Propriedade distributiva
pA(qVr)<= (pAq)V(pAT) Propriedade distributiva

~ (pVq) <=~ pA\~q Lei de De Morgan
~ (pNq)<=n~pV ~q Lei de De Morgan
pV(pAq) <=p Propriedade de absorcao
pA(pVq) < p Propriedade de absorcao
pD—qE=~q—~Dp Contrapositiva

Pela propriedade associativa a proposicao pV q V r esta bem definida, no sentido que
tanto faz consideramos (p V q) V r ou p V (¢ V r). Analogamente, a proposicdo p A q A r

estd bem definida.
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Também de grande importancia, listaremos agora equivaléncias que envolvem os co-

nectivos condicionais e bicondicionais.

P—4q — ~pVyq
pP—q — ~g e p
pVyq — ~p—q
PAq — ~ (p—=~q)
~(p—q) = PA ~ g

P=Np—r) = p—(qgAT)

(p—=>r)Vig—=r) <= (pVaq) —r

pP—=qVp—r p—(qVr)

(p—=r)N(g—=r1) = (pANq)—r

prq — (@P—=q9N(q—Dp)
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1.5 Quantificadores e suas Negacoes

1.5.1 Quantificadores

Em matematica encontramos sentencas que nao sao proposigoes, como por exemplo,

O numero real z ¢ maior do que 3.

vV
sujeito

TV
predicado

Representando por p(z) a declaragdo “O nimero real x é maior do que 3.” e atri-

buindo valores a variavel x, obteremos proposicoes. Por exemplo:

p(m) : O nimero real 7 é maior do que 3. (verdadeira)

p(3) : O nimero real 3 é maior do que 3. (falsa)

A declaragao p(x) é chamada de sentenga aberta ou de fungao proposicional, no
caso acima, de variavel real z.

Podemos ter fungoes proposicionais de varias variaveis, por exemplo, considerando as
variaveis inteiras a e b na sentenga aberta f(a,b) : a+b = 3. Neste caso, f(2,5) : 2+5=3
é uma proposigao falsa e f(1,2) : 1 +2 = 3 é uma proposic¢ao verdadeira.

Quando atribuimos valores as variaveis de uma funcao proposicional a declaragao
resultante torna-se uma proposicao. Uma importante técnica para criar proposicoes a
partir de fungoes proposicionais é a quantificagao.

Vamos tratar de dois tipos de quantificacao:

e A universal, a qual significa que na sentenca o predicado é verdadeiro para todos os

elementos em consideracao.

e A existencial, que nos diz que existe um ou mais elementos para os quais o predicado

é verdadeiro.

Dada uma funcao proposicional de uma ou mais varidveis, chamaremos de dominio

da funcao o conjunto de elementos que poderao ser atribuidos as variaveis.

Definicao 9. A quantificacdo universal de uma fun¢io proposicional p(x) € a
afirmac¢ao

“p(x) € verdadeira para todos os valores do dominio de x.”
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Notagao: Vz,p(x), lida como “Para todo x, p(x) é verdadeira” ou simplesmente
“Para todo x, p(x)”. A quantificagdo universal “para todo” pode ser expressa de outras

PZ N1 »ow

maneiras, incluindo “para cada”, “dado qualquer”, “para qualquer”, “arbitrariamente”.

Exemplo 15 Considere p(z) : *> > 0, onde x é uma varidvel real. Usando a quanti-

ficacdo universal obtemos a proposicao:
22 > 0 € verdadeira para todos os valores de x em R.

Em simbolos:

Ve € R,z* > 0. (falsa)

Defini¢ao 10. A quantificagdo existencial de uma fun¢ao proposicional p(x) é

a afirmacao
“FEriste ao menos um x no dominio tal que p(x) € verdadeira.”

Notagao: Fz,p(x), lida como “Existe x tal que p(x) € verdadeira” ou simplesmente

”»

“Fziste x tal que p(x)”. A quantificaciao ezistencial “existe ao menos um” pode ser

expressa de outras maneiras, incluindo “existe”, “para algum”, “hd um?”, “para pelo menos
um”. Particularmente, podemos denotar por Iz, p(x), lido como “Existe um unico x tal
que p(x) € verdadeira”, o caso em que existe apenas um elemento do dominio que satisfaz

a fungao proposicional p(x).

Exemplo 16  Considere q(z) : x + 1 < 0, onde x é uma varidvel real. Usando o

quantificador existencial obtemos a proposi¢ao:
FEzxiste x € R tal que x +1 < 0 € verdadeira.

Em simbolos:

dJreR,x+1<0. (verdadeira)

Os simbolos V e 4 sao chamados, respectivamente, de quantificadores universal e exis-

tencial. Os significados dos quantificadores sao resumidos na tabela abaixo:

Proposicao Sera verdadeira quando: Sera falsa quando:

YV, p(x) p(z) é verdadeira para todo x. Existe x tal que p(x) é falsa.

dz,p(x) | Existe z tal que p(x) é verdadeira. | p(x) é falsa para todo x.
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1.5.2 Negacgao de Quantificadores

Iniciaremos a se¢ao com dois exemplos de proposi¢oes quantificadas, uma universal e a

outra existencial.

1. p: Para todo nimero real x tem-se que z + 1 é maior do que zero. (falsa)

Neste caso,

~ p: Existe ao menos um ntmero real x para o qual x + 1 nao é maior do que zero.

(verdadeira)

2. ¢: Existe ao menos um numero real x para o qual 2 — 1 é menor do que zero.

(verdadeira)

Neste caso,
~ q: Para todo ntimero real z tem-se que z% — 1 nao é menor do que zero. (falsa)

No primeiro exemplo, p(x) é a sentenca aberta “z+1 é maior do que zero” e o dominio

da variavel é o conjunto dos nimeros reais. Em simbolos,
p:Vr €R, p(x). (quantifica¢ao universal)
Neste caso,
~p:dreR, ~ p(z).

No segundo exemplo, ¢(x) é a sentenca aberta “r? — 1 é menor do que zero” e o

dominio da variavel é o conjunto dos nimeros reais. Em simbolos,
q:3x €R, q(z). (quantificacao existencial)
Neste caso,
~q:VreR, ~qx).

Esses dois exemplos ilustram as seguintes equivaléncias légicas, onde p(x) é uma funcao

proposicional:

~ (Yo, p(x)) <= 3z, ~ p(z);

~ (3z, p(z)) <= Vz, ~ p(z).
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As regras para negacoes de quantificadores sao chamadas de leis de De Morgan para

quantificadores e sao resumidas na seguinte tabela:

Negacao Sentenca Serd verdadeira quando: | Sera falsa quando:

Equivalente

~ (3z,p(x)) | Va,~ p(x) p(z) é falsa para todo x. | Existe z para o qual

p(z) é verdadeira.

~ (Vz,p(z)) | Jz,~ p(x) Existe z para o qual p(x) | p(z) é verdadeira para

¢é falsa. todo z.

1.5.3 Quantificadores Agrupados

Consideraremos agora fungoes proposicionais de duas varidveis p(z,y). Como no caso de
funcoes proposicionais de uma variavel, podemos obter proposicoes usando os quantifica-

dores:

1. Para todos z, y, p(x,y) é verdadeira. Em simbolos, VaVy, p(z,y).
2. Para todo x existe y tal que p(z,y) é verdadeira. Em simbolos, Vz3y, p(z, y).
3. Existe z tal que para todo ¥y, p(x,y) é verdadeira. Em simbolos, 3xVy, p(x, y).

4. Existem x e y tais que p(z,y) é verdadeira. Em simbolos, Jz3y, p(z, y).

Na tabela abaixo resumimos as regras de utilizacao dos quantificadores agrupados.

Sentenca Sera verdadeira quando: Sera falsa quando:

VaVy,p(x,y) | p(x,y) é verdadeira para | Existe um par x, y para o
VyVa,p(x,y) | todo par z, y. qual p(x,y) é falsa.

Vady,p(x,y) | Para todo z existe um y | Existe um z para o qual
para o qual p(x,y) é verda- | p(x,y) é falsa para todo y.

deira.

JzVy, p(x,y) | Existe um z tal que p(z,y) | Para todo = existe um y

¢ verdadeira para todo y. para o qual p(z,y) é falsa.

Jz3y, p(x,y) | Existe um par x, y para o | p(zx,y) é falsa para todo par

Jy3z, p(z,y) | qual p(x,y) é verdadeira. x,y.
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Exemplo 17 (Definicao de limite) Considere f : R — R uma funcdo e a, L € R.
A defini¢ao de limite de uma fun¢ao real nos diz que o nimero real L € o limite de f(x)
quando x tende para a se, e somente se, dado € > 0, existe § > 0 tal que, se x € um
nimero real e 0 < |x — a| < 0, entao |f(x) — L| < e.

Em simbolos,

Ve>0, 30>0; 2eR, 0< |z —a|<d—|f(z)—L| <e.

1.6 Traduzindo Sentencas para Expressoes Logicas

As técnicas de demonstracdo tém na esséncia a manipulacao de estruturas légicas por
meio das regras de inferéncia que serao apresentadas no Capitulo II. Por exemplo, sabendo
que determinadas férmulas proposicionais sao equivalentes podemos, quando conveniente,
substituir uma por outra afim de se construir um argumento valido.

Acontece que nos textos e livros de Matemadtica nao encontramos os teoremas na
forma de expressoes logicas, de maneira que nos permita simplesmente aplicar as regras de
inferéncia para provar os resultados. Dai a importancia de se familiarizar com a traducao
de tais sentencas para a linguagem de expressoes logicas.

Traduzir sentencas do portugués para expressoes logicas requer cuidado quando envol-
vem mais de um quantificador distinto. Além disso, dependendo do caso, podem existir
mais de uma maneira de traduzir uma sentenga particular. Portanto, nao existe determi-
nada técnica que pode ser seguida e repetida passo a passo, a nao ser o estudo e a pratica
constante. Ao realizarmos essas tradugoes, devemos ter em mente o objetivo de produzir

expressoes logicas que sejam as mais simples possiveis.

Exemplo 18 Use fungoes proposicionais e quantificadores matemdticos para expres-
sar a sentenca “Se o quadrado de um inteiro é par, entao o inteiro € par”.
Solugao: FEstd implicito na sentenca a utiliza¢ao do quantificador universal, donde, a
afirmacao € dada por
Vm € Z, sem? é par entdo m € par.

Considerando p(m) a fungdo proposicional “m? € par”, e ¢(m) a fungdo proposicional

“m € par”, temos que

VYm € Z,p(m) — q(m).
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Quando o dominio da varidvel estd bem definido, escrevemos simplesmente
Vm,p(m) = q(m).

Exemplo 19 Transcreva para a linguagem de expressoes logicas a sentenca “Para
todos x,y reais, tem-se ||x| — |y|| < |z —y|”.

Solugao: A expressao “para todos x,y” indica o uso de um quantificador universal
para cada varidvel.

Portanto,

Vavy, ||z| — [y|| < |z —yl.

Exemplo 20 Transcreva para a linguagem de expressoes logicas a sentenca “Se x ey
sao ambos quadrados perfeitos, entdo xy também é um quadrado perfeito”.

Solugcao: Note que quantificadores universais estao implicitos e que a afirmacdo se
refere ao conjunto dos inteiros.

Assim,

VaVy, (3a,z = a® ATb,y = b*) — (3e, 2y = ).

Exemplo 21 Traduza para uma expressao logica a afirmacao “Se a e b sdo inteiros
impares, entao a soma a + b € um inteiro par”.

Solugao: Introduzindo as func¢does proposicionais
p(a,b): a e b sao nimeros impares;
q(c): ¢ é um nidmero par;
podemos assim reescrever a sentenca
Va,b € Z,p(a,b) — q(a+ ).
Como nao hd duvida quanto ao dominio das varidveis a e b, escrevemos simplesmente
Vavb, p(a,b) — q(a +b).

Exemplo 22 Transcreva para uma expressao logica a afirmacao “Todo niumero real
possui um inverso aditivo (ou oposto)”.

Solucao: Reescrevendo a sentenca explicitando os quantificadores e o dominio tem-se
que “Para todo nimero real x, existe um nimero real y (chamado de inverso aditivo ou

oposto) tal que v +y = 0"
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Portanto,

Vedy,x +y = 0.

Exemplo 23 Traduza para a linguagem de expressoes logicas a afirmacdo “A soma
de dois numeros inteiros positivos é sempre positiva”.
Solucao: Reescrevendo a sentenca tem-se que “Se dois inteiros quaisquer sao positivos,

entao a soma deles € positiva”. Usando a simbologia tem-se que
VaVy,(x >0Ay >0) — (z+y > 0).

Lembrando os niveis de prioridade dos conectivos podemos eliminar os parénteses e
simplesmente escrever

VaVy,x >0Ay >0—=x2+y > 0.

Exemplo 24 Traduza para uma expressao logica a sentenca “Todo nimero real dife-
rente de zero tem um inverso multiplicativo”.

Solugao: O inverso multiplicativo de um niumero real x # 0 é o numero real y tal que
xy = 1. Podemos assim reescrever a sentenca “Para todo real x, se x # 0, entdo existe
um y real tal que xy =17

Portanto,

Ve, o #0— Jy,zy = 1.

Exemplo 25 Traduza para uma expressao logica a sentenca “Dados x e y reais, o
produto xy € positivo se x e y sao ambos positivos ou sao ambos negativos”.

Solucao: Portanto,

VaVy,(x >0Ay >0)V(x <0Ay <0)— zy > 0.



Capitulo 2

Argumentos e Regras de Inferéncia

Antes do estudo das técnicas de demonstracao, apresentadas no Capitulo III, falaremos
sobre argumentos e regras de inferéncia. A demonstracdo de uma proposicao é um argu-
mento que estabelece sua veracidade. Num argumento teremos uma sequéncia de afirma-
¢oes verdadeiras que organizam as informagoes chegando a uma conclusao.

As regras de inferéncia sao ferramentas béasicas que nos permitem manipular correta-
mente as afirmagoes para a construgao de um argumento valido.

Neste capitulo, definiremos implicagoes e faremos uma abordagem de regras basicas de
inferéncia que envolvem proposi¢oes compostas. Por meio de exemplos, vamos descrever
como essas regras de inferéncia podem ser utilizadas na producao de argumentos validos,

que servirao de base para as técnicas de demonstracao.

2.1 Implicacgoes

Definicao 11. Sejam p e q proposi¢oes compostas. Dizemos que a proposi¢cao p im-
plica a proposicao q quando a condicional p — q € uma tautologia. Usaremos a notacdo

p = q para indicar que p tmplica q.

Lembrando a definicdo do conectivo condicional, temos que p — ¢ é uma tautologia
quando na tabela-verdade nao ocorrem linhas com p verdadeira e ¢ falsa.

Observamos que o simbolo = nao é um conectivo légico e p = ¢ nao é uma proposicao
composta, apenas indica que p — ¢ ¢ uma tautologia.

Proposigoes quantificadas universalmente como as do tipo Vz, p(z) — ¢(x), costumam

21
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ser indicadas simplesmente por
p(x) = q(x),
no sentido de que a condicional p(z) — ¢(x) é verdadeira para todo = do dominio em

questao.

Exemplo 26 Temos que pANq=p epAq=q. De fato, pAq—p epAq— q sio

tautologias.
P q | pPANqg|PNGg—=D|DNGg—(q
vV Vv %4 V 74
V F F V 74
F V| F Vv vV
F F| F vV %4

Exemplo 27 Observe na tabela-verdade abaizo que a condicional (p — q) Ap — q €

uma tautologia. Portanto, temos a implicagdo ldgica (p — q) Ap = q.

p q|lp=q|llp=>9Ap|(p=>9Ap—q
vV V| VvV 1% 1%
Vv F| F F 1%
F V| V F 1%
F F| V F 1%

Exemplo 28 Temos que a condicional (p — q)A\ ~ q —~ p € uma tautologia. Por-

tanto, temos a implicag¢ao l6gica (p — q)N\ ~ q =~ p.

p q|~p|~q|lp=>q|p=>DAN~q| P> PN~qg—o~Dp
V V| F| F| Vv F 1%
V F| F| V| F F 1%
F V| V|F| Vv F 1%
F FlV|IVv]| Vv 1% 1%
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2.2 Argumentos

Inicialmente, retomaremos os dois tltimos exemplos e estabeleceremos as implicagoes sem

construir as respectivas tabelas.

Exemplo 29 Sejam p e q proposicoes. Suponha que as proposicoes p — q € p Sao
verdadeiras. Neste caso, podemos concluir que a proposicao q também € verdadeira. De
fato, como p — q € verdadeira, nao ocorre o caso p verdadeira e q falsa, como sabemos
que p € verdadeira concluimos que q também € verdadeira. Portanto, (p — q) Ap — q é
uma tautologia, o que justifica escrevermos (p — q) Ap = q.

Usamos a sequinte representacao:

p—q

Exemplo 30 Sejam p e g proposicoes. Suponha que as proposi¢coes p — q € ~ q SGo
verdadeiras. Neste caso, podemos concluir que a proposicao ~ p também € verdadeira. De
fato, sabemos que p — q <=~ q —~ p e como ~ q € verdadeira, entao, pelo exemplo
anterior, concluimos que ~ p também € verdadeira. Portanto, (p — q)\ ~ q —~ p € uma
tautologia, o que justifica escrevermos (p — q)A\ ~ q =~ p.

Usamos a sequinte representac¢ao:

Definicao 12. Um argumento em logica proposicional é uma sequéncia finita de
Proposicoes pi, P2,- - -, Pn € q. Um argumento € valido quando p1 Apa A -+ N\ p, — q for
uma tautologia, isto €, quando py Aps N\ -+ Ap, = q. Em outras palavras, um argumento

¢ valido quando nao ocorre o caso py Aps A --- N\ p, verdadeira e q falsa.



CAPITULO 2. ARGUMENTOS E REGRAS DE INFERENCIA 24

Usamos a sequinte representacao:

b1
D2

Pn

As proposicoes p1,pa,...,Ppn SGo chamadas de premissas e a proposicio q ¢ dita

conclusao.

2.3 Regras de Inferéncia

Podemos sempre usar uma tabela-verdade para mostrar que um argumento ¢é valido,
provando assim que, sempre que as premissas sao verdadeiras, a conclusao também é ver-
dadeira. Porém, quando trabalhamos com uma férmula proposicional envolvendo muitas
variaveis, esse método pode ser muito longo e exaustivo. Como alternativa, podemos
entao estabelecer a validade de alguns argumentos mais simples, como nos dois exemplos
anteriores, chamados de regras de inferéncia. Tais regras podem ser utilizadas para a
construcao de argumentos mais elaborados.

A tautologia (p — q) A p — ¢ (Ex. 27), é uma regra bésica de inferéncia chamada de
Modus ponens. Em latim, Modus ponens significa modo que afirma.

A partir de regras bésicas, podemos construir novas regras de inferéncia. Como exem-
plo, mostraremos que (p — ¢)A ~ ¢ —~ p é uma tautologia (Ex. 28), usando a regra

Modus ponens.
1. p — ¢ (hipétese)
2. ~ ¢ (hipétese)

3. ~q—~p (equivaléncia usando (1))

.~ p (Modus ponens usando (2) e (3))
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A tautologia (p — ¢)A ~ q¢ —~ p é chamada de Modus tollens. Em latim Modus
tollens significa modo que nega (ou negacao do consequente). Outras duas importantes
regras de inferéncia sdo as tautologias p A ¢ — p e p Aq — q (Ex. 26), chamadas de

simplificagoes.

Exemplo 31 Usando as regras de inferéncia estabelecidas, mostre que as hipoteses
“Nao esta chovendo esta manha e estd mais quente que ontem”, “Estd chovendo pela
manha, se formos ao museu”, “Se nao formos ao museu, entdo vamos fazer um passeio
no parque” e “Se fizermos um passeio no parque, entao estaremos em casa no almoco”
nos levam a conclusao “Estaremos em casa no almoco”.

Considere abairo as sequintes proposicoes:
p: FEstd chovendo esta manha.

q: Estd mais quente que ontem.

r: Vamos ao museu.

s: Vamos fazer um passeio no parque.

t: Estaremos em casa no almoco.

Entao as respectivas hipoteses sao representadas pelas sequintes formulas proposici-
onais: ~ pANq, r — p, ~1r — s e s — t. Utilizando das regras de inferéncia,
construiremos agora um argumento mostrando que, de fato, nossas hipoteses nos levam a

conclusao como se segue.
1. ~pAgq (hipdtese)
2. ~p (simplificagcao usando (1))
3. r—p (hipdtese)
4. ~ 1 (Modus tollens usando (2) e (3))
5. ~r—s (hipdtese)
6. s (Modus ponens usando (4) e (5))

7. s =t (hipdtese)
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8. t (Modus ponens usando (6) e (7))
Portanto, com o argumento acima provamos que, de fato, a sentenca
t . Estaremos em casa a noite;
decorre das premissas ~p/ANq, r —>p, ~r—S e S— 1.

Na péagina seguinte apresentamos um resumo com algumas regras de inferéncia, con-
sideradas basicas. As tautologias podem ser verificadas por meio das respectivas tabelas-

verdade ou estabelecidas usando as regras de inferéncia ja apresentadas.



CAPITULO 2. ARGUMENTOS E REGRAS DE INFERENCIA 27
Regra  de | Tautologia Implicacao Nome
Inferéncia
p pPA(P—q) —q pA(p—q) =q Modus
p—4q ponens
o.q
~q ~qgA(p—q) =~p ~qgA(p—q) =~p Modus
p—4q tollens
D
p—q =N (@—=r)=@—=r) | (p=>aAN(@—71)=(p—r) |Silogismo
q—r hipotético

p—
pVq (pVOAN~p—gq (PVOAN~p=gq Silogismo
~p disjuntivo
. q
p p—(PVaq) p=(pVq) Adicao
pVygq
PAg (pANq) —p (pANgqg)=p Simplificacao
D
D pAg— (pAQ) pAg= (pNq) Conjuncao
4
SopAQ
PV (V@ AN(~pVr)—=(qgVr) | (pVa A(~pVr)=(¢Vr) | Resolugao
~pVr
S.qVvr

Tabela 2.1: Regras basicas de inferéncia.




Capitulo 3

Teoremas e tipos de Demonstracao

Neste capitulo falaremos sobre os principais métodos de demostracoes de teoremas. For-
malmente, um teorema é uma proposicao que se pode demonstrar que ¢é verdadeira. Uma
demonstragao, ou prova, é um argumento valido que estabelece a verdade de um teorema.
Na demonstracao podemos usar axiomas e proposicoes verdadeiras ja estabelecidas, além
das hipdteses do teorema. Axiomas ou postulados sao proposi¢oes assumidas como ver-
dadeiras.

Uma conjectura ¢ uma proposicao possivelmente verdadeira mas sem uma demonstra-
¢ao conhecida. Quando uma demonstracao valida é encontrada, a conjectura se torna um
teorema.

Teoremas também sao conhecidos por proposicoes, corolarios ou lemas. Em geral, na
organizacao de um conteido matematico a maioria dos teoremas € indicada como proposi-
¢ao e o termo teorema € reservado para os principais resultados do assunto em questao. Um
corolario é um teorema consequente de algum outro teorema ja demonstrado. Demons-
tragoes longas e complexas podem ser simplificadas quando sao estabelecidos teoremas
auxiliares durante a argumentacgao, chamados de lemas.

Discutiremos quatro técnicas que sao frequentemente utilizadas para a demonstragao

de um teorema, listadas a seguir:

e Método da Demonstragao Direta;
e Método da Demonstracao pela Contrapositiva;
e Método da Demonstragao por Absurdo;

e Método da Demonstragao por Indugao.

28
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3.1 Demonstracao Direta

Uma demonstracao direta mostra que uma condicional p — ¢ é verdadeira admitindo que
p é verdadeira e concluindo que ¢ também é verdadeira, de modo que a combinacao p
verdadeira e ¢ falsa nao ocorre.

Em uma demonstracao direta assumimos que p é verdadeira. A partir desta hipotese
e por meio de axiomas, defini¢oes, teoremas ja demonstrados e as regras de inferéncias,
concluimos que ¢ também é verdadeira.

Traremos agora um exemplo de demonstragao direta.

Exemplo 32
Proposicdao Seja v um inteiro. Se x € par, entdo x> também € par.
(Expressdo l6gica: Vv € Z,x € par — z* € par.)

Prova. (demonstragio esquematizada)

1. = é par (hipdtese);

2. Eziste um inteiro k tal que x = 2k (defini¢ao de paridade);
3. x? = 4k* = 2(2k*) (aritmética bdsica);

4. 2k? € um inteiro (k € inteiro);

5. x% € par (conjuncio das linhas 3 e 4 e defini¢io de paridade). [ ]

Prova. (demonstragio discursiva)
Suponhamos que x é par. Seque que existe um inteiro k tal que x = 2k e dai temos

que % = 2(2k?), onde 2k? € inteiro. Portanto x* é par. n

3.2 Demonstracao pela Contrapositiva

Este segundo método consiste na utilizagao da equivaléncia p — ¢ <=~ q —~ p. Assim,
a condicional p — g pode ser demonstrada mostrando que a sua contrapositiva ~ ¢ —~ p
¢ verdadeira. No processo de demonstracao pela contrapositiva, uma prova de que a

condicional ~ ¢ —~ p é verdadeira pode ser feita, por exemplo, pela prova direta.



CAPITULO 3. TEOREMAS E TIPOS DE DEMONSTRACAO 30

Exemplo 33
Proposicao Seja x um inteiro. Se x® € par, entao x também € par.
(Ezpressao légica: Nx € Z,x* € par — x € par.)

Prova. (demonstra¢ao esquematizada)

1. = nao € par (hipdtese);

2. Eziste um inteiro k tal que x = 2k + 1 (defini¢ao de paridade);
8. x? = 4k* + 4k +1 = 2(2k* + 2k) + 1 (aritmética bdsica);

4. 2k* + 2k € um inteiro (k € inteiro);

5. x% ndo € par (conjuncdo das linhas 3 e 4 e definicdo de paridade). [ ]

Prova. (demonstragao discursiva)
Suponhamos que x* nao € par. Seque que existe um inteiro k tal que x = 2k + 1 e daf

temos que 1% = 4k*+4k+1 = 2(2k*+2k)+1, onde 2k*+2k ¢é inteiro. Portanto x? é par. m

3.3 Demonstracao por Absurdo

Neste método, para provar que uma proposicao é verdadeira admitimos que ela seja falsa
e usando argumentacao valida chegamos a uma contradigao.

Para provar que a condicional p — ¢ é verdadeira, supomos inicialmente que p — ¢ é
falsa, ou equivalentemente, que ~ (p — ¢) é verdadeira. Como ~ (p — q) <= (pA ~ q)
(pagina 11), assumimos que p e ~ ¢ sao ambas verdadeiras, ou seja, que p é verdadeira
e g é falsa. A partir dai e usando argumentacao valida chegamos a uma contradicao,
mostrando assim que a verdade de pA ~ ¢ nao é possivel.

Particularmente, quando queremos provar que uma proposicao simples p é verdadeira,
podemos apenas mostrar que ~ p é falsa. Neste método, admitimos que ~ p é verdadeira e
usando argumentacao valida chegamos a uma contradi¢cao, mostrando assim que a verdade

de ~ p nao é possivel.
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Exemplo 34
Proposicao Seja m um inteiro. Se 3m + 2 € impar, entao m também é impar.
(Expressao ldgica: Ym € Z,3m + 2 € impar — m € impar.)

Prova. (demonstra¢ao esquematizada)

1. 3m + 2 é impar (hipdtese);

2. m é par (hipdtese do absurdo);

3. Eziste um inteiro k tal que 3m + 2 =2k + 1 (defini¢ao de paridade, linha 1);
4. Existe um inteiro t tal que m = 2t (defini¢ao de paridade, linha 2);

5.3(2t) +2=2k+1 (conjungao das linhas 3 e 4);

6. 2k =6t +1=2(3t) + 1 (aritmética bdasica);

7. 3t € um inteiro (t € inteiro);

8. 2k =6t+1=2(3t)+ 1 € par e impar (defini¢ao de paridade);

9. Contradicao na linha 8. [ |

Prova. (demonstracao discursiva)

Suponhamos que 3m + 2 € impar e que m € par. Seque que, existem inteiros k e
t tais que 3m + 2 = 2k + 1 e m = 2t. Substituindo o valor de m = 2t na equacdo
3m—+2=2k+1 obtemos 3(2t) +2 = 2k + 1, assim 2k = 6t +1 = 2(3t) + 1, absurdo. Che-

gamos a uma contradi¢do, pois temos o nimero par 2k igual ao nimero impar 2(3t)+1. m

Exemplo 35
Proposi¢cdo O nimero \/2 € irracional.

Prova. (demonstra¢ao esquematizada)
1. /2 € racional (hipdtese do absurdo);

m
2. v/2 ==, onde m,n sdo inteiros primos entre si e n # 0 (definicio de racional);
n

2

3. 2= ) (aritmética bdsica);
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4. m? =2n% (aritmética bdsica);

5. m? € par (defini¢io de paridade);

6. m € par (proposi¢cio demonstrada);

7. m = 2k, com k inteiro (defini¢ao de paridade);

8. 4k* = 2n? (conjuncao das lindas 4 e 7);

9. 2k* =n? (aritmética bdsica);
10. n* é par (definicio de paridade);
11. n € par (proposi¢io demonstrada);
12. m en sao pares (conjun¢ao das linhas 6 e 11);
13. m e n sao primos entre si e sao pares (conjun¢ao das linhas 2 e 12);

14. Contradi¢ao na linha 15. |

Prova. (demonstracao discursiva)

Suponha V2 racional. Seque que existem m e n inteiros, primos entre si, com n # 0
tais que /2 = % Dai obtemos m? = 2n? e assim m? é par. Usando a proposicao de-
monstrada anteriormente concluimos que m € par, logo da forma m = 2k, com k inteiro.
Substituindo m = 2k na equacio m? = 2n? obtemos 4k* = 2n?, logo n® = 2k*. Portanto
n? € par e consequentemente n € par, absurdo. Aqui chegamos a uma contradigdo, pois m

e n sao primos entre si. Portanto \/§ € irracional. [ ]

3.4 Inducao

Considere um inteiro n > 0 e a proposi¢ao
p(n) : ¥n,n* +n + 41 é um nimero primo.
Em 1772, Euler constatou que

p(0), p(1), p(2),..., P(39),
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sao todas verdadeiras.

De fato, analisando os primeiros casos
p(0) = 41, p(1) = 43, p(2) = 47, p(3) = 53,
obtemos niimeros primos. Seguindo os passos de Euler chegariamos a
p(39) = 39% + 39 + 41 = 1601,

que também é primo. Neste ponto poderiamos ficar convencidos que a proposi¢ao é

verdadeira. No entanto, temos que
p(40) = 40 + 40 + 41 =40 + 40 + (40 + 1) =40 +2-40 + 1 = (40 + 1)?,

portanto p(40) é um quadrado perfeito e assim concluimos que a proposicao é falsa.
Consideremos agora um outro exemplo, tomando a seguinte proposicao, onde n > 1 é

um inteiro
n(n+1)
p(n) :Vn,1+2+-~-+n:T.
Apés intimeras contas podemos desconfiar que a proposicao p é verdadeira, mas nao
conseguiremos ainda assim testar o resultado para todos os possiveis valores de n. Para
provar que de fato p é verdadeira, usaremos o que chamamos de Principio de Inducao

Matematica, enunciado, logo abaixo, como um axioma.

3.4.1 Principio de Inducao (1 Forma)
Seja p(n) uma sentenca aberta em {n € Z|n > ny}, onde ng € Z, tal que,
(i) p(ng) é verdadeira,

(ii) Para todo k& > ng, se p(k) é verdadeira (hipdtese de indugao), entdo p(k + 1) é

verdadeira.

Entao p(n) é verdadeira para todo n > ny.
Vamos agora retomar o exemplo acima para exemplificar uma aplicacao do principio

de inducao.

Exemplo 36
n(n+1)

Proposicao Para todo inteiron > 1 temos que 1 +2+---+n = 5
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Prova.

e Base de Indugao (verificagao de p(1)):
1-2
p(l): 1= 5 portanto p(1) € verdadeira.
e Hipotese de Inducao:

Suponha p(k) verdadeira para algum k > 1, logo,

1
1+...+k:M.

2

Considere p(k + 1) = (1 +--- + k) + (k + 1). Usando nossa hipdtese de indugdo

temos que

p(/c+1):@+(kz+1)
k(k+1)+2(k+1)
2
(k+1)(k+2)
2
(E+1)((k+1)+1)
5 ;

logo p(k + 1) € verdadeira.

n(n+1)
2

Portanto, pelo principio de inducao, 1 +2 4+ ---+n = ¢ verdadeira para

todo inteiro n > 1. [

Em alguns casos usa-se uma outra forma do principio de indugao, a qual enunciaremos
a seguir.
3.4.2 Principio de Indugao (2* Forma)
Seja p(n) uma sentenga aberta em {n € Z|n > ny}, onde ny € Z, tal que,

(i) p(ng) é verdadeira,

(ii) Se para todo n, p(ng) e p(ng+1) e --- e p(n) sdo verdadeiras (hipétese de

inducao), entao p(n + 1) é verdadeira.

Entao, p(n) é verdadeira para todo n > ny.
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Exemplo 37 Considere a sequéncia
1,3,4,7,11,18,29, ...

definida da sequinte forma: os dois primeiros termos da sequéncia sao a; =1 e ay = 3
e cada um dos termos subsequentes define-se como a soma dos dois anteriores, isto €,
p = Qp—1 + Ap—2.

Proposi¢cao Na sequéncia (1,3,4,7,11,...), para cada n € N, a desigualdade

7 n
a, < (Z) € vdlida.

Prova.

e Base de Indugao (verificagao de p(1)):

7
p(l): 1< T portanto p(1) € verdadeira.

e Hipotese de Inducao:

Tome n > 1 e suponhamos agora que a afirmacao seja verdadeira para

Vamos provar que p(n + 1) € verdadeira.

7\ 2
Observe que a afirmag¢iao p(2) @ 3 < (Z) ¢ verdadeira. Para n > 2, temos
n,n—1>1, e podemos escrever a,i1 = ap+ a,_1, onden, n—1<n+1. Sendo

assim, da hipotese de inducao

a, < Z ' e a < Z "
n 4 n—1 4 )

logo,

nc G (- ()G

11 (7)2
mas como — < | — | , seque que

4 4
N\ 7 2 7\ "+l
i) () =)

7 n
Portanto, pelo principio de inducao a, < <Z> para todo n € N. [ ]



Capitulo 4

Exemplos de Demonstracoes

Matematicas

Neste capitulo faremos um estudo da estrutura légica de proposicoes matematicas desta-
cando a técnica de demonstracao utilizada pelo respectivo autor da prova. Tais demons-
tragoes foram extraidas de livros da Colecao PROFMAT e finalizando o capitulo temos
outros quatro exemplos encontrados em livros avaliados pelo Plano Nacional do Livro
Didatico (PNLD - 2015).

As seguintes proposicoes e suas respectivas demonstracoes foram extraidas do livro
“Fundamentos de Caélculo”, Antonio Caminha Muniz Neto, Colecao PROFMAT, Socie-
dade Brasileira de Matematica.

Abaixo segue o enunciado do Teorema de Weierstrass para posterior aplicacao na prova

do Teorema de Rolle.

Teorema 1 (Teorema de Weierstrass) Seja f : [a,b] — R uma fungio continua e
definida no intervalo [a,b], fechado e limitado da reta. Entdo, existem nimeros ¢ e d,

contidos em [a,b], tais que, para todo x € |a,b],

fle) < flx) < f(d).

Teorema 2 Seja f : I — R uma funcao f continua definida em um intervalo aberto I.

Se f tem mdzimo ou minimo local em x = c,c € I e f € derivdvel em ¢ entio f'(c) = 0.

Prova.
Suponha que f tenha um maximo local em x = ¢. A prova do caso em que f tem

minimo local em ¢ é totalmente analoga.

36
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Como f é derivavel em c, entao

lim M = lim M — lsz(x> — flo)

T—c Tr —cC z—ct Tr —cC T—c r—=cC

= f'(c).

Como f(c) é méximo local, hd um intervalo (a,b) no dominio de f tal que ¢ € (a,b) e

f(z) < f(c). Portanto, f(z) — f(c) <0, para todo = € (a,b).

Se x < c entdao x — ¢ < 0 e, portanto M > 0 para = € (a,b), logo
xr—c
lim fla) = f(e) > 0. (i)
T—cT r —C

Por outro lado, z > ¢ entao x — ¢ > 0 e, portanto, < 0 para x € (a,b),

logo
f(z) — f(c)

lim =1 <0, (i)

T—CT Tr—cC
Comparando as desigualdades (i) e (ii) e levando em conta que sdo os mesmo nimero,

resulta
o £@) = £(0

Tr—cC Tr — C

~ () =o.

Comentarios.
A prova é uma demonstragao direta.

Respeitando as condigoes iniciais do enunciado, considere as seguintes sentencas:
hy : f tem méximo local em =z = ¢, c € [;
hs : f tem minimo local em z = ¢, ¢ € I;
hs : f é derivavel em c;
t: f'(c) =0. (tese)
Nestas condigoes a expressao logica que representa o teorema é dada por
(h1V hg) A hg — t,

ou equivalentemente

(hl N hg) V (hg VAN hg) — t.
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Observe que na hipé6tese (hy V hy) A hs o autor opta pela verdade de hy, destacando
que caso a escolha seja hy verdadeira a prova sera analoga.

Na sequéncia traremos agora uma demonstragao esquematizada, listando passo a passo
as defini¢oes, propriedades e conceitos matematicos na argumentacao envolvida.

Prova. (demonstracao esquematizada)

1. f é derivavel em ¢ (hipotese hs);

y i 1@ =@ @ =) F )~ )

T—c™ Tr—cC z—ct r —cC T—c r—cC

= f'(c)
(defini¢ao de derivada de uma func¢éo no ponto);

3. f tem maximo localem x =c e ce [l
(hip6tese hy - Analogamente caso f tenha minimo local em x = ¢);

4. Existe (a,b) C I tal que ¢ € (a,b) e f(z) < f(c), para todo z € (a,b)
(definigdo de maximo local);

5. Vz € (a,b), f(x) — f(c) <0 (simplificacdo na linha 4 e aritmética bésica);

F@) = 1) 5§ oo tim F@ =

xr —C r—c xr —C

>0

6. Sex<c,entaoxr —c<0 e

(aritmética basica e propriedade de limite);

M <0, logo lim
xr —C r—c xr —C

@)= 1@

7.Sex>c,entaox —c>0 e

(aritmética basica e propriedade de limite);

s o d@ =10

= f'(¢) =0 (conjuncado das linhas 2, 6 e 7 e aritmética bésica). m
T—C T —c

Teorema 3 (Teorema de Rolle) Se f : [a,b] — R € continua em |a,b] e derivdvel no

intervalo aberto (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe pelo menos um nimero ¢ € (a,b) tal

que f'(c) = 0.

Prova.
Pelo Teorema de Weierstrass, a fungao f continua em [a,b] possui valor maximo e
minimo no intervalo. Sejam m e M os valores de minimo e maximo absolutos de f em

[a, b], respectivamente.
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Se estes valores sdo assumidos nos extremos do intervalo, por exemplo, f(a) = m e
f(b) = M, entao, como f(a) = f(b) por hipétese, 0 minimo e o maximo da fungao sd@o o
mesmo valor e, portanto, a funcao é constante em todo o intervalo. Como a derivada da
funcao constante é nula, temos f’(¢) = 0 para todo ¢ € (a,b), o que prova o Teorema de
Rolle neste caso.

Caso o minimo ou méaximo absoluto da fun¢ao nao estejam nos extremos do intervalo,
entdo hd um ponto ¢ no intervalo aberto (a,b) tal que f(c) é maximo ou minimo de f.
Entao ¢ é extremo local de f e, pelo Teorema 6, como f é derivavel em (a,b) temos

f'(¢) = 0, o que conclui a demonstragao. n

Comentarios.

No enunciado do Teorema de Rolle constam as seguintes sentencas:
hy : f é continua em [a, b];

hy : f é derivdvel no intervalo (a,b);

t:de € (a,b) tal que f'(c) = 0.
Nestas condigoes a féormula proposicional que representa o teorema é dada por
hi N\ hy A hg — t.

A prova é uma demonstracao direta e o passo inicial foi a aplicacao do Teorema de
Weierstrass, usando a hipdétese hy. Na sequéncia o autor adota a estratégia de construir
uma demonstracao analisando dois casos especificos: se os valores de maximo e minimo
sao assumidos nos extremos do intervalo [a, b], ou se sdo assumidos no interior do intervalo
[a, b].

Prova. (demonstracao esquematizada)
1. f é continua em [a,b] (hipétese hy);
2. [a,b] é um intervalo fechado e limitado (decorre da linha 1);

3. m e M sao os respectivos valores de minimo e méximo absolutos de f em [a, ]

(Teorema de Weierstrass nas linhas 1 e 2);
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Primeiro caso: Se o minimo e o maximo absolutos sao os extremos do intervalo.
4. f(a) =me f(b) = M (hipétese do primeiro caso);
5. f(a) = f(b) (hipétese h3);
6. m = M (conjuncao das linhas 4 e 5);
7. m < f(x) < M,Vz € (a,b) (definigdo de minimo e maximo);
8. f(z) =m = M,Vx € (a,b), isto é, f é constante (conjungao das linhas 6 e 7);
9. f é derivavel no intervalo (a,b) (hipdtese hy);

10. f'(¢) = 0,Vc € (a,b) (conjungao das linhas 8 e 9);

Segundo caso: Se o minimo ou o méaximo absolutos estao no interior do intervalo.
11. e € (a,b), tal que f(c) é maximo ou minimo de f (hipétese do segundo caso);
12. f é derivavel no intervalo (a,b) (hip6tese hy);

13. f'(¢) =0, onde ¢ € (a,b) (aplicar o Teorema 2 nas linhas 11 e 12). u

Teorema 4 (Teorema do Valor Médio) Seja f uma fungao continua no intervalo [a, b]
e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entao existe pelo menos um nimero ¢ € (a,b) tal

que

Prova.

Para aplicar o Teorema de Rolle, faremos uso de uma funcao g, definida a partir de f
e tal que g(a) = g(b).

Seja a fungado g : [a,b] — R definida por

 b—ua
Entao g é continua em [a, b] e derivavel em (a,b). Além disso:

olo) = sy~ O I@),_H@-af)




CAPITULO 4. EXEMPLOS DE DEMONSTRACOES MATEMATICAS 41

f0) = f(@), _ bfla) = af ()

b—a b—a

g(b) = f(b) -

Logo, g(a) = g(b). Podemos entao aplicar o Teorema de Rolle para ¢ e concluir que existe

um ¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0. Mas

f(b) — f(a)
/ et _
J(r) = fir) - LU=
b) —
Logo, ¢'(c) =0 = f'(c) = w, o que completa a demonstracao do Teorema
—a
do Valor Médio. [ ]

Comentarios.

A prova do Teorema do Valor Médio é uma demonstragao direta que faz uso de um ar-
tificio matematico: a construcao de determinada funcao g, tal que g possibilite a aplicacao
do Teorema de Rolle.

Respeitando as condigoes iniciais do teorema, considere as seguintes sentencas:
hy : f é continua em |a, b];

ho : f é derivavel em (a,b);

fb) = fla)

t:3c€(ab) f'(e) = =—F—

Nestas condicoes a hipétese do Teorema do Valor Médio é a conjuncao hy A hy e a

formula proposicional que o representa é dada por
hi A\ hy — t.

Prova. (demonstragdo esquematizada)

1. f é continua em [a,b] (hipétese hq);

2. f é derivavel em (a,b) (hipdtese hsy);

f(b) — f(a)

3. Considere g : [a,b] — R definida por g(x) = f(x) — 5
—a

z (funcao auxiliar);
4. g(a) = g(b) (aritmética bésica);

5. g é continua em [a, b] e derivdvel em (a,b) (conjungao das linhas 1, 2 e 3);

6. dc € (a,b), ¢'(c) =0 (aplicar o Teorema de Rolles nas linhas 4 e 5);
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f(b) = f(a)

7. ¢(x) = f'(z) — T (regras de derivacao);
—a
b) —
8. f(c)= M (conjuncao das linhas 6 e 7 e aritmética bdsica). u
—a

As proximas proposicoes e suas respectivas demonstracoes foram extraidas do livro

“Aritmética”, Abramo Hefez, Colecato PROFMAT, Sociedade Brasileira de Matematica.
Proposicao 5 Nao existe nenhum numero inteiro n tal que 0 < n < 1.

Prova.

Suponha por absurdo que exista n com essa propriedade. Logo, o conjunto
S ={x € Z;0 <z < 1} é ndo vazio, além de ser limitado inferiormente. Portanto, S
possui um menor elemento a, com 0 < a < 1. Multiplicando esta ultima desigualdade por

a, obtemos 0 < a? < a < 1, logo a® € S e a® < a, uma contradicao. Portanto, S = @. =

Comentarios.
Observe inicialmente que o quantificador universal esta implicito na sentenca. Assim,

podemos representar a proposi¢cao por meio da expressao logica
p:Vne€Z,né¢(0,1).

A prova é por absurdo e o autor considera a verdade de ~ p, ou seja, supos verdadeira
a sentenca

~p:IneZmne(0,1),
concluindo dai uma contradicao.

Corolario 6 Dado um numero inteiro n qualquer, nao existe nenhum niumero inteiro

m tal que n <m <n+ 1.

Prova.
Suponha, por absurdo, que exista um ntimero inteiro m satisfazendo as desigualdades

n<m<n+1,logo0<m—n <1, o que contradiz a Proposicao 5. [ ]
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Comentarios.

Podemos representar a sentenca por meio da expressao logica
p:Vm,Vn € Z,m & (n,n+ 1).

A prova é por absurdo e analoga a proposicao anterior. O autor considera a verdade

de ~ p, ou seja, supds verdadeira a sentenca
~p:ImneZ,me (nn+1);
concluindo dai uma contradicao.

Teorema 7 (Lema de Gauss) Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se albc e (a,b) =1,

entdo alc.

Prova.
Se albc, entdo existe e € Z tal que bc = ae.

Se (a,b) = 1, entao temos que existem m,n € 7Z tais que
ma +nb = 1.
Multiplicando por ¢ ambos os lados da igualdade acima, temos que
¢ = mac + nbc.
Substituindo bc por ae nesta tltima igualdade, temos que
¢ = mac + nae = a(mc + ne)

e, portanto, alc. [

Comentarios.

Na Aritmética a notacao (a,b) indica o maximo divisor comum entre a e b.

A hipétese do teorema conhecido como Lema de Gauss é uma conjungao. A prova é
uma demonstracao direta e nao houve a necessidade de artificios matematicos complexos,
apenas o uso de defini¢oes, propriedades e a aritmética basica dos inteiros.

Considere h; a sentenca albc e hy que diz (a,b) = 1, nestas condi¢oes a férmula

proposicional que representa o teorema é dada por

hl/\hg—>t,
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onde t é a tese alc.

Prova. (demonstragao esquematizada)

1. albc (hipdtese hy);

2. Existe um inteiro e tal que, bc = ae (definicao de divisibilidade);

3. (a,b) =1 (hipdtese hs);

4. Existem m, n inteiros tais que ma+nb = 1 (propriedade do méximo divisor comum);
5. ¢ = mac+ nbc, onde ¢ € Z (aritmética basica);

6. ¢ = mac+ nae = a(mc + ne) (conjuncao das linhas 2 e 6 e aritmética bésica);

7. alc (definicao de divisibilidade na linha 7). u

Proposicao 8 (Lema de Euclides) Sejam a,b,p € Z, com p primo. Se p|ab, entao
pla ou plb.

Prova.
Basta provar que, se plab e p { a, entdo p|b. Mas, se p 1 a, temos que (p,a) =1 e o

resultado segue do Lema de Gauss. [ ]

Comentarios.

A prova é uma demonstragao direta e a tese do teorema é a disjuncao “pla ou p|b”.
Chamando de t; a afirmagao pla e de ty a afirmagao plb, a férmula proposicional que
representa o teorema é dada por

h-)tl\/tg,

onde h representa a hipdtese p|ab, e t; e to s2o as duas respectivas afirmagoes que compoem
a tese.

Temos que a disjuncao t; V ¢y equivale a condicional ~ t; — to (pagina 11). Assim,
a estratégia adotada pelo autor foi assumir como verdade h e ~ t;. Feito isto, apds
argumentacao e a aplicagao do Lema de Gauss conclui-se que a afirmagao ¢, é verdadeira,

validando a tese ¢; V ts.
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Prova. (demonstracdo esquematizada)

1. p é primo (condigoes iniciais do teorema);

2. Os tnicos divisores de p sdao 1 e p (definigdo de nimeros primos);
3. plab (hipétese);

4. pta (negacao de tq, hipdtese adicional);

5. (p,a)la e (p,a)|p (definigdo de maximo divisor comum);

6. (p,a) =1 (conjuncao das linhas 2, 4 e 5);

7. p|b (aplicar o Lema de Gauss nas linhas 3 e 6). u

Corolario 9 Se p,pi,...,p, sao nimeros primos e, se p|py -+ pp, entdo p = p; para
algum i =1,...,n.

Prova.

Use o Lema de Euclides, indugao sobre n e o fato de que, se p|p;, entdao p = p;. [ ]

Comentarios.

Considere as sentencas
hi:p,p1,...,pn SA0 NUMeros primos;

ha = plp1 -+ Dn.

Nestas condigoes, a hipotese é a conjungao h; A hy e a férmula proposicional que

representa a proposicao ¢ dada por

hl/\hQ—>t,

7

onde t é a tese “p = p; para algum ¢ =1,...,n".
A técnica de demonstracao indicada é a primeira forma de inducao sobre n.
Para n = 1 a afirmagao nos diz que p|p; (base de inducao), logo p = p; e, portanto, a

afirmacao é verdadeira.
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Suponha a afirmagao valida para n primos, assim, se p|p; - - - p, (hipdtese de indugao),
entdo p = p; para algum ¢ = 1,...,n. Suponha agora que p|p; - - pny1, OU equivalente-
mente p|(p1 -+ pn)(Pny1). Aplicando o Lema de Euclides tem-se que p|(p; - - - pn) ou p|pns1,
logo p = p; para algum ¢ = 1,...,n ou p = p,41. Portanto a afirmacao é valida para

n+ 1.

Teorema 10 (Teorema Fundamental da Aritmética) Todo nimero natural maior do
que 1 ou € primo ou se escreve de modo unico (a menos da ordem dos fatores) como um

produto de niumeros primos.

Prova.

Usaremos a segunda forma do Principio de Inducao. Se n = 2, o resultado é obviamente
verificado.

Suponhamos o resultado vélido para todo natural menor do que n e vamos provar que
vale para n. Se o nimero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos, entao,
que n seja composto. Logo, existem niimeros naturais n; e ng tais que n = niny, com
1 <ni <n e 1< ny < n. Pela hipdtese de inducao, temos que existem numeros
primos pi,...,pr € qi,...,qs tais que my = py---p, € ng = q1---qs. Portanto,
n=pi--Pr41---(gs.

Vamos, agora, provar a unicidade da escrita. Suponha que tenhamos n = p;---p, =
¢1---¢s, onde 0s p; e 0s g; sdo numeros primos. Como p;|q - - - ¢s, pelo corolario acima,
temos que p; = ¢; para algum j, que, apds reordenamento de ¢, ..., qs, podemos supor

que seja q;. Portanto,
P2 "Pr=¢q2"""(s.

Como py---pr < n, a hipétese de inducao acarreta que r = s e os p; e ¢; sao iguais aos

pares. [ ]

Comentarios.
Note que a tese do Teorema Fundamental da Aritmética é a disjuncao t1 V ta, que nos
diz “n é primo ou n se escreve de modo tnico como um produto de nimeros primos”.

Assim, a expressao logica que representa o teorema é dada por

VTLEN, h-)tl\/tg,
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onde h : n > 2.

O autor destaca a utilizacao do segundo principio de indugao para provar o teorema.
Na sequéncia faz inducao sobre n concluindo que, de fato, todo natural n > 2, é primo ou
se escreve como um produto de nimeros primos. Neste ponto foi provada a existéncia do
produto de primos, mas a tese pede também a unicidade. A prova da unicidade ocorre ao
supor duas representacoes distintas para o produto dos ntimeros primos, concluindo que,
na verdade, tais representacoes sao iguais.

Prova. (demonstracao esquematizada)

Da existéncia:
1. 2 é primo (base de indugao);

2. Todo nimero natural menor do que n e maior ou igual a 2, ou é primo ou se escreve
de modo 1nico, excecao da ordem dos fatores, como um produto de niimeros primos

(hipé6tese de indugao);
3. Se n é primo, nada a demonstrar (a tese é uma disjungao);
4. n é composto (na disjungao t; V t9, a negacao de t; requer a verdade de t5);

5. n=ning,onde ny;,na ENel<n <nel<ny<n

(definigdo de nimero composto);
6. 1<n;<n e 1<nyg<n,comng,ny €N (simplificagdo na linha 5);

7.my=p1-prenyg=qi--gs,ondepy,...,pr€qy,...,Js SA0 primos

(aplicar hipétese de indugao);
8. n=p;-pq1--qs (conjungao das linhas 5 e 7 e aritmética bésica).
Da unicidade:

l.n=p1-pr=q - qs, onde 0s p; € 0S ¢; SA0 NUMETOs primos

(hipdtese da unicidade);
2. p1---pr=q1--qs (simplificacdo na linha 1);

3. p1|q1---qs (definicao de divisibilidade);
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4. os p; e 0s ¢; s@o numeros primos (simplifica¢do na linha 1);

5. p1 = ¢; para algum j (Coroldrio 3 nas linha 3 e 4);

6. Reordenar ¢, ..., qs e supor p; = ¢1 (conjungao das linhas 2 e 5 e aritmética bésica);
7. pa - pr=qa--+qs (conjuncao das linhas 2 e 6 e aritmética bésica);

8. po-+-p, <n (conjungao das linhas 1 e 7 e aritmética bésica);

9. r=seos p; e g; sdo iguais aos pares (hipdtese de indugao). [ ]

Proposigao 11 Um elemento [a] € Z,, € invertivel se, e somente se, (a,m) = 1.

Prova.
Se [a] é invertivel, entao existe [b] € Z,, tal que 1 = [a]-[b] = [a-b]. Logo, a-b = 1 mod m,

isto é, existe um inteiro ¢ tal que a-b+t-m =1 e, consequentemente, (a, m) = 1.

Reciprocamente, se (a,m) = 1, existem inteiros b e t tais que a-b+m -t = 1 e,
consequentemente, (1] =[a-b+m-t] =[a-b]+ [m-t] = [a-b] + [0] = [a-b]. Portanto, [a]
¢ invertivel. n

Comentarios.

Considere as afirmacoes
p: |a] € Zy, é invertivel;
q:(a,m)=1.
A expressao logica que representa a proposicao é a bicondicional
p<q,

ou equivalentemente
(p—=a)A(g—p).

Neste caso é necessario realizar a prova de duas condicionais distintas: a da ida p — ¢,

e a da volta ¢ — p. Em ambas demonstracoes o autor fez uma prova direta.
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Corolario 12 Z,, ¢ um corpo se, e somente se, m € primo.

Prova.

Suponha por absurdo que Z,, é um corpo e m nao é primo, entao m = my - my com

1 <mp <mel<mg<m. Logo, [0] =[m] = [my]-[msg] com [my] # 0 e [my] # 0,
contradicao.
Reciprocamente, suponha m primo. Como (i,m) =1 parai=1,...,m — 1, segue da
Proposigao 11 que [1],[2],...,[m — 1] s@o invertiveis. Logo, Z,, ¢ um corpo. n
Comentarios.

Considere as afirmagoes
P : Ly, € um corpo;
q : m é primo.
A expressao logica que representa o corolario é a bicondicional

D q,

ou equivalentemente
(P =) A(g—=p)
Neste caso é necessario realizar a prova de duas condicionais distintas: a da ida p — g,

e a da volta g — p.

A prova da ida p — ¢, a rigor é uma demonstracao pela contrapositiva. De fato,
D= qE=> ~ q—>~p.

O autor supos ~ ¢ verdadeira concluindo dai que ~ p também é verdadeira. Note que,
no argumento em momento algum foi utilizada a afirmacao “Z,, é um corpo”. Somente
apos a conclusao de que ~ p é verdade que o autor traz a afirmacao de que “Z,, é um
corpo”, portanto nao é uma prova por contradicao, mas sim pela contrapositiva. Ja a

prova da condicional da volta ¢ — p é uma demonstragao direta.

As seguinte proposicao e sua respectiva demonstracao foi extraida do livro “Curso
de Algebra, Volume 17, Abramo Hefez, Colecao Matemaéatica Universitaria, Sociedade

Brasileira de Matematica.
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Teorema 13 (Principio de Indu¢ao Matemdtica) Seja p(n) uma sentenca aberta em

{n € Zn > ny}, onde ng € Z, tal que,
(i) p(ng) € verdadeira;

(ii) Para todo n > ng, se p(n) € verdadeira (hipdtese de indugao), entio p(n + 1) é

verdadeira.

Entao p(n) € verdadeira para todo n > ny.

Prova.

Seja F' = {n € Z|n > ny e p(n) é falsa}. E claro que F é limitado inferiormente.
Queremos provar que F' é vazio. Suponha por absurdo que F' # @, logo pelo principio da
boa ordenacao temos que F' possui um menor elemento b. Como b € F temos que b > ny,
mas por (i) temos que ng ¢ F, logo b # ng e portanto b > ny. Segue pelo Coroldrio 6 da
Proposigao 5, que b — 1 > ng. Sendo b o menor elemento de F', temos que b— 1 ¢ F', logo
p(b— 1) é verdadeira.

De (ii) segue que p(b) é verdadeira, portanto b ¢ F', contradigao. [ |

Comentarios.

No Capitulo III enunciamos como axiomas o Primeiro e o Segundo Principio de Inducao
Matematica. Neste exemplo, o autor utiliza o Principio da Boa Ordenacao em Z para
demonstrar o Segundo Principio de Indugao, também conhecido como Prova por Indugao
Completa.

Respeitando as condigoes iniciais do enunciado, considere as seguintes sentengas:
hy : p(ng) é verdadeira;
hy : p(n) é verdadeira para n > ng; (hipdtese de indugao)
ty : p(n+ 1) é verdadeira;
t : p(n) é verdadeira para todo n > ny.

Sendo assim, podemos representar a afirmagao (i7) pela condicional hy — t5 e a hipé-
tese do teorema pela conjungao hy A (hy — ts).

Nestas condigoes, a expressao logica que representa o teorema é a condicional

hl VAN (hg —>t2> — t.
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Aqui o autor fez uma prova por absurdo. De fato, supos hy A (hy — t3) verdadeira e ¢

falsa, chegando a uma contradicao.

As seguintes proposicoes e suas respectivas demonstracoes foram extraidas do livro
“Introducao a Algebra Linear”, Abramo Hefez e Cecilia S. Fernandez, Colecao PROFMAT,

Sociedade Brasileira de Matemaética.

Proposicao 14 Sejam V um espaco vetorial e W um subconjunto nao vazio de V.

Entao, W € um subespaco de V' se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) se u,v € W, entio u+v € W;

(i) sea € R eue W, entio au € W.

Prova.

Se W é um subespaco de V, entao claramente as condigoes (i) e (ii) sao verificadas.

Reciprocamente, suponhamos que W possua as propriedades (i) e (ii). Para mostrar
que W é subespaco de V', precisamos somente verificar que os elementos de W possuem
as propriedades A3 (a adicdo possui elemento neutro) e A4 (a adigdo possui simétricos).
Tome um elemento qualquer v de W, o que é possivel pois W # @&. Pela condicao (ii),
au € W para todo a € R. Tomando a = 0, segue-se que Ou =0 € W e, tomando a = —1,

segue-se que (—1)u = —u € W. u
Comentarios.
Respeitando as condigoes iniciais do enunciado, considere as seguintes sentencas:
hi :u,v e W,
ty:u+veW;
hy:aeReuecW,
toiau € W;
p: W é um subespaco de V.

Sendo assim, podemos representar as afirmagoes (i) e (i7) pelas seguintes expressoes

logicas:
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(1) hy — tq;
(73) ho — to.
Nestas condigoes, a expressao logica que representa a proposicao ¢ a bicondicional
p <> (hy = t1) A (he — t9),
ou equivalentemente,
[p = (h1 = t1) A (hg = )] A[(h1 — t1) A (he — t2) — D).

Neste caso é necessario realizar a prova de duas condicionais distintas: a da ida
p = (hy — t1) A (hg — t3), e a da volta (hy — t;) A (he — t3) — p. Em ambas
demonstragoes o autor fez uma prova direta sem o uso de artificios mateméaticos complexos,

simplesmente utilizando defini¢oes e propriedades de espacgo vetorial.

Proposicao 15 Seja T : V. — W uma transformacao linear. Temos que T € injetiva

se, e somente se, KerT' = {0}.

Prova.

Se uma transformacao linear 7" é injetiva, entao a equagao T'(v) = 0 s possui a solugao
v = 0. De fato, sendo T injetiva e como T'(0) = 0, tem-se que T'(v) = 0 = T'(0) implica
que v = 0.

Suponhamos agora que Ker7 = {0}. Tomemos u e v vetores em V. Se T'(u) = T'(v),
entdo T'(u) — T'(v) = 0. Equivalentemente, T'(u — v) = 0. Assim, u — v € KerT. Como

KerT = {0}, segue-se que u — v = 0, logo u = v, mostrando a injetividade de T. [
Comentarios.
Considere as sentencas
p: T é injetiva;
q : KerT = {0}.

A expressao logica que representa a proposicao é a bicondicional

P& q,
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ou equivalentemente,
(p—=aq)N(g—p).

Neste caso é necessario realizar a prova de duas condicionais distintas: a da ida p — ¢,

e a da volta ¢ — p. Em ambas demonstracoes o autor fez uma prova direta.

As proximas proposicoes e suas respectivas demonstracoes foram extraidas da cole-
¢ao “Matematica: Contexto & Aplicagoes”, Luiz Roberto Dante, Editora Atica. Obra

catalogada e avaliada pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD-2015).
Proposicao 16 Relacdo fundamental do triangulo retangulo
sen®a+ cos’a =1, 0° < a < 90°.

Prova.
Consideremos um angulo « de vértice C' e um triangulo C AB, retangulo em A, como

mostra a figura.

A
Lembrando o Teorema de Pitdgoras, a® = b + ¢2, temos:

) ) c\2 b\° B+
sena+cosa:<—> + [ - = 5 :—2:1.
a a a

Portanto, sen’a + cos’a =1 (0° < a < 90°). ]

Comentarios.
A demonstragao do autor, numa obra voltada aos estudantes do ensino médio, é uma

prova direta. A hipdtese é a conjuncao das sentencas hi e ho tais que
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hy : O triangulo CAB ¢é retangulo em A;
hs : a é um angulo interno do triangulo CAB tal que 0° < a < 90%;

e a tese é

2

t: sen’a + cos’a = 1.

Nestas condigoes podemos representar a proposicao pela expressao logica
hi A hy — t.
Prova. (demonstracio esquematizada)
1. O triangulo CAB ¢é retangulo em A (hipétese hy);
2. « é um angulo interno do triangulo CAB tal que 0° < o < 90° (hipétese hs);
c

3. senaa = — e cosa =
a

2 b\ 2
4. sen’a + cos’a = (E) + (—)
a a

(regras de potenciagao e aritmética bdsica na linha 3);

SHRSY

(definigao);

5. a*> = b* + ¢* (Teorema de Pitdgoras);

6. sen’a + cos’a =1 (conjuncao das linhas 4 e 5 e aritmética basica). [ ]

Teorema 17 (Férmula da Soma dos n Primeiros Termos de uma PG Finita) A soma

dos n primeiros termos de uma progressao geométrica (a,) de razao q #1 €

1—q"
Sn = a1 .
l—q
Prova.
Considerando a PG finita (a1, as, as, ..., a,-1,a,) € seja S, a soma de seus termos:

Sp=a;+ay+az+---+an_1+a, (I)
Vamos multiplicar os dois membros dessa igualdade pela razao ¢, obtendo:

¢Sy, = a1q + asq + asq + - -+ + an—1q + anq,
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ou

qSp, =as+az+as+ -+ a, +ayq. (1)

Fazendo (I) — (I1) obtemos:
Sy — @S, = a1 — anq.
Como a, = a;¢q"!, entdo a,q = a,¢" 'q = a,q", dai:
Sp(1—q)=a; —a1¢" = S,(1 —q) = a1 (1 —q").

1 — g™
q,paraq%l. [ ]
l—gq

Portanto, S,, = a; -

Comentarios.

O argumento consiste, basicamente, na construcao da féormula da soma dos n primeiros

termos de uma PG. A demonstracao é uma prova direta e a hipotese é
h:(ai,as,as,...,a,_1,a,) é uma progressao geométrica finita;
ja a tese é dada por

1 _ n
. q , para g # 1, é a soma da PG finita.
—q

Assim, podemos representar o teorema pela condicional
h —t.

Prova. (demonstracao esquematizada)
1. (ay,a9,as,...,a, 1,a,) é¢ uma PG finita (hip6tese);
2. S,=a1+ay+az+ -+ a,_1 +a, (notacdo para a demonstragao);

3. ¢S, = a1q+axq+azq + -+ ap—1q + ang

(multiplicagao da linha 2 pela razao q # 1);
4. a, = a,—1q (definicao de PG);
5. ¢S, =as+az+ag+ -+ a, + a,qg (conjuncao das linhas 3 e 4);

6. S, —qS, = a; — a,q (diferenga da linha 2 pela linha 5);
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7. a, = a1q""' (termo geral de uma PG - propriedade);

(conjungao das linas 6 e 7 e aritmética bésica). [ ]

As seguintes proposicoes e suas respectivas demonstragoes foram extraidas da cole-
¢ao “Matematica-Paiva”, Manoel Rodrigues Paiva, Editora Moderna. Obra catalogada e

avaliada pelo Programa Nacional do Livro Didatico (PNLD-2015).

Teorema 18 (Teorema do Resto) Sendo a wma constante compleza qualquer, o resto

da divisao de um polinomio P(x) por x —a € igual a P(a).

Prova.

(O simbolo = deve ser lido como “¢ idéntico a”.)

Sejam, respectivamente, Q(z) e R(z) o quociente e o resto da divisao de P(x) por
T — a, ou seja:

Plx) = Q(x) - (x —a) + R(z).  (I)

Como gr(R) =0 ou R(x) =0, podemos indicar R(x) por uma constante R.

Assim, a sentenga (I) pode ser representada sob a forma:

Calculando P(a), obtemos:

P(a) =Q(a) - (a—a)+ R = P(a) = R.
Logo, o resto R da divisao é igual a P(a). [ |
Comentarios.

A prova é uma demonstracao direta e o teorema pode ser representado pela expressao

légica h — t, onde
h :a € C; (hipdtese)
t:P(z)=Q(z)  (xr —a)+ P(a). (tese)

Proposicao 19 A razao entre as dreas de dois triangulos semelhantes € igual ao qua-

drado da razao de semelhanca.
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Prova.
Consideremos os triangulos semelhantes ABC' e DEF', tais que a razao de semelhanca

do primeiro para o segundo seja k:

D

a p
I —
d q

Calculando a razao da area A; do primeiro triangulo para a area As do segundo, temos:

ap
Al ? ap a p 2
Ay dg “dq d g

2

Comentarios.

A prova é uma demonstragao direta.

Considerando A; e As as respectivas areas dos triangulos semelhantes ABC' e DEF e
k a razao de semelhanca do primeiro para o segundo triangulo, podemos assim representar

a hipotese h e a tese t do teorema

h : Os triangulos ABC' e DEF sao semelhantes de razao k;

.Al_ 2
t.A—Q—k:.

Nestas condicoes, a férmula proposicional que traduz o teorema é a condicional h — t.

Prova. (demonstracio esquematizada)
1. Os triangulos ABC e DEF sao semelhantes (hipdtese);

2.

=k (k é arazao de semelhanca);

a p
d q
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3. Ay e Ay sao as respectivas areas dos triangulos ABC' e DEF

(notagao para a demonstragao);

=
|
||

k* (aritmética basica).



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Ao iniciarmos o estudo da légica proposicional, e no desenvolvimento deste trabalho, ve-

mos sua importancia na compreensao e redacao de textos matematicos.

A medida que avancamos pelo caminho da logica matemaética, através do estudo de
proposicoes ou teoremas, percebemos que o passo inicial é buscar compreender melhor
qual estrutura logica estd por traz de cada afirmacao. (O que é a sentenga matemé-
tica, uma negacao? Uma conjuncao ou uma disjuncao? Condicional, bicondicional, ou
a combinagao destas?). Tendo em mente em qual estrutura légica se apoia a afirmagao
matematica, a compreensao de uma prova ou demonstragao vird como consequéncia da
aplicacao de conceitos, propriedades, definicoes ou mesmo de outros resultados ja demons-

trados (lemas), associada a técnica de demonstragao apropriada.

Por fim, é sabido que nao ha determinada técnica ou linha de estudo que possibilite
saltos ou rapidos ganhos no aprendizado da matematica, se nao o estudo e a pratica
constante. Nesse sentido, esperamos que este trabalho possa, de alguma forma, contribuir
para a formacao de professores de matematica, colaborando assim para melhor formagcao

de seus alunos.

29



Referéncias Bibliograficas

[1]
2]

ABRAMO HEFEZ (2014). Aritmética, Colegago PROFMAT, SBM.

ABRAMO HEFEZ (2003). Curso de Algebra, Volume 1, Colecao Matematica Uni-

versitaria, SBM.

ABRAMO HEFEZ e CECILIA C. FERNANDEZ (2012). Introdugio o Algebra Li-
near, Colecao PROFMAT, SBM.

ANTONIO CARLOS MUNIZ NETO (2016). Fundamentos de Cdlculo, Colecio
PROFMAT, SBM.

CESAR POLCINO MILIES e SONIA PITTA COELHO (1998). Nimeros Uma In-

troducao a Matemdtica, Edusp.

DANIEL CORDEIRO DE MORAIS FILHO (2014). Manual de Redag¢ao Matemdtica,
SBM.

DANIEL CORDEIRO DE MORAIS FILHO (2010). Um Convite a Matemdtica -
Fundamentos-Logicos com Técnicas de Demonstragcao, Notas Historicas e Curiosi-

dades, Fabrica de Ensino.
EDGARD DE ALENCAR FILHO (2002). Inicia¢ao a Ldgica Matemdtica, Nobel.
ELON LAGES LIMA (2013). Numeros e Fungoes Reais, Colegao PROFMAT, SBM.

JORGE DELGADO, KATIA FRENSEL e LHAYLLA CRISSAFF (2013). Geometria
Analitica, Colecao PROFMAT, SBM.

JUDITH L. GERSTING (2001). Fundamentos Matemdticos para a Ciéncia da Com-
putacao, LTC Editora.

60



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 61

[12] KENNETH H. ROSEN (1995). Discrete Mathematics and its Applications, Mc.Graw-
Hill, Inc.

[13] LUIZ ROBERTO DANTE (2013). Matemdtica: Contexto € Aplicagioes, Volumes 1,
2 e 3, Editora Atica.

[14] MANOEL PAIVA (2013). Matemdtica Paiva, Volumes 1, 2 e 3, Editora Moderna.

[15] http://www.fnde.gov.br/programas/livro-didatico/guias-do-pnld /item/5940-guia-
pnld-2015

Pégina consultada em 14/10/2016.



