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“Mathematics, rightly viewed, possesses not only truth, but supreme beauty — a beauty
cold and austere, like that of sculpture, without appeal to any part of our weaker nature,
without the gorgeous trappings of painting or music, yet sublimely pure, and capable of a

stern perfection such as only the greatest art can show.”

— Bertrand Russell, A History of Western Philosophy
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Abstract

In this work we explain an elegant and accessible proof of the Fundamental Theorem of
Algebra using the Lagrange Multipliers method.

We believe this will be a valuable resource not only to Mathematics students, but
also to students in related areas, as the Lagrange Multipliers method that lies at the heart

of the proof is widely taught.
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Resumo

Neste trabalho expomos uma demonstracao acessivel e elegante do Teorema Fundamental
da Algebra utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange.

Acreditamos que este trabalho sera uma fonte valiosa nao sé para estudantes de
Matematica, mas também para estudantes de areas relacionadas, uma vez que o método

dos multiplicadores de Lagrange é amplamente ensinado em cursos de exatas.

Palavras-chave: Polinomios, Teorema Fundamental da Algebra, Multiplicadores de

Lagrange
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Capitulo 1

Introducao

O Teorema Fundamental da Algebra, doravante abreviado como TFA, diz que todo
polinomio com coeficientes complexos de grau n > 1 possui pelo menos uma raiz complexa.
Uma definigao mais rigorosa sera dada no préximo capitulo, mas podemos observar o quao
simples é seu enunciado: para entendé-lo precisamos saber apenas o que é um numero
complexo, o que é um polindbmio com coeficientes complexos e o que é uma raiz de um
polindmio. Estudantes no final do Ensino Médio estao familiarizados com todos estes
conceitos.

O TFA possui algumas consequéncias, duas das quais sao demonstradas neste texto:

e Todo polinomio com coeficientes complexos de grau n > 1 possui exatamente n

raizes complexas, nao necessariamente distintas (Corolario [2.21)).

e Todo polinomio com coeficientes complexos de grau n > 1 pode ser fatorado como

o produto de uma constante por polinémios de grau n = 1 (Corolério [2.22))

A importancia do TFA para diversas areas da Matematica se reflete na quantidade
e diversidade das demonstracoes encontradas na literatura. Outras possiveis explicagoes

para essa abundancia de demonstragoes, elencadas em (Scheinerman et al., 2010)), sao:
e Para obter uma demonstracao pelos meios mais elementares;
e Para fornecer uma demonstracao adequada para um curso em Matematica;

e Para utilizar as ferramentas de uma determinada 4rea da Matemdatica na

demonstracao.

Neste trabalho nos posicionamos entre o segundo e terceiro itens acima, uma vez que
nosso maior objetivo é, através do uso de uma ferramenta base na area de otimizacao
com restri¢oes, democratizar o acesso a uma demonstracao do TFA para pessoas com um
minimo de conhecimento sobre Calculo Diferencial com varias varidveis, o que engloba
estudantes de diversos cursos da area de exatas, tais como Matematica, Ciéncia da

Computacao, Fisica, Astronomia e Engenharias.
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Dada a variedade de demonstracoes do TFA, é natural que muitas venham de areas
bastante especificas da Matematica e, portanto, sejam acessiveis somente aqueles que
tiveram a oportunidade de estudar mais aprofundadamente tais areas. Como exemplo,
podemos citar demonstracoes topoldgicas ou demonstragoes algébricas, algumas das quais
sao apresentadas de forma bastante didética em (Fine e Rosenberger, 1997), livro que
contém seis demonstragoes em seu texto principal e mais algumas nos apéndices.

O caminho por nés escolhido é uma demonstracao publicada em 2009 por Theo de
Jong sob o titulo Lagrange Multipliers and the Fundamental Theorem of Algebra (de Jong,
2009). No titulo e no coracdo da demonstragao estd o método dos multiplicadores de
Lagrange, amplamente utilizado na resolucao de problemas de otimizacao com restrigoes
e comumente ensinado em disciplinas de Calculo Diferencial com varias variaveis, embora
muitas vezes a énfase seja dada ao aspecto computacional do método, que possui uma
interpretacao geométrica bastante intuitiva.

Tendo em foco a énfase didatica de nosso trabalho, organizamos a exposicao de
modo a ser auto-contida, com algumas poucas excecoes a demonstragoes demasiadamente
técnicas, em cujos casos direcionamos o leitor para textos em que tais resultados sao
encontrados. Também acreditamos que este trabalho possa servir como introducao a
diversos tépicos nas areas de Andlise Complexa, Andlise Real e Otimizagao, sendo esta
pluralidade um dos motivos de escolhermos uma demonstragao nao usual.

No Capitulo [2] enunciamos precisamente o TFA e demonstramos alguns resultados
sobre niimeros complexos e fungoes de uma variavel complexa que se fazem necessarios
a demonstracao que daremos. Apresentamos no Capitulo [3] os conceitos basicos de
Analise Complexa necessarios a nossa demonstragao. No Capitulo 4] apresentamos alguns
resultados basicos de Anadlise Real, tratando de algumas propriedades de conjuntos
compactos e demonstrando os teoremas de Heine-Borel, de Weierstrass, e de Bolzano-
Weierstrass. O Capitulo [5| é dedicado ao estudo do método dos multiplicadores de
Lagrange, sendo demonstrados os principais resultados necessarios ao nosso objetivo em
conjunto com alguns exemplos para desenvolver a intuicao. O &apice desta dissertagao
encontra-se no Capitulo [0}, no qual demonstramos o TFA. No Apéndice [A] temos um breve
histérico das primeiras tentativas e sucessos na demonstragdo do TFA. O Apéndice [B]
apresenta uma outra demonstracdo publicada no ano passado (2015) (Li, 2015) e que
utiliza o Teorema de Cauchy, a qual incluimos por ser particularmente elegante e por
oferecer uma oportunidade de introduzirmos alguns conceitos bésicos de integragao
complexa. Finalmente, o cédigo fonte utilizado na criacao de algumas imagens deste
trabalho pode ser encontrado no Apéndice [C|

O leitor mais experiente pode querer ir direto ao Capitulo [6, no qual o TFA é
demonstrado no Teorema [6.3] seguindo eventuais reféncias a resultados preliminares que

por ventura nao lhe sejam familiares.



Capitulo 2

Numeros complexos, polinémios e o

Teorema Fundamental da Algebra

Neste capitulo desenvolveremos os conceitos preliminares basicos necessarios para um
completo entendimento do Teorema Fundamental da Algebra, o qual sera enunciado ao

final deste capitulo.

2.1 Numeros complexos

No corpo dos ntimeros reais a equacao 2 + 1 = 0 nao possui solucdo, uma vez z? > 0,
para todo x € R. Se admitirmos a existéncia de uma solugao nao-real, representada pelo
simbolo i, dizemos que ¢ é um ntmero imaginario. Obviamente este nimero satisfaz a
relacao i> = —1. Pode parecer artificial a criacao de tal entidade, e em principio nada nos
impediria de simplesmente criar novas entidades matematicas para resolver toda a familia
de equacoes similares 2 + k = 0,k > 0. No entanto, como mostraremos na proposicao
a seguir, admitir-se a existéncia de i, juntamente com uma operacao de multiplicacao
por um numero real satisfazendo as propriedades usuais, é o suficiente para garantir a

existéncia de solugoes para todas as equacoes deste tipo:

Proposicao 2.1. Toda equacdo do tipo 2> +k = 0,k € R ek > 0 admite o nimero

imagindrio ivk como solucdo.

Demonstra¢ao. Admitindo que a multiplicagdo do nimero imaginario ¢ por um nimero
real qualquer é associativa e comutativa, temos: (ivVk)? = (iVk)(ivk) = iivV/kvVk = i%k =
—k = (iVE?+Ek=0. O

O que esta proposicao efetivamente esta nos dizendo é que, ao admitirmos a existéncia
dos nimeros imaginarios, todo niimero real passa a ter uma raiz quadrada. Este é apenas
um vislumbre do universo que se abre ao considerarmos os nimeros imaginarios. O

Teorema Fundamental da Algebra, assunto principal deste trabalho, é, de certa forma, o



4 Capitulo 2. Polindmios complexos

maior exemplo disto, uma vez que ele nos diz, essencialmente, que toda equacao polinomial
admite solucao no conjunto dos nimeros complexos.
Vamos voltar um pouco e formalizar nossa discussao na seguinte definicao de niimero

complexo, dada em (Neto, 2012):

Definicao 2.2. Um ntmero complexo é uma expressao da forma a + ib, onde a,b € R e

2

¢ € um numero imaginario que satisfaz a relacao i* = —1. Denotamos por C o conjunto

dos ntmeros complexos.

E natural encararmos um nimero complexo como um par ordenado (a,b) e essa é
a abordagem inicial dada por muitos autores. Deste modo, talvez as fungoes complexas
mais simples que temos sejam justamente aquelas que extraem de um nimero complexo

a + ib cada uma de suas componentes:

Definicao 2.3. Definimos as fungoes parte real Re : C — R e parte imaginéria Im : C —

R de um niimero complexo a + b como:

Re(a +ib) = a
Im(a+1ib) =b

Observamos agora que estao definidas em C duas operagoes, a soma e o produto,
as quais podem ser realizadas por manipulacoes algébricas em conjunto com a relacao

i? = —1:

Definicao 2.4. Sejam z = a + b e w = ¢ 4 id dois nimeros complexos.

A soma z + w é o nimero complexo dado por:
z4+w=(a+1ib) + (c+id) = (a+c) +i(b+ d).
O produto z - w é o nimero complexo dado por:
z-w = (a+1b) - (c+id) = ac + iad + ibc + i*bd = (ac — bd) + i(ad + bc)

Pode-se verificar facilmente que as operacoes acima definidas satisfazem uma série de
propriedades, entre elas a comutatividade, associatividade, distributividade do produto
em relagdo a soma e existéncia de inversos aditivos e multiplicativos. Veja (Neto, 2012)
para uma exposicao mais detalhada ou o Exemplo desta se¢ao para o célculo do inverso
multiplicativo.

De posse do conjunto dos ntimeros complexos com as duas operacoes acima definidas,
podemos justificar a posteriori a escolha dos nomes das funcoes parte real e parte
imagindria na Defini¢ao 2.3] Observamos, inicialmente, que o conjunto dos nimeros
reais estd contido no conjunto dos nimeros complexos, ou seja, R C C, uma vez que

(a+1i-0) € R, para todo a € R, de modo que todo niimero complexo z tal que Im(z) =0
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¢ real. De modo similar, dizemos que um nimero complexo z tal que Re(z) = 0 ¢
um numero imaginario. Para que a correspondéncia seja completa, observamos que a
aplicacao a — (a +i0) é uma bijegdo que preserva as propriedades algébricas da adic¢ao e

multiplicagao, ou seja, para a,b € R, temos:

a+b— (a+1i0)+ (b+1i0) = (a+b) + 10
a-br (a+10)- (b+10) = ac+ 0,

e do mesmo modo na aplicagao inversa.
Definimos agora outra funcao complexa importante, a funcao complexo conjugado,

que possui uma notacgao especial:

Definicao 2.5. O complexo conjugado do nimero z = a + b é o nimero z = a — tb. Isto

define naturalmente a funcao complexo conjugado z — Z.

Uma tultima funcao complexa que nos sera de grande valia é a funcao mddulo, que

também possui uma notacao especial e associa um ntmero real a cada nimero complexo:

Definicao 2.6. O mddulo do nimero z = a + ib é o nimero |z| = Vz -z = Va? + b2

Isto define naturalmente a fun¢ao médulo z — |z|.

Utilizando-se a funcao complexo conjugado da Definicao [2.5| e a funcao mddulo da
Definigao [2.6), podemos calcular de forma simples o inverso multiplicativo de um nimero

complexo diferente de zero:

Exemplo 2.7. Dado um ntimero z = a+ib, com a # 0 ou b # 0, segue que |z| # 0, e seu

inverso multiplicativo é o ntimero 27! = @, pois

Concluimos esta secao com a demonstracao de algumas propriedades da funcao

modulo, as quais serao utilizadas mais adiante:

Proposicao 2.8. Sejam z e w numeros complexos. Temos as sequintes propriedades da

fun¢ao modulo:
i) |2] >0, com |z| =0 <= 2z =0 (positividade)
i) |zw| = |z||w| (multiplicatividade)

iii) |z +w| < |z| + |w| (desigualdade triangular)
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Demonstragao. A propriedade i) segue diretamente da definigdo e a i) é obtida por

computagao algébrica simples. Vamos, portanto, nos dedicar a demonstragao de iii):

|z +w|* = (z + w)(z +0) = |2]> + |w|* + 20 + wz =
= 2> + |w]* + Zw + 2w = |2)* + |w]* + 2Re(Zw) =

|z +wl* < 2 + Jwl® + 2|2l [w] = (2] + [w])* = [z +w| < 2] + |w].

Observe que utilizamos os fatos de que, para um nimero complexo qualquer u = a + bi,
u+u=2a=2Re(u) e Re(u) = a < va?+ b = |ul. O

Observamos que as propriedades i) e iii) da proposigao acima sao generalizdveis para
o produto e soma de qualquer quantidade finita de ntimeros complexos. Omitiremos a

demonstracao, a qual pode ser feita por inducao finita.

2.1.1 Representacao cartesiana

Para a compreensao da demonstracao que faremos, é importante que haja uma intuicao
geométrica do método.

A representacao cartesiana de um nuimero complexo a + ib é o ponto no plano
cartesiano de coordenadas (a,b).

Nesse contexto, é usual denominarmos o eixo das abcissas como eizo real e o eixo das
ordenadas como eizo imagindrio, uma vez que todo ponto sobre o eixo real é um nimero
real e todo ponto sobre o eixo imaginario ¢ um nimero imaginario.

Temos a representagdo do ntmero complexo z = 4 + 3i na figura 2.1 Observe
as interpretagoes geométricas das fungoes complexo conjugado e mddulo: a primeira
corresponde a uma reflexao em relagao ao eixo real, enquanto que a segunda nada mais é

do que a distancia euclidiana do ponto a origem do sistema de coordenadas.

2.1.2 Representacao polar

Na representacao polar, um nimero complexo z = a + bi é representado por um par
coordenado (r,f), onde r é distancia do ponto P = (a,b) (escrito em coordenadas
cartesianas) a origem O e 6 é o angulo entre a semirreta OP e o semieixo real. Adotaremos
a convencao usual segunda a qual o angulo # deve ser escolhido de modo a satisfazer
—7m < 0 < 7. Observe que a representacao cartesiana da origem O é indeterminada, uma
vez que qualquer valor de # seria admissivel.

A coordenada radial r coincide com o médulo do nimero: r = |z| = va? + b2 e, por
este motivo, dizemos que r é o médulo de z. O angulo 4 ¢ dito ser o argumento do niimero

complexo: = arg z.
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A 2 =4+ 3

_3f

% T=4-3i

Figura 2.1: Representacao cartesiana do nimero complexo z = 4 + 3i e seu complexo

conjugado z =4 —

_3,

31.

1

2

3

4 5)

Figura 2.2: Representacao polar do nimero complexo z = 4 + 3u.

Pela figura , vemos a seguinte relacao entre as coordenadas cartesianas (x,y) e as
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coordenadas polares (r,#) de um numero:

{az = rcosf

y =rsent

Desta forma, podemos escrever z = x + iy = r(cos + isen@).

A féormula de de Moivre fornece um caminho curto para o calculo de qualquer poténcia

inteira de um nimero complexo (na verdade a férmula vale para qualquer expoente real):

Teorema 2.9 (Teorema de De Moivre). Para quaisquer n € Z e § € R tem-se:

(cos@ +isend)" = cosnb + isennd

Demonstracao. A demonstragao sera feita por inducao em n € N. Primeiramente, para
n = 1 o resultado é imediato. Admitindo que o resultado seja vélido para k € N, por

hipétese de inducao, temos:

(cos +isen§) T = (cosf + isenf)(cos 4 isen §)* = (cos® + isen d)(cos kO + isen kf) =
= (cos 0 cos kf — sen O sen k) + i(sen 6 cos kO + cos @ sen kf) =
= cos(k + 1)0 4+ isen(k + 1)0,

onde utilizamos as formulas para o seno e o cosseno da soma de dois angulos.

Para n < 0, observamos que —n > 0 e aplicamos o resultado recém obtido:

. n __ . —11—n __ (COSG _ isene) h =
(cosf +isenf)" = [(cosf +isenf) | ™" = (cosf +isenf)(cosf —isend)|

= (cos@ —isenf)™" = [cos(—0) + isen(—0)] " =
= cos(—n(—0)) +isen(—n(—0)) = cosnfd 4 isennf

O Teorema de de Moivre na verdade é véalido também para expoentes racionais. Nao
daremos a demonstracao do caso geral aqui, mas como ilustracao vamos demonstrar na

proposicao seguinte a validade da férmula para o expoente %:

Proposicao 2.10. Para qualquer 6 € R tem-se:

! 0 6
(cosf +isenf)2 = <cos§ + isen 5)
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Demonstragdao. Sejam w = Cosg +1 seng e z=-cosf +isenf . Temos:

w? = cos€+z'sen€ cosg—l—iseng = COSZQ—Senzg +1 2COSQSGHQ
N 2 2 2 2/ 2 2 272

. 1
=cosf +isenf =z = w =22
O]

Como consequéncia desta proposicao, podemos demonstrar que todo niumero
complexo possui duas raizes complexas, de certa forma concluindo a discussao que

iniciamos no comego deste capitulo com a Proposicao [2.1}

Proposicao 2.11. Todo numero complero nao-nulo possui duas raizes quadradas

complexas.

Demonstracao. Seja z = r(cosf + isenf) = r(cos(d + 2km) + isen(d + 2km)), onde

utilizamos a periodicidade das funcoes seno e cosseno. Pela Proposicao temos:
1 0 . 0
VzZ =22 =/r |cos §+k7r + 7 sen §+kz7r .

Para k =0 e k = 1 obtemos dois niimeros distintos no lado direito da igualdade acima:

o= v e (8) s ssn (2)] o)
wy = /T {cos (g + w) + i sen (g + w)} : (2.2)

Observe que /7 > 0 é um niimero real, seguindo a convencao de que para nimeros reais o
simbolo da raiz quadrada representa sempre um nimero positivo. Veja que z = 0 possui
uma tnica raiz quadrada (ou duas rafzes coincidentes), pois w; = wy = 0 <= /1 =
0 <= z=0. m

Uma observacao que fazemos é que, escondida nas expressoes (2.1) e (2.2)) para w;
e we na demonstracao acima, temos uma relacao familiar no contexto dos nimeros reais
que é mantida nos nimeros complexos. Como para todo a € R temos cos(a+m) = — cos

e sen(a + m) = —sen(7), entao

wy = /1 {cos (g+7r) + isen (gjtw)} =/r {—cos (g) — isen (g)} = —wl,

ou seja, poderfamos dizer que /z = +wy. Isto é exatamente o esperado se considerarmos

que (w;)? = (—w;)?. No entanto, neste ponto devemos ter o cuidado de deixar claro o

significado do simbolo /- no restante deste texto, o qual definimos a seguir:
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Definigao 2.12. A raiz quadrada de z = r(cosf + isen ) é o ntimero

e o (2) i (2)]

Observe que esta definigao vai ao encontro da definicdo no caso real. Além disso,
para z = —1 = cosm + ¢sen 7, obtemos v/—1 = 1, resolvendo a ambiguidade da escolha
inicial de ¢ na Defini¢ao [2.2]

2.2 Polinomios

No estudo da Algebra, polinémios sao definidos de uma forma mais abstrata do que
a apresentada aqui (veja (Garcia e Lequain, 2013, pag. 15)). No entanto, tratar os
polinomios como um tipo especial de fungao complexa é suficiente para todo o estudo

que faremos. Desta forma temos a seguinte

Definigao 2.13. Um polinémio de grau (inteiro) n > 0 é uma fungao p : C — C da forma
p(2) =ap+ a1z +a2* + -+ a2 = Zaizi,
i=0

onde ag, ay,...,a, € Cea, # 0 (chamado de coeficiente lider). Se a; =0, com 0 < i < n,
entdo p(z) = 0, o polinémio nulo. Utilizamos a notacao gr(p) = n para dizer que o
grau de p é n, se a,, # 0. Por conveniéncia, também definimos o grau do polinomio nulo

gr(0) = —o0.

Observe que incluimos em nossa definigao a fungao constante p(z) = ag, que possui
grau zero se ag # 0, e a funcdo afim p(z) = ag + @12, que possui grau um se a; # 0.

Quando gr(p) > 0, também dizemos que p é um polinémio nao-constante.

2.2.1 Raizes de polindmios

Por estar diretamente relacionado com o enunciado do Teorema Fundamental da Algebra,

estamos interessados no estudo das raizes dos polinomios:

Definicao 2.14. Dizemos que um nimero z* € C é uma raiz do polinémio p se tivermos
p(z*) = 0. Reforgamos o fato de que, quando falamos de raiz de polinomio nesta

dissertagao, estamos sempre nos referindo a um nimero complexo.

E facil observarmos que todo polinomio de grau n = 1 possui uma raiz:
Proposicao 2.15. Todo polinomio de grau n = 1 possui exatamente uma raiz.
Demonstracao. Basta observarmos que

p(z")=ap+a1z" =0 < "= —.
ai
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[]

Também podemos demonstrar que um polinomio de grau n = 2 possui no maximo

duas raizes:

Proposicao 2.16. Todo polinomio de grau n = 2 possut mo minimo wma e no mdximo

duas raizes.

Demonstragao. Por defini¢ao, todo polinémio de grau n = 2 é da forma p(z) = ag+a1z+

as2%, com ay # 0, de modo que podemos escrever

2 2

2 aq Qo aq ao al

= _ _ P — J— _

p(2) = ay (z + azz + a2) p(2) = as (z + 2a2) + P

Assim, temos:

2 2

* * ai ag al
=0 <= — ——— | =0 =

p(=") 2 ((Z * 2a2) * as  4a’

—ay £ \/a? — 4asag

2@2

Portanto, temos uma solugao para cada escolha do sinal . No caso em que a? —
dasag = 0, ficamos com uma unica solugao z* = ;Ta;

Observe que, como estamos no dominio dos niimeros complexos, a proposicao [2.11
nos garante a existéncia da raiz quadrada na férmula acima, ou seja, nao temos nenhum
problema quando a? — 4asag < 0, ao contrario do caso real, o qual é primeiramente

apresentado aos estudantes em algum ponto do ensino fundamental. O

Apos as duas proposicoes anteriores, podemos questionar a veracidade da seguinte
proposicao: Todo polinémio de grau n tem no maximo n raizes. Como veremos mais
adiante, essa proposicao ¢ verdadeira e a demonstraremos. No entanto, precisamos de
alguns resultados preliminares.

O préximo lema estabelece o equivalente da divisao euclidiana para polinomios.

Lema 2.17 (Divisao Euclidiana). Dados dois polindmios ndo-nulos p e d, existem dois

polinémios q (o quociente) e r (o resto) tais que
p(z) = d(2)q(z) +7(2), com gr(r) < gr(d).
Mais ainda, g e r sao unicos.

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar primeiro a unicidade de ¢ e r. Como ¢ praxe em

demonstracoes de unicidade, a mesma serd por reducao ao absurdo. Portanto, vamos
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supor a existéncia de dois pares de polinomios ¢q; e 11, g2 € 1o tais que

p(z) = d(2)q:(2) + r1(2), com gr(ri) < gr(d) (2.3)
p(z) = d(2)q2(2) + r2(2), com gr(rz) < gr(d) (2.4)

Subtraindo de , temos
d(2)]a2(2) — @u(2)] = ri(2) — r2(2). (2.5)

Como gr(ry) < gr(d) e gr(r2) < gr(d) == gr(r;1 — ) < gr(d), o lado esquerdo da
equacao ([2.5)) também deve ter grau menor que d, o que s6 ocorre se g — ¢y for o polinémio

nulo:

gridle —q1]) < grld) = @—q =0 = ¢ = ¢.

Substituindo este resultado de volta na equagao , concluimos que 7y —1r; = 0 —
ro = 11, estabelecendo assim a unicidade.

Demonstraremos agora, por inducao finita, a existéncia de ¢ e r. Para isso,
suponhamos que p(z) = apg + a1z + - + a,2" e d(z) = by + byz + -+ + b, 2™ sejam
polinémios nao-nulos.

Vamos estabelecer a base da indugao. Se gr(p) = 0, entao p é constante e temos dois
casos a considerar. Se d também for constante, ou seja, gr(d) = 0, basta tomarmos ¢ = £
er= qﬂ Se d nao for constante, ou seja, gr(d) > 0, tomamos ¢ =0 e r = p.

Para estabelecer a indugao sobre n, suponhamos que gr(p) =n > 0. Se gr(d) > gr(p),
novamente escolhemos ¢ = 0 e r = p. Se gr(d) < gr(p), entdao o polinomio §=2"""d(z)

tem o mesmo coeficiente lider que p:

Qn

b,

anbm— 1 anl

a—nz"’md(z) = A

5 2T (2™ by 2T ) = a2

_|_...7

de modo que o polindémio h(z) = p(z) — g—Zz"_md(z) tem grau menor que p. Pela hipitese
de indugao, existem polinémios ¢; e r tais que h(z) = q1(2)d(2) + r(2) e gr(r) < gr(d).

Tomando ¢(z) = qi(z) + 2"~ finalizamos a demonstracao, pois

h(z) = q(2)d(z) +7r(2) = p(2) - Z—Zzn_md(Z) = q(2)d(z) +r(z) =

p(z) = <q1(z) + Z—”z”m) d(z) +1(2).

m

]

O seguinte corolario é consequéncia imediata da divisao euclidiana polinomial e
estabelece a fatoracao linear dos polinomios através de suas raizes, conforme observado

pela primeira vez por Descartes:

!Lembre-se que, por defini¢ao, o grau do polindémio nulo é —oo, entdo gr(r) < gr(d), conforme o requerido.
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Coroldario 2.18 (Fatoragao Linear). Sejam p um polinémio nao-constante de graun e z*

uma de suas raizes. Entao existe um polinomio q de grau n — 1 tal que:

Demonstrag¢ao. Aplicando o Lema com d(z) = z — z*, temos:
p(z) = (2= 2")q(2) +7(2) = p(z") =0-¢(z") +7(z") =0 = (") =0

O Lema nos diz ainda que gr(r) < gr(d) = 1, o que significa que r é constante e,
portanto, s6 pode ser o polinomio nulo.

Para demonstrarmos que gr(q) = n— 1, basta observarmos que p = d-q¢ = gr(p) =
gr(d) + gr(q) = n=1+gr(q). O

Aplicando sucessivamente a fatoragao linear desse corolario, finalmente estamos aptos

a demonstrar o que queriamos:

Teorema 2.19. Seja p um polinomio nao-constante de grau n. Entdo p tem no mdzrimo

n raizes.

Demonstra¢ao. Demonstraremos por indugao sobre o grau de p.

O caso base ocorre para gr(p) = n = 1 e ja vimos pela Proposicao que neste
caso p tem apenas uma raiz.

Para gr(p) =n > 1, se p ndo possui raiz, ndo ha o que demonstrar. Se p possui uma
raiz z*, sabemos pelo Corolério que existe um polindémio g com gr(q) < n = gr(p),

tal que
p(z) = (z = 2")q(2)

Aplicando a hipétese de inducao a ¢ e observando que toda raiz de g também é raiz de p,

concluimos que p tem no méaximo gr(q) + 1 < n raizes. O

O Corolario também nos permite formalizar de maneira simples e precisa o

conceito de multiplicidade de raizes polinomiais:

Definicao 2.20. Dizemos que uma raiz z; de um polinémio p tem multiplicidade m,; se

m; for o maior nimero natural tal que (z — z})™ divide p.

Apés esse breve estudo das raizes de polinomios e suas propriedades mais bésicas,
finalmente estamos prontos para apreciar o enunciado do Teorema Fundamental da

Algebra em toda sua magnitude.

2.3 O Teorema Fundamental da Algebra

Utilizando as definicoes da secao anterior, podemos enunciar o Teorema Fundamental da

Algebra sucintamente, na forma como o demonstraremos no Capitulo |§|:
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Teorema (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinomio p nao-constante tem
pelo menos uma raiz complexa.

Ainda nao estamos prontos para demonstrar o TFA, mas ja podemos apreciar um
pouco de sua significancia. Observe o contraste com o ultimo teorema que demonstramos
na sessao anterior, o Teorema [2.19, Enquanto que aquele nos da um limite superior para
a quantidade de raizes que um polinomio pode ter, o TFA garante a existéncia de pelo
menos uma raiz, ou seja, ¢ um limite inferior. Como demonstraremos a seguir, a realidade
é ainda melhor, pois podemos demonstrar a partir do TFA que todo polinémio de grau

n > 1 possui exatamente n raizes, considerando-se a possibilidade de raizes repetidas.

Corolario 2.21. Todo polinomio p nao-constante de grau n possui exatamente n raizes,

nao necessariamente distintas.

Demonstra¢ao. Mais uma vez utilizaremos indugao finita sobre n = gr(p) na nossa
demonstracao.

O caso base ocorre para gr(p) = n = 1 e ja vimos pela Proposigao que neste
caso p tem exatamente uma raiz.

Agora, para o caso n > 1, pelo Teorema Fundamental da Algebra, p possui pelo
menos uma raiz. Seja zj essa raiz. Pelo Coroldrio [2.18] existe um polinomio ¢; de grau
n — 1 tal que

p(z) = (z = )@ (2)

Pela hipétese de indugdo, ¢;(z) possui exatamente n — 1 raizes, cada uma delas sendo
também raiz de p, de modo que, em conjunto com zj, p possui exatamente (n—1)+1=mn
raizes.

Observamos que, dentre essas n raizes, algumas podem se repetir, possuindo desta

forma multiplicidade maior que um. ]

Com pequenas modificacoes, podemos utilizar essencialmente a demonstracao acima

para concluir mais um resultado bastante interessante:

Coroldrio 2.22 (Fatoracao Linear). Todo polindmio p nao-constante de grau n e
coeficiente lider a, pode ser fatorado como o produto de uma constante por n fatores
de grau 1:

p(2) = an(z = 21)(2 = 2) -+ (2 = z,),

sendo que 2y, 2%, ...,z sao as n raizes de p.

Demonstragao. O caso base da indugao ocorre para gr(p) = n = 1. Nesse caso, sendo

— * __ —a0 A 3 .
p(z) = a1z + ap, sabemos que z* = - € araiz de p, de modo que:

Qa
p(z) = a1z +ap = a; <z + a_0> =ay(z — 2")
1
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Agora, para o caso n > 1, pelo Teorema Fundamental da Algebra, p possui pelo
menos uma raiz. Seja zj essa raiz. Pelo Corolario [2.18| existe um polinomio ¢; de grau
n — 1 tal que

p(2) = (2 — 27)q(2)

Pela hipétese de indugao, ¢;(z) pode ser decomposto em fatores lineares, de modo que:

p(z) = alz = 21)(z = %) - (2 = z,)

Falta verificarmos que o = a,,, mas isso é imediato. Basta expandirmos o produto acima

para obtermos o termo de maior expoente, que é az", e compararmos com a definicao
de p. O]

No capitulo seguinte, introduziremos o essencial de Anélise Complexa para a
demonstracao do TFA que apresentaremos, desenvolvendo no caminho uma forma pratica
de visualizacao dos polinomios e suas raizes. Desta forma, apesar de a demonstracao do
TFA de fato s6 se dar no Capitulo [6] poderemos utilizar as técnicas do préximo capitulo

para desenvolvermos pelo menos uma intui¢ao do porqué ele deve ser verdadeiro.
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Capitulo 2. Polindmios complexos
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Capitulo 3
Um pouco de funcoes complexas

A Analise Complexa trata essencialmente de fungoes complexas e suas propriedades.
Nosso foco sera no estudo das funcoes polinomiais, ainda que muitos dos resultados

apresentados sejam validos para uma grande classe de funcoes complexas.

3.1 Funcoes complexas

Uma funcao complexa possui subconjuntos do plano complexo como imagem e dominio.
Nesse sentido, podemos classificar as fungoes complexas em trés categorias basicas quanto

aos seus dominios e contra-dominios:
e Funcoes reais a valores complexos;
e Funcoes complexas a valores reais, como a funcao modulo;
e Funcoes complexas a valores complexos, como a fungao complexo conjugado.

No caso geral, funcoes polinomiais sao do terceiro tipo, uma vez que possuem como
dominio e contra-dominio todo o plano complexo, ou seja, p : C — C.
Uma forma de analisarmos funcoes complexas é separando-as em suas partes real e

imaginaria, que sao funcoes reais de duas variaveis:

Definigdo 3.1. Seja f : © C C — C uma funcio complexa e seja Q = {(z,y) € R? |
r + iy € Q}. Dizemos que a parte real de f é a funcio real u : Q' — R e que a parte
imaginaria de f é a funcéo real v : Q — R, onde u e v sio tais que o valor de f no ponto
z=x 4yt é

f(z) = [z +yi) = F(z,y) = u(z,y) + vz, y)i.

Utilizamos as notagoes Re(f) = u e Im(f) = v.

Observamos que sempre podemos decompor um polinéomio complexo em suas partes
reais e imaginarias expandindo o mesmo apés a substituicao z = x + yi. Veja o exemplo

a seguir:
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Exemplo 3.2. Para separarmos o polinomio p(z) = 2%+i em suas partes real e imagindria,

fazemos z = x + yi e substituimos na expressao para o polinémio:
plr+yi) = (v +yi)? +i=2"+22yi —y* +i=2a"—y*+ 2oy + 1)i.

A parte real de p é o polinomio real u(z,y) = 22 —y? e parte imagindria de p é o polinémio
real v(x,y) = 2zy + 1. Observe que os polinémios u e v sao reais e multivariados, com

variaveis z e y.

Como veremos a seguir, podemos reduzir o célculo de derivadas complexas ao calculo
das derivadas das partes real e imagindria de uma funcao, que sao fungoes reais e portanto
podem ser derivadas utilizando-se das técnicas convencionais ensinadas em cursos de

Célculo com multiplas varidveis.

3.2 Limites

A defini¢ao de limite para fungbes complexas é similar ao caso real, com a diferenca de
que a distancia entre dois pontos agora é medida pela funcao médulo complexo, nao pela

funcao maédulo real:

Definicao 3.3. Seja f uma funcao definida na vizinhanga de 2y, com a possivel excegao
do proprio zy. Dizemos que o limite da funcao f quando z tende a 2y é L se dado qualquer

e >0, existe d > 0 tal que 0 < |z — 29| <J = |f(2) — L| < e. Nesse caso escrevemos:

lim f(z) = L.
2520
A principal diferenca do limite complexo para o real estd no fato de que podemos
nos aproximar de um ntimero complexo por infinitas dire¢oes no plano, enquanto que na
reta s6 podemos o fazer por duas direcoes. E exatamente a mesma situagao encontrada
ao definir-se limite de funcoes multivariadas. As propriedades dos limites complexos
também sao similares aquelas das fun¢oes multivariadas, incluindo as propriedades de
soma e produto.
Também podemos definir o limite de func¢oes complexas quando z tende ao infinito.

Em especial, temos a seguinte definicao:

Definicao 3.4. Dizemos que o limite da funcao f quando z tende ao infinito é infinito se

lim;| 00 | f(2)| = 00. Nesse caso escrevemos:

Zlgglo f(z) = .

A definicao acima nos é de especial interesse por conta da seguinte proposicao:
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Proposicao 3.5. Seja p(z) = ag + a1z + - - - + a,2" um polinomio nao-constante. Temos

li =

A ple) = 0

Demonstra¢ao. Como p é nao-constante, temos a, F# 0.  Assim, utilizando a
desigualdade triangular e a propriedade multiplicativa da fun¢ao médulo complexo (veja

a Proposicao [2.8), temos:

p(z) =ao+az+ - +a,12" "+ a,2" =

1

a2 =p(z) —ap —arz — - —a,_12" =

|a, 2" < [p(2)] + |ag| + |arz] + - + |an_12""t| =

p(2)] > lanl|2]" = lao| — lar]|2| = -+ — |ap-a[[2]" =
|ao] |ai] |an-1]
> | o|™ B e et
. . |ao] |ai| |an-1]
1 > ] n S b e I b Lo L
Jim [p(z)] = Tim [z] (!an! P ]

]

E interessante compararmos a situagao complexa com o caso real. No caso real,
temos duas possibilidades para o limite no infinito de fungoes polinomiais: 400 ou —oo,
no entanto, em termos de valor absoluto, temos somente um resultado, da mesma forma
que no caso complexo. Nas duas situagoes, a informacao que temos é que o polindomio
nao se aproxima de nenhum valor finito ao tomarmos pontos cada vez mais distantes da

origem, mas sempre diverge.

3.3 Continuidade

Com o conceito de limite estabelecido, podemos definir o conceito de continuidade de

forma similar ao caso real:

Definicao 3.6. Seja f : C — C uma funcao definida na vizinhanga de um ponto z.
Dizemos que a funcao f é continua no ponto zq se:

lim f(2) = f(z).

zZ—20

Dizemos que f é continua se f for continua em todo ponto de C.

O primeiro exemplo 6bvio de fungoes continuas sao as fungoes constantes. Outros
exemplos incluem a fun¢ao identidade e as funcoes lineares. Na verdade, como veremos na
proposicao a seguir, da mesma forma que no caso real, toda fungao polinomial complexa

é continua:
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Proposicao 3.7. Toda fun¢ao polinomial p : C — C ¢é continua.

Demonstracao. Se p for constante, o resultado segue imediatamente. Analisemos,
portanto, o caso de poténcias simples da forma p(z) = 2".

Dados z,a € C, temos:

=" =(z—a)Z" + a2+ 2d" P+ a7 = (2 —a) Z ",
j=1

Supondo |z — a| < 1, podemos escrever que |z| < 1+ |a|, de modo que, pelo resultado

acima e a desigualdade triangular, obtemos:

n
g A g
j=1

|2" —a™| = |z — q|

n n
<lz—al Y [ Ma" T < |z —al Y (1 +|aly " af" .
j=1 Jj=1

Fazendo M = >7"_ (1+|a|)’~*|a|*~7, temos que |2" —a"| < M|z —al|. Agora, dado ¢ > 0,
seja ¢ = min(1, i7). Se |z—a| < §, obtemos [z—a| < 1 e, portanto, |2"—a"| < M|z—a| < e.
Desta forma, temos que lim,_,, 2" = a" e concluimos que p(z) = 2" é continua no ponto
a arbitrario, logo sendo continua em C.

Para concluir a demonstragao, basta observarmos que somas e produtos finitos
de fungoes continuas definem funcoes continuas, o que é uma consequéncia direta das

propriedades de soma e produto de limites. O]

Uma pergunta natural neste ponto é qual a relacao existente entre a continuidade de
uma funcao complexa f e suas partes real e imaginaria. E intuitivo supormos que se f
for continua, entdo as func¢oes Re(f) = v e Im(f) = v também o sdo. Demonstramos na

proposicao a seguir que € este o caso:

Proposicao 3.8. Seja f : C — C uma funcdo continua em zy = g + iyy. Entao as

fungaes reais Re(f) = u e Im(f) = v de R?* em R também sdo continuas em (o, o).

Demonstragao. Observamos que, sendo f(z) = u(x,y) + ww(z,y) e f(z0) = u(zo,v0) +

iv(zo, Yo), temos:

(z,y) — U(ﬂfo,yo))2 + (v(z,y) — U(l"o,yo))z > (u(z,y) — U(%,yo))z =

1£(2) = f(20)] = (u(z,
[u(z,y) — ulzo, yo)|-

£ (2) = f(z0)] =

Seja € > 0. Pela continuidade de f, existe 0 > 0 tal que

|2 = 20 = V(& = 20)* + (y — 90)? < & = Ju(z,y) — ulzo,m0)| < |f(2) = f(z0)] <e.

Desta forma, fica demonstrado que limy, y)—(0,0) (2, y) = u(zo, ¥o)-

Demonstramos similarmente a continuidade de v. O
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As Proposicoes [3.8| e [3.7] combinadas nos garantem que as funcoes polinomais de duas

variaveis que surgem nas partes real e imaginaria dos polinomios complexos sao continuas.

3.4 Derivada

O conceito de diferenciabilidade também é definido de forma similar ao caso real:

Definicao 3.9. Dizemos que uma fungao complexa f é diferenciavel no ponto z; se existe

o limite h
lim f(z) — f(20) — lim f(z0 +h) — f(20)
220 Z— 2z h—0 h

Neste caso, o limite é denotado por f’'(zg) ou 3—12(20).

Fungoes polinomiais sao facilmente derivaveis:

Proposigao 3.10. A derivada do polindmio p(z) = ag+a12+asz®+- - +apz"+- - -+ a,2"
¢ o polinomio
P(2) = a1z + a2® + -+ kap2" 7 -+ nap2™!

Demonstracdo. O principal a ser mostrado é que f(z) = 2¢ = f'(z) = kz*L,

exatamente como no caso real, uma vez que a proposi¢ao segue se combinarmos este
fato com a 6bvia linearidade da derivada complexa.
Utilizaremos o fato de que a” — 1= (a — 1)(1 +a+a?+ -+ 4+ a" '), como pode ser

facilmente verificado. Desta forma, temos:

h) — _ k _ .k
) i LEE=IE) @) =) (et =
h—0 h a—1 az — 2 a—1 z(a — 1)
1
= F 1 & =Mim(1+a+a*+ - +ad") =k
a—1l g —1 a—1

A proposi¢ao acima nos diz ainda mais sobre fungoes polinomiais: como sua derivada
¢ também um polindomio, que é uma funcao continua em todo C, polinomios sao

diferenciaveis em todos os pontos de C.

Definigao 3.11. Uma funcao diferenciavel em todos os pontos de C é dita ser uma funcao

inteira.

Polinémios sao, portanto, funcoes inteiras. Em algumas situagoes, uma funcao pode
possuir derivadas em todos os pontos de um conjunto aberto A, ndo-necessariamente igual

a C. Neste caso, temos uma fungao holomorfa:

Definicao 3.12. Uma funcao diferenciavel em todos os pontos de um conjunto aberto A

é dita ser holomorfa em A.

Claramente vemos que toda func¢ao inteira é holomorfa.
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3.5 Equacoes de Cauchy-Riemann

As equagoes de Cauchy-Riemann fornecem uma condigao necessaria para a diferenciabi-

lidade de uma funcao. Assim sendo, as enunciaremos em um teorema:

Teorema 3.13 (Equagoes de Cauchy-Riemann). Uma condi¢ao necessdria para que uma
funcgio f(z) = f(x +yi) = u(z,y) + v(x,y)i seja diferencidvel em um ponto ¢ = a + bi é

que as sequintes equacoes sejam satisfeitas:

ou ov

%(a,b) = a—y(% b)
) = -5 ab)
Além disso, temos que
ou ov ov ou

f'(c) = %(a, b) +i%(a, b) = 8_y(a’ b) — ia—y(a, b).

Demonstra¢ao. Uma condigao necessaria a diferenciabilidade de f é que o limite da
Definicao [3.9] seja 0 mesmo independentemente de como o ponto z se aproxima de z.
Em particular, o limite deve ser o mesmo quer nos aproximemos de z, por uma reta

horizontal ou uma reta vertical. Vamos analisar cada uma dessas duas situagoes:

e Nos aproximando pela reta z = x + bi:

f'(c) = lim f(z) = fo) — lim u(z,b) +v(z,b)i —ula,b) —v(a,b)i _
z—c z—C T—a T — a
oz, b) —u(a,d) o wv(z,b) —v(a,b)  Ou v
= lim === i lim === = 2 (a,0) + i (a,b)

e Nos aproximando pela reta z = a + y:

F) = £0) _ . ulay) + v(a,y)i = uo,b) — via,b)

Jle) = 1:1—% z—c y—b i(y —b) B
o u(ey) —uleb) . vlag)-vab) o0, o
_—@?1415)111) = —1—?IJ1£>111) — —a—y(a,b)—za—y(mb)

Observe que a existéncia das derivadas parciais é consequéncia da existéncia de f’(zp),
que consequentemente deve possuir uma parte real e imaginaria bem definida.
Comparando as duas expressoes obtidas para f’(zg) temos as equagoes de Cauchy-

Riemann. n

Como ja vimos que polinomios sao fungoes inteiras, ou seja, sao diferenciaveis em
todo o plano complexo, as equacoes de Cauchy-Riemann devem ser vélidas em todos os
pontos de C nesse caso. Esse fato sera de fundamental importancia na nossa demonstragao

do TFA.
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Apesar de as equacoes de Cauchy-Riemann serem satisfeitas para toda a classe de
funcoes polinomiais, esta nao é uma propriedade trivial. De fato, algumas funcoes mais
simples falham em ser diferencidveis em qualquer ponto, situacao bem distinta do caso

real. Damos um exemplo a seguir:

Exemplo 3.14. A funcao complexo conjugado nao é diferenciavel em nenhum ponto. De

fato, sendo z = x — yi, temos u(x,y) = x e v(x,y) = —y, de modo que:
Ju v
141 =2Z
ox 7 oy

3.6 Visualizando funcoes complexas

A questao da visualizagao das fungoes complexas nao é trivial. No caso das fungoes reais,
um grafico é uma figura bidimensional, uma vez que precisamos de uma dimensao para o
argumento e uma dimensao para o valor da fun¢ao no argumento. Ja no caso complexo,
precisariamos construir uma figura quadridimensional, uma vez que temos duas dimensoes
para o argumento e duas para o valor da funcao. Fica claro que precisamos de um outro

ponto de vista.

3.6.1 Colorizacao do dominio

Um ponto de vista usual é considerar uma funcao complexa como uma transformacao
que leva pontos de R? em R2. Desta forma, podemos analisar como conjuntos de pontos,
tais como um circulo ou uma reta sao transformados pela funcao ou mesmo visualizar a
fung¢ao como um campo vetorial.

Para tornar a visualizacao dessas transformacoes ainda mais facil, utilizaremos a
técnica conhecida em inglés como domain coloring (Wegert, 2012), que traduziremos
como colorizacao de dominio.

Nesta técnica, a cada ponto z do dominio de f é associada uma cor de acordo o valor
de f(z) = w. Cada cor é caracterizada por trés nimeros entre 0 e 1 definindo sua matiz,
sua saturacao e seu brilho. Na implementacao que utilizamos, a matiz corresponde ao
angulo entre o eixo real e o vetor que vai da origem a w, a saturacao decai com o médulo

de w e o brilho aumenta com o moédulo de w, segundo as equacoes abaixo:

h(w) = THEW) (3.1)
1
b(w) =1 — — (3.3)

1410 |w|’
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onde arg(w) ¢ o argumento do nimero complexo w, assumindo valores entre —m e 7 e
definido como o angulo entre o eixo real e o vetor com cauda na origem e ponta no ponto
w.

Um ponto importante a ser frisado é que na técnica da colorizacao de dominio os
pontos que compoe o grafico de uma funcao sao coloridos de acordo com a imagem do
ponto pela fungao, ou seja, para saber qual cor atribuir ao ponto de coordenadas (z,y)
no grafico de f, calcula-se f(z + yi) e aplica-se as equagbes acima a esse ponto.

Utilizando-se de cédigo fonte escrito no software Mathematica, o qual disponibiliza-

mos no Apéndice [C] criamos alguns graficos para ilustrar esta técnica.

100

—100
-100 =50 0 a0 100

(a) regido préxima & origem (b) regiao estendida

Figura 3.1: Gréfico da fungao f(z) = z utilizando a colorizagdo de dominio. Tanto (a)
quanto (b) sdo gréaficos da mesma fungao, no entanto (b) contempla uma regido mais
extensa do plano complexo, evidenciando o decaimento da saturagao e aumento do brilho
a medida que nos afastamos da origem.

Na Figura [3.1] vemos a func¢ao identidade codificada de acordo com a colorizagao
de dominio. Essa figura é importante por ser nosso ponto de referéncia, uma vez que
todos os outros graficos serao analisados sob a perspectiva de que a aplicacao de alguma
funcao f ao seu grafico leva o mesmo no grafico da funcao identidade. Para enfatizar tal
ponto e também para facilitar a leitura da informagao nos graficos, nas figuras a seguir
colocaremos sempre o grafico da funcao lado a lado ao gréfico da funcao identidade, com
uma seta do primeiro ao segundo.

Na Figuratemos o grafico de f(z) = iz, o qual nos mostra claramente que o plano
é rotacionado de 90° pela aplicacao dessa funcao. Esse resultado é facilmente obtido por
raciocinio geométrico e pode ser verificado, por exemplo, para os pontos f(1) = i e
f(i) = —1. O principal papel desse gréfico é entender com um exemplo simples como
a colorizacao de dominio funciona, por isso enfatizamos a direcao que devemos olhar a

aplicacao.
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-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

Figura 3.2: Gréfico da fungao f(z) = iz utilizando a colorizagao de dominio.

2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1

o

Figura 3.3: Gréfico da fungao f(z) = z utilizando a colorizagao de dominio.

Temos mais um exemplo simples na Figura [3.3] na qual é reproduzido o grafico de
f(2) = z, o qual nos mostra claramente que o plano é refletido no eixo real, de maneira
consistente com nossa observacao de tal fato no Capitulo [2]

A técnica da colorizagao de dominio foi utilizada para visualizar o TFA em (Velleman,)
, apesar de a codificagdo nao ser exatamente a utilizada aqui. A ideia é que ao
fazermos graficos de polinomios, suas raizes ficam evidenciadas como regioes escuras para
as quais as outras cores convergem. Isso fica claro se lembrarmos que o brilho vai a zero
quando |z| = 0 na equacao (3.3]). Analisemos, portanto, alguns gréficos de polinomios.

Nosso primeiro grafico de polinomio estd na Figura[3.4] a qual nos apresenta o grafico
de f(z) = 2? +1. A primeira coisa que chama a atengdo sdo as duas manchas escuras em
+1, que sao justamente as duas raizes de f. Também podemos observar a convergéncia
de cores nesses dois pontos, codificando o fato de que a depender da direcao na qual nos

aproximamos das raizes, o valor da funcao se aproxima de 0 por diferentes direcoes. Uma
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-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1

IS

Figura 3.4: Grafico da fungao f(z) = z? + 1 utilizando a colorizacao de dominio.

ultima observagao que fazemos é em relacao a cruz azul no centro da imagem, codificando
o fato de que os eixos reais e imaginarios sao mapeados no semi-eixo real positivo pela

funcao em questao.

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

5

Figura 3.5: Gréfico da fungao f(z) = 2° — 2% + 23 — 22 + 2 utilizando a colorizagao de

dominio.

Um outro polinémio estd representado na Figura[3.5, f(z) = 2°—24+2%—22+2. Mais
uma vez, a primeira coisa que salta aos olhos sao as cinco manchas escuras representando
as cinco raizes de f, conforme previsto pelo TFA.

Vamos analisar um ultimo polinémio na Figura que nos dé o grafico de f(z) =
234122 4 z+i. Temos duas manchas escuras representando as duas raizes de f, mas uma
das manchas tem um aspecto distinto do que vimos até agora. Por ser um polinomio de
grau tres, deviamos ter trés raizes, de modo que uma das duas manchas deve representar

uma raiz de multiplicidade dois. E por isso que a raiz em —i parece diferente: ela é



3.6. Visualizando fungoes complexas 27

Figura 3.6: Gréfico da fungao f(z) = 23 +1i2% + 2 + ¢ utilizando a colorizagao de dominio.

uma raiz dupla. E interessante observar como temos todas as cores “entrando’na raiz
em duas regioes distintas. Raizes de multiplicidade mais elevada apresentam essa mesma

caracteristica.

Figura 3.7: Gréfico da fungao f(z) = Z;jll utilizando a colorizagao de dominio.

_ 2241
T oz+410

no qual observamos, além das duas raizes em =i, algo diferente no ponto —1. Analisando

Finalizando essa se¢ao, temos na Figura o grafico da fungao racional f(z)

a expressao para f vemos que z = —1 anula seu denominador, de modo que o valor da
funcao explode nesse ponto, dando origem ao ponto branco observado. Esse ponto é dito

ser uma singularidade.
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3.6.2 Curvas de nivel

Uma outra forma de visualizacao e andlise de fun¢oes complexas é através das curvas de
niveis de suas partes real e imaginaria, ou seja, através de curvas sobre as quais a parte

real ou imaginéria da funcao permanece constante.

Definigao 3.15. Seja f : C — C uma fungao tal que f(z +1iy) = u(z,y) + v(x,y)i. Para

c,d € R, as respectivas curvas de nivel da parte real e imaginaria sao:

U= {z=2+iyeC | uzy)=c}
Vi={z=x+1wyeC|u(z,y) =d}

Observe que cada curva de nivel é indexada por um ntmero real, de modo que temos duas

familias de curvas de nivel, Y = {U. | c € R} e V = {V; | d € R}.

A primeira observacao que fazemos é que, no caso de polindmios nao-constantes,

temos infinitas curvas de nivel U, e V; nao-vazias:

Proposicao 3.16. Seja p(z) = ag + a1z + - - - + 2" um polinémio nao-constante tal que,
para z = x + 1y, p(x + iy) = u(z,y) + v(z,y)i. Entdo existem infinitos nimeros ¢,d € R
tais que U, ={z =2 +iy € Clu(x,y) =c} e Vag={2=ax+1y € C|v(z,y) = d} sdio

nao-vazias.

Demonstragao. Cada coeficiente a;, com j € {0,1,--- ,n — 1}, pode ser decomposto na
forma

a; = b; +icj, onde b;,c; € R.

Consideremos o valor de p sobre a reta y = 0:

p(x) =ap+ax+---+a"
=by+biz+ - +2"+i(co+ar+---+2")
= u(z,0) + v(z,0)i

Agora, observamos que lim, ,(by + byz + -+ + 2") = +o0, de modo que dado
qualquer ¢ € R existe um z; tal que u(x;,0) = ¢, > t. Analogamente, dado qualquer
s € R existe um z; tal que v(z,,0) = ds > t. Desta forma, podemos construir sequéncias
infinitas (¢;)ier € (ds)ser de nimeros reais com U, e V. nao-vazias para cada um destes

numeros. O

Observe que no enunciado da Proposicao [3.16] assume-se a, = 1. Polinomios
desta forma sao chamados de monicos, mas para nossos objetivos nao temos perda de
generalidade ao nos restringirmos a polinémios deste tipo, uma vez que sempre podemos

transformar qualquer polindmio nao-constante p(z) = ag + a1z + -+ + a,2" em um
qualq p b 0 1 n
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polinémio moénico ¢(z) = pa(—i) de mesmas raizes, de modo que quaisquer resultados sobre
as raizes de ¢ se estendem naturalmente as raizes de p.

Na demonstracao da Proposicao |3.16| construimos sequéncias de numeros reais
crescentes para os quais as curvas de nivel correspondentes sao nao-vazias. No lema a
seguir, mostramos que para toda curva de nivel U, nao-vazia existem infinitas curvas de

nivel ndo-vazias Uy, com ¢ em alguma vizinhanga de ¢:

Lema 3.17. Seja p : C — C um polinomio nao constante, tal que p(z) = p(x + iy) =
u(z,y)+iv(z,y). Dado ¢ € R tal que U, € nao-vazia, entdo ocorre uma das duas situagoes

abaizo (ou ambas):
1. Eziste c; € R tal que c; > ¢ e Uy é nao-vazia para todo t € (¢, c1);
2. Eziste cg € R tal que ¢y < ¢ e Uy € nao-vazia para todo t € (cy, c).

Demonstragao. Como U, # (0, temos que existe (a, ) € U.. Para cada m € R, seja
fm : R — R, definida por f,,(s) = u(s,m(s — a) + ) e seja g : R — R definida por
g(s) = u(e, s). Temos que, para cada m € R, f,, e g sdo polindmios na variavel s, com
coeficientes reais. Vamos mostrar por reducao ao absurdo que pelo menos um destes
polinémios é nao constante na variavel s.

De fato, f,, nos fornece o valor de u sobre retas de coeficiente angular m passando
por (a, ) e g nos dé o valor de u sobre a reta vertical passando por («, /3), de modo que,
se todas essas fungoes sao constantes, temos u(z,y) = u(a, 8) = ¢ em todo R?. Entao,
pelas equagoes de Cauchy-Riemann, Vu(z,y) = (0,0) = Vu(z,y) = (0,0), em todo
R2. Nao ¢ dificil mostrar que uma funcao de R? nula em todos os pontos de um dominio
conexo s6 pode ser a funcdo constante (veja o Corolario 5 em (Lima, 2013, pag. 61 )).
Assim, as fungoes u e v sdo constantes e o polinénio p(x +iy) = u(x,y) +iv(z,y) também
o é, contrariando nossa hipdtese inicial.

Tomemos, portanto, uma das fungoes f,, ou g nao-constante e a chamemos de f.
Segue entao que

lim f(s) = o0

S——+00
Se lims 1o f(s) = +00 entdo existem ¢; > ¢ e 1 € R tais que f(z1) = ¢;. Como f
¢ uma funcdo continua de R em R e f(«a) = ¢ < ¢; = f(x1), segue do Teorema do Valor
Intermedidrio que para qualquer t € (¢, ¢;) existe z; € R, entre a e xq tal que t = f(x),
ou seja, u(xy, m(r, —a)+ p) =tse f = f, ouula,z,) =t se f =g e portanto Uy # .

Se lim,_, 1o f(s) = —00, demonstra-se o segundo caso de modo analogo. O

Observe que o lema acima continua valido se substituirmos U, por V. e u(x,y) por
v(z,y).
Conforme veremos no capitulo seguinte, os pontos nos quais ambas as derivadas da

funcao que define uma curva de nivel se anulam sao especiais em um certo sentido. Tais
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pontos sao chamados de pontos singulares da curva e sao definidos mais formalmente a

seguir:

Definigao 3.18. Seja uma curva do plano definida por F. = {(z,y) € R? | f(z,y) = ¢}
para alguma fungao f : R? — R. Um ponto (a,b) é dito ser um ponto singular de F, se
ambas as derivadas parciais de f forem nulas em (a,b). Utilizando o conceito de vetor
gradiente, podemos escrever

(a,b) é ponto singular de F, <= V f(a,b) = (g—i(a, b), g—]yc(a, b)) = (0,0).

Dizemos que a curva ¢ singular se possuir pelo menos um ponto singular. Do contrério,

dizemos que a curva ¢é nao-singular.

Demonstraremos agora um resultado importante que sera utilizado mais a frente,
o qual nos garante que uma func¢ao polinomial produz infinitas curvas de nivel nao-

singulares:

Proposicao 3.19. Seja p(z) = ag+ a1z + - - - + a,2™ um polindmio nao-constante tal que,
para z = x + iy, p(zr + iy) = u(x,y) + v(z,y)i. Entdo existem finitos nimeros ¢,d € R
tais que U, ={z =2 +iy € Clu(x,y) =c} e Va={2=ax+iy € A|v(z,y) = d} sio

singulares.

Demonstra¢ao. Na demonstragao das equagoes de Cauchy-Riemann no Teorema [3.13]

mostramos que se f for diferenciavel em z; podemos escrever

ou . Ov

f(Zo) = %4—7;%

Como p é diferenciavel em todo ponto do plano complexo, esta ultima relacao é sempre
valida para f = p.
Por outro lado, observamos que p'(2) = a; + 2a2z + - - - + na, 2"~ possui no maximo

n — 1 raizes, como demonstramos no Teorema [2.19|

ou v
ox? Ox

as equagoes de Cauchy-Riemann, podemos escrever:

Vo = (8'0 8'0) = <8'U au) = (0,0) em no maximo n — 1 pontos

Concluimos, portanto, que, ( ) = (0,0) em no maximo n — 1 pontos. Utilizando

oz’ dy dx’ Ox
Vu = (%, %) = (%, —2—1) = (0,0) em no maximo n — 1 pontos

Desta forma, fica demonstrada a existéncia de uma quantidade finita de pontos
singulares em quaisquer curvas de nivel de u ou v. Ora, cada ponto singular, digamos
Zr = Tk + Yk, pertence a somente uma das curvas de nivel de u e a uma das curvas de

nivel de v, pois u(zy, yx) = ¢ e v(xg, yx) = dg, para cg,yr € R. Concluimos, portanto,
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que existem finitos numeros ¢, dr € R para os quais as curvas de nivel U. e V; sao

singulares. O

Vejamos como as curvas de niveis se parecem para uma fun¢ao polinomial. Na
Figura[3.8] (a) temos as curvas de nivel Uy e V; da funcio f(z) = 2 —2z%+2z. Observe como
esse tipo de visualizacao difere da técnica da colorizacao de dominio, uma vez que é dificil
observarmos a funcao globalmente através de curvas de nivel individuais. Para facilitar
a comparagao com a técnica de colorizacao de dominio apresentada na segao anterior, na
Figura[3.8)(b) temos a superposicao das curvas de nivel & colorizacao de dominio. Observe
como os pontos sobre curva Uy sao levados a ntimeros imaginérios pelo polinomio, uma
vez que correspondem a u(x,y) =0 = f(x +iy) = v(x,y)i. Analogamente, os pontos

da curva 1} sao levados a valores reais.

Uy
Vo

-2 -1 0 1 2

(a) Curvas de nivel (b) Curvas de nivel + colorizagido de dominio

Figura 3.8: Curvas de nivel da fungao f(z) = 2® — 2% + z. Em (a) temos apenas as curvas
de nivel Uy e Vj, enquanto que em (b) sobrepusemos as curvas de nivel ao gréfico feito
com a colorizac¢ao de dominio.

Na Figura temos as curvas de nivel Uy e V; da fungao f(z) = 23 +iz? + 2 +1i. A
curva Vp é singular neste caso, sendo z = —i um ponto singular, uma vez que f’(i) = 0.
Observe como V) cruza a si mesma no ponto singular. Este tipo de comportamento torna
impossivel a determinacao da inclinagao da reta tangente a curva 1 no ponto singular,
e ¢é justamente esta inclinagao que serd crucial aos nossos desenvolvimentos no préximo
capitulo.

Concluimos este capitulo com um novo olhar sobre o TFA. Utilizando o formalismo
das curvas de nivel, o TFA é equivalente a afirmagao de que, dado um polinémio p(z) =
p(x +yi) = u(x,y) + v(z,y)i, as curvas de nivel Uy e Vj cruzam-se em pelo menos um
ponto, ou seja, Uy N'Vy # (. Observe novamente a Figura (b) e veja como, neste

exemplo, o conjunto Uy N V[ tem exatamente trés pontos.



32 Capitulo 3. Um pouco de fungoes complexas

2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

(a) Curvas de nivel (b) Curvas de nivel + colorizagdo de dominio

Figura 3.9: Curvas de nivel da fungao f(z) = 2% +i2%2 + 2 + 4. Em (a) temos apenas as
curvas de nivel Uj e Vp, enquanto que em (b) sobrepusemos as curvas de nivel ao grafico
feito com a colorizacao de dominio.
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Capitulo 4
Propriedades basicas de R"

No capitulo anterior vimos o basico de Analise Complexa que utilizaremos na
demonstracao do TFA. No cerne do nosso argumento estd a otimizacao de uma funcao
real de duas varidveis, de modo que precisamos também utilizar alguns resultados
fundamentais de Anélise em R".

Enumeramos trés objetivos principais deste capitulo, os quais serao de suma

importancia posteriormente:

1. Demonstrar o Teorema de Heine-Borel (em parte), o qual nos diz que conjuntos

fechados e limitados sao compactos.

2. Demonstrar o Teorema de Weierstrass, o qual nos garante a existéncia de

maximos e minimos de fungoes continuas em um dominio compacto.

3. Demonstrar o Teorema de Bolzano-Weierstrass, o qual nos garante que toda

sequéncia limitada em R™ possui subsequéncia convergente.

Tais resultados nao necessitam de grande bagagem para serem demonstrados, sendo
que introduziremos os conceitos necessarios a medida que formos desenvolvendo a teoria
nas préoximas secoes. Admitimos, no entanto, um conhecimento béasico de Teoria dos
Conjuntos e de Calculo com fungoes de vérias varidveis.

Como este capitulo trata de propriedades profundas de conjuntos de ntimeros reais,
nao é surpresa que necessitaremos, em varios pontos no que segue, da propriedade
fundamental que separa os nuimeros reais dos racionais, conhecida por completude dos
numeros reais, a qual nos garante que todo conjunto de niimeros reais nao-vazio e limitado

superiormente possui um menor limite superior em R (Lima, 2016, pag. 16).

4.1 Um pouco da topologia de R"

Nesta secao estudaremos algumas propriedades de subconjuntos de R"™. Assumimos
familiaridade com os conceitos basicos de conjuntos, uniao de conjuntos e intersecgao

de conjuntos.
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Comecamos pela categorizacao de subconjuntos de R"™ em dois tipos de categorias
dicotomicas, a saber: um conjunto pode ser aberto ou fechado e um conjunto pode ser

limitado ou limitado:

Definigao 4.1. Um conjunto A C R” é dito aberto se, para cada ponto a € A, existe um
r > 0 tal que
By(a)={peR"||la—p| <r} CA.

O conjunto B,(a) é dito ser a bola aberta de raio r centrada em a. Complementarmente,

um conjunto A C R" é dito fechado se seu complemento A¢ = R™\ A for aberto.

Definicao 4.2. Um conjunto A C R” é dito limitado se existem R > 0 e a € R" de modo

que A C Bg(a). Caso contrério, A é dito ilimitado.

Podemos mostrar que as operacoes de uniao e interseccao de conjuntos tendem
a preservar a propriedade de fechamento dos conjuntos, conforme sumarizamos na

proposicao a seguir:
Proposicao 4.3. As sequintes proposicoes sao verdadeiras:

1. Toda uniao de conjuntos abertos € aberto.
2. Toda interseccao finita de conjuntos abertos € aberto.
3. Toda uniao finita de conjuntos fechados é fechado.

4. Toda interseccao de conjuntos fechados € fechado.

Demonstracao. Nao demonstraremos todos os itens, apenas os relativos a conjuntos
abertos, que utilizaremos na sequéncia. Os demais itens seguem destes como consequéncia
das Leis de De Morgan.

Seja U = {U;}ie; uma familia de conjuntos abertos e seja U = |J,.; U; sua uniao.

el
Tomemos qualquer elemento a € U. Estando na uniao de U, a deve pertencer a algum
dos U;, digamos a € Uy, k € I. Como Uy é aberto, existe uma bola aberta B,(a) C Uy,
que deve também estar contida na uniao U. Portanto, qualquer a € U possui uma bola
B,(a) C U, de modo que U é, de acordo com nossa defini¢ao, aberto. Observe que a
familia U pode ser infinita.

Seja agora U = {Uy,Us,...,U,} uma familia finita de conjuntos abertos e seja
U=UNnUyN---NU,. Se U = 0 nao ha o que demonstrar, uma vez que o conjunto
vazio é trivialmente aberto. Se U # 0, seja a € U. O ponto a pertence a todos os
conjuntos U;, de modo que para cada um deles existe uma bola B,,(a) C U;. Tomando
r = min(ry, 79, ...,7,), a bola B.(a) estard contida em cada um dos conjuntos abertos

Uy, Us, ..., U, e, portanto, B,(a) C U, de modo U é aberto. ]

Continuando nossa caracterizagao de conjuntos de R", definimos agora o conceito de

familias de subconjuntos que cobrem algum outro subconjunto de R™.
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Definicao 4.4. Uma familia & de subconjuntos abertos de R"™ é dito ser uma cobertura
aberta de um subconjunto A C R" se A C |JU. Uma subcobertura de Y é uma subfamilia
de U que também é uma cobertura de A. Uma subcobertura finita é uma subcobertura

que possui uma quantidade finita de membros.

Observe que o nome cobertura aberta é justificado pelo item 1 da Proposicao 4.3} o

qual garante que | JU é um conjunto aberto na defini¢ao acima.

Defini¢ao 4.5. Um conjunto A C R" ¢é dito compacto se toda cobertura aberta de A

possuir uma subcobertura finita.

Um exemplo classico de conjunto compacto sao os intervalos fechados da reta real,

conforme demonstramos na proposi¢ao a seguir:
Proposicao 4.6. Todo intervalo da forma [a,b] C R com a < b é compacto.

Demonstracgao. Para simplificar, vamos considerar o intervalo unitario [0,1] C R.
Seja U = {U;}ier uma cobertura aberta de [0,1]. Seja A = {z € [0,1] |
o intervalo [0, x| pode ser coberto por finitos U;}. O conjunto A é nao-vazio, pois
r =0 € A, uma vez que [0,0] = {0} certamente é coberto por um dos conjuntos U;.
Assim, pela completude dos nimeros reais, o conjunto A possui um menor limite superior,
digamos «. Vamos mostrar, por absurdo, que a = 1. Suponhamos, portanto, que a < 1.
Como U é uma cobertura aberta de [0, 1], v estd contido em algum conjunto de U, digamos
a € U;, j € I. Como U; ¢é aberto, o deve estar contido em uma vizinhanga de raio ¢
em U;. No entanto, (o« — ) € A e [0,a — 5] é coberto por finitos U;, de modo que esta
familia, junto com Uj, cobre [0, a 4 £}, contrariando a definicao de o como menor limite
superior de A. Portanto, devemos ter « = 1 e o intervalo [0, 1] possui uma subcobertura
finita, sendo assim compacto.

Nao é dificil adaptarmos a demonstragao acima para um intervalo qualquer [a, b,
com a < b. O]

As propriedades dos conjuntos compactos serao importantes para a demonstracao
que daremos do Teorema dos Valores Extremos na préoxima se¢ao. No entanto, é evidente
a nao praticidade do uso direto da defini¢ao na caracterizagao de um dado conjunto como
compacto ou nao. Neste sentido, o Teorema de Heine-Borel nos garante que, no caso de

R™, todo conjunto compacto é fechado e limitado:

Teorema 4.7 (Heine-Borel). Um subconjunto de R™ é compacto se, e somente se, é

fechado e limitado.

Note que a Proposicao [4.6| € um caso particular do Teorema de Heine-Borel. No
entanto, a demonstracao deste teorema em toda sua generalidade ¢ um pouco trabalhosa,

de modo que demonstraremos apenas uma das implica¢oes (um conjunto fechado e
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limitado é compacto), que é o suficiente para os nossos fins. Para nossa demonstragao,
precisaremos antes de mais alguns resultados.

O lema a seguir nos garante que todo subconjunto fechado de um conjunto compacto
também é compacto. Este resultado é ébvio no caso de subintervalos fechados [c, d] C |a, b]

de um intervalo fechado como na Proposigao [4.6]
Lema 4.8. Se A C R™ € compacto e A’ C A € fechado, entao A" é compacto.

Demonstragao. Seja U = {U;};c; uma familia de subconjuntos abertos de A cuja unido
contém A’. Vamos construir uma sub-familia finita de U cuja unido ainda contém A’.
Para isso, considere a familia de conjuntos U’ = {U,;}ier U {A°}. Como A’ é fechado,
A’ é aberto e U’ é uma familia de subconjuntos abertos de A. A familia U’ contém
Uic; Ui e, portanto, contém A, além de conter A. Desta forma, U’ é uma cobertura
aberta de A. Como A é compacto, existe um conjunto finito de indices {iy,...,,} tais
que {U;, }r_; U{A°} é uma subcobertura finita de U’. Logo, como o conjunto A" nao
possui elemento de A" e A’ ¢ A C {U;, }7_, U{A}, concluimos que A" C {U; }}_,, ou

seja, {U;, }i_; é uma subcobertura finita de A’ O

O proximo lema é conhecido como o Lema do Tubo e pode ser visualizado no plano
da seguinte forma: sendo I = [a,b] C R, podemos analisar o segmento de reta do plano
formado pelo produto cartesiano de um ponto y com o intervalo I, ou seja, s = I x {y}.
Se U for um conjunto aberto do plano contendo o segmento s, entao devemos ter uma
vizinhanga aberta de y, digamos O = (y — e,y +¢) tal que s = I x {y} C I x O C U,
ou seja, existe um retangulo aberto I X (y — e,y + ¢€) em U contendo o segmento s. A

demonstracao desta afirmacao em um caso geral é dada a seguir:

Lema 4.9 (Lema do Tubo). Seja A um conjunto qualquer em um espago R™ e seja B um
conjunto compacto em R™. Para cada a € A e para cada conjunto aberto U C A x B C
R™™ tal que {a} x B C U, existe um conjunto aberto O C A tal que {a}xB C OxB C U.

Demonstragao. Seja a € A e seja U C A x B um conjunto aberto tal que {a} x B C U.
Para cada b € B, tomemos conjuntos abertos A, C A e B, C B tais que (a,b) €
Ay x By, C U. Como B é compacto, podemos encontrar finitos By, cuja uniao é B, digamos
B = By, UBy,---UBy,. Seja O = Ay, N Ap, -+ - N Ap,. Segue que {a} x BC O x B CU.
Observe que O é aberto pelo item 2 da Proposigao [4.3] m

Uma importante consequéncia to Lema do Tubo é que o produto cartesiano de

conjuntos compactos também ¢é compacto:

Teorema 4.10. Sejam A e B conjuntos compactos. Entao o produto cartesiano A x B é

compacto.

Demonstrag¢ao. Seja U uma cobertura aberta de A x B. Para cada a € A, seja U,

uma subfamilia de U tal que U, seja uma cobertura de {a} x B. Pelo Lema do Tubo
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(Lema [4.9)), existe um conjunto aberto O, C A tal que {a} x B C O, x B C Ul,. Como
A é compacto, existem finitos a1, as,...,ar € A tais que A = Oy, U Oy U ---UQO,,, de
modo que Uy, Uy, U -+ UU,, é uma cobertura finita de A x B. O

Por exemplo, o quadrado fechado [—a,a] X [—a,a] deve ser compacto, dada a
compacticidade dos intervalos reais fechados, assim como o cubo [—a, a| X [—a, a] X [—a, a.

Repetindo este raciocinio podemos demonstrar que o hipercubo n-dimensional é compacto:
Proposicao 4.11. O hipercubo fechado n-dimensional

H,(a) ={(z1,29,...,2,) ER"| —a < z; <a, 1 <i<n}
€ compacto.

Demonstracao. Podemos considerar o hipercubo como o produto de n intervalos fechados:

H,(a) =[—a,a] X [—a,a] x -+ X [a,b]

S

Vv
n intervalos

Pela Proposicao , cada um dos n intervalos [—a, b] € R é compacto, de modo que, pelo
Teorema aplicado n — 1 vezes, o hipercubo H,(a) é também compacto. O

Utilizando nossos ultimos resultados, finalmente podemos demonstrar uma parte do

Teorema de Heine-Borel:
Teorema 4.12. Todo subconjunto A fechado e limitado em R™ € compacto.

Demonstracao. Suponha que A seja fechado e limitado em R™. Como A é limitado,
existe um hipercubo H,(a) de arestas a grandes o bastante tal que A C H,(a). Sendo
o hipercubo compacto, pela Proposigao .11}, vemos que A é um subconjunto fechado de

um conjunto compacto, logo A é compacto pelo Lema O

O resultado que demonstramos é, na verdade, a implicacao mais dificil do Teorema de
Heine-Borel. A reciproca, que consiste em mostrar que todo conjunto compacto é fechado
e limitado, é consideravelmente mais simples, mas ja nos estendemos demais no estudo de
compaticidade. Na proxima secao mostraremos que funcgoes continuas em um conjunto

compacto assumem méaximo e minimo neste conjunto.

4.2 O Teorema de Weierstrass

Agora que estabelecemos alguns resultados bésicos de topologia na se¢ao anterior, vamos
utilizé-los na caracterizacao de fungoes f : R® — R. Primeiramente, observamos que tais

funcoes também podem ser caracterizadas como limitadas ou ilimitadas:
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Definicao 4.13. Seja f : R" — R uma fungao de varias variaveis a valores reais. Dizemos
que f é limitada em A se existe um nimero M tal que |f(p)| < M para qualquer p € A.

Do contrario, dizemos que f ¢ ilimitada.

Relembramos agora a defini¢ao de continuidade para funcoes reais de varias variaveis,

uma vez que esta é a propriedade crucial das funcoes que trataremos:

Definicao 4.14. Seja f : R — R uma fungao definida na vizinhanca de um
ponto py. Dizemos que f ¢é continua em p, quando, dado £ > 0, existe um
d > 0 tal que, para todo p € Bs(po) = {p € R" | [p—po| <} = |f(p) = f(po)| <e.

O lema a seguir, cuja demonstragao adaptamos de (Johnsonbaugh e Pfaffenberger,
2010), é o primeiro resultado que apresentaremos sobre fungdes continuas de vdrias

variaveis a valores reais:

Lema 4.15. Seja f : R® — R uma func¢ao real de vdrias varidveis. Se f for continua

em po, entao existe um conjunto aberto U contendo pg tal que f € limitada em U.

Demonstracao. Pela continuidade de f em pg, tomando 0 < & < 1, existe um d > 0 tal
que, se |p — po| < 0, entdo |f(p) — f(po)] < 1. Tomando p no conjunto aberto Bs(po),

temos

[F @) < 1f(P) = f(o)l + 1f (po)| < 1+ [f(po)l

Portanto f é limitada superiormente por M =1+ |f(po)|, que é fixo para py fixo. O

Utilizando o Lema acima, podemos demonstrar mais uma propriedade

fundamental das fungoes de vérias variaveis a valores reais:

Teorema 4.16. Seja f : R* — R uma fungao de vdrias varidveis a valores reais continua

no subconjunto compacto D C R™. Entao f é limitada em D.

Demonstracao. Pelo Lema para cada py € D existe um conjunto aberto U,
contendo py tal que f é limitada em U,,. Agora, {U,|p € D} é uma cobertura aberta de

D e, como D é compacto, existem pg, p1,...,p, € D tais que
D=U,uU, U---UU,,.

Como f ¢é limitada em U,, para 0 < i <n, f ¢ limitada em U,, UU, U---UU,,. [l

Finalmente estamos prontos para demonstrar o resultado mais importante desta se¢ao
(para nossos propdsitos), o qual nos garante a existéncia de maximos e minimos de fungoes

de varias variaveis a valores reais definidas em conjuntos compactos:

Teorema 4.17 (Teorema de Weierstrass). Seja f : R* — R uma fung¢ao de vdrias
varidveis a valores reais continua no subconjunto compacto D C R™. FEntao existem
o, 1 € D tais que f(po) < f(p) < f(p1) para todo p € D, isto €, a fun¢io [ assume

mazximo e minimo em D.
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Demonstragao. Pelo Teoremal[d.16] f é limitada e, portanto, pela completude dos nimeros
reais, o menor limite superior 7' do conjunto Y = {f(p)|p € D} existe. Devemos mostrar
que f(p1) = T para algum p; € D. Suponhamos, por absurdo, que nao exista tal p;, ou
seja, que f(p) < T para todo p € D. Sendo f continua e T'— f(p) > 0 em D, a fungao

g(p) = T_;f(p) também é continua em D. Logo, pelo Teorema (4.16| g é limitada por algum

nimero S, ou seja, g(p) < S para todo p € D. Desta forma, temos que:

1 1 1
Ip) = 7= <SS = T—-flp)>5 = fp) <T -5 <T,
T—f(p) S S
o que contraria a suposicao de que 1" é o menor limite superior de Y.
A demonstracao de que f assume um minimo em D é analoga. O]

4.3 Sequéncias e o Teorema de Bolzano-Weierstrass

O Teorema de Bolzano-Weierstrass ¢ um resultado classico encontrado em qualquer
livro de Analise, sendo crucial na demonstracao do TFA que daremos. Incluimos aqui,
por completeza, uma demonstracao nos moldes do classico Anélise Real de Elon Lages
Lima (Lima, 2016), adaptada para R".

Comegamos pela definigao de limite de uma sequéncia (pg)reny de pontos em R™:

Definigao 4.18. Dizemos que o limite da sequéncia (py)xen € p se, para todo nimero real

e > 0, existir um numero natural N tal que para todo nimero natural £ > N, tivermos
lpr — p| < e.

Neste caso, dizemos também que a sequéncia (py) converge para p e escrevemos
lim py =p
k—o0

Lembramos que aqui |p| é a norma de p. Se tivermos p = (z1, s, ..., T), entdo sua

norma é [p| = /23 + 23 + - - + 2. E um exercicio concluir que tal limite é tinico.

Demonstramos agora um resultado que nos garante a convergéencia de uma sequéncia

em R™ a partir da convergéncia das sequéncias de suas coordenadas individuais em R:

Teorema 4.19. Seja uma sequéncia (pr)keny = ((Pk1, Pk2, - - - Pkn) JkeN, Sendo py; € o valor
da i-ésima coordenada de py. Se cada sequéncia (pri)reny de R converge para um nimero

real p;, com 1 <1 < n, entao limy_,o pr = p, com p = (p1,P2,- -, Pn)-

Demonstragao. Seja ¢ > 0. Para cada 1 < i < n, pela convergéncia de (pg;)ren, dado

g = \/iﬁ > 0, existe N; tal que, para todo k > N, |pri — pi| < €. Deste modo, para todo
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k> N = max(Ny, No, ..., N,), temos

Pk — Pl = vV (pr1 — 1)+ (Pr2 — P2)2 + - + (Pkn — Pn)?

= \/|Pk1 — 1|2+ |pk2 — p2|® + -+ + [Pkn — Pul?
<Ve? P+ % =Vne? =c.

Portanto, temos limy_,o pr = p. O
Precisaremos ainda da definicao dos conceitos de sequéncia mondtona e limitada:

Definigao 4.20. Uma sequéncia (py)ren ¢ limitada se existir um nimero M € R tal que
|pk| < M para todo k € N.

Definigao 4.21. Uma sequéncia (py)ren em R é mondtona se py < prr1 OU Pg > Prat
para todo & € N. No primeiro caso dizemos que a sequéncia é nao-decrescente, enquanto

que no segundo caso dizemos que a sequéncia é nao-crescente.

O primeiro resultado que demonstraremos nos garante que toda sequéncia monoétona

e limitada de nimeros reais é convergente.
Teorema 4.22. Toda sequéncia (ay)ren, com ax € R, mondtona e limitada é convergente.

Demonstragao. Suponhamos que (ag)reny seja nao-decrescente. Facamos A =
{ai,as,...,ax, ...} e seja a o menor limite superior de A, o qual sabemos que existe pela
completude dos nimeros reais. Mostraremos que a = limy_,, a;. De fato, dado € > 0, o
numero a — € nao é cota superior de A, pois a é a menor das cotas superiores.Logo, existe

N € N tal que a — e < ay < a. Assim, sendo (ag)reny nao-decrescente, temos:
n>N = a—ec<ay<ag<a<a+e = |a—a| <cg,

de modo que limy_,o, a, = a.
Similarmente, se (a)ken for ndo-crescente, tomamos a o maior dos limites inferiores

de A ]

Agora demonstraremos, como um corolario, o Teorema de Bolzano-Weierstrass em
seu caso mais simples, considerando novamente uma sequéncia de niimeros reais (a)gen,

ai, € R:

Corolario 4.23 (Teorema de Bolzano-Weierstrass em R). Toda sequéncia (ay)gen, com

ar, € R, limitada possui uma subsequéncia (ax)ren convergente.

Demonstragao. Nossa demonstragdo consiste em mostrar que toda sequéncia (ag)ken
possui uma subsequéncia monotona. Diremos que um termo a; da sequéncia é destacado
quando a, > a, para todo p > n. Seja D C N o conjunto de indices n tais que a; ¢ um

termo destacado. Se D = {n; < ny < --- < ng < ---} for um conjunto infinito, entao
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a subsequéncia (ax)nep sera monétona e nao-crescente. No entanto, se D for finito, seja
ni € N maior que todos os indices em n € D. Entao a,, nao é destacado, pois ny ¢ D,
de modo que existe ny > ny tal que a,, < a,,. Por sua vez, a,, nao é destacado, logo
existe ng > ny tal que a,, < a,, < a,,. Continuando este procedimento obtemos uma
subsequéncia crescente a,, < anp, < - Qy, < -

Assim, sendo (ag)ken limitada, sua subsequéncia que demonstramos existir acima

também o ¢, de modo que, pelo Teorema |4.22] tal subsequéncia é convergente. O

Nao ¢ dificil generalizarmos o Teorema de Bolzano-Weierstrass para outras
dimensoes, uma vez que podemos tratar cada coordenada de maneira independente (pelo
Teorema [4.19)), conforme mostramos a seguir:

Corolario 4.24 (Teorema de Bolzano-Weierstrass em R"). Toda sequéncia (pg)ken, com

pontos em R™, limitada possui uma subsequéncia (py)ren: convergente.

Demonstracao. Seja py = (g1, Pr2s - - -, Pkn)- Sendo (pg)ren limitada, para cada 1 <1i < n,
as sequéncias de coordenadas (pg;)ken também devem ser limitadas. Pelo Teorema m,
(pr1)my possui subsequéncia convergente, digamos com indices em N; C N. Novamente
pelo Teorema m, (Pk2)ken, também possui subsequéncia convergente, digamos com
indices em Ny C N;. Continuando desta forma, obtemos n conjuntos infinitos de indices
taisque N, C N,,_1 C---C Ny CN; CNe

lim pr; = p;.
kGNipkl Di

Entéao, colocando p = (p1,p2, - - ., pn) no Teorema [4.19] concluimos que

li =p.
wen, PF TP

]

Concluimos este capitulo com a observagao de que o Teorema de Bolzano-Weierstrass
é valido também para sequéncias de nimeros complexos. Em esséncia, podemos fazer

uma correspondéncia de pontos (z,y) em R? com pontos z + iy em C, de modo que o
Teorema é aplicdvel.
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Capitulo 5

Otimizacao e Multiplicadores de

Lagrange

No capitulo anterior demonstramos o Teorema de Weierstrass, o qual nos garante a
existéncia de maximo e minimo de uma funcao continua em um conjunto compacto.
Neste capitulo consideraremos a area de otimizacao de fungoes reais de varias variaveis.
Focaremos nossos estudos em funcgoes f : R® — R, porém nos restringiremos ao caso
n = 2 sempre que houver ganho em simplicidade, uma vez que ¢é este o caso necessario
para nossa demonstragao do TFA.

No estudo de otimizacao de funcoes, estamos interessados em encontrar pontos

extremos (locais ou globais) de uma funcao, que sdo definidos a seguir:

Definicao 5.1. Seja f : D C R®™ — R uma funcao real a valores reais. Dizemos que
o ponto z* € D é um mdzimo global de f se f(x) < f(x*),Vz € D. De modo similar,
dizemos que z* € D é um minimo global de f se f(x) > f(z*),Vx € D.

Dizemos que o ponto z* é um mdximo local se existir um nimero 6 > 0 tal que
f(z) < f(2*),Vo € Bs(z*) N D. Analogamente, dizemos que z* é um minimo local se
existir um ndmero § > 0 tal que f(z) > f(z*),Vz € Bs(x*) N D.

Um ponto de maximo ou minimo de uma fungao ¢é dito ser um extremo local ou global,

de acordo com o caso.

E pertinente observarmos que, pela definicao acima, todo extremo global é também
um extremo local.

Uma vez definido nosso objeto de estudo e ja demonstrada a existéncia de extremos
globais de fungdes continuas em conjuntos compactos na Secao [4.2] vamos focar agora em

como encontrar tais extremos de uma maneira pragmatica.

5.1 Encontrando os extremos

O seguinte teorema é um resultado classico e nos d4 uma condigao necesséria, porém nao

suficiente, para que um ponto x* seja um extremo local de uma funcao unidimensional f
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diferencidvel em z*:

Teorema 5.2. Seja f: R — R uma funcao real. Se x* for um mdximo ou minimo local
de f e f'(z*) existir, entao f'(x*) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que z* seja um maximo local de f. Entao existe um § > 0
tal que f(z) < f(z*),Vz € (z* — 0,2* 4+ §). Sendo h um numero real tal que 0 < h < 4,

temos:
fla ) = f@) o fa@ ) = fa)
h - h—0+ h -

Por outro lado, escolhendo um numero real h tal que —0 < h < 0, temos:

J ) S | )~ )
h - h—0— h

> 0.

Os limites laterais acima existem pela hip6tese da existéncia de f’(z*). Ora, por esta

mesma hipotese tais limites devem ser iguais, de modo que devemos ter:

. fl@*+h)— f(z")
/ ol 1 =0.
fi(z") lim N 0
A demonstragao no caso em que z* é minimo local é analoga. O]

Um caso que exemplifica a nao-suficiéncia do Teorema acima na determinagao de

3 cuja derivada é nula em = 0 sem possuir um minimo

extremos é o da fungao f(z) =z
ou maximo neste ponto, uma vez que toda vizinhanga centrada em z = 0 possuira valores
maiores e menores que f(0) = 0. Neste caso, a fun¢ao possui um ponto de sela na origem,
caracterizado pelos sinais contrdrios da derivada f’(z) = 3x? & esquerda e 4 direita da
origem.

O Teorema [5.2] ¢ muito 1util na caracterizacao dos pontos extremos de uma funcao,
mas nao exaure todas as possibilidades, uma vez que podem haver extremos em pontos
de nao-diferenciabilidade da fun¢ao ou nas extremidades do dominio. Com a seguinte

definicao poderemos sintetizar, em um corolario na sequéncia, esta observacao:

Definicao 5.3. Seja f: D C R" — R. Um nimero z € D é um ponto critico de f se a

derivada de f em x for nula ou indefinida.

Corolario 5.4. Se x* for um extremo local de f : D C R — R, entao z* e um ponto

critico de f.

Veja que no corolario acima contemplamos a possibilidade de extremos nas
extremidades do dominio de f, uma vez que a derivada ¢é indefinida nestes pontos, que
sao, portanto, pontos criticos.

Vejamos algumas situacoes em que temos pontos criticos de derivada indefinida. Um
caso ¢ o de fungoes definidas em um intervalo fechado, onde a funcao nao ¢ diferenciavel

nas extremidades do seu dominio, uma vez que possui no maximo um dos limites laterais.
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Outro caso ocorre em pontos nos quais a fungao possui limites laterais distintos, mesmo
sendo continua, como a funcao f(x) = |z| em = = 0.

Até aqui nao nos preocupamos com o problema inverso: sabemos que todo extremo
local é um ponto critico, mas como podemos determinar quais pontos criticos sao minimos
ou méaximos locais (ou nenhum dos dois)? Existem alguns testes que podem responder
a esta questao, mas nao trataremos disto nesta dissertacao, por se tratar de conteido
marginal aos nossos objetivos. Sugerimos ao leitor interessado a referéncia (Guidorizzi,
2001, pag. 282).

Vejamos um exemplo concreto:

Exemplo 5.5. Vamos encontrar os extremos globais da fungao f : [—%, %] — R definida
por f(z) = x + Va2

Precisamos encontrar os pontos criticos de f. Calculando a derivada, temos f'(z) =

1+ 3\3/‘14, a qual nao estd definida em = 0, sendo este nosso primeiro ponto critico.
X

Calculando agora os zeros da derivada, temos:

2x

fliz) =14 —==0 = 3Vat= -2 = 272" = -8&*° —
) 3Vt
8
3
x°(27x + 8) x o
Assim, temos mais um ponto critico em x = —2%. Finalmente, temos mais dois pontos

criticos nas extremidades do dominio de f, totalizando assim quatro pontos criticos:

3 8 1 ;. . . N .
{—%,—%,0,z}. Pelo Coroldrio , quaisquer extremos locais e, por consequéncia, oS

extremos globais, estao localizados nestes pontos. Para determinarmos os extremos
globais, basta calcularmos o valor de f em todos os candidatos e selecionar aqueles com

o0 maior e menor valor como sendo o maximo e o minimo global, respectivamente. Neste

1
5

Na Figura[5.1] temos o gréfico de f, no qual identificamos o minimo global em z = 0 e

caso, vemos que x = 0 é o minimo global e x = = é 0 maximo global.

o maximo global em x = %, conforme nossa andlise acima. Apesar de nao demonstrarmos

=8
277

dos pontos criticos encontrados anteriormente.

isto, f possui um maximo local em z = como é aparente pelo grafico, sendo este um

5.2 Extremos sujeitos a restricoes

Definiremos agora o problema que os multiplicadores de Lagrange do titulo deste capitulo
se propoe a resolver, que consiste em encontrar os maximos e minimos de uma fungao

sujeita a uma restricao:

Definicao 5.6. Sejam f: Dy CR" = Re g: Dy C— R"R fungoes reais. Denotemos
o conjunto de nivel zero de g por M = {p € D, | g(p) = 0}. Se existir um ponto
a € M N Dy tal que f(p) < f(a),Vp € M N Dy dizemos que f possui um maximo local no
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0.5

0.4]

|
-0.6 -0.4 -0.2 0.2

Figura 5.1: Gréfico de f(z) =z + V22 com seus pontos criticos no intervalo [—2, 1.

ponto a sujeito a restrigao g(p) = 0. A equagao g(p) = 0 é dita ser a equagao de restrigao.

Analogamente define-se o conceito de minimo local.

Uma forma usual de considerarmos a definicao acima é olharmos para a equacao de
restricao g como uma restricao ao dominio da funcao f que estamos otimizando.

Vejamos um exemplo do tipo de problema que estamos tratando:

Exemplo 5.7. Vamos tomar f(z,y) = 22 +y* e g(x,y) = v + y + 2. Nosso problema
consiste em encontar, se existirem, os valores maximos e minimos de f satisfazendo a
equagao de restrigao g(x,y) = x+y+2 = 0. O grafico de f é uma superficie paraboldide
em um espaco tridimensional, enquanto que neste mesmo espaco a equacao de restricao
representa um plano paralelo ao eixo z. Observe que no plano zy a equagao de restricao
representa uma reta. Podemos isolar uma das varidveis da equacao de restricao, digamos

y = —x — 2, e substituir em f, obtendo assim uma fun¢ao de uma variavel:
h(z) = f(z,—1v—2)=2> + (—x —2)* =22° + 40 + 4

Como h ¢é uma fungao real continua em todo R, é aplicdvel o Teorema [5.2, de modo

que seus valores extremos devem satisfazer a condicao
W(zx)=0=4r+4 = x=—1.

O ponto z = —1 ¢ um minimo de h, que pode ser escrita como h(z) = 2(z + 1)* + 2.

Observe que h nao possui um méximo, uma vez que lim,_,4, h(x) = +00. Portanto, pela
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equagao de restrigao, obtemos y = —x —2 = —(—1) —2 = —1 e 0 ponto (z,y) = (—1,—1)
¢ um minimo de f sob a restricao imposta.

Na Figura [5.2] ilustramos este problema. Veja como a interse¢ao do paraboldide com
o plano obtido a partir da equacao de restricao corresponde a uma parabola, de acordo

com a func¢ao h(z) obtida acima.

15

10

0
Yy

Figura 5.2: Gréfico do paraboldide f(z,y) = 22 + y* com o plano z +y + 2 = 0 e sua
intersecao, que é a parabola azul paralela ao eixo z. Em vermelho temos a equacao de
restricao no lano zy.

No exemplo acima conseguimos facilmente escrever explicitamente uma variavel em
funcao da outra a partir da equacao de restricao. No entanto, isso nem sempre é possivel
ou, mesmo sendo possivel, pode ser muito trabalhoso. A boa noticia é que, sob certas
condigoes, podemos encontrar solugoes do problema de otimizacao mesmo em casos nos

quais nao temos a representacao explicita da relacao funcional entre as varidaveis x e y.
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5.3 O Método dos Multiplicadores de Lagrange

O famoso Teorema da Funcao Implicita nos mostra que, sob algumas condigoes, é possivel
demonstrar a existéncia de funcoes locais relacionando as varidveis z e y de uma equagao
da forma g(z,y) = 0. Sua demonstracao envolve demasiados detalhes técnicos, de modo
que apenas o enunciaremas aqui. Uma demonstragdo pode ser encontrada em (Lima,
2013, pag. 84).

Teorema 5.8 (Teorema da Fungao Implicita). Seja g : D C R? — R continuamente
diferencidvel em um conjunto aberto S C D contendo o ponto (xg,yo), com g(xo,y0) =0 e
9y(z0,y0) # 0. Entao eziste uma vizinhaga M de (xo,yo), contida em S, e uma vizinhanga
N de xog em R na qual estd definida uma unica funcdo continuamente diferencidvel h :

N — R tal que Yxo € N, temos (zo,y0) € M, h(zo) = yo, 9(z0,%0) = 0 € gy(x0,yo) # 0.

A ideia por tras do Teorema da Funcgao Implicita é essencialmente simples: se dermos
um zoom detalhado o bastante na vizinhanga de um ponto (g, yo), podemos obter y como
funcao de x nessa vizinhanca desde que o grafico de f nao seja vertical nessa vizinhanca.
Dai vem a restri¢ao g,(zo,y0) # 0. No entanto, se o grafico for vertical neste ponto,
podemos obter x como fungao de y, desde que g, (o, yo) # 0. Uma outra forma de vermos
isso é que podemos trocar x por y em cada ponto do teorema acima e obteremos uma
versao na qual a exigéncia é g,(zo,yo) # 0 e a fungao nos fornece x em funcao de v,
h(yo) = xo.

Um corolario do Teorema da Funcgao Implicita que utilizaremos nos fornece uma
formula para a derivada da funcao implicita em termos das derivadas parciais da funcao

original:

Coroldrio 5.9. Sejam g : R* > R, h: R = R e (xg,y0) como no Teorema [5.8 Entdo

temos: dh(x0) _ _ ga(wo, h(0))

dz gy (20, h(x0))

Demonstragao. Sendo g diferenciavel em (g, yo) e h diferencidvel em zy podemos utilizar

a regra da cadeia para calcular:

dg(zo, h(7o))

dh(l’o)
dx )

dx

= g(T0,Y0) + gy (w0, h(70))

A derivada acima é zero, uma vez que g(x, h(z)) = 0. Como, por hipétese, g,(zo,yo) # 0,
podemos reajarranjar a equacao de modo que a obter o resultado:
dh(Io) dh(ivo) gx(an h({L'()))

0= 9a(0, o) + 9y(w0, hlw)) =5 = = == = = o S0
Yy 9
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Neste ponto temos todas as ferramentas necessarias para demonstrar o principio
basico por tras do método dos multiplicadores de Lagrange, que condensaremos no

teorema a seguir, para o caso n = 2:

Teorema 5.10 (Multiplicadores de Lagrange). Seja U C R? um conjunto aberto e sejam
f:U—=Reg:U — R continuamente diferencidveis. Seja (xo,yo) € U com Vg(xg,yo) #
(0,0). Se (zg,y0) for um extremo local de f sujeito a restricio g(x,y) = 0, entdo existe

um A € R tal que
V f (w0, yo) = AVg(z0, yo)-

Demonstragao. Sendo Vg(xo,yo) = (9z(Z0, Y0), 9y(0, Yo) # (0,0), podemos assumir sem
perda de generalidade que g, (%o, yo) # (ﬂ

Pelo Teorema existe uma vizinhanga V' C U de (zo,yy) na qual estd definida
uma funcdo continuamente diferenciavel h tal que y = h(x) e g(z, h(x)) = 0. Para todo
ponto (z,h(z)) € V, a funcao unidimensional f(z,h(x)) é continua em V', pois f e h sdo

continuas neste dominio. Pela Regra da Cadeia, temos

df (z, h(z))
dx

dh(z)
dx

= fa(x, h(2)) + fy (2, h(z))

Se (9, yo) for um extremo de f(z,y) = f(x,h(zx))), entdo zy é um extremo sem restri¢ao
de f(z,h(x)), de modo que, pelo Teorema devemos ter:

df (zo, h(x0))
dx

dh(.ﬁlﬁo)

= 0.
dx

= fa(2o, M(20)) + fy (o, h(x0))
Sendo g, (o, y0) # 0, podemos fazer

dh(zo)  fuo(wo, h(wo))

dx fy (o, (o))

Pelo Corolario 5.9 também temos que

dh(zo)  gu(zo, h(20))

dx 9y(wo, b))

dh(zo)

Igualando as duas expressoes para —,

e reajarrando, temos:

fulwo h(za)) = ) . (0, b)),

Fazendo

fy(wo, b))
9y(20, h(20))

e obtemos o resultado. O

A= = fy(w0, h(x0)) = Agy(wo, h(x0))

1Caso tivermos g, (o, y0) = 0 € g (o, yo) # 0, aplicamos o Teorema com os papéis de x e y invertidos
para encontrar uma fungao h(y) =z
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O Teorema de Lagrange nos fornece uma poderosa ferramenta computacional, muitas
vezes simplificando enormemente um problema. No entanto, ressaltamos que este fornece
apenas uma condi¢cao necessaria, dadas as hipdteses, que um extremo deve satisfazer.
Desta forma, é possivel que pontos que nao sejam extremos ainda assim satisfacam a
relacao de proporcionalidade entre os gradientes. Para nossos fins, este detalhe nao é
de muita importancia, e apesar de nao ser este o uso que faremos do teorema em nossa
demonstracao, vamos ilustrar seu aspecto computacional com um exemplo, uma vez que

esta é sua utilidade usual em cursos de Calculo.

Exemplo 5.11. Nosso objetivo é encontrar os extremos locais de f(x,y) = 2% + y* com
a restrigao g(z,y) = (22 +y* +y)?> — 2> —y? = 0. Uma forma de olhar para este problema
é considerar que a funcao f(z,y) = 2? +y* ¢ a distancia quadrada de um ponto (z,y) do
plano a origem, de modo que estamos na verdade perguntando quais os pontos da curva
g(z,y) = (2 +y* +y)? — 2% — y*> = 0 que possuem maior ou menor distancia a origem do
plano cartesiano.

Observe a dificuldade que terfamos ao isolarmos y ou x na equacao de restri¢ao.
Apesar de nao demonstrarmos aqui, por nao ser necessario ao que segue, a equacao de
restricao representa uma curva plana fechada, sendo um exemplar da curva conhecida
como cardidide, a qual apresentamos na Figura [5.3] Observando a figura vemos o que
parece ser um ponto de distancia minima na origem e o que parece ser um ponto de
distancia maxima em (z,y) = (0,—2). Vamos utilizar o método dos multiplicadores de

Lagrange para corroborar nossas observagoes.

Sendo f e g continuamente diferencidveis, podemos utilizar o Teorema de Lagrange
para encontrar os extremos locais deste problema. Comegamos pelo calculo dos gradientes,

que neste caso sao:

Vf(z,y) = (2z,2y)
Vy(z,y) = 2@ +y* +y)2z — 22,2(2” + y* + )2y + 1) — 2y)

O Teorema de Lagrange nos diz que nos extremos locais V f(z,y) = AVg(z,y),
mas com a condi¢ao de que Vg(x,y) # (0,0). Nao é dificil concluir que, neste caso,

Vg(xz,y) = (0,0) e g(z,y) = 0 <= (x,y) = (0,0), bastando analisarmos o seguinte

sistema:
2(z* +y* + )2z — 22 =0
20+  +y)(2y+1) —2y =0
Se z # 0, dividimos a primeira equacao por x e obtemos 2(z? + y*> +y) = 1, que

substituido na segunda equacao fornece 1 = 0, um absurdo, de modo que devemos ter
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Figura 5.3: Cardidide de equagao (2% + y* +y)* — 22 — y* = 0.

x = 0. Substituindo x = 0 na segunda equagao, temos:

3
W +y)2y+1)—y=0 = ¢’y +3) =0 — y=0ouy=—7

Vemos que ¢(0, —%) = —f—g # 0 e que g(0,0) = 0. Portanto, o ponto (0,0) é um candidato
a extremo e tem que ser analisado separadamente, pois nao se enquadra nas hipoteses do
Teorema de Lagrange. Neste caso, vemos facilmente que se trata de um minimo global,
pois f(z,y) = 2*+y*=0> 0= f(0,0). Observe como, na Figura , acurva g(z,y) =0
possui um bico na origem, sendo impossivel determinar uma tnica direcao para a reta

tangente.

Para encontrar os outros possiveis extremos, utilizamos as equacoes derivadas do
Teorema de Lagrange, que juntamente com a equagao de restricao forma um sistema

nao-linear de trés equacoes a trés incognitas:
2(2 + 2 +y)2z — 2v = N2z

2(:{;2—|—y2+y 2y +1) — 2y = A2y
(Z*+y° +y)’ —a?—y* =0

)
)
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Figura 5.4: A curva sobre o paraboldide é a restrigao de f(z,y) = 2% + y* ao dominio
g(z,y) = (2> +y* +y)? — 22 — y* = 0, que é a curva em formato de maga no plano zy.
Observe que a curva azul possui o menor valor de z = f(z,y) na origem e o maior valor
no ponto (0, —2,4).

Rearranjando estas equagoes, ficamos com o seguinte sistema:

2e(x® +y° +y) =x(A+1) (5.1)
(2 + v +y) 2y +1) =y(A+1) (5.2)
(2 + Pty =22 +9° (5.3)

Vamos mostrar agora que devemos ter x = 0. Suponhamos, por absurdo, que = # 0.
Dividindo ambos os lados da equagao (5.1)) por z, obtemos A + 1 = 2(z* + 3> + y).
Substituindo na equagao (j5.2)), ficamos com

(@®+ v+ )2y + 1) = 2y(a® + v° + y).

Neste ponto, temos duas possibilidades. Se (z?+y*+y) # 0, dividimos ambos os lados da
tltima equacao por (z2+y?+y) e obtemos 1 = 0, o que é claramente impossivel. Portanto,
resta-nos a outra alternativa, ou seja, devemos ter (:c2 +y? + y) = 0. No entanto, neste
caso, substituindo na equacao , obtemos 0 = 22 + 3> = x = 0, o que contraria

nossa suposicao inicial de que x # 0. Logo, devemos ter x = 0. Substituindo = = 0 na
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equacao (5.3), obtemos:
W' +y)’=y" = yy+2)=0 = y=0ony=-2

A solugao y = 0 é descartada, pois supomos (z,y) # (0,0), deixando-nos com uma tnica
solucdo (x,y) = (0,—2). O valor de f neste ponto é f(0,—2) = 4, o que nos mostra que
este ponto nao é um minimo global. De fato, este ponto é um maximo global, apesar de
nao podermos mostrar isso apenas com o Teorema de Lagrange. A Figura 5.4/ nos fornece

mais alguma evidéncia computacional de que é isso que ocorre de fato.

5.3.1 A geometria dos Multiplicadores de Lagrange

Em nossa demonstracao do Teorema de Lagrange, estd escondido um fato bastante
interessante que nos permite obter uma interpretacao geométrica do mesmo: podemos
mostrar que em um extremo (o, yo) o vetor gradiente Vg(xo, yo) é perpendicular a curva
g(x,y) = 0. Assim, o Teorema de Lagrange estd na verdade dizendo que o vetor gradiente
V (o, o) é também perpendicular a curva de restrigao.

Observe como, no Corolario temos:

dh(l’o)
dx

9= (20, Yo) + gy(0, h(70)) =0 = Vg(xo,y0) - (1, (x0)) =0,

mostrando que o gradiente de g é perpendicular ao vetor (1,h/(xg)), que nada mais é do
que o vetor tangente a curva 7(t) = (¢, h(t)) no ponto (o, h(zo)).
Por outro lado, na demonstragao do Teorema também mostramos que, em um

ponto extremo de f(z,y) sob a restrigao g(z,y), temos

dh(l‘o)

T =0 = Vf(zo,40) - (1, W (x0)) =0,

fa(z0, M(w0)) + fy(z0, h(0))

mostrando que o gradiente de f também é perpendicular a curva de restricao em pontos
extremos.

[lustramos esta situacao na Figura [5.5], em que utilizamos mais uma vez o
Exemplo[5.11] Deste ponto de vista, procuramos dentre as curvas de nivel de f aquela que
tangencia o grafico de g. Veja como V f(z,y) e Vg(z,y) sao perpendiculares ao grafico
de g neste ponto, sendo, portanto, paralelos entre si. Esta é a esséncia do método dos

multplicadores de Lagrange.
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Figura 5.5: Cardidide de equacao g(z,y) = (22 + 4*> + y)? — 22 — y* = 0 com algumas
curvas de nivel de f(x,y) = 2?4+ y?. No ponto de tangéncia temos V f(z,y) = A\Vg(z,y),
com \ = 2. Os gradientes estao com um quarto de seu comprimento apenas por questoes
estéticas.
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Capitulo 6

Uma demonstracao do Teorema
Fundamental da Algebra

Nos capitulos anteriores demonstramos uma série de resultados em &areas diversas da
Matematica que agora serao utilizados em uma demonstragao do TFA.

Nessa demonstracao, precisaremos ainda de um resultado basico de anélise vetorial:

Proposicao 6.1. Sejam i e U dois vetores tais que u = AU, para algum A € R, e

stmultaneamente 4 L U. Entdo u© = 0.

Demonstracao. Como u e v sao perpendiculares, seu produto escalar é nulo:
u-v=0.
Utilizando a hipétese de que u = A\v, temos:
@] =@ @ =1-(\0) =\ -7) =0 = @ =0.
m

A ideia principal da demonstracao estd no lema a seguir, adaptado do lema central
em (de Jong, 2009). Os objetos centrais de interesse sao as curvas de nivel U, e V. das

partes real e imagindria de um polindémio, como estabelecidas na Definic¢ao [3.15]

Lema 6.2. Seja p(z + iy) = u(z,y) + w(z,y) um polinémio nao-constante. Seja U, =
{z =2 +iy € C | u(x,y) = ¢} uma curva de nivel de u(x,y) ndo-vazia e nao-singular.
Entao eziste (a,b) € U, tal que v(a,b) = 0.

Demonstragao. Estamos interessados nos extremos da fungao v? : R? — R, v?(z,y) =

(v(z,y))?, com a restricio u(x,y) = c. Esta fungdo é continua, uma vez que, sendo p

2

continua, entao v é continua pela Proposicao e v° ¢é continua por ser produto de

funcoes continuas.
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Comecaremos demonstrando a existéncia de um minimo global. A Proposicao [3.5
nos diz que |p(2)|? = v*(z,y) +v*(z,y) — oo quando |z| — oo. Deste modo, se tomarmos

um ponto fixo (z*,y*) € U,, existe um R > 0 tal que
u?(z,y) + 0 (@, y) = &+ 0¥ (@,y) > E 0¥ (2" y)

para todo (z,y) € U, com 2% + y* > R?.

Consideremos agora o conjunto S = {(z,y) : 22 + y* < R} N U,. Vamos mostrar que
S é compacto. B imediato que {(z,y) : 224y? < R} é fechado e limitado. Que o conjunto
U ={z=a2+1iy € C|u(zx,y) = c} é fechado pode ser visto pelo seguinte argumento.
Tomando um ponto (zg,yo) ¢ U., temos u(xg,yo) = co # ¢ e, pela continuidade de wu,
existe uma bola aberta B. (g, yo) tal que u(z,y) # ¢ para todo (z,y) € B.(xq,yo). Logo,
o complemento de U, é aberto e, por consequéncia, U,. deve ser fechado. O conjunto S,
sendo a interseccao de dois conjuntos fechados, é fechado pela Proposicao e, por ser
também limitado, compacto pelo Teorema [£.12]

No conjunto S, pelo Teorema m, a fungao v? possui um minimo, digamos (a,b).
Sendo assim, v%(a,b) < v*(z,y) para todo (z,y) € S e v*(a,b) < v*(z*,y*), de modo que
(a,b) € U, é de fato um minimo global de v?. Nos resta mostrar que este minimo ¢ zero.

Uma vez estabelecida a existéncia de um minimo global em (a, b), podemos aplicar
o Teorema de Lagrange, que nos garante a existéncia de um A € R tal que Vo?(a,b) =

AVu(a,b), ou seja:
2v(a,b)(vy(a,b),vy(a, b)) = Auy(a,b), uy(a,b)).
Utilizando as equagoes de Cauchy-Rieman, obtemos
2v(a, b)(—uy(a,b), uz(a, b)) = Mug(a,b), u,(a,b)).

Portanto, temos duas possibilidades: wv(a,b) = 0 ou (—uy(a,b),u.(a,b)) =
m(ub@(a, b),u,(a,b)). Porém, sendo o vetor (—uy(a,b), u,(a,b)) perpendicular ao vetor
(ug(a,b),u,(a,b)), a Proposigao aplicada nesta tultima possibilidade nos diz que
(—uy(a,b),uz(a,b)) = (0,0) = (uz(a,b),u,(a,b)), o que é impossivel neste caso, uma
vez que, por hipétese, U. é nao-singular e Vu(a,b) = (u(a,b),u,(a,b)) # (0,0). Logo,

v(a,b) = 0. O

Observe que o lema acima continua vélido se forem invertidos os papéis de u(z,y)
e v(x,y) e se consistentemente trocarmos U, por V. = {z = z + iy € C | v(z,y) = c}.
Com esta observacao, finalmente estamos aptos a demonstrar o TFA, o qual enunciamos

novamente:

Teorema 6.3 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinomio p nao-constante tem

pelo menos uma raiz complexa.
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Demonstra¢ao. Vamos considerar as partes real e imaginaria do polinémio, p(z + iy) =
w(z,y) + w(z,y). Conforme demonstramos na Proposigao e na Proposicao m,
existem infinitos valores de ¢ tais que a curva de nivel U, é nao-vazia e nao-singular.
Aplicando o Lemapara alguma destas curvas U.., obtemos um ponto (a, b) € U. tal que
v(a,b) = 0, de modo que a curva de nivel V; é ndo-vazia. Se V; for também nao-singular,
podemos aplicar novamente o Lema [6.2] com os papéis de u e v trocados para concluir
que existe um ponto (a*,b*) € Uy com u(a*,b*) = 0. Portanto, (a*,b*) € Uy NV, e
p(a* +ib*) = 0.

Se Vy for singular, nao podemos aplicar o Lema diretamente e precisamos
acrescentar um outro argumento. Neste caso, aplicamos o Lema |3.17| para V;, que é
nao-vazia, pois (a,b) € Vp, obtendo um intervalo I, digamos da forma (0,s), s > 0,
tal que V; é nao-vazia para todo t € I. Como, pela Proposicao 3.18, V; é singular
em uma quantidade finita de pontos ¢ € I, podemos tomar uma sequéncia (¢, )nen,
com ¢, € I, convergindo para 0 de modo que para qualquer ¢, nesta sequéncia V. ¢é
nao-vazia e nao-singular. Aplicando o Lemal6.2|para cada uma destas curvas, encontramos
(ap,b,) € V., com u(a,,b,) = 0. A sequéncia (a,,b,)nen € limitada, pois do contrério
terfamos |p(ay, +iby)|* = u2(an, by) +02(an, Yn) = 2 — 00 se /a2 + b2 — oo. O Teorema
de Bolzano-Weierstrass (Teorema nos garante que toda sequéncia limitada em R?
possui uma subsequéncia convergente, de modo que podemos assumir a existéncia de uma

subsequéncia (a,, b, )nen convergente para um limite que denotaremos por (@, b). Entdo:

u(a,b) = lim u(an,b,) =0,
n—oo

v(a,b) = lim v(ay,b,) = lim ¢, = 0.
n—oo n—oo

Atingimos, portanto, nosso objetivo de mostrar que Uy N Vy # 0 e o TFA estd

demonstrado. O
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Apeéendice A

Um breve historico do Teorema
Fundamental da Algebra

A histéria do desenvolvimento do Teorema Fundamental da Algebra (TFA) esta
intimamente relacionada com o estudo das equagoes polinomais e o desenvolvimento dos
nimeros complexos.

Nos primeiros estudos das equagoes polinomiais, feitos por babilonios, gregos, hindus
e posteriormente pelos drabes, consideravam-se apenas solugoes positivas, de modo que
nao havia o contexto necessario para a elaboracao do TFA.

No século XVI, com a resolucao do caso geral das equacoes cubicas por Tartaglia,
publicado pela primeira vez por Cardano em seu Ars Magna (Eves, 2005, pag. 303), os
nimeros complexos surgiram como ferramentas formais para a determinacao de raizes
reais de polindmios com coeficientes reais.

O TFA foi enunciado pela primeira vez por Peter Roth em 1608 na forma “toda
equacao polinomial de grau n possui exatamente n solugoes”, apesar de muitas fontes
citarem Albert Girard como o primeiro a fazé-lo em 1637 (Fine e Rosenberger, 1997, pég.
3).

A.1 As primeiras tentativas de demonstracao

A primeira tentativa publicada de demonstracao do TFA foi devida a Jean le Rond
D’Alembert em 1748, tendo sido elaborada em 1746 (i Carrera, 1992)). O resultado que

D’Alembert propoe-se a demonstrar é:
Teorema A.1. Todo polinémio p(z) com coeficientes reais possui uma raiz compleza.

Pode nao parecer evidente, mas este teorema é equivalente ao TFA conforme
enunciado no texto principal no Teorema [6.3] A esséncia desta equivaléncia estd no fato
de que podemos associar a todo polinomio ¢ com coeficientes complexos o polindmio com
coeficientes reais dado por p(z) = ¢(2)q(z) (veja o Teorema 3.4.2 em (Fine e Rosenberger,

1997, pag. 31) para um demonstragao completa desta equivaléncia).
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A demonstragao de D’Alembert baseia-se em dois resultados:
1. Existe um minimo do médulo [p(z)];

2. Se p(zo) # 0, entao qualquer vizinhanga de zy contém um ponto z; tal que |p(z1)]| <

|p(20)]. Este resultado ficou conhecido como o lema de D’Alembert.

Um esbogo do argumento de D’Alembert é que se os resultados 1 e 2 sao validos e zy é
um minimo de |p(z)], entdo necessariamente |p(zp)] =0 = p(zp) = 0.

Um ponto critico do argumento de D’Alembert esta em sua demonstracao do lema de
D’Alembert, a qual baseia-se na resolugao da equagao w = p(z) para z como uma série de
poténcias fracionarias em w. Foi somente em 1850 que Puisex demonstrou rigorosamente
o resultado utilizado por D’Alembert, deixando claro que a demonstracao de D’Alembert
estava incompleta (Stillwell, 2010}, pag 268). Em todo caso, uma demonstragao elementar
do lema de D’Alembert foi dada por Jean-Robert Argand em 1806, mostrando que
o argumento original de D’Alembert era desnecessariamente complicado. Para uma
demonstracao do TFA no espirito de D’Alembert e Argand, veja (Aigner e Ziegler, 2009,
pag. 127), o qual inclui uma demonstracao completa do lema de D’Alembert.

A segunda tentativa de demonstracao do TFA foi dada pelo grande matematico suico
Leonhard Euler. Em uma carta enviada para Goldbach em 1742, Euler afirmava ter
demonstrado o TFA para polinémios de grau até 6 (Kline, 1990, pag 598). No entanto,
estamos mais interessados na demonstracao do caso geral publicada por ele em 1749.
Euler, assim como D’Alembert, atacou uma versao do TFA um pouco diferente da forma

enunciada no Teorema [6.3] evitando assim referéncia a nimeros complexos:

Teorema A.2. Todo polinémio real p(x) pode ser decomposto como o produto de fatores

lineares ou quadraticos.

Para uma demonstragao deste teorema como corolario do TFA, veja o Corolario 3.6.3
em (Fine e Rosenberger, 1997, pig. 34).

Primeiramente Euler observa que para demonstrar o Teorema no caso geral,
bastaria que o mesmo fosse demonstrado apenas para polinémios de grau da forma 2". E
facil entender esta afirmacao. Por exemplo, se tivermos um polinémio 2% — 322 + = + 1,
podemos multiplicd-lo por 2% para obter um segundo polinémio z® — 322 + 23 + 22 de
grau 8 = 23, 0 qual poderia ser fatorado em fatores lineares e quadraticos, sendo 22 um
de seus fatores; eliminando este fator obtemos uma fatoragao da forma desejada para o
polinomio original.

Em seguida, Euler demonstra o Teorema para polinomios de grau 4, 8, 16 e,
finalmente, para o caso geral 2". Em sua esséncia, o argumento de Euler utiliza o Principio
da Inducao Finita, uma vez que ele tenta fatorar um polinémio de grau 2" em dois fatores
de grau 2"7!. Sua demonstragio contém alguns problemas, no entanto (com excessao

do caso de grau 4, para o qual ele fornece dois argumentos distintos), sendo que, em
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ultima andlise, Euler nao consegue demonstrar de forma satisfatéria que os coeficientes
dos fatores polinomais sao de fato niimeros reais.

Apesar de falhar em seu objetivo final, a tentativa de Euler tem seus méritos, como
a demonstracao correta do caso de grau 4 (a qual pode ser entendida por estudantes do
ensino médio), e pode ser estudada em detalhes a partir da excelente exposicao de William
Dunham em (Dunham, 1991)), artigo vencedor do prémio George Pdlya em 1992.

Em 1759, Daviet Francois Foncenex simplificou alguns dos argumentos de Euler e
tentou resolver os pontos falhos de sua demonstracao. No entanto, Foncenex também
nao conseguiu demonstrar que os fatores de Euler eram de fato polindomios reais (Suzuki,
2000).

O matematico italiano Joseph-Louis Lagrange publicou sua demonstracao em 1772,
a qual foi construida a partir dos trabalhos de Euler e Foncenex. Lagrange parte
da observacao de que os procedimentos destes nao garantem a existéncia de fatores
polinomiais reais, apresentando em seguida sua solucao para o problema. Para estabelecer
seu resultado, Lagrange utilizou varios resultados sobre funcgoes simétricas nas raizes
de polinomios reais, os quais ele havia desenvolvido em sua tentativa de demonstrar
a impossibilidade de resolugao por radicais de equagoes polinomiais quinticas (Suzuki,
20006)).

Apesar dos grandes avancgos de Lagrange, sua demonstracao ainda foi criticada por
assumir a existéncia das raizes, da mesma forma que seus antecessores, conforme veremos

na sessao a seguir.

A.2 A demonstracao de Gauss

Em 1799, Carl Friedrich Gauss publicou sua primeira demonstracao do TFA em sua
tese de doutorado. Neste trabalho, Gauss critica as tentativas de demonstragao de seus
antecessores, como D’Alembert, Euler, Fontenex e outros, sob a acusacao de que tais
demonstragoes assumem a existéncia de rafzes e se limitam a estabelecer sua forma (Cain,
2005)).

No entanto, a propria demonstracao de Gauss utiliza alguns fatos que s6 foram
demonstrados rigorosamente muitos anos depois. Ciente destes problemas, o préprio
Gauss mostrou-se nao satisfeito com seu trabalho, tendo publicado duas demonstragoes
adicionais do TFA em 1816 e ainda uma quarta demonstracao em 1849, apenas alguns
anos antes de sua morte.

Apesar de nao ser completamente rigorosa, varias fontes consideram a demonstracao
de Gauss como a primeira demonstragao rigorosa do TFA. Para citar apenas um exemplo,

Eves nos diz em seu Introducao a historia da matemadtica que:

Em sua tese de doutorado, na Universidade de Helmstadt, escrita aos 20

anos de idade, Gauss deu a primeira demonstracao plenamente satisfatoria
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do teorema fundamental da algebra (...) (Eves, 2005, pag. 520)

Devido ao seu valor historico e a proximidade da estratégia geral com a utilizada na
demonstragao dada no Capitulo [] vamos analisar a primeira demonstracao de Gauss um
pouco mais detalhadamente, apesar de abstermo-nos do rigor completo. Seguimos aqui a
exposicao sucinta de Felix Klein (Klein, 1945) para o que ele chamou de train of thoughzﬂ
de Gauss.

A estratégia geral de Gauss é separar o polinomio em suas partes real e imaginaria,
digamos p(z+1iy) = u(x,y)+iv(z,y), e demonstrar que as curvas de nivel zero u(z,y) = 0
e v(x,y) = 0 possuem uma intersec¢ao nao-nula, exatamente como a estratégia geral que
seguimos neste texto. A diferenca esta nos detalhes.

O raciocinio de Gauss comega com a observacao de que, para |z| = r grande o
bastante, o polindémio p(z) = a; + asx + - - - + a, 2" é dominado pelo termo a,z", ou seja,
o efeito dos termos de poténcias menores é insignificante em comparagao com o termo
dominanteﬂ Por outro lado, pelo Teorema de De Moivrdﬂ, fazendo z = r(cos@ +isenf),
temos

a, 2" = a,r"(cosnf + isennf).

A medida que aumentamos o valor absoluto de z, p(z) deve aproximar-se de a,z" =
a,r"(cosnb + isennf), de onde vemos que u e v devem aproximar-se de a,r" cosnf e
a,r"sennf, respectivamente. Portanto, no limite r = |z| — oo as curvasu =0 e v =0

devem ser dadas aproximadamente pelas equacoes

{u =a,r"cosnd =0 = cosnfd =0

v=a,r"sennf =0 — sennf =0

As solugoes de cosnfl = 0 sao as n retas %’T, para k € {0,1,...,n— 1}, enquanto que
as solucoes de sinnf = 0 sao as n retas %, para k € {0,1,...,n — 1}. Observe que

1 (k_er (k + 1)7r) _ 2k + 1)m

2\ n n on

de modo que cada uma das solugoes de cosnf#l = 0 bissecta duas solucoes consecutivas de
sinnf = 0. Ilustramos esta situacao na Figura (a).

As retas alternantes que obtemos acima representam o comportamento assintotico
das curvas u = 0 e v = 0, de modo que para algum R >> 0 temos garantido que tais
curvas cortam a circunferéncia |z| = R alternadamente a medida que a percorremos,
digamos, no sentido horario. No interior da circunferéncia, no entanto, elas podem se

comportar de outras formas, conforme mostramos na Figura (b).

L Linha de raciocinio, em traducao livre.

2Veja a Proposicio para uma motivagao.
3Veja o Teorema [2.9] para uma demonstracao.



A.3. Conclusao 63
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Figura A.1: Grafico das curvas de nivel zero de f(z) = 2> —22+2z, sendo Uy = {(x,y) € R? |
u(z,y) =z —2*+23+y* =32y =0} e Vo = {(z,y) € R? | v(z,y) = y— 22y +32%y—y> =
0}. (a) Observe o comportamento assintético linear das curvas e a forma como elas se
alternam. (b) Olhando mais préximo da origem vemos o comportamento exato das curvas
no dominio nao-assintoético.

Se pensarmos que as curvas u = 0 e v = 0 sao continuas e assumirmos que cada uma
delas entra no circulo em algum ponto e sai dele em algum outro ponto, pela alternancia
das curvas fica dificil imaginar uma situagao em que duas curvas u = 0 e v = 0 nao se
cruzariam no interior do circulo. Com efeito, é possivel mostrar rigorosamente o fato,
intuitivo do ponto de vista geométrico, de que estas curvas realmente se interceptam em
pelo menos um ponto. Porém, tal demonstracao é surpreendentemente dificil, tendo sido

concluida somente em 1920 por Alexander Ostrowski (Smale, 1981, pag. 4).

A.3 Conclusao

Apresentamos um breve histérico do TFA até o fim do século XVIII e comego do século
XIX, periodo em que vimos a demonstracao de Gauss (1799) e a corregao da demonstracao
de D’Alembert por Argand (1806).

Desde entao, intimeras outras demonstragoes surgiram, exibindo uma enorme
diversidade. Neste trabalho, mostramos um exemplo desta diversidade através de uma
demonstracao nao usual que faz uso dos multiplicadores de Lagrangeﬁ No Apeéendice
vemos um outro exemplo na exposicao de uma demonstracao relativamente curta e

elegante, a qual faz uso do Teorema de Cauchy para integrais complexas.

40 mesmo Lagrange que corrigiu, até certo ponto, a demonstracio de Euler.
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Apendice B

Uma outra demonstracao elegante
do TFA

No processo de composigao desta dissertacao, um artigo recente (Li, 2015)) nos chamou a
atencao por ser uma das demonstragoes mais curtas do TFA, utilizando em sua esséncia
somente o Teorema de Cauchy, um resultado central na Andlise Complexa. Motivados
pela elegancia, simplicidade e atualidade deste argumento, dedicamos este apéndice a sua
exposicao, demonstrando no caminho um caso particular do Teorema de Cauchy suficiente

para nossos propositos.

B.1 Integrais complexas

No Calculo Complexo, definimos integrais de fungoes ao longo de curvas no plano
complexo. Tal abordagem ¢ similar ao célculo de integrais de linha no caso real e, como
veremos, traz a tona algumas propriedades nao intuitivas das func¢oes holomorfas.

Comecamos com algumas definicoes:

Definicao B.1. Um caminho suave em C é uma aplicagao v : I — C com derivada
continua em todos os pontos de I, sendo I C R um intervalo da forma I = [a,b], com

a < b.

Usualmente escrevemos v(t) = x(t) + iy(t), de modo que a medida que o parametro

t é percorrido, o caminho suave ¢é tracado no plano complexo .

Defini¢ao B.2. Seja f : D C C — C uma fungao continua e 7 : [a,b] — C um caminho

suave. A integral de f ao longo do caminho = é o niimero complexo

[/f(Z)dz = /abf(”y(t))fy/(t)dt.

A titulo de ilustracgao, calcularemos a seguir uma integral complexa classica:
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Exemplo B.3. Vamos calcular a integral de f(z) = é ao londo da circunferéncia de raio
unitario centrada na origem, que pode ser parametrizada como (t) = cos(t) + i sen(t),

com 0 <t < 2m. Neste caso, /() = —sen(t) + icos(t), de modo que

1 2 . | )
[Y;dz - /0 cos(t) + isen(t) (—sen(t) +icos(t))dt =

_ / (—sen(t) +icos(t))(cos(t) — isen(t))dt

(cos(t) + isen(t))(cos(t) — isen(t))

2T
:/ idt = 2mi
0

A definicao de integral complexa em pode parecer artificial em um primeiro

momento, mas funciona exatamente como o esperado se seguirmos o seguinte
procedimento heuristico. Se f = u + 1w e dz = dx + idy, esperamos pelas propriedades

algébricas dos nimeros complexos e pela propriedade aditiva da integral que
/f(z)dz = /(u + ) (dzx + idy) = /(udm —vdy) +1 / vdx + udy. (B.1)
2l g g 2l

Para mostrarmos que esta equagao esta de acordo com nossa definicao, observamos que

se (1) = x(t) +1y(t), entdo v'(t) = 2'(t) +iy'(t) e f(v(t)) = u(x(t),y(t)) +iv(z(t), y(1)),
de modo que, pela defini¢ao [B.2] temos

[ 1z = [ ro@n @ = [ luto, o) + oo i o
— [ Tutel0).y(0) 1) = olalt).u®) D)

a

Z/ [o((t), y (1)) (1) + u(x(t), y(t))y'(t)]dt

Um outro resultado que utilizaremos nos fornece uma condicao sob a qual podemos

passar um limite para dentro de uma integral.

Teorema B.4. Seja f(r,0) wma fung¢ao complexa em coordenadas polares.  Se

lim, o f(r,0) = ¢ uniformemente em 6, entao

b b
lim [ f(r,0)d0 = / cdf = (b — a)e,

r—00 a

em que os limites de integracao sao numeros reais tais que b > a.

Demonstragao. A convergéncia uniforme em 6 de lim,_,, f(r,0) = ¢ significa que, dado

um 3= > 0, existe um R € R independente de 0 tal que

5
R 0) — —
r>R = |f(r,0) C‘<b—a
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Assim, para todo r > R temos

b b
lim/ f('r’,@)d@—/ cd@‘ =
r—00 a a

< lim

r—oo [, —aQa

lim /b[f(r,e)—c]de' < lim /b\f(r,e)—c|d6

r—00

b ¢

df = ¢.

B.2 O Teorema de Cauchy

No Célculo Real, o Teorema de Green relaciona integrais de linha fechadas com integrais
duplas em R? e é valido para uma grande variedade de curvas. Sua demonstracao no
caso geral envolve algumas consideracoes em relacao a cobertura de uma regiao finita do
plano por uma quantidade infinita de regides triangulares. Para nossos propositos, basta
demonstrarmos que o Teorema ¢ valido para regioes circulares, o que é muito mais simples

de se fazer:

Teorema B.5 (Teorema de Green). Seja vy, = {(z,y) € R? | 22 +y? = r} a circunferéncia
de raio r centrada na origem orientada positivamente (no sentido anti-hordrio) e seja
D, = {(z,y) € R? | 22 +y? < r} o circulo delimitado por ~y,. Se u e v sdo fungoes

definidas em D, e possuem derivadas parciais continuas nesta regido, entao

fwtevo = [ (22-2) o

Demonstra¢ao. Podemos dividir a curva 7, em duas semi-circunferéncias representadas

pelas fungoes fi(z) = —vr? — 22 e fo(x) = V/r? — 22, respectivamente, ambas continuas
no dominio [—r,7]. Assim, temos D, = {(z,y) € R* | —r < x < r, fi(z) <y < fo(z)} e

podemos calcular:

//T —dzdy _/ /lf2 2 u(z, y) TN Y) dyda —/ [u(z, f2(2)) — u(z, fi(x))]dz.

Por outro lado, a integral ﬂ udz pode ser calculada como a soma das integrais cada uma

das semi-circuferéncias que definem ~,., de modo que:

72 udr = /_:u(x, fi(@))dz + /TT u(z, fo(r))dr = /_T w(z, fi(z))de — /_iu(:c, fo(z))dx

= —/_i[u(x, fo(z)) — ulz, fi(z //T 5y Lxdy.

Observe como orientamos os limites de integragao para satisfazer a condicao de que 7,

esta orientada no sentido anti-horario.
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Seguindo passos similares ao que fizemos acima, podemos dividir v, em outras duas

semi-circunferéncias dadas por ¢1(y) = —+/r2 — y? e g2(y) = /7% — 3%, ambas continuas

no dominio [—r,7], de modo que podemos escrever D, = {(z,y) € R? | —gi(y) < o <
g2(y), —r <y < r}. Desta forma, podemos calcular

// alasoly—/_r/g1 y)(‘?vx x) ——dx dy—/_r[ (92(y),y) — v(g1(y),y)]dz.

Por outro lado, a integral j;w vdy pode ser calculada como a soma das integrais cada uma
T
das semi-circuferéncias que definem ~,., desta vez divida pelo eixo das ordenadas, de modo

que:

fvdy—/ v(g2(y dy+/r (91(y), )dy—/r v(92(y), y)dy — /_:v(gl(y),y)
-~ [ blestw)n) =tz = [ ZLavay

Juntando os dois resultados, temos:

/([ (udx 4+ vdy) = J(I{ uda:+j{ vdy = // (—@ + —) dxdy

Observe que em nossa demonstragao do Teorema de Green utilizamos implicitamente
a continuidade das derivadas parciais para justificar o calculo das integrais. Como nosso
plano é utilizar o Teorema de Green para demonstrar o Teorema de Cauchy, teremos que

nos atentar a esta hipotese crucial.

Teorema B.6 (Teorema de Cauchy). Sejam D = {z € C | |z] < R} o disco aberto
de raio R centrado na origem, v, = {z € C | |z| = r} um circulo de raio r < R. Seja

f+ Drp = C uma funcao holomorfa cujas partes real e imagindria possuem derivadas

j{ f(z)dz =

Demonstragao. Separando f(z) = u + iv e dz = dx + idy, podemos escrever a integral

continuas. Entao

como

j{T f(z)dz = f (u+ ) (dx + idy) = 7{ (udx — vdy) + @j{ (vdz + udy)

Yr Ir Yr

Podemos aplicar o Teorema e cada uma das integrais de linha acima pode ser
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substituida por uma integral dupla no disco delimitado por 7,, denotado aqui por D,.:

]{ (udz — vdy) = // (-% - —y) dxdy
f (vdz + udy) = / / (‘9_“ - _y) dudy.

No entanto, como u e v sao as partes real e imagindria de uma funcao holomorfa em

D, C Dg, elas satisfazem as equacgoes de Cauchy-Riemann, de modo que:

ov ou ov  Ou
7=a = I, (a5 =0

ou Ov ou Ov
oo =/l (%‘a@)dwdy—“

Logo, concluimos que

[]

O Teorema de Cauchy é um fato surpreendente sobre func¢oes holomorfas, afinal de
contas, se nos lembrarmos que a integral nada mais é do que uma soma infinita, ele esta
nos dizendo que uma soma infinita de ntimeros complexos em particular sempre dara zero
para uma grande classe de fungoes.

Enfatizamos o fato de que o Teorema de Cauchy, assim como o Teorema de Green, é
vélido sob condigbes muito mais gerais que aquelas por nds impostas (para um tratamento
mais completo, sugerimos a leitura do capitulo 5 de (Soares, 2009, pag. 93)). Em
particular, nao precisamos supor a continuidade das derivadas parciais no Teorema de
Cauchy, como foi demonstrado por Goursat pela primeira vez. No entanto, mostramos
a continuidade das derivadas parciais necessarias explicitamente na demonstracao do
TFA, de modo que este apéndice, no contexto do texto principal, pode ser considerado

auto-contido.

B.3 Uma propriedade das funcoes inteiras

O artigo de (Li, 2015) parte do Teorema de Cauchy para uma curva circular rumo a
demonstracao de uma propriedade comum a funcoes inteiras, ou seja, fungoes holomorfas
em todo plano complexo. Aqui, acrescentaremos ao teorema que segue a hipdtese de

continuidade das derivadas parciais, a qual carregamos desde o Teorema de Green:

Teorema B.7. Seja h uma fungao inteira tal que as partes real e imagindria de zh(z)
possuem derivadas continuas. Entdo zh(z) nao pode ter um limite nao-nulo para z — oo,

sendo o limite uniforme em 6 = arg z.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que lim, ,. zh(z) = ¢, para algum ¢ # 0, ou, em
coordenadas polares, lim,_,o, re?®h(re??) = c uniformemente em . As derivadas parciais
das partes real e imaginéria de zh(z) sao continuas, de modo que, pelo Teorema e

utilizando o Teorema na sequéncia, temos

27
0:% zh(z)dz:/ ireh(re?)d) —
Ir 0

2 2
0= lim ire®h(re®)do = z/ cdf = i27c,
0

r—00 0

0 que contraria nossa suposicao inicial de que ¢ # 0. O

B.4 O Teorema Fundamental da Algebra

A demonstracao do TFA é agora um corolario:

Corolario B.8 (Teorema Fundamental da Algebra). Todo polinomio p nao-constante

possui pelo menos uma raiz complexa.

Demonstrag¢ao. O polinémio p, por ser nao-constante, é da forma p(z) = ag+ a1z +---+

~ . . ~ n—-1 , . . .
a,z", com a, # 0. Se p ndo possui raiz, entao h(z) = Zp(z) é inteira, mas lim, ,, zh(z) =

lim, Zn) = ai # 0 (uniformemente em 6 = arg z), contrariando o Teorema [B.7, Logo,

p(z
p deve possuir ao menos uma raiz.

Para que a demonstracao fique completa, temos que mostrar a continuidade das
Z”l
p(2)

dh(2)) _ nep(z) — 2(2)

dz P*(2)

derivadas parciais de u e v em zh(z) = = u(z,y) +iv(z,y). Para tal, observamos que:

Como polinoémios e suas derivadas sdo fungoes continuas e, por hipdtese, p(z) # 0, a

derivada acima ¢é continua. Porém, pelo Teorema [3.13| temos

d(zh(z)) _ Ou N Ov _dv  Ou
dz  Ox Zax_ﬁy Z@y’

e pela Proposicao [3.§ as partes real e imaginaria de uma funcao continua também sao

gu du dv o 0v o5, todas continuas. O

continuas, de onde concluimos que g, 5y 95 € oy

Atingimos assim nosso objetivo de demonstrar o TFA por uma via alternativa,
também nao ortodoxa, que julgamos possuir valor didatico e estético.

Recomendamos a leitura do artigo original  (Li, 2015) para outros usos do
Teorema [B.7] incluindo uma demonstra¢ao do Teorema de Liouville e uma demonstracao

direta da versao quantificada do Teorema Fundamental da Algebra, demonstrada aqui no
Teorema 2211
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Apéndice C
Cddigo fonte

Neste apéndice disponibilizamos o cédigo fonte utilizado na criacao dos graficos da
secao [3.6.1] Os arquivos também estao disponiveis na internet no endereco https:

//github.com/allanino/domain-coloring.

C.1 Mathematica

Utilizamos o software Mathematica na versao 10.0 (Wolfram Research, Inc., 2014).
A fungao DomainColoring definida abaixo, adaptada de um cédigo em (Boldt, 2007)),
pode ser utilizada para criarem-se graficos de colorizacao de dominio para qualquer fungao

complexa:

DomainColoring [f_, xmin_, xmax_, ymin_, ymax_, points_: 200] :=
RegionPlot [True, {x, xmin, xmax}, {y, ymin, ymax},
ColorFunction — Function[{x, y}, w= f[x + Ixy];

Hue[0.5 + Arg[w]/(2 \[Pi]),
1/(1 + 0.05 Abs[w]),
1 — 1/(1 + 10 Abs[w])]],
ColorFunctionScaling — False,
BaseStyle — {FontFamily —> ” Latin_Modern_.Roman” , FontSize — 14},
AspectRatio —> Automatic,
PlotRange —> {{xmin, xmax}, {ymin, ymax}}, ImageSize — Large,
PlotPoints —> points |;

Alguns exemplos de como utilizar essa funcao:

DomainColoring [Identity , —2, 2, —2, 2, 100]

DomainColoring[(#°2 + 1) &, =2, 2, =2, 2, 100]


https://github.com/allanino/domain-coloring
https://github.com/allanino/domain-coloring
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C.2 Javascript + HTML

Uma vez que o software Mathematica possui licenca comercial, estamos disponibilizando
uma alternativa que pode ser acessada a partir de qualquer navegador conectado a
internet. A aplicacao possui algumas limitacoes, funcionando apenas para funcoes
polinomiais, porém é uma alternativa de facil acesso que permite a qualquer usuario
explorar por conta propria os polindmios no plano complexo e visualizar o TFA em
diversos casos particulares. A aplicacao pode ser acessada na URL http://allanino.
me/domain-coloring,.

Caso o wusudrio prefira, ¢é possivel baixar a aplicagao para roda-la offline
posteriormente. O arquivo pode ser encontrado na seguinte URL: https://github.com/
allanino/domain-coloring/archive/gh-pages.zip. Uma vez feito o download, basta

descompactar o arquivo e abrir a pagina index.html em qualquer navegador.


http://allanino.me/domain-coloring
http://allanino.me/domain-coloring
https://github.com/allanino/domain-coloring/archive/gh-pages.zip
https://github.com/allanino/domain-coloring/archive/gh-pages.zip
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Tabela de Simbolos

B.(z) bola aberta de raio r centrada em z

Re(z) parte real do ntiimero complexo z

Im(z) parte imagindria do nimero complexo z

arg(z) angulo do nimero complexo z em sua representacao polar
u(z,y) Parte real de uma fun¢ao complexa

v(x,y) Parte imagindria de uma funcao complexa

U. Curva de nivel tal que u(z,y) = ¢

Ve Curva de nivel tal que v(z,y) = ¢
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