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Resumo

Neste trabalho, utilizamos o ambiente dinamico “software GeoGebra 4.0”com o propésito de explorar
o estudo de funcoes elementares através da variacdo de pardmetros. Promovemos o estudo da funcéo
afim, funcao quadratica, fungdo modular, funcao exponencial, funcao logaritmica, fungao seno, fungao
cosseno, fungao tangente, funcao cotangente, funcao secante e funcao cossecante em um ambiente vir-
tual. Nessas fungoes, procuramos demonstrar alguns aspectos, tais como: caracterizacao, dominio,
imagem, grafico, crescimento, translacdo horizontal, translacdo vertical, alongamentos, compressoes,
reflexoes e raizes. No final de cada segdo, sao destacadas ainda, atividades propostas para que os
educandos sejam levados aos elementos da experimentacao e investigagao nesse ambiente virtual como
uma alternativa dindmica para a constru¢ao do conhecimento. O objetivo final desse trabalho é que os
educandos aprendam a identificar e descrever os efeitos da variagdo de parametros nas fungoes
elementares. Essa experiéncia de aprendizagem, proporciona aos educandos uma oportunidade para
entender o comportamento grafico das fungoes elementares, bem como o papel desempenhado por cada

um de seus coeficientes.

Palavras-chave: GeoGebra; Fungoes; Parametros; Coeficientes.



Abstract

In this work, we use the dynamic environment GeoGebra software 4.0 with the purpose of exploring the
study of elementary functions by changing parameters. We promote the study of the affine function,
quadratic function, modular function, exponential function, logarithmic function, sine function, cosine
function, tangent function, cotangent function, secant function and cosecant function in a virtual en-
vironment. In these functions, we demonstrate some aspects, such as characterization, domain, image,
graphic, growth, horizontal translation, vertical translation, stretchings, compressions, reflections and
roots. Besides, at the end of each section proposed activities are highlighted for which students are taken
to the elements of experimentation and investigation in this virtual environment as a dynamic alternative
for constructing the knowledge. The ultimate goal of this work is that students learn to identify and
describe the effects of parameter variation in elementary functions. This learning experience, provides
students an opportunity to understand the behavior graph of elementary functions, as well as the role

played by each of its coefficients.

Keywords: GeoGebra; functions; parameters; coefficients
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho tem por objetivo o estudo das funcgoes elementares através do ambiente virtual
“software GeoGebra”, abordando a questdo da andlise da variagdo de parametros nessas funcgoes.
Proporcionando ao educando uma interagao entre a Matemética e as novas Tecnologias de Informacao
e Comunicagao (TICs), na busca de um novo ambiente de aprendizagem. Contudo, para que ocorra a
criagao de novos ambientes de aprendizagem, se faz necessario uma mudanga na postura pedagdgica dos

professores.

A mudanca pedagdgica que todos almejam € a passagem de uma educacdo
totalmente baseada na transmissao da informacgao, na instrucdo, para a
criacao de ambientes de aprendizagem nos quais o aluno realiza atividades
e constroi o seu conhecimento. FEssa mudanca acaba repercutindo em
alteragoes na escola como um todo: sua organizac¢ao, na sala de aula, no
papel do professor e dos alunos na relagdo com o conhecimento.(Valente,

1999, p.30) (Ref.[16])

De acordo com a UNESCO! (2012), o Brasil precisa melhorar a competéncia dos professores em
utilizar as tecnologias de comunicacdo e informagdo na educagdo. A forma como o sistema educacional
incorpora as TICs afeta diretamente a diminuigdo da exclusao digital existente no pais.

Nesse contexto de novas tecnologias, deve-se perceber que as TICs sao apenas uma ferramenta para uso
educacional, sendo portanto, parte de um desenvolvimento continuo de tecnologias, a comecar pelo giz e
os livros, todos com o objetivo de apoiar e enriquecer a aprendizagem. Com isso, a utilizacdo do ambiente
virtual no estudo da Matemdtica tem por objetivo facilitar a analise, compreensao e argumentacao sobre
saberes matematicos.

Nesse sentido, o presente trabalho aborda no segundo capitulo o software livre “GeoGebra” mostrando
suas interfaces e suas principais ferramentas para o ensino e aprendizagem da matemética (Ref.[6]).

No terceiro capitulo, apresentamos as defini¢des preliminares sobre fungoes (Ref.[1],[8], [13], [14]), tais

como: definigdo, dominio, imagem, crescimento e decrescimento, grafico, raiz, paridade, transformagcoes

1Organizacgdo das Nagbes Unidas para a educacéo, a ciéncia e a cultura.
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geométricas, alongamentos, compressoes e assintotas; definicbes que serao exploradas no capitulo
posterior.

No quarto capitulo, utilizando as referéncias [2], (3], [4], [5], [7], [8], [9], [10], [13] e [14],
estudaremos as funcgoes elementares: funcao afim, fungao quadratica, fungao modular, funcao
exponencial, fun¢ao logaritmica, funcao seno, funcao cosseno, fungao tangente, funcao cotangente, funcao
secante e funcao cossecante. Exploraremos em cada uma dessas fungoes aspectos como: caracterizagao,
dominio, imagem, gréafico, crescimento e decrescimento, translagao horizontal, translacao vertical,
alongamentos, compressoes, reflexoes e raizes. Neste capitulo, ao final de cada secao estarao
propostas atividades para que o educando possa ser levado aos elementos da experimentagao e
investigacao nesse ambiente virtual.

Por fim, esse trabalho se justifica pela énfase da construgao do conhecimento apoiada em novas
Tecnologias de Informacéo e Comunicacao(TICs) (Ref.[11],[14],[15],[16]), valorizando que a aprendizagem

deve ocorrer a partir de tarefas auténticas, significativas dentro de um determinado contexto.



Capitulo 2

GeoGebra

2.1 O que é o GeoGebra?

Criado por Markus Hohenwarter, o GeoGebra é um software livre de matematica dinamica desenvolvido
para o ensino e aprendizagem da matemdtica nos vérios niveis de ensino (do bédsico ao universitério).
O GeoGebra (Ref.[6]) retine recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos, probabilidade, estatistica e
calculos simbdlicos em um tinico ambiente. Assim, o0 GeoGebra tem a vantagem didatica de apresentar, ao
mesmo tempo, representacoes diferentes de um mesmo objeto que interagem entre si. Além dos aspectos
didaticos, o GeoGebra é uma excelente ferramenta para se criar ilustragoes profissionais para serem
usadas no Microsoft Word, no Open Office ou no LaTeX. Escrito em JAVA e disponivel em portugués, o
GeoGebra é multiplataforma e, portanto, ele pode ser instalado em computadores com sistema operacional
Windows ou Linux. Neste trabalho, utilizaremos o software Geogebra 4.0, sendo que seu download pode

ser efetuado a partir do site http://www.geogebra.org/institutes/at.

2.2 Multiplas Visualizagoes para Objetos Matematicos

O GeoGebra fornece trés diferentes visualizagbes dos objetos matemaéticos: a Zona Grafica, a Zona
Algébrica, ou numérica, e a Folha de Calculo. Essas visualizagoes permitem mostrar os objetos
matemdticos em trés diferentes representagoes: graficamente (por exemplo: pontos, gréficos de fungoes),
algebricamente (por exemplo: coordenadas de pontos, equagdes) e nas células da folha de célculo.
Assim, todas as representagoes do mesmo objeto estdo ligadas dinamicamente e adaptam-se
automaticamente as mudancas realizadas em qualquer delas, independentemente da forma como esses
objetos foram inicialmente criados.

A Interface do software GeoGebra é constituida de uma janela grafica que se divide em uma area de
trabalho (barra de menus e bara de ferramentas), uma janela algébrica, folha de célculo e um campo de

entrada de comandos.
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Ficheiro Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela AJUF‘A 4— Barrade Menus

7*;. : 2 Mover: Arraste um objecto D
‘/’ seleccionado (Esc) A

ObjECIOS livres X A
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Figura 2.1: Janela inicial do GeoGebra com destaque para a Zona Grafica, a Zona Algébrica e Folha de

Célculo.

2.2.1 Zona Grafica

Usando as ferramentas disponiveis na Barra de Ferramentas, pode-se realizar construgoes geométricas na
Zona Gréfica com o mouse. Selecione qualquer ferramenta na Barra de Ferramentas e leia a Ajuda da
Ferramenta (a direita na Barra de Menus) para ver como usar a ferramenta selecionada. Cada objeto

criado na Zona Grafica tem uma representagdo na Zona Algébrica.

Nota: Podemos mover objetos na Zona Grafica arrastando-os com o mouse. Ao mesmo tempo, as suas

representagoes algébricas sao atualizadas automaticamente na Zona Algébrica.

Cada icone na Barra de Ferramentas representa uma caixa de ferramentas que contém um conjunto de
ferramentas similares. Para abrir uma caixa de ferramentas, deve-se clicar na pequena flecha situada no

canto inferior direito do respectivo icone.

Sugestao: As ferramentas estdo organizadas segundo a natureza dos objetos resultantes. Existem
ferramentas que criam diferentes tipos de pontos na Caixa de Ferramentas de Ponto (icone 1) e
ferramentas que lhe permitem aplicar transformagoes geométricas na Caixa de Ferramentas de

Transformagao (icone 2).

! [cone 1: Novo ponto.

‘ Xl Icone 2: Reflexdo em relacao a uma reta.
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2.2.2 Zona Algébrica

Utilizando a Entrada de Comandos pode-se inserir diretamente expressoes algébricas no GeoGebra.
Apos teclar Enter, a expressao algébrica digitada é visualizada na Zona Algébrica e a sua respectiva

2 no campo Entrada

representacao grafica é visualizada na Zona Gréfica. Por exemplo, inserindo f(x) = x
de Comandos, apés teclar enter, a funcao f é visualizada na Zona Algébrica e o grafico de f é visualizado
na Zona Grafica.

Na Zona Algébrica, os objetos matemédticos sdo organizados em duas classes: objetos livres e objetos
dependentes. Se um novo objeto for criado sem que para tal use qualquer objeto existente, ele é

classificado como objeto livre. Se, pelo contrdrio, o novo objeto for criado com recurso a objetos ja

existentes, ele é classificado como objeto dependente.

Sugestao: Para esconder a representacao algébrica de um objeto na Zona Algébrica basta especificd-lo
como um Objeto Auxiliar. Para isso, deve-se clicar com o botéo direito do mouse (MacOS: Ctrl-clique) na
representagao algébrica do objeto e selecione “Propriedades”no Menu de Contexto que aparece. Depois,
no separador “Basico”do Didlogo de Propriedades pode-se especificar o objeto como “Objeto auxiliar”.

Note que podemos modificar objetos na Zona Algébrica. Para isso, basta ativar a ferramenta Mover (icone

3) ou fazer um duplo clique com o botao esquerdo do mouse sobre um objeto livre na Zona Algébrica.

Icone 3: Mover (Arraste ou selecione um ou mais objetos)

O GeoGebra também oferece uma vasta gama de comandos que podem ser inseridos no Campo de
Entrada. Pode-se abrir a lista de comandos no lado direito da Barra de Comandos, clicando no botao
“Comando”. Depois de selecionar um comando nesta lista (ou digitar o seu nome diretamente no Campo
de Entrada), pressione a tecla F1 para obter informagoes sobre os argumentos requeridos para aplicar o
correspondente comando. Depois, na caixa de texto que aparece, pode editar diretamente a representagao
algébrica do objeto. Finalmente, apds teclar Enter, a representacao grafica do objeto serda adaptada
automaticamente as alteragoes que efetuou. Se fizer duplo clique com o botao esquerdo do mouse sobre
um objeto dependente na Zona Algébrica, aparece uma janela de didlogo que lhe permite redefinir o

objeto.

2.2.3 Folha de Calculo

Na Folha de Calculo do GeoGebra, cada célula tem um nome especifico que permite identificd-la

diretamente. Por exemplo, a célula na coluna A e linha 1 é nomeada Al.

Nota: O nome de uma célula pode ser usado em expressoes e em comandos para identificar o contetido
da célula correspondente. Nas células da folha de calculo pode-se inserir nao sé nimeros mas também
todo o tipo de objetos mateméticos suportados pelo GeoGebra (por exemplo: coordenadas de pontos,
fungoes, comandos). Se possivel, o GeoGebra mostra imediatamente na Zona Gréfica a representagao

grafica do objeto inserido numa célula. O objeto toma o nome da célula usada para o criar (por exemplo:
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A5, C1).

Nota: Os objetos na folha de cédlculo sao classificados como Objetos Auxiliares na Zona Algébrica.
Pode-se exibir ou esconder estes Objetos Auxiliares marcando ou desmarcando o item “Objetos Auxiliares”

no menu Exibir.

2.3 O GeoGebra como Ferramenta para Ensinar e Aprender

Matematica

2.3.1 Personalizar a Interface do Programa

A interface do GeoGebra pode ser personalizada usando o menu Exibir. Por exemplo, pode esconder
diferentes partes da interface (por exemplo: Zona Algébrica, Folha de Célculo, Barra de Comandos)

desmarcando o correspondente item no menu Exibir.

Exibir e Esconder Objetos

Podemos exibir ou esconder objetos na Zona Grafica de varias maneiras.

e Pode-se usar a ferramenta Exibir/Esconder(e °) objetos para exibir ou esconder objetos.

e Abra o Menu de Contexto e selecione o item Exibir objeto para alterar o estado de visibilidade do
objeto selecionado.

e Na Zona Algébrica, o icone a esquerda de cada objeto mostra o seu estado de visibilidade (e “visivel” ou
o“escondido”). Pode-se clicar diretamente no pequeno icone para alterar o estado de visibilidade do res-
pectivo objeto.

e Também pode usar a ferramenta Caixa para exibir/esconder objetos (icone 4) para exibir ou esconder
um ou mais objetos.

V|2,
" Icone 4: Caixa para exibir/esconder objetos.

Personalizar a Zona Grafica

Para ajustar a parte visivel da Zona Gréfica, podemos arrastar o respectivo fundo usando a ferramenta
Mover a folha de desenho (icone 5) e os seguintes tipos de zoom:

e Pode-se usar as ferramentas Ampliar (icone 6) e Reduzir (icone 7) para fazer zoom na Zona Grafica.

i

Icone 5: Mover janela de visualizagao.

&

Icone 6: Ampliar objetos na zona gréfica.
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Icone 7: Reduzir objetos na zona grafica.

Nota: A posicao do clique determina o centro do zoom.

e Pode-se usar a roda do mouse para fazer um zoom na Zona Grafica.

e Pode-se usar atalhos de teclado para ampliar (Ctrl +) e para reduzir (Ctrl -). Depois de clicar com
o botao direito do mouse num local vazio da Zona Grafica, aparece o Menu de Contexto que lhe permite

fazer “Zoom”.

e Pode-se especificar um Retangulo de Zoom clicando no botao direito do mouse num local vazio da
Zona Gréfica e arrastando o mouse para o canto oposto do desejado Retangulo de Zoom. Libere o botao
do mouse para terminar o Retangulo de Zoom, o qual se ajustard automaticamente para preencher todo
0 espago na Zona Grafica.

Também pode-se exibir ou esconder os eixos coordenados e a malha quadriculada na Zona Grafica usando
o menu Exibir.

Nota: Uma outra maneira de exibir ou esconder os eixos coordenados ou a malha quadriculada consiste
em clicar com o botao direito do mouse no fundo da Zona Gréafica e seleccionar os correspondentes itens

“Eixos coordenados” (icone 8) ou “Quadriculado” (icone 9) no Menu de Contexto que aparece.

‘l— Icone 8: Exibir eixos coordenados.

H

Icone 9: Exibir malha quadriculada.

Personalizar os Eixos Coordenados e a Malha Quadriculada

Os eixos coordenados e a malha quadriculada podem ser personalizados usando o Didlogo de Propriedades
da Zona Gréfica. Depois de clicar com o botao direito do mouse no fundo da Zona Gréfica, pode-se abrir
esta janela de didlogo selecionando “Propriedades”no Menu de Contexto da Zona Grafica. No separador
“Eixos coordenados”, pode-se, por exemplo, alterar o estilo da linha e as unidades dos eixos coordenados,
e estabelecer a distancia das graduagoes para um certo valor. Note que podemos personalizar cada um
dos eixos individualmente, clicando no separador “EixoX”ou “EixoY”. Além disso, podemos também
alterar a razao entre os eixos e exibir ou esconder cada eixo individualmente.

No separador “Malha”, pode-se, por exemplo, alterar a cor e o estilo das linhas do quadriculado, e
estabelecer a distancia entre estas linhas. Também pode-se escolher o quadriculado “Isométrico”.
Nota: Para alterar a relacao de escala entre os eixos pode-se simplesmente pressionar e segurar a tecla
Shift (ou Ctrl) enquanto arrasta um dos eixos.

Nota: O Dialogo de Propriedades da Zona Gréfica é diferente do Didlogo de Propriedades dos objetos.
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Personalizar a Barra de Ferramentas

A barra de ferramentas pode ser personalizada selecionando “Personalizar a barra de ferramentas”’no
menu Ferramentas.

e Selecione a ferramenta ou a caixa de ferramentas que pretende-se remover da barra de ferramentas,
na lista do lado esquerdo da janela de didlogo que aparece, e clique no botao “Remover >”.
Nota: Podemos restaurar a barra de ferramentas padrao clicando no botdo “Restaurar a barra de

ferramentas padrao” que estd situado no canto inferior esquerdo da janela de didlogo.

2.3.2 Modificar Propriedades dos Objetos

O Dialogo de Propriedades permite modificar propriedades de objetos (por exemplo: cor, estilo da linha,
visibilidade). H4 varias maneiras de abrir o Didlogo de Propriedades:

e Clique com o botao direito do mouse num objeto e selecione “Propriedades” (icone 10) no Menu de
Contexto que aparece.

e Selecione o item “Propriedades” (icone 10) no menu Editar.

e Selecione a ferramenta Mover(icone 3) e faca um duplo clique num objeto situado na Zona Gréfica.
Na janela de didlogo Redefinir que aparece, clique no botao “Propriedades”. No Didlogo de Proprieda-
des, os objetos sao organizados por tipos (por exemplo: pontos, retas, circunferéncias) na lista do lado
esquerdo, o que facilita o manuseamento de um grande niimero de objetos. Selecione um ou mais objetos
desta lista para modificar as respectivas propriedades.

Nota: Clicando num cabegalho da lista de objetos (por exemplo:“Ponto”) pode-se selecionar todos os
objetos desse tipo e entao modificar, simultaneamente, as propriedades de todos esses objetos.

Pode-se modificar as propriedades de objetos selecionados usando os separadores no lado direito (por
exemplo: “Bésico”, “Cor”, “Estilo”, “Avangado”).

Nota: O conjunto de separadores que aparecem no lado direito do Didlogo de Propriedades depende dos
objetos selecionados na lista do lado esquerdo.

Feche o Didlogo de Propriedades quando terminar as modificacoes nas propriedades dos objetos.

)

I cone 10: Propriedades.

Icone 3: Mover (Arraste ou selecione um ou mais objetos)

2.3.3 Usando o Menu de Contexto

O Menu de Contexto permite uma maneira riapida de alterar o comportamento ou as propriedades
avancadas de um objeto. Clique com o botao direito do mouse num objeto para abrir o respectivo
Menu de Contexto. Por exemplo, isto permite-lhe alterar a notacao algébrica dos objetos (por exemplo:
coordenadas polares ou cartesianas, equagao implicita ou explicita) e acessar diretamente a recursos como

Apagar (icone 11), Renomear (fcone 12), Habilitar Rastro (icone 13), Exibir Rétulo (icone 14), Animar
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ou Copiar para a linha de comandos (icone 15).

“~ fcone 11: Apagar.

ol

fcone 12: Renomear.
fcone 13: Habilitar Rastro.

[cone 14: Exibir Rétulo.

P

== fcone 15: Copiar para linha de comandos.

Nota: Selecionando “Propriedades”no Menu de Contexto abre-se o Didlogo de Propriedades, no qual
podemos alterar as propriedades de todos os objetos em uso (por exemplo: cor, tamanho, espessura da

linha, estilo da linha, preenchimento).

2.4 O GeoGebra como Ferramenta de Apresentacao

2.4.1 Utilizando a Barra de Navegacao

O GeoGebra oferece uma Barra de Navegacao que lhe permite navegar através dos passos da cons-
trugao de um arquivo do GeoGebra jé preparado. Selecione o item “Barra de navegacao para passos da
construgao”no menu Exibir para mostrar a Barra de Navegagao situada na base da Zona Grafica.

A Barra de Navegacao fornece um conjunto de botdes de navegacido e mostra o nimero dos passos da
construcdo (por exemplo: 2 / 7 significa que ele estd mostrando o segundo de um total de sete passos da

construgao).

2.4.2 TUsando o Protocolo de construgao

Podemos acessar o Protocolo de Construcao interativo selecionando o item “Protocolo de constru¢ao”no
menu Exibir. E uma tabela que mostra todos os passos da construcao. O Protocolo de Construcao
permite-lhe refazer passo a passo uma construgao jé preparada, usando a Barra de Navegacao situada na

base da Zona Gréfica.

Navegar e Modificar o Protocolo de Construcao

Pode usar o teclado para navegar no Protocolo de Construcao:
e Use a seta 1 “para cima”do teclado para regredir um passo da construgao.

e Use a seta | “para baixo”do teclado para avancar um passo da construcao.
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e Use a tecla Home para regressar ao inicio do protocolo da construcao e a tecla End se quiser ir para
o fim do protocolo da construgao.

e Use a tecla Delete para apagar um passo da construgao selecionado.
Nota: Isto pode afetar outros objetos que dependem do objeto/passo da construgao selecionado. Também
podemos usar o mouse para navegar no Protocolo de Construcao:

e Faca um duplo clique numa linha para selecionar um passo da construgao.

e Faca um duplo clique no cabecalho de qualquer coluna se quiser ir para o inicio do Protocolo de
construcao.

e Arraste e largue uma linha para mover um passo da construgdo para uma outra posicao no Protocolo
de Construgao.
Nota: Isto nem sempre é possivel devido as dependéncias entre os diferentes objetos.

e Clique com o botao direito numa linha para abrir o Menu de Contexto do objeto referente ao passo
da construgao selecionado.
Nota: Pode-se inserir passos da construcao em qualquer posicao do Protocolo de Construgao: Selecione
o passo da construgao anterior ao novo passo que deseja inserir (por exemplo: se quiser que 0 novo passo
seja o quinto deve-se selecionar o quarto). Deixe a janela do Protocolo de Construgao aberta enquanto
cria o novo objeto. Este novo passo da construgao é inserido imediatamente na posi¢ao escolhida no
Protocolo de Construgao.
Usando a coluna Ponto de quebra no menu Exibir da janela do Protocolo de Construgao, podemos
definir certos passos da construcao como “Pontos de quebra”. Isto permite-lhe agrupar varios objetos no
mesmo passo. Quando navega através da sua construcao usando a Barra de Navegacao, os objetos assim
agrupados sao mostrados ao mesmo tempo.
Nota: Pode-se ativar ou desativar as diferentes colunas do Protocolo de Construcao usando o menu

Exibir na janela do Protocolo de Construgao.

2.4.3 Modificar as Configuragoes do GeoGebra

O GeoGebra permite-lhe alterar e gravar as suas configuragoes favoritas usando o menu Opgoes. Por
exemplo, pode-se alterar a “Unidade angular”de “Grau”para “Radiano”, ou alterar o “Estilo dos pontos”,
“Estilo do angulo reto”e “Tamanho da caixa para exibir / esconder objetos”. Além disso, também pode-se
alterar o modo como as coordenadas (“Coordenadas”) sao mostradas e quais os objetos que sao rotulados
(“Rotular”). Pode-se gravar as suas configuragoes preferidas selecionando o item “Gravar as configuragoes

atuais” (icone 16) no menu Opgoes.

@ Icone 16: Gravar configuracoes atuais.

Depois de as ter gravado, o GeoGebra lembrar-se-4 delas e usa-las-4 em cada novo arquivo que criar.
Nota: Podemos restaurar as configuragoes padrao selecionando “Restaurar as configuragoes padrao”’no
menu Opgoes.

Nota: Se utilizarmos o GeoGebra como ferramenta de apresentagao, devemos aumentar o tamanho das
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fontes (menu Opgoes) de modo a facilitar a leitura de textos e rétulos dos objetos.

2.5 Entrada Geométrica

2.5.1 Notas Gerais

A Zona Gréfica mostra a representagio grifica dos objetos matemdticos (por exemplo: pontos, vetores,
segmentos, poligonos, fungoes, curvas, retas, segoes conicas). Sempre que o cursor do mouse é colocado
sobre um tal objeto, ele é realcado e aparece um texto que o descreve. Existem vérias ferramentas/modos
para dizer ao GeoGebra como deve reagir ao clique do mouse na Zona Gréfica (veja a se¢ao Ferramentas
de Construgao). Por exemplo, clicando na Zona Gréfica pode-se criar um novo ponto (veja a ferramenta
Novo Ponto - fcone 17), intersecao de dois objetos (veja a ferramenta intersecao de dois objetos - icone

18), ou criar uma circunferéncia (veja a ferramenta Circunferéncia dados o centro e um ponto - icone 19).

A
E’ Icone 17: Ferramenta Novo Ponto.
X Icone 18: Ferramenta intersecao de dois objetos.

®7 Icone 19: Circunferéncia dados o centro e um ponto.

2.5.2 Ferramentas de Construgao

As seguintes ferramentas/modos de construcdo podem ser ativadas clicando nos botdes da Barra de
Ferramentas. Pode-se clicar na pequena flecha situada no canto inferior direito de um icone para abrir
um menu (“Caixa de Ferramentas”) que contém ferramentas do mesmo tipo.

Nota: Com a maior parte das ferramentas pode-se criar facilmente novos pontos clicando em espagos

vazios da Zona Gréafica.

Selecionar Objetos

Para “seleccionarmos um objeto”devemos clicar nele com o mouse apds ter selecionado a ferramenta
Mover (icone 3). Se quisermos selecionar vérios objetos ao mesmo tempo, devemos definir um Retéangulo
de Selegao:

e Selecione a ferramenta Mover (icone 3) e clique na posi¢ao do primeiro canto do Retangulo de
Selegao desejado . Mantenha o botdo esquerdo do mouse pressionado e mova o ponteiro para a posigao
do canto diagonalmente oposto do Retangulo de Selecao desejado. Apds ter liberado o botao do mouse,
todos os objetos dentro do Retangulo de Selecao ficam selecionados.

Nota: Para selecionar um conjunto de dois ou mais objetos, mantenha a tecla Ctrl pressionada

enquanto clica nesses objetos.
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Icone 3: Mover (Arraste ou selecione um ou mais objetos)

Renomeacao Rapida de Objetos

Para renomear rapidamente um objeto, clique nele com o botao direito do mouse e abra o respectivo

didlogo Renomear. Entao, reescreva o nome de tal objeto e clique no botao “OK”.

2.5.3 Ferramentas Gerais
Vamos apresentar um breve resumo sobre as principais ferramentas do “GeoGebra”.
<t
Copiar estilo visual:
Esta ferramenta permite copiar propriedades visuais (por exemplo: cor, tamanho, estilo da linha) de um
objeto para outros. Para isso, primeiro selecione o objeto cujas propriedades pretende copiar. Depois,

clique nos objetos que herdarao essas propriedades.

- Apagar:

Clique em qualquer objeto que queira apagar.

Desfazer:

Se apagar acidentalmente o objeto errado.

Mover:

Arraste objetos livres com o mouse. Se selecionar um objeto clicando nele no modo Mover, pode-se:
e Apagar o objeto pressionando a tecla Delete.
e Mover o objeto usando as setas do teclado (veja a se¢do Animagao).

Nota: Pode ativar a ferramenta Mover pressionando a tecla Esc.

&

Mover a folha de desenho:

Arraste a folha de desenho na Zona Gréfica para mover a drea visivel da folha de desenho.

Nota: Também pode-se mover a folha de desenho mantendo pressionada a tecla Shift (ou Ctrl, no
Windows) e arrastando-a com o mouse em qualquer modo.

Nota: Neste modo também pode-se alterar a relacao de escala entre os eixos coordenados, arrastando

cada um deles com o mouse.

Exibir / Esconder rétulo:

Clique num objeto para exibir ou esconder o respectivo rétulo.
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- Exibir / Esconder objetos:
Selecione os objetos que quer exibir ou esconder depois de ativar esta ferramenta. Entao, mude para uma
qualquer outra ferramenta para aplicar as alteragoes na visibilidade desses objetos.
Nota: Quando se ativa esta ferramenta, todos os objetos que podem ser escondidos sao realcados. Desta
maneira, pode facilmente exibir/esconder outra vez os objetos desativando a sua sele¢ao antes de mudar

para outra ferramenta.

A Ampliar:

Clique em qualquer lugar da Zona Grafica para ampliar a sua construcdo (veja também Personalizar a

Zona Gréfica)

&

Reduzir:
Clique em qualquer lugar da Zona Gréafica para reduzir a sua construgdo (veja também Personalizar a

Zona Gréfica)

A
E’ Novo ponto

Clique na Zona Grafica para criar um novo ponto.

Nota: As coordenadas do ponto sao fixadas quando o botao do mouse é liberado.

Clicando num segmento, reta, poligono, conica, grafico de fungao ou curva, podemos criar um ponto nesse
objeto (veja também o comando Ponto).

Nota: Clicando na intersecao de duas linhas cria-se um ponto de intersecao (veja também o comando

Intersecao).

X Intersecao entre dois objetos:
Os pontos de intersecao entre dois objetos podem ser criados de duas maneiras:
e Se selecionar duas linhas, todos os pontos de intersecao sao criados (se possivel).

e Se clicar diretamente sobre uma intersecao de duas linhas, apenas um ponto de intersecao é criado.

Segmento definido por dois pontos:
Selecione dois pontos A e B para criar um segmento entre A e B. O comprimento do segmento aparece

na Zona Algébrica.

/

Selecione o ponto de origem e depois a extremidade final do vetor.

Vetor definido por dois pontos:



34 CAPITULO 2. GEOGEBRA

Uma bissetriz pode ser definida de duas maneiras:

Bissetriz

e Selecionando trés pontos A, B e C produz-se a bissetriz do angulo que tem vértice B.
e Selecionando duas retas (semirretas ou segmentos de reta) produz as bissetrizes dos dois dngulos

formados por tal par de objetos ou respectivos prolongamentos.

Nota: Qualquer bissetriz tem vetor diretor com comprimento 1.

pd

Reta definida por dois pontos

Selecionando dois pontos A e B cria-se a reta que passa por A e B. O vetor diretor desta reta é (B - A).

A

| Reta paralela:
Selecionando uma reta g e um ponto A define a reta que passa por A paralelamente a g. A direcao de

tal paralela ¢ a diregao da reta g.

©

Selecione o centro M e insira a medida do raio no campo de texto da janela que aparece.

Circunferéncia dados o centro e o raio:

@ Circunferéncia dados o centro e um ponto:

Selecionando um ponto M e um ponto P define a circunferéncia de centro M passando por P.

Nota: O raio de tal circunferéncia é a distancia MP.

'ﬁ Arco circular dados o centro e dois pontos:
Primeiro, selecione o centro M do arco circular. Depois, selecione o ponto inicial A do arco e, finalmente,

selecione um ponto B que especifica o comprimento do arco.

Nota: O ponto A pertence sempre ao arco circular mas o ponto B pode nédo pertencer a esse arco.

Q Setor circular dados o centro e dois pontos:
Primeiro, selecione o centro M do setor circular. Depois, selecione o ponto inicial A do setor e, finalmente,

selecione um ponto B que especifica o comprimento do arco do setor.
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4 Angulo:
Esta ferramenta cria:
e Um angulo entre trés pontos cujo vértice é o segundo ponto selecionado.
e Um angulo entre dois segmentos.
e Um angulo entre duas retas.
e Um angulo entre dois vetores.

e Todos os angulos de um poligono.

Nota: Se o poligono for criado selecionando-se os seus vértices com orientacao anti-horaria, a ferramenta
Angulo produz os angulos internos do poligono, sendo produz os correspondentes complementos para

360 graus.

Nota: Os angulos sao criados com orientacao anti-horaria. Portanto, a ordem pela qual sao selecionados

os objetos que definem os angulos é relevante para esta ferramenta.

a=2

Controle deslizante:
No GeoGebra, um controle deslizante é a representagao grafica de um niimero livre ou de um angulo livre.
Podemos criar um controle deslizante para qualquer nimero livre ou dngulo livre criados anteriormente

exibindo esse objeto (veja Menu de Contexto; veja a ferramenta Exibir/Esconder objetos).

Nota: Clique em qualquer espaco livre da Zona Grafica para criar um controle deslizante para um
nimero ou angulo. A janela que aparece permite especificar o nome, intervalo [min, max] e o incremento

do ntimero ou do angulo.

Nota: Na janela de didlogo do controle deslizante podemos inserir o simbolo © do grau ou pi () para o
intervalo e para o incremento, usando os seguintes atalhos de teclado:

e Alt-O (MacOS: Ctrl-O) para o simbolo © do grau.

o Alt-P (MacOS: Ctrl-P) para o simbolo .

<" Rotacao em torno de um ponto por um angulo:
Selecione o objeto que pretende rodar. Depois, clique num ponto para especificar o centro da rotagao e,

finalmente, insira a amplitude do angulo da rotagao na janela de didlogo que aparece.

/ Inclinagao:
Esta ferramenta calcula a inclinagdo m de uma reta e mostra na Zona Gréafica um tridngulo retangulo em

que a razao entre a medida do cateto vertical e a medida do cateto horizontal é o valor absoluto de m.
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ABC . . [ (p: A
Inserir texto: Com esta ferramenta podemos criar na Zona Gréfica textos estaticos ou dinamicos

e formulas em LaTeX. Primeiro, especifique a localizagao do texto usando uma das seguintes maneiras:
e Clique num lugar vazio da Zona Gréfica para criar um novo texto nesse lugar.

e Clique num ponto para criar um novo texto que fica anexado a esse ponto.

Depois, aparece uma janela de didlogo onde pode inserir o texto pretendido.

Texto Estatico nao depende de quaisquer objetos matematicos e nao é afetado pelas alteragoes na

construcao.

Texto Dindmico contém valores de objetos que sao automaticamente adaptados as alteracgoes

provocadas nesses objetos.

Texto Misto é uma combinagao de texto estatico e texto dinamico.

Férmulas LaTeX No GeoGebra também pode escrever férmulas em LaTex. Para fazer isso,
ative a caixa “Férmula LaTeX”na janela de didlogo da ferramenta Inserir Texto e insira a sua férmula
usando opgao LaTeX.

Nota: Para criar um texto estatico ou um texto que contém uma férmula LaTeX deve inserir a parte

estédtica do texto e depois adicionar a férmula LaTeX entre um par de simbolos ($).

Exemplo: O comprimento da diagonal é v/2.

No menu situado a direita da caixa “Férmula LaTeX”podemos selecionar a opgao para os simbolos
mais comuns nas férmulas. Assim, insere o correspondente cédigo LaTeX no campo de texto e
coloca-se o cursor do mouse entre um par de chaves. Se quisermos criar um texto dinamico dentro da
férmula, clique num objeto e o GeoGebra insere o respectivo nome, bem como a opgao para o texto misto.

Qp

.

Inserir imagem:

Esta ferramenta permite inserir uma imagem na Zona Gréfica:

Primeiro, especifique a localizagao da imagem usando uma das seguintes maneiras:

e Clique na Zona Grafica para especificar a posigao do canto inferior esquerdo da imagem.

e Clique num ponto para o definir como canto inferior esquerdo da imagem.

Entao, aparece uma caixa de didlogo para abertura de arquivo que lhe permite selecionar qualquer arquivo
de imagem que exista no seu computador.

Nota: Apds ter selecionado a ferramenta Inserir imagem, podemos usar o atalho do teclado Alt-clique

para colar uma imagem diretamente da area de transferéncia para a Zona Gréfica.
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2.6 Entrada Algébrica

2.6.1 Notas Gerais

A representagdo algébrica dos objetos mateméticos (por exemplo: valores, coordenadas ou equagoes) é
mostrada na Zona Algébrica. Pode-se criar e modificar objetos usando a Entrada de Comandos.
Nota: Pressione sempre a tecla Enter apds ter inserido a definicio de um objeto na Entrada de
Comandos.

Nota: Pressionando a tecla Enter, muda-se o foco da Zona Gréafica para a Entrada de Comandos. Isto
permite inserir expressoes e comandos no campo Entrada de Comandos sem ter que primeiro clicar neste

com O mouse.

Nomear Objetos
Nota: O GeoGebra atribui automaticamente nomes aos novos objetos por ordem alfabética.
Pode-se também, atribuir um certo nome a um objeto quando o cria usando a Entrada de Comandos do
seguinte modo:

e Pontos: No GeoGebra, os pontos sao sempre nomeados usando letras maitisculas. Insira o nome
(por exemplo: A, P) e o sinal de igualdade antes das coordenadas.
Exemplos: C = (2,4), P = (1;180°), Z =2 + i.

e Retas, circunferéncias e segoes conicas: Qualquer destes objetos pode ser nomeado inserindo
o nome e dois pontos antes da respectiva equagao.
Exemplos: g: y = x + 3, c:(x-1)% + (y - 2)? =4, hyp: x> -y? = 2.

e Funcgoes: Pode-se nomear uma fungéo inserindo, por exemplo, f(x) = ou g(x)= antes da sua ex-
pressao algébrica.
Exemplos: h(x) = 2 x + 4, q(x)= x2, trig(x) = sin(x).
Nota: Pode-se criar indices nos nomes dos objetos. Por exemplo, A1l é inserido como A_1 e Syp é

inserido como S_AB.

Modificar Valores
Existem duas maneiras de manipular o valor de um objeto livre:

e Modificar o valor do objeto inserindo o seu nome e o novo valor campo Entrada de Comandos.
Exemplo: Se quiser alterar o valor de um nimero existente, por exemplo, a = 3, insira a = 5 no campo
Entrada de Comandos e depois pressione a tecla Enter.

e Editar a representagao algébrica: Ative a ferramenta Mover e faca um duplo clique sobre o objeto
na Zona Algébrica. Isto abre uma caixa de texto na qual se pode editar o valor do objeto. Pressione a
tecla Enter para aplicar as alteragoes efetuadas.

Nota: O valor de um objeto livre pode ser alterado diretamente mas o valor de um objeto dependente

s6 pode ser influenciado alterando os objetos aos quais ele é dependente.

Inserir o nome de um objeto no campo Entrada de Comandos:
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Ative a ferramenta Mover e selecione o objeto cujo nome deseja inserir na Entrada de Comandos. Depois
pressione a tecla F5.
Nota: O nome do objeto é anexado & expressao escrita na Entrada de Comandos antes de ter pressionado

a tecla F'5.

Inserir o valor de um objeto no campo Entrada de Comandos:
Existem duas maneiras de inserir o valor de um objeto (por exemplo: (1, 3), 3x - 5y = 12) no campo
Entrada de Comandos.

e Clique com o botao direito do mouse no objeto e selecione o item “Copiar para a entrada de
comandos”’no Menu de Contexto que aparece.

e Ative a ferramenta Mover e selecione o objeto cujo valor quer inserir no campo Entrada de Coman-
dos. Entao, pressione a tecla F4.
Nota: O valor do objeto é anexado a expressao escrita no campo Entrada de Comandos antes de ter

pressionado a tecla F4.

Inserir a definicao de um objeto no campo Entrada de Comandos:
Existem duas maneiras de inserir a definigdo de um objeto (por exemplo: A = (4, 2), ¢ = Circunferéncia[A,
B]) no campo Entrada de Comandos.

e Fazendo Alt clique no objeto, insere a respectiva definicdo e apaga tudo o que esteja escrito no
campo Entrada de Comandos.

e Ative a ferramenta Mover e selecione o objeto cuja definicdo pretende inserir na Entrada de
Comandos. Entao, pressione a tecla F3.
Nota: A defini¢do do objeto é anexada & expressdo escrita no campo Entrada de Comandos antes de ter

pressionado a tecla F3.

2.6.2 Entrada Direta

O GeoGebra pode trabalhar com nimeros, angulos, pontos, vetores, segmentos, retas, segoes conicas,
fungdes, curvas paramétricas, etc. Podemos inserir estes objetos no campo Entrada de Comandos usando

as suas coordenadas ou equacoes e pressionando a tecla Enter.

2.6.3 Numeros e Angulos

Nimeros

Podemos criar nimeros usando o campo Entrada de Comandos. Se inserir um ndmero (por exemplo:
3), o GeoGebra atribui uma letra mintscula como nome desse nimero. Se quiser atribuir ao nimero um
nome especifico, pode inserir tal nome seguido do sinal de igualdade e do nimero (por exemplo: pode-se
criar o nimero decimal r inserindo r = 5.32).

Nota: No GeoGebra, nimeros e angulos usam o ponto como separador decimal.

Também pode-se usar a costante w e a constante de Euler (e) para expressoes e cdlculos, selecionando-as
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no menu situado a direita do campo Entrada de Comandos ou usando atalhos do teclado.
Nota: Se a letra (e) nao estiver sendo usada como nome de um objeto existente, o0 GeoGebra a reconhece

como a constante de Euler.

Angulos
Os angulos sao inseridos em graus (°) ou radianos (rad). A constante 7 ¢ 1til se estiver usando o radiano
como unidade de medida e pode ser inserida como pi.

Nota: Podemos inserir o simbolo do grau (°) ou o simbolo 7 usando os seguintes atalhos de teclado:
e Alt-O para o simbolo de grau (°).

e Alt-P para o simbolo 7.
Exemplo: Pode-se inserir um angulo « em graus (por exemplo: o = 60°) ou em radianos (por exemplo:
a = pi/3).
Nota: O GeoGebra efetua todos os calculos internos em radianos. Para tais calculos, o simbolo (°) nada
significa mas a constante 7/180 é usada para converter graus em radianos.
Exemplo: Se a = 30 for um ntumero, entao o = a°® converte a no angulo a = 30°, nao alterando o valor
numerico. Se inserir b = «/° , o0 dngulo « é convertido no nimero b = 30, mais uma vez sem alteragao

do valor numérico.

Seletores e Teclas de Movimento
Numeros e angulos livres podem ser mostrados como seletores na Zona Gréfica (veja a ferramenta Con-
trole Deslizante). Usando as teclas de movimento (setas) ou as teclas + e -, pode-se alterar o valor de

um nimero ou de um angulo na Zona Algébrica ou na Zona Grafica (veja a se¢do Animagao).

Limites do Intervalo de Variagao
Numeros e angulos livres podem ser limitados a um intervalo [min, max] usando a opgao “Controle

Deslizante”.

2.6.4 Pontos e Vetores

Pontos e vetores podem ser inseridos em coordenadas cartesianas ou polares (veja a secao 2.6.3 Numeros
e Angulos).

Nota: As letras maitusculas denotam pontos ao passo que as mintsculas denotam vetores.

Exemplos:

e Para inserir um ponto P ou um vetor v em coordenadas cartesianas escreva P = (1, 0) ou v = (0, 5).
e Para usar coordenadas polares escreva P = (1; 0°) ou v = (5; 90°).

Nota: E necessdrio usar o “ponto e virgula”para separar as duas coordenadas polares. Além disso, se

nao inserir o simbolo do grau, o GeoGebra trata o angulo como se ele tivesse sido inserido em radianos.
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2.6.5 Retas e Eixos

Retas
Pode-se inserir uma reta na forma de uma equagao linear em x e y ou na forma paramétrica. Em ambos
os casos, as varidveis definidas previamente (por exemplo: nidmeros, pontos, vetores) podem ser usadas
nas equacoes.
Nota: Pode-se escrever o nome da reta no inicio da insercao, seguido por dois pontos.
Exemplos:

e Escreva g: 3*x + 4*y = 2 para inserir a reta g como equagéo linear.

e Defina um pardmetro t (por exemplo: t = 3) antes de inserir a reta g na forma paramétrica usando
g X = (-5,5) +t (4, -3).

e Defina primeiro os pardmetros m = 2 e b = -1. Entao, pode-se inserir a equagdo g: y = m*x + b

para obter a reta g na forma reduzida.

Eixos
Os dois eixos coordenados estao disponiveis nos comandos usando os nomes EixoX e EixoY.
Exemplo: O comando Perpendicular[A, EixoX] constréi a perpendicular ao eixo das abscissas passando

pelo ponto A.

2.6.6 Funcoes de x

Para inserir uma fungdo podemos usar varidveis previamente definidas (por exemplo: ndmeros, pontos,
vetores) e outras fungdes. Exemplos:

e Funcio f, f(z) = 323 — 22

e Fungio g, g(x) = tan(f(x))

e Fungdo sem nome sin(3z) + tan(z)

Processo para inserir uma fungao na Zona Algébrica e na Zona Grafica

Vamos apresentar o processo para inserir uma funcdo através de exemplos.

Exemplo 1: Inserir a funcao f(x) = 3x - 1 na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do “GeoGebra”.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada sera exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grafico de uma funcao f(x) = 3x - 1 devemos digitar no campo entrada de comandos



2.6. ENTRADA ALGEBRICA 41

(Zona Algébrica) a fungao f do seguinte modo, f(x) = 3*x - 1 ou f(x) =3 x - 1.
Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o sfmbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica

e Apoés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona
Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposigies OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

. d‘v \V
\ d ABC || 232
150 8% 5 o) () N S |
Entrada @
Janela de Algebra ~ (=[] [Janela de Visualizagéo BIEIE]
= Objetos Livies
@ f(x)=3x-1
Objetos Dependentes

A
L3 "PV Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) [

POR 1902
PTB2 22/03/2013

- I 40

Figura 2.2: Inserindo a fungéo f(x) = 3x -1 na Zona Algébrica e na Zona Grafica do “GeoGebra”.

Exemplo 2: Inserir a funcio f(x) = 22? +3x - 1 na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do “GeoGebra”.

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizacao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o gréfico de uma funcio f(x) = 222 +3x - 1 devemos digitar no Campo Entrada de
Comandos (Zona Algébrica) a fungdo f do seguinte modo, f(x) = 2*x" 2 + 3*x - 1 ou
fx) =2x"2+3x-1

Nota: No software “GeoGebra” devemos inserir o simbolo ~ entre elementos x e 2 para indicar a poténcia

x2.

32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica



42 CAPITULO 2. GEOGEBRA

e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o gréafico seja visualizado na Zona
Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:

Arquivo_Editar Exivir Disposigdes Opgdes Femamentas Janela Ajuda

A . . . oe Mover
l o / L I>y_ @y_ @y_ 4 \ ‘ch_ —i 'I'y_ Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc) [

Entrada: 1)
Janela de Algebra v [x] [Janela de Visualizagao GG
= Objetos Livres.
@ f(x) =2x*+3x -1
Objetos Dependentes

fx)=2z*+3x —1

POR 1919
PTB2 22/03/2013
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Figura 2.3: Inserindo a fungao f(x) = 222 + 3x - 1 na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do “GeoGebra”.

Exemplo 3: Inserir a fungio f(x) = 2(*=1 4 1 na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do “GeoGebra”.

12 Etapa: Preparacao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grafico de uma fungao f(x) = 2(z=1) 4 1 devemos digitar no campo entrada de coman-
dos (Zona Algébrica) a fungéo f do seguinte modo, f(x) = 2" (x- 1) + 1.

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir o simbolo * entre elementos 2 e (x - 1) para indicar a

poténcia 2(=—1)

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica

e Apoés digitar a funcao no Campo de Entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona
Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:

Exemplo: 4 Inserir a fungao f(x) = log(x + 1) - 2 na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do “GeoGebra”.

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;
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Arquivo Editar Exibir Disposigies Opcdes Femamentas Janela Ajuda

A 3 AN Mover &
@ LA /(7 /7‘ >7 ®7 @7‘ 4‘, N = ‘{“7 Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) o

Entraga @
Agebra ~ [55]x] [Janela de Visualizagio BIEIE
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Figura 2.4: Inserindo a funcio f(x) = 2(*=1) + 1 na Zona Algébrica e na Zona Grafica do “GeoGebra”.

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opcoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grifico de uma fungao f(x) = log(x + 1) - 2 devemos digitar no campo entrada de
comandos (Zona Algébrica) a funcao f do seguinte modo, f(x) = lg(x + 1) - 2.

Nota: No software “GeoGebra”devemos digitar no campo de entrada lg(x 4+ 1) para indicar o logaritmo

de (x + 1) na base 10 (log(x + 1)).

32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a funcao no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona
Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:

Nota: Para inserir o logaritmo de x na base e, devemos digitar no campo de entrada In(x) ou log(x ).

Nota: Para inserir o logaritmo de x na base 2, devemos digitar no campo de entrada ld(x).

Exemplo 5: Inserir a funcao trigonométrica f(x) = 3 - 2sen <ﬂc - %) na Zona Algébrica e na Zona Grafica

do “GeoGebra”.

12 Etapa: Preparacgao
e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;
e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e

campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua
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Arquivo Editar Exioir Disposigies Opgbes Femamentas Janela Ajuda
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Figura 2.5: Inserindo a funcéo f(x) = log(x + 1) - 2 na Zona Algébrica e na Zona Grafica do “GeoGebra”.
visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcgao

e Para construir o grafico de uma fungao f(x) = 3 - 2sen (x — g) devemos digitar no campo entrada de
comandos (Zona Algébrica) a funcao f do seguinte modo, f(x) = 3 - 2*sin(x - alt p/2).

e No software “ GeoGebra”, devemos digitar sin para indicar seno; cos para indicar cosseno e tan para

indicar tangente.

Nota: No software “GeoGebra’para digitar no Campo de Entrada m/2 devemos utilizar as teclas

ALT+P/2.

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Grafica
e Apoés digitar a funcdo no Campo de Entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:
Exemplo: 6 Inserir a funcdo trigonométrica f(x) = |z — 1| -1 na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do

“GeoGebra”.

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada sera exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).
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Figura 2.6: Inserindo a funcao f(x) = 3 - 2sen (1: - g) na Zona Algébrica e na Zona Gréfica do “GeoGe-

”

bra”.

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o gréfico de uma funcéo f(x) = |z — 1| -1 devemos digitar no Campo de Entrada (Zona

Algébrica) a fungao f do seguinte modo, f(x) = abs(x - 1) - 1.

Nota: Para digitar |z — 1| no software “GeoGebra”, devemos digitar no Campo de Entrada abs(x - 1).

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica

e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:



46 CAPITULO 2. GEOGEBRA

Arquivo_Editar_Exibir Disposioes Opgdes Femamentas Janela Ajuda
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Figura 2.7: Inserindo a funcdo f(x) = |z — 1| -1 na Zona Algébrica e na Zona Grafica do “GeoGebra”.
2.7 Animacao

2.7.1 Animagao Automatica

O GeoGebra permite animar um ou mais nimeros e/ou dngulos a0 mesmo tempo se eles forem mostra-
dos como controles deslizantes na Zona Grafica.

Para animar um ntmero ou um angulo no GeoGebra, deve-se clicar com o botao direito do mouse nele e
selecionar a opgao “Animar”’no Menu de Contexto que aparece. Para cancelar a animagao, é necessario

desmarcar a opgao “Animar”’no mesmo Menu de Contexto.

Nota: Apds ter animado um nidmero ou um angulo, aparece um botdo no canto inferior esquerdo da
Zona grafica. Este botao permite parar ou continuar uma animagcao.
No Menu Propriedades pode-se alterar o comportamento da animagao. Por exemplo, pode-se controlar

a “Velocidade”da animagao.

Nota: A velocidade 1 significa que a animacao leva cerca de 10 segundos para percorrer todo o

intervalo de variagao determinado para o parametro representado por um controle deslizante.

Podemos também controlar o modo como o ciclo da animagao é repetido:
e Alternado: O ciclo da animacao alterna entre “Decrescente”’e “Crescente”.

e Crescente: O valor do controle deslizante é sempre crescente. Apds atingir o valor méximo do

parametro, ele salta para o valor minimo e a sua animagao continua.

e Decrescente: O valor do controle deslizante é sempre decrescente. Apds atingir o valor minimo do

parametro, ele salta para o valor maximo e a sua animagao continua.

Nota: Enquanto a animacao automatica esta ativada, o GeoGebra continua inteiramente funcional. Isto
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permite fazer alteracoes na sua construgao enquanto a animacao estd ativada.

2.7.2 Representando um ntimero como um controle deslizante

Para exibir um numero como um controle deslizante na janela de gréaficos, vocé deve clicar como na
Figura 2.8, selecionar a opgao controle deslizante e em seguida clique com o botao esquerdo sobre a
malha. Escolha a letra que representa o parametro que vai variar, defina o intervalo de variacdo e clique

em aplicar. Vejamos a Figura 2.9.

Arquivo Editar Exibir Disposiches Opgies Feramentas Janela Ajuda
NoERINE

Janela de Algebra v/ /5% [Janela de
= Objetos Livres

g | Mover
., Araste ou selecione um ou mais objetos (Esc) *

Caixa para Exibir/ Esconder Objetos

&
0®

BhE

@ fx)=2x-1

Objstos Dependentes Inserir Botdo B

Inserir Campo de Entrada

flxy=2x—-1

POR
PTB2

- I

Figura 2.8: Tela que exibe o comando controle deslizante.

(+] GeoGebra = ®
Arquivo_Editar_Exibir Disposigdes OpeBes Ferramentas Jansla Ajuda
A . éu‘q & [aac) E‘ Controle Desizante 8
RAAR e o) 4] NP [+ s °
Entrada: o
Janela de Agebra ~][=x] [Janela de Visualzagao BICIES
Objetos Lives
Objetos Dependentes
2
; N
® Numero fome
O Angulo g @
Ofnteito [ watério (F9)

Intervalo | Controle Deslizante | Animago

min: -5 max 5 Incremento: 0.

Aplicar | | Cancelar

POR 1958
PTB2 23/03/2013

O ndh Ol

Figura 2.9: Tela que exibe o parametro em variagao.

Por ultimpo, clique com o botao direito sobre o controle deslizante e em seguida com o esquerdo em

animar (figura 2.10).
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Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opchies Ferramentas Janela Ajuda
[ [y [ [ [ [ [ (|
A . @ ° | agc | sz Mover ha
, Ll ,/; Bl I>‘v Gv A[IESB 1| =22||L %] Aracte ou ssiscons umou mais obistos €5 -
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= Objetos Livres
s a=1
@ fx)=2x-1
Objetos Dependentes 3
a=1 2
—e
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*.| Exibir Objeto y
A+ | Exibir Rétulo
Animar ‘
| Fixar objeto
0
6 5 [# Copiar para a Linha de Comandos o 1 2 3 4 5 L 7
ol Renomear
4. Apagar -
Propriedades ..
2
a

POR 20:05
PTB2  23/03/2013

Figura 2.10: Tela que exibe a fungdo animar.

2.7.3 Animagao Manual

Para alterar continuamente um ntmero ou um angulo de forma manual, selecione a ferramenta Mover.
Depois, clique no nimero ou no angulo e pressione a tecla + ou a tecla - ou as teclas de movimento

(setas). A manutengao da pressdo sobre uma destas teclas permite-lhe produzir animagdes manuais.

Exemplo: Se as coordenadas de um ponto dependerem de um parametro k como em P = (2 k, k), o

ponto move-se ao longo de uma reta quando k varia continuamente.

Nota: Podemos ajustar o incremento do controle deslizante no Menu Propriedades desse objeto.
Atalhos de Teclado:

e Shift + seta fornece o incremento de 0,1 unidades.

e Ctrl 4 seta fornece o incremento de 10 unidades.

e Alt + seta fornece o incremento de 100 unidades

Nota: Um ponto numa reta também pode ser movido ao longo dessa reta usando as teclas + ou -.

2.7.4 Visualizacao Condicional

No software “GeoGebra”, além de exibir ou esconder objetos, também pode-se fazer com que o estado
de visibilidade de um objeto dependa de uma certa condigao. Por exemplo, pode-se determinar que um
objeto apareca na Zona Gréfica apenas depois de ativar uma caixa para exibir/esconder objetos posicio-

nada na Zona Grafica ou se um parametro atingir um certo valor.
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Exemplo:

Vamos mostrar um ponto P percorrendo o grafico da pardbola f(x) = x% + 5x + 6.

Roteiro:
e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de algebra, eixos coordenados, malha
e campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua
visualizagao).

e Digite no campo de entrada a funcio f(x) = x> + 5x + 6 e em seguida clique na tecla ENTER.

e Insira um controle deslizante limitando o intervalo de -6(minimo) a 1 (méximo).

e Digite no campo de entrada o ponto P do seguinte modo, P = (a, f(a)). Em seguida clique na tecla

ENTER.

e Clique com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante e habilite a opcao animar.

Nota: Para visualizarmos a abscissa e a ordenada do ponto P, devemos digitar no campo de entrada os
pontos Xp = (a, 0) e Yp = (0, f(a)), respectivamente. Utilizando a ferramenta segmento definido por

dois pontos, ligue os pontos P e Xp, em seguida, P e Yp.

A figura a seguir mostra algumas posigoes posicoes do ponto P sobre o grafico da funcao

f(x) = x* + 5x + 6.

€7 GeoGebra [
Arquivo Editar Exibir Disposicies Opges Ferramentas Janela Ajuda

§ . b
E! I>v ®v (;v L] 3 .| Amaste ou selecione um ou mais objetos (Esc) 2
Entrada 3@

|Janela de Algebra Janela de Visualizagdo i [BE[E]
= Objetos Livres |

Pa=5 |
@ f(xy=x 4+ Bx+6 |
= Objetos Dependentes |
@ P=(56)
1@ Xp=(5,0)
@ Yp=1(0,6)
o b=6

@ c=5

f(x) = x*+5x+6
P =(a, f(a)
Xp=(a,0)

Yp =(0, f(a))

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
1
|
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
4

ViiecnaeeoesHNwQ

LIEIEIEIE =

Figura 2.11: Esbogo da animagao de um ponto P sobre o gréfico da funcio f(x) = x? + 5x + 6.
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Observagao:
De acordo com a construgao anterior, percebemos que as coordenadas do ponto P estao condicionadas

ao valor do parametro a.

2.7.5 Cores Dinamicas

No GeoGebra, pode-se alterar a cor dos objetos usando a ferramenta “Cor’no menu propriedades. No
entanto, vocé também pode mudar a cor de um objeto dinamicamente utilizando a caixa de didlogo
Propriedades e clicando na guia Avangado. La vocé vai encontrar uma se¢do chamada cores dinamicas
com caixas de texto para os componentes de cor vermelho, verde e azul.

Nota: Em cada uma dessas caixas de texto, vocé pode inserir uma func¢do com intervalo [0, 1].

2.7.6 Rastro

Os objetos criados na Zona Gréfica podem deixar um rastro quando sdo movidos (utilize o controle
deslizante). Para visualizar o rastro, use o Menu de Contexto para escolher a opcao “habilitar rastro”.
Em seguida, habilite a fungao animar para o controle deslizante, de modo que o objeto cujo rastro foi

ativado mude de posicao e deixe um rastro.

Arquivo Editar Exibir Disposiches Opchies Ferramentas Janela Ajuda

. @ o Mover

=) bv @V dl 4".7 . "PV Arraste ou selecione um ou mais objetos (Ese)

Enrada:| J @
Janela de Algebra [+][][x] [Janela de a =]
= Objetos Livies

A
.
vl
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]

@l
&

ABC
il

-G a=4
= Objgtos Dependentes
@

Parametro :

a=-4

POR 1752
PTB2  22/03/2013

A~ @

Figura 2.12: Esbogo do rastro da funcao f(x) = ax - 1, com a € {-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.



Capitulo 3

Definicoes preliminares

3.1 Funcao

Definicao:
Uma fungao é uma relagdo bindria de A em B, ou seja, é um conjunto de pares ordenados.
Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei mediante a qual, dado x € A,
determina-se y € B tal que (x, y) € f, entdo f = {(x,y) |z € A, ye Bey= f(x)}.
Para indicarmos uma fungéo f, definida em A com imagens em B segundo a lei de correspondéncia

y = f(x), usaremos uma das notagoes a seguir.

fAB AL B
x — f(x) x — f(x)

3.1.1 Dominio e imagem

Considerando que toda fungao f de A em B é uma relagao bindria, entao f tem um dominio e uma
imagem.

Definicao:

Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para os quais existe y € B tal que

(x,y) € f. Como, pela defini¢ao de fungao, todo elemento de A tem essa propriedade, temos nas fungoes:
dominio = conjunto de partida
isto é,
D = A.

Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para os quais existe x € A tal que (x, y)
€ f, portanto:

imagem é subconjunto do contradiminio

ol
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isto é,

Im C B.

dominio contra-dominio

3.1.2 Grafico de uma funcao

Dada a fungéo f: A C R — B C R, construir seu gréfico é representar, no sistema cartesiano ortogonal

(ou plano xQOy), o conjunto de pontos {(x,y)|z € A ey = f(z)}.

3.1.3 Raizes de uma fungao

Seja uma fungéo f: R — R, definida por y = f(x). Chama-se raizes (ou zeros) da fungéo f(x), os valores

de x para os quais f(x) = 0.

3.1.4 Crescimento e decrescimento de uma funcao

Definicao 1:
Uma funcao f: A— B ¢é dita crescente em um intervalo I C A quando,

YV 21, 29 € I, com z1 < 29 = f(x1) < f(x2).

Definicao 2:
Uma funcao f: A— B é decrescente em um intervalo I C A quando, V z7, z2 € I, com

1 < To9g = f(l‘l) > f(])g)

3.1.5 Funcao par e fungao impar

Seja f: A C R — B C R uma fungdo, tal que se x € A, entdo -x € A.
Definicao 1:
Chama-se func¢do par aquela em que f(x) = f(-x), V € A.

Nota: Geometricamente, o grafico de uma fungao par é simétrico em relagio ao eixo das ordenadas (y).

Definigao 2:
Denomina-se fungao impar aquela em que f(x) = - f(-x), V € A.
Nota: Geometricamente, o grafico de uma funcao impar é simétrico em relagao a origem do sistema

cartesiano xQOy.
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3.1.6 Funcao definida por varias sentencas

Uma fungao f: R — R dividida em sentencas, recebe o nome de funcao definida por varias sentencas

ou fungao definida por partes.

Observagao:

O dominio de uma fungao definida por varias sentengas é a uniao dos dominios das sentencas.

3.2 Transformacoes geométricas

Podemos definir uma transformacao geométrica em um plano como uma correspondéncia um a um en-
tre pontos do plano. Assim, por meio de uma transformagao, os pontos de uma dada figura no plano
correspondem a uma outra figura (sua imagem) no mesmo plano. As transformagdes que nao alteram
as distancias entre os pontos relacionam figuras congruentes, e sdo ditas transformacdes isométricas!.
Por nao distorcer as imagens, essas transformagoes sao chamadas de movimentos rigidos no plano.

As transformacoes isométricas de um plano sio: translagao, reflexao e rotagao, e todas as

combinagoes entre esses movimentos que se subdividem em apenas 4 tipos distintos de isometrias.

Nota: Simetria
A simetria é observada segundo os movimentos de translacao, reflexao e rotacao, em relagao a uma reta

ou em relagdo a um ponto. Assim, pode-se destacar:

e Simetria de translagao: A figura movimenta-se sobre uma reta mantendo-se inalterada, ou seja,

todos os pontos da figura percorrem segmentos paralelos de mesmo comprimento.

e Simetria de reflexao: Sdo aquelas em que as imagens de um objeto sdo refletidas em relagdo a

um eixo, denominado eixo de simetria.

e Simetria de rotagao: A figura gira em torno de um ponto que pode estar na figura ou fora dela,

e cada ponto da figura percorre um angulo com vértice nesse ponto.

3.2.1 Translagao horizontal e vertical do grafico de uma fungao

Seja f uma funcao real de uma variavel real e k € R:
e se g(x) =1 (x) + k, o gréfico de g é uma translagéo vertical do gréafico de f (se k > 0, translacao de
k unidades para cima, e se k < 0, translacdo de |k| unidades para baixo).

Vejamos o exemplo a seguir:

e se h(x) = f (x + k), o gréfico de h é uma translacdo horizontal do grafico de f (se k> 0, translagao

1O prefixo iso significa igual; portanto, transformagoes isométricas sio aquelas que mantém as distancias entre os pontos.
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Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgles Janela Ajuda
as Move ‘Q\‘I

_ ‘ OAV /{v A/v b’v @v @v d"\, X, | —‘iv 'i"‘, e selecione um ou mais objetos (Esc) &
Entrada| | @
LEec- R -

8

5

g(x) =f(x) + k, com | k>0
) 3 PR 3 7 & )
Bl
h(x) =f(x) + k, com k<0.
3
4
B & I3 = :

Figura 3.1: Translacao vertical

da fungao f(x) = 3 - 2x°.

de k unidades para a esquerda, e se k < 0, translacao de |k| para a direita).

Vejamos o exemplo a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

AR [B OO 4] e

asz

'i’ Mover
|| ¥, Amaste ou selecione um ou m

ais: 0Djetos (Esc)

Entrada

L#c~

com k>0

y= flz+ k),

B 7 8 5

Figura 3.2: Translagao horizontal

3.2.2 Reflexao do grafico de uma fungao

da funcao f(x) = z® - 2x2.

Reflexao é uma transformagao no plano que associa cada ponto P ao seu simétrico P” em relagao a uma

reta r (eixo de simetria), isto é, r é a mediatriz do segmento PP’. Desse modo, dada a funcao f:R — R

definida por y = f(x) e seu grafico, temos:

e o grafico de g(x)

- f (x) é uma reflexéo do grafico de y = f(x) em relagéo ao eixo Ox.
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Vejamos o exemplo a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opgdes Femamentas Janela Ajuda

A . A . . Mover
[ B S OO [l NI oe] ezl ] M oo s

Entrada

20
M cr @+ 2~ [N/ w0 -

flx) = x! + 52 + 622

y=—f(z)

B & E L]
Figura 3.3: Reflexao do gréfico da funcio f(x) = 2% + 52 + 622 em relacio ao eixo Ox.

e o gréfico de g(x) = f(-x) é uma reflexdo do gréfico de y = f (x) em relagao ao eixo Oy.

Vejamos o exemplo a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A Ol 4lNper =] +)

Enraga:|

| @
L#er

A
.
£

L)

Mover
Arraste ou selecione UM ou mais objetos (Esc)

VARV

f(z) = 2* + 52° + 62” y =f(-x)

o POR mi3
P
R

Figura 3.4: Reflexao do gréfico da funcio f(x) = 2* + 52% + 622 em relacdo ao eixo Oy.

3.2.3 Rotacgao do grafico de uma funcao

Rotacao é o giro de uma figura em torno de algum ponto e de um determinado angulo.
Desse modo, dada a funcao f: R — R definida por y = f(x) e seu grifico, temos que o grafico de

g(x) = - f(-x) é uma rotagao de 180° do gréfico de y = f(x) em relagdo a origem do sistema de eixos xOy.

Vejamos o exemplo a seguir:
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Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opgdes Feramentas Janela Ajuda

DR EcEEN

Entrada: i@
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A
.
|

f(z) = z* + 52® + 622

/\
v o

Figura 3.5: Rotagao do grafico da funcio f(x) = z* + 52® + 622 em relacio a origem do sistema de eixos

xOy.

3.3 Familia de funcoes

Seja uma funcao f: R — R definida por y = f(x) e k € R. Tomando por exemplo, os graficos das fungoes
y = f(x +k), y = f(x) + k, y = f(kx) ou y = k.f(x), percebemos que a medida que o pardmetro k varia,
ocorre uma transformagao geométrica no grafico da fungao. O conjunto formado por todos os graficos
obtidos pela variacdo do paradmetro k é denominado de familia de fungoes.

Por exemplo, temos a seguir o gréfico da funcio f(x) = 2% + 22.

Arquivo Editar Exibir D Bes Opcdes Janela Ajuda

A A/ . ez Mover
®* J //v 7” b’v ®v O, é, x AECJ —3 «Pv Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) »
Entrada: | @
Janela de Algebra [F]=]%] [Janeia de & BIEIES)
= Objetos Livres
@ f(x) = 4 x2
Objetos Dependentes
E]
2
3 2
flx)=2"+=x

POR 1145
PTB2  24/03/2013

< | HE F

Figura 3.6: Gréfico da fungao f(x) = 23 + 2%

Agora, vamos analisar o comportamento da fungdo y = f(x) + k, com k € Z, variando o parametro k.
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Figura 3.7: Familia de fungoes do tipo y = 2% + 522 + k, com k € {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5}.

De acordo com a Figura 3.7, temos um conjunto de fungoes do tipo y = f(x) + k, ou seja, temos uma

familia de fungdes do tipo y = f(x) + k.

3.4 Assintota

Dizemos que uma reta r é Assintota do grafico de uma fungéo f(x) quando a distdncia de um ponto

variavel P(x, y) do gréfico até essa reta tende a zero, & medida em que o ponto tende ao infinito.

A Assintota pode ser uma reta vertical, horizontal ou obliqua.

Vejamos a ilustracao a seguir:

Arquivo. Editar Exibir Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
A AN - Novo Ponto (@]
‘ %v /V )(v b‘v '\v @V 4.‘7‘ N | = “E'v Clique na Janela de Visualizagio ou sobre um objelo Py

LfEc- M- o -

Assintota
-
.
-
.
-
.
-
.
T .7 0 xr

d @

Enrada:|

Figura 3.8: Assintota (r) da fungéo f.

m POR 1300
< i 72

PTB2  24/03/2013
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Observagao:
Quando o grafico de uma funcao possui assintota, a curva tende a essa reta e a determinacgao das assintotas

é feita com aplicacao de limites?.

3.5 Alongamentos e compressoes

Multiplicar uma funcgao f:R — R por uma constante positiva ¢ tem o efeito geométrico de alongar o gréfico
de y = f(x) na dire¢do y por um fator ¢, quando ¢ > 1, e de comprimi-lo na dire¢do y por um fator %,
quando

0 < ¢ < 1. Por exemplo, multiplicar f(x) por 2 dobra cada ordenada y, portanto alonga o gréfico
verticalmente por um fator 2, enquanto multiplicar por % reduz cada ordenada a metade, portanto com-
prime o gréafico verticalmente por um fator 2. Analogamente, multiplicar x por uma constante positiva
c tem o efeito geométrico de comprimir o grifico de y = f(x) na diregdo x por um fator ¢, quando
¢ > 1, e de alongé-lo na diregdo x por um fator %, quando 0 < ¢ < 1.

Vejamos o quadro resumo a seguir:

Operfgfez?()em Multiplicar f(x) por c | Multiplicar f(x) por ¢ | Multiplicar x porc | Multiplicar x porc
y= c>1) (0<c<1) c>1) (0<c<1)
Nova equacgdo y =c.f(x) y =c.f(x) y =f(c.x) y =f(c.x)
) o Comprime o grafico Comprime o grafico Alonga o gréafico de
Efe]tq Alonga o g_raflco de de y=f(x) de y=f(x) y = f(x)
geométrico | y =f(x) verticalmente | verticalmente por um | porizontalmente por | horizontalmente por
por um fator c. fator % um fator c. um fator %
Exemplo
‘ 1 4 3 ’ 2 (x) ;l,ri_,rii_;'_,r? f@) -t 42
_.im‘_m:‘+m2 f(:z:):cll.'l: -z’ 4z flz —14-1 x @ i

Figura 3.9: Efeitos geométricas provocados por alongamentos e compressoes em uma fungao.

2A definicdo de limite é utilizada no intuito de expor o comportamento de uma funcio nos momentos de aproximacao
de determinados valores. O limite de uma funcao possui grande importancia no cdlculo diferencial e em outros ramos da

analise matemaética.



Capitulo 4

Estudo dos parametros de funcoes

elementares utilizando o GeoGebra

4.1 Funcao afim

Vamos trabalhar com a reta sob vérias formas de apresentagao, explorando a variagdo de parametros

(Ref.[2], [5], [7], [8], [13] e [14]).

Definicao:

Chama-se funcao afim a fungao f: R — R tal que f(x) = ax + b, comaeb € R.

Exemplos:
filz) =2z +1
folz) =2 —2

fa(a) = Vor —1
fs(x) = %21 +2

4.1.1 Dominio e Imagem

eD(f)=R
e Im(f)=R

99
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4.1.2 Grafico da funcao afim

O gréfico da funcdo afim f: R — R, definida por f(x) = ax + b, com a, b € R é representado por uma

reta (Ref. [13]). Vejamos o exemplo a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcfes Ferramentas Janela Ajuda
as2

| P o) ) [ N

Entrada: @
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A
.
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E

v | | | | |

POR 1841
PTB2  18/03/2013
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Figura 4.1: Gréfico da funcao f(x) = 2x + 4.

Observagao:

Se tivermos a = 0, essa fungdo polinomial se torna de grau zero (se b # 0) e é chamada de funcao
constante.

Vejamos os exemplos a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opgdes Feramentas Janela Ajuda
NN RN ——
Entrada: | @
Janela de Algebra [+] =[x [Janela lizaga BIEE] |
= Objetos Livres
9 b=3 o
= Objetos Dependentes Parametro :
@ f0=3 i 5_
N
flx)=4
fi(x) =3 .
fz((l?) =2 ,
fa(@) =1
fa(®) =0
5 ER s = 3 ER] g T 2 3 = g s 7 s g RN CTRTY
fs(x) = =1
Jolz) = =2
fr(z) = -3,
4)

POR 1259
PTB2 18/03/2013
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Figura 4.2: Funcao constante f(x) = b, com b € {-3,-2,-1,0,1,2,3,4}.
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4.1.3 Casos especiais:
Funcao Identidade

Definicao:

61

Seja a funcdo f:R — R tal que f(x) = ax + b. Sea=1e b = 0, a fungdo se torna f: R — R tal que

f(x) = x, e é chamada funcao identidade.

Vejamos o esbogo do grifico da fungao identidade f(x) = x.

|

Arquivo Editar Exibir Disposiches Opcles Femamentas Janela Ajuda

A
°
]

Mover
ABC
i ‘i’v Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

a=2
Lo
Ei

] AN A O]

3 [

]
Entrada:

| @

Janela de Algebra [*]/= (%] [Janela de Visualizaca

B

e fx)=x
= Objetos Dependentes
L0 A=(0,0)

-0 B'={0.71,0.71)
C=(0.75,0.75)

©OeO0

= Objetos Livres -

-0 B=(1,0) 4

f(x)=x

(2,2)

(1,1)

Figura 4.3: Grafico da fungao identidade.

Nota: O gréfico da funcao identidade é uma reta que coincide com a bissetriz do 1° e 3° quadrantes.

Funcao Linear

Definicao:

Seja a fungdo f : R — R tal que f(x) = ax + b, com a, b € R. Se a # 0 e b = 0, a fungdo se torna

f:R = R tal que f(x) = ax, e é chamada funcao linear.

Exemplos:

fi(x) = 2x, onde a = 2.

f2(x) = -x, onde a = -1.
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f3(x) = x, onde a = 1.

2 2
fa(x) = Ex, onde a = 3"
f5(x) =5 x , onde a = /5.

fo(x) = —z, onde a = —}1.

Observagao:

O gréfico da fungdo linear é uma reta que passa pela origem (Fig. 4.4). Desse modo, pode-se afirmar

que a fungao identidade é um caso particular de fungao linear, onde a = 1.

Arquivo Editar Exibir Disposices Opgles Feramentas Janela Ajuda

Movei )

| BRFS (o[ df:v \V a8C (=22 | D r B

3 | ] ] ] 9 7 <l e - Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) -
Entrada: ‘ 1)

Janela de Algebra [+ %] [Janela de visualizacio HIE[E

I Objetos Livres

el a=-5

= Objetos Dependentes
L@ f(x)=5x

Parametro :

a=-5
-

POR 22:06

o [m 23 )
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Figura 4.4: Gréfico da funcao linear f(x) = ax, com a € {-5,-3,-1,1,3,5}.

Nota: O grafico da fungao linear f(x) = -x é uma reta que coincide com a bissetriz do 2° e 4° quadrantes.

Observagao:

O grafico de uma fungdo afim é uma reta inclinada (fig.4.5), e as funcoes identidade e linear sao

casos particulares da funcao afim.
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Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opches Ferramentas Janela Ajuda
A . -2 Mover
. ‘ hd vl ’/(v )(v b.v ®v @v ‘{.,.v N AECV _a"v ’%'v Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) -
Enraca:| i @
Janela de Algebra [*][=x[%] |Janela de- lizagA IMIEIES]
= Objetos Livres
@ ay=x
@ biy=-0.5x ﬂ<0 R a>0
@ f{x)=2x-1
~@ g(x)=-x+3 _
Objetos Dependentes f,(x)=-x+3 fl(X) =2x -
PAS ).
f(x)=x
f3(x) =-0,5x
1
7 8 5 4 3 -2 1 T 2 4 5 8 7 8 e
-
2
3

\
5

s
-

Figura 4.5: Gréficos das fungoes afins f(x) = x, f1(x) = 2x - 1, f5(x) = -x +3 e f3(x) = - 0,5x.

4.1.4 Coeficientes da fungao afim

Seja a fungao f : R — R tal que f(x) = ax + b, a, b € R e a # 0. Indiquemos, em cada caso, o dngulo «,
formado entre a reta e o eixo das abscissas, tomado no sentido horédrio. Assim fazendo, podemos concluir

que sao dois os casos genéricos de inclinacao da reta.

1°) Reta com inclinagao aguda.

Arquivo Editar Exibir Disposicies OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
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Enraca:| i@
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= Objetos Livres
QA=21)
O c=(3,0)
@ a=25
= Objetos Dependentes 4
@ by =25
@ p=8771°
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a=2§ 3
—

POR 00:04
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- " 50 72

Figura 4.6: Retas com inclinagao aguda.



64CAPITULO 4. ESTUDO DOS PARAMETROS DE FUNCOES ELEMENTARES UTILIZANDO O GEOGEBRA

2°) Reta com inclinagao obtusa.

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opces Ferramentas Janela Ajuda

A ] ° . as2 Mover @)

o /:\ — b’v Gv\ @v\ < xv\ AEClE= '%'v\ Artaste ou selecione um ou mais objetos (Esc) »
Enrada:| ]
Janela de Algebra [*][=[x] |Janela de Visualizagao =]
- Objetos Lives

O A=(21)

0 B=(1,0 .
Sobo Parametro :

O E=1(-0.92,048)
05 a=-05
= Objetos Dependentes
O B'=(-0.89,045)
@ bry=-0.5x
~@ a=153.3"

90° <a <180°

POR 00:27
PTB2  19/03/2013

R R

Figura 4.7: Retas com inclinacao obtusa.

Definigao:

Define-se coeficiente angular ou declividade de reta representativa de uma fungao afim como sendo

o ndmero real a (a = tg ) e b é um nimero real denominado coeficiente linear.

Observagoes:
e O coeficiente linear é a ordenada do ponto em que a reta corta o eixo y, ou seja, (0, b).

e E importante ressaltarmos que o coeficiente angular também recebe o nome de taxa de variacao da

funcao.

4.1.5 Zero ou raiz da funcao afim

Zero ou raiz de uma funcao y = f(x) é o valor de x que anula a fungéo, ou seja, é o valor de x que torna
y igual a zero. Algebricamente, no caso da funcdo afim, obter o zero significa resolver a equacdo do 1°

grau ax + b = 0. Assim, temos:

b
ax+b=0=>zx=—-—
a
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4.1.6 Crescimento e decrescimento da funcao afim

Analisando os grificos da fungao f(x) = ax + b, construidos nas Figuras 4.6 e 4.7, temos que:

e para a > 0, o angulo « entre a reta e o eixo x é agudo. Diremos, neste caso, que a inclinacao da
reta é positiva. Desse modo, dizemos que a funcdo é crescente, pois x; < X2 =
a(x1) < a(x2) = a(x1) + b < a(x2) + b = f(x1) < f(x2).

Vejamos o exemplo a seguir:

IMun.\ Editar Exibir Disposiies Opgies Femamentas Janela Ajuda

Al olo] <€l el

[ Janela de Algebra (v |Janela de Visualizagio
= Objetos Livres

| @l
. Amaste ou selecione um ou mais objetos (Esc) I

E

e e
o iox-a

= Objtos Dependentes
@ A-0,0) i
oP=@.4 Parametro :
@ Xp=(8,0) 2|
@ Yp=(0,4) a=8
D b=4
e
@d=8 Y e e e —————
Pe=4

o
O
' 1.-;..'-.--:_

— o
1
1

POR 010
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Figura 4.8: Crescimento da funcdo afim f(x) = x - 4.

e para a < 0, o angulo « entre a reta e o eixo é obtuso. Diremos, neste caso, que a inclinagao da
reta € negativa. Desse modo, dizemos que a fungdo ¢é decrescente, pois x; < Xxo =
a(xl) > a(Xz) = a(xl) +b > a(Xg) + b= f(Xl) > f(Xg).

Vejamos o exemplo a seguir:

Arquivo_Editar Exibir Disposigies Opgdes Fermamentas Janela Ajuda

A 3 @ d g a2 8
A O)O) NUAECY 22 [L <8 | Araste ou setecions um au mls abjetos Es6) ~

Entraca j @
Janela de Algebra (2= [Janela de Visualizagao e

= Objetos Livres.

De=5

Parametro :

a=2
—_

Figura 4.9: Decrescimento da fungao afim f(x) = -x - 4.
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4.1.7 Sinais da funcao afim

Vamos estudar o sinal da fungao afim, isto é, para que valores de x temos f(z) > 0, f(x) =0 e f(x) < 0?

N

Como ja vimos, o gréfico da fungdo afim é uma reta que corta o eixo Ox no zero da funcdo (f(x) = 0).
— —

Desse modo, parte da reta fica acima do eixo Oz (f(z) > 0), e parte da reta fica abaixo do eixo Ox

(f(z) <0).

Vejamos os exemplos a seguir:

o f(x) = ax + b, com a > 0.

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgies Feramentas Janela Ajuda
A [EANIEIE
DREREE RN

"f'v Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) o
Entrada (o)

Janela de Algebra ][ [x] [Janela de Visualizaio

3 A=(3.32,048)

3 1(x)=x-4

= Objetos Dependentes 5
9 B=4,0

_( o8
su= ( -ua)

‘ f00=0 f(x)> 0

f(x)<0

| POR 0130
PTB2 19/03/2013

Figura 4.10: Reta com o coeficiente angular positivo, ou seja, a > 0.

o f(x) = ax + b, com a < 0.

Arquivo Editar Exibir Disposigdes Opgdes Femamentas Janela Ajuda

A * d . -z Mover Q)
D[RR cE PN = J

Entrada; (o)
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= Ojetos Dependentes
@B=(4,0 3
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f(x)>0

POR 0139
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Figura 4.11: Reta com coefiente angular negativo, ou seja, a < 0.
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4.1.8 Equacao de uma reta

Sabemos que o grafico da fungao afim é uma reta. Desse modo, podemos associar a equagao de uma reta
ndo vertical a uma funcao afim f: R — R. Assim, podemos determinar a equacdo de uma reta a partir

de algumas situacoes. Vejamos:

1*) Uma reta fica inteiramente determinada quando conhecemos dois de seus pontos. Dados dois pontos
distintos (z1,y1) e (x2,y2), com X1 # Xg, ou seja, {(x1) = y; e f(x2) = ya, respectivamente, a reta que

passa por esses pontos é dada por:

Y=y _Y2—un
r — I To — X1

Exemplo:
Determine a equagio da reta que passa pelos pontos A = (2, 3) e B = (4, -2).
Resolugao:

Utilizando a definicao anterior, temos:

y—3 —2-3 5T
c 2 42 YTTa T
5
Esbogando o grafico da fungao y = —; + 8 no ambiente dindmico “GeoGebra”, vamos verificar se a

reta passa pelos pontos A = (2, 3) e B = (4, -2).

Arquivo Editar Exibir Disposigies Opgdes Feramentas Janela Ajuda
.

b N @ NN

- ol =) L Gv 4 A‘v \v 9=

Entrada

Janela de Algebra ='[%] [Janela de’ & =[]

= Objetos Livres B
9 aiy=-25x+8

= Objetos Dependentes
@ A=(2.3)
@B=(4-2 s

Mover @l
[d

‘{'v Arraste ou selecione um ou mals objetos (Esc)

A
.
2

0 Tl . :
e E ﬂ? & ‘ E Q W s l:] A A= :Tu;z 19/3‘3‘/‘;)13

5
Figura 4.12: Fungao y = —717 + 8.

De acordo com a Figura 4.12 percebemos que o gréfico da fungao f passa pelos pontos A= (2, 3) e

B = (4, -2).



68CAPITULO 4. ESTUDO DOS PARAMETROS DE FUNCOES ELEMENTARES UTILIZANDO O GEOGEBRA

2%) Podemos definir a equagido da reta que passa por um ponto (x1,y1) e tem coeficiente angular
tg a = m do seguinte modo:

y-yi=m. (x-xp)

Exemplo:

2
Determine a equagio da reta que passa pelo ponto (2, 4) e tem coeficiente angular m = 3"

Resolucgao:

2
Sabemos que (z1,y1) = (2,4) = 21 =2ey; =4dem = 3 Desse modo, aplicando a defini¢ao anterior,

temos:

2x
(z=2)=y = +

y—yp=m. (z—x)=>y—4= 3

wl N
w| oo

Construindo no “GeoGebra”o grafico da funcao anterior, obtemos:

Arquivo_ Editar Exibir Disposicdes Opgdes Feramentas Janela Ajuda

[&]| -] [ o]0l N bed] ]
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Figura 4.13: Fungao y =

|
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wl oo

Observacgao:

Podemos representar a funcao afim f(x) = ax + b por y = mx + b.

4.1.9 Retas paralelas e perpendiculares

Dadas as retas y; = mix + by e yo = mox + by, teremos os seguintes resultados:

Proposigao 1:
Duas retas, nao verticais, sao paralelas se, e somente se, elas tém o mesmo coeficiente angular, isto é,

mip = mao.
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Proposigao 2:

Duas retas, nao verticais e nem horizontais sao perpendiculares se, e somente se, seus coeficientes angu-

S . . . 1
lares sao simétricos e 1mversos, ou seja, mp; = ———.

ma

Exemplos:

1) As retas y; = 2x + 3 e ya = 2x - 3 sdo paralelas (o coeficiente angular das duas é 2).

Vejamos o esbogo das retas.

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opcdes Femamentas Janela Ajuda

A 3 AN 2 " -
LA )/v L b‘v ®v @v A)‘V '\V i | 'i’v Amaste ou selecione um ou mais objetos (Esc) Py
Entraca:
Janela de Algebr ]3] [taneia de Visualizagao EaE
= Objetos Liwes

9 ay-2+3 z

by=2x-3
Objetos Dependentes

POR
PTB2 19/

SR R =]

Figura 4.14: Retas paralelas.

2) As retas y; = 2x + 3 e Yy = - §X + 3 sdo perpendiculares (os coeficientes angulares séo

1
2e--).
e 2)

Vejamos o esbogo das retas.
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Figura 4.15: Retas perpendiculares.
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4.1.10 Intersecao entre retas

Exemplo:
Dadas as retas y; = 2x + 5 e yo = - x + 2, a intersecao entre elas é o ponto do plano onde y; = y2, ou
seja:

2Xx+5b=-x4+2=

x=-3=

x=-1=y=3.

Portanto, o ponto (-1, 3) é a intersecdo das duas retas.

Vejamos a ilustracao a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposi¢cdes Opcdes Fe Janela Ajuda
&)
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Figura 4.16: Intersecao entre as retas y; e ys.

4.1.11 Variagao de parametros na funcao afim

Considere a fungao f: R — R, definida por f(x) = a(x + m) + b, com a, be m € R.
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.
Vamos dividir esse processo em etapas:
12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e
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campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o gréfico de uma funcao f(x) = ax + b, devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada pardmetro, respeitando a condic¢do de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuragao possivel é a =1e b = 3.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,

f(x) = a*x + bouf(x) =ax+ b.

Nota: No software “GeoGebra”’devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Gréfica. Vejamos a figura a seguir:

Arquivo Editar Exibir Disposices Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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@b=3 ~
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R S
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LT =

Figura 4.17: Funcao afim f(x) = x + 3.

Translagao vertical
Considerando a funcao f(x) = ax + b, vamos fixar o pardmetro a = 1 e variar o pardmetro b.
1
Esbogo do grafico das fungoes f(x) = x, fi(x) = x + 3 folx) =x + 1, f3(x) = x + 2, f4(x) =x+ 3 e
f5(x) =x + 4.
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Arquivo_Editar Exibir Disposicdes Opgdes Feramentas Janela Ajuda
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1
Figura 4.18: Fungdo f(x) = x + b, com b € {0, 2 1,2, 3,4} .

Nota: Na funcao f(x) = ax + b, se b > 0, o gréfico de f desloca-se b unidades para cima.

Esbogo do grafico das fungoes f(x) = x, fs(x) = x - %, fr(x) =x-1, f5(x) =x-2, fo(x) =x-3¢

fio(x) = x- 4.

Arquive Editar Exibir Disposigies Opgde:

s Feramentas Janela Ajuda

EEssrS
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1
Figura 4.19: Fungao f(x) = x + b, com b € {—4, -3,-2,-1, —5,0} .

Nota: Na funcao f(x) = ax + b, se b < 0, o gréfico de f desloca-se |b| unidades para baixo.

De acordo com as Figuras 4.18 e 4.19, pode-se concluir que o parametro b determina a translacao

vertical do grafico da funcéo f(x) = x, o que determina uma familia de fungées do tipo y = f(x) + b, com
b e R.
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O quadro a seguir registra algumas caracteristicas e propriedades da influéncia do parametro b na

funcao afim.

b<0

b >0

e Dominio: R

e Dominio: R

e Dominio: R

e Imagem: R

e Imagem: R

e Imagem: R

e Os diversos valores de b ddo origem a
uma familia de retas paralelas.

e A reta passa pela origem do sistema
de eixos xOy.

e Os diversos valores de b ddo origem a
uma familia de retas paralelas.

e O valor de b representa a translagdo
vertical da representagdo grafica da
funcdo f(x) = x + b em relagdo a
representacdo gréafica da fungéo f(x) = x.

o A funcéo f(x) = x representa uma
relacdo direta de proporcionalidade.

e O valor de b representa a translacéo
vertical da representacdo grafica da
fungdo f(x) = x + b em relacdo a
representacdo  grafica da  funcdo
f(x) =x.

Figura 4.20: Influéncia do pardmetro b na fungao afim.

Desse modo, em relagio a fungao f(x)= ax + b, concluimos que o parametro b nao altera o seu dominio

e nem a sua imagem ( D(f) = R e Im(f) =

R ). Identificamos também que, b € R define uma familia

de retas paralelas, ou seja, b define a translagao vertical do gréfico de f(x) = x. Por dltimo, pode-se

—
perceber que o parametro b determina a ordenada do ponto onde o gréfico intersecta o eixo Oy, ponto

(0, b). Desse modo, denominamos b como coeficiente linear da fungio afim.

Translagao horizontal da fungao afim

Considerando a funcao g(x) =

parametro m.

Esbogo do grafico das fungoes g(x) = 2x, g1(x) =

2

ga(x) = 2(x + 3) e g5(x) = 2(x + 4).

2(x + m) + b, vamos fixar os pardmetros a = 2 e b = 0, e variar o

2x + 2), ga2(x) = 20x + 1), ga(x) = 20x + 2),
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Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgies Janela Ajuda

B 5 0
A A, AEC ‘ g ‘

_ LI /(v %'v Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) .
Entrada: |
Janela de Algebra [*][=x] [Janela de & [v][ewx]
= Objetos Livres

U m=4
= Objetos Dependentes ~

@ biy=2x+8 Parametro :

m=4

g(x) = 2(z)

()= 2(m+§)

go(x) =2(x+1)

gs(z) = 2(x + 2)
ga(z) = 2(xz + 3)
4 gs(x) = 2(x 4 4)

5

k2 ﬂ

1
Figura 4.21: Gréfico da fungéo g(x) = 2(x + m), com m € {0, 3 1, 2,3,4}.
Nota: Na fungdo g(x) = 2(x + m), se m > 0, o grafico de f(x) = 2x desloca-se m unidades para esquerda.

Esbogo do gréfico das fungbes g(x) = 2x, ge(x) = 2(x - =), gr(x) = 2(x - 1), gs(x) = 2(x - 2),
go(x) = 2(x - 3) e g10(x) = 2(x - 4).

Arquivo Editar Exibir Disposighes Opghes Janela Ajuda

@
A )r AEC Mover
LA /'/v '%'v Arraste ou selecione um ou mais objetos (ESc) 2
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Entrada:
|_ ‘b\rraste ou selecione um ou mais objetos (Esc)
Janela de Algebra [*]I=[x] [Janela de Visualizagio ¥ S
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-;ac:{zzo) m=-4 !
g(x) = 2(x) |
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ge(x) = 2(w—§> 7

gr(z) =2(z—1) 0,0)// /(2/0) / (4{0)

gs(;n) = 2(:1: - 2) g
go(x) = 2(z — 3) -
gio(x) =2(x — 4)

& :
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&
1
Figura 4.22: Gréfico da fungdo g(x) = 2(x + m), com m € {—4, -3,-2,—1, —5,0}.

Nota: Na fungio g(x) = 2(x + m), se m < 0, o grifico de f(x) = 2x desloca-se |m| unidades para direita.
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De acordo com as Figuras 4.21 e 4.22 podemos concluir que o parametro m determina a translagao
horizontal do grafico da fungdo f(x) = 2x, o que determina uma familia de fungées do tipo

g(x) =2(x + m), com m € R.

4.1.12 Influéncia do paramentro a na funcao afim

Considerando a fungdo f(x) = ax + b, vamos fixar o pardmetro b = 1 e variar o parimetro a,

com a € R*.

1
Esbogo do gréfico das fungdes f(x) = ax + 1, com a > 0: f;(x) = 3% +1,fo(x) =x+ 1, f35(x) = 2x + 1,
fa(x) =3x + lefs(x) =4x + 1.

Arquivo Editar Exibir DisposicBes Opghes Fermamentas Janela Ajuda

) 1l ! [ ol O e
Enrada:| ®
Janela de Algebra ][] [Janela de Visualizagdo (=X
= Objetos Livies
@ a=4 o
—O;Jelzu—;oependemss Par&metrcs : Jg(il?) = + 1
~@ f(x)=4x+1 s
B2 fa(x) =241
4
=1
—_— fa(x) =3x+1
» : 1
fs(z) =4z +H1 || Jix) =5z +1

f(®) =az +1,com a > 0.

] 7 8 5 4 3 2 EY/ 3L 1 2 3 4 5 ] 7 8 o

POR 10:21
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Sl (=R

1
Figura 4.23: Gréfico da funcao f(x) = ax + 1, com a € {5, 1,2, 3,4} .
Nota 1: Na fungdo f(x) = ax + 1, se a > 0, temos que a fungdo é crescente.

Nota 2: Quando o coeficiente angular da fungao afim f(x) = ax + b é positivo, isto é, a > 0, temos que

a reta que representa o grafico de y = f(x) tem inclinacao aguda.
Na Figura 4.23 note que:

e & medida que o pardmetro a cresce, o feixe de retas f(x) = ax + 1, com a > 0, caminha no sentido

anti-horério quando fixamos P=(0, 1) como centro de referéncia.

e 34 medida que o pardmetro a decresce, o feixe de retas f(x) = ax + 1, com a > 0, caminha no sentido

horério quando fixamos P=(0, 1) como centro de referéncia.
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1
Esbogo do gréfico das fungdes f(x) = ax + 1, com a < 0: f5(x) = -5 +1,f7(x) =x+1, f5(x) =-2x + 1,
fo(x) =-3x + 1 e fip(x) = -4x + 1.

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opghes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 4.24: Gréfico da fungao f(x) = ax + 1, com a € {—4, -3,-2,-1, —5,0} .

Nota 1: Na fungao f(x) = ax + 1, se a < 0, temos que a fungao é decrescente.

Nota 2: Quando o coeficiente angular da fungéo afim f(x) = ax + b é negativo, isto é, a < 0, temos que

a reta que representa o gréafico de y = f(x) tem inclinagao obtusa.
Na Figura 4.24 note que:

e & medida que o pardmetro a cresce, o feixe de retas f(x) = ax + 1, com a < 0, caminha no sentido

anti-hordrio quando fixamos P=(0, 1) como centro de referéncia.

e 4 medida que o pardmetro a decresce, o feixe de retas f(x) = ax + 1, com a < 0, caminha no sentido

horario quando fixamos P=(0, 1) como centro de referéncia.

De acordo com as Figuras 4.23 e 4.24, podemos identificar algumas influéncias do parametro a no
grafico da funcdo afim f(x) = ax + 1, V a € R*. Destacaremos no quadro a seguir algumas dessas

caracteristicas e propriedades.
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a<o0 a>0

e Dominio: R e Dominio: R

e Imagem: R e Imagem: R

e As imagens tomam valores negativos no intervalo

e As imagens tomam valores positivos no intervalo 1
de J-oo, —;[ e valores positivos  no intervalo de

1 . .
de ]-oo, _Z[ e valores negativos no intervalo de

1 1 ~
1 1 x R —=
I=7 .+, sendo —~ 0zero da funcéo. I=7,+of, sendo - ozero da fungdo.

e O angulo formado pelo eixo Ox e a reta no sentido |e O angulo formado pelo eixo Ox e a reta no sentido
anti-horario é obtuso. anti-horario é agudo.

o Funcéo decrescente. e Funcdo crescente.

Figura 4.25: Influéncia do pardmetro a na funcao afim.

Desse modo, em relagdo a funcdo f(x)= ax + b, concluimos que o parametro a nio altera o seu
dominio( D(f) = R ) e a sua imagem (Im(f) = R). Porém, para a < 0 ou a > 0, temos a imagem de
f igual a R ( Im(f) = R) e para a = 0, temos Im(f) = {b}. Identificamos também, se a > 0, fungdo
crescente, se a < 0, funcao decrescente e, se a = 0, funcao constante. Por 1ltimo, podemos destacar que

a representa a taxa de variagdo da funcédo, e é denominado coeficiente angular.

4.1.13 Problemas de aplicagao

1) Sabe-se, da Mecanica, que um mével que executa movimento uniformemente variado ou acelerado tem,
por equagao que rege os valores da velocidade, a expressao V = 1} + at, sendo Vj a velocidade para t =
Os e a a aceleracao constante do movel.

Considerando essas informagoes e utilizando o software “GeoGebra”, construa o gréifico da velocidade em
funcao do tempo de cada fung@o a seguir e dé o significado dos parametros a e V) em cada caso:

a) V(t) = 80 - 4t

Resolucgao:

Sabemos que nao existe tempo negativo. Desse modo, para V(t) = 80 - 4t, devemos considerar t € R...

Construindo o grafico da funcdo V no “GeoGebra”, obtemos:



78CAPITULO 4. ESTUDO DOS PARAMETROS DE FUNCOES ELEMENTARES UTILIZANDO O GEOGEBRA

€7 GeoGebra =il
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Figura 4.26: Esbogo da fungéo V(t) = 80 - 4t, com t € R...

Analisando o grafico percebemos que o movimento é progressivo com a velocidade diminuindo em

intensidade (mddulo), pois, a = -4 m/s? (aceleracio negativa) e Vo = 80m/s(velocidade inicial).

b) Vi(t) = - 80 + 4t

Resolugao:

Inicialmente, vamos construir no “GeoGebra”o gréfico da funcao Vi (t)

80 + 4t, com t € R..

2 GeoGiebra lole
Arquivo Editar Exibir Disposi¢des Opgdes F tas Janela Ajuda
Ml I>-v 0] l®) ‘ ;5 .;' S Mover: Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) @
Entrada: c1]
Janela de Algebra (& |Janela de Visualizagé EIER)|
Objetos Livres
= Objetos Dependentes
@ A=(0,-80) 80,
2B =(20,0)
vary=4x-80 60
40
20
0 B
-140 120 -100 :80 -60 40 =20 0 20 40 60 80 100 120 140 1
-20
40
-60
304 A
© L mlee ¢ N ® @IH| o Lecw TR
-1 \) =l g ﬁ i = M e

Figura 4.27: Esbogo da fungao V(t) = -80 + 4t, com t € R...
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7

Analisando o grafico percebemos que o movimento é retrégrado com a velocidade diminuindo em

intensidade (médulo), pois, a = 4 m/s? (aceleragao positiva) e V) = - 80m/s(velocidade inicial).

2) Uma locadora de automdveis cobra R$ 0, 50 por quilometro rodado mais uma taxa fixa de R$ 60, 00.
A partir dessas informagoes, responda cada item a seguir:

a) Preencha a planilha a seguir:

Quilometros rodados Valor fixo Acréscimo Valor a pagar

0

1

2

10

Figura 4.28: Tabela para registro do valor do aluguel do automével.

b) Observando os dados da tabela anterior, pode-se relacionar as varidveis quilometros rodados e va-

lor do aluguel do automével por uma fungao afim? Em caso afirmativo, qual é essa fungao?

¢) Qual o valor da taxa de variacdo dessa funcdo e o seu significado?

d) Qual o valor coeficiente linear dessa fungéo e o seu significado?

e) Construa no “GeoGebra”o grifico dessa funcao.

f) Considerando o gréfico do item anterior e x o nimero de quilémetros rodados, o que se pode afir-

mar para x < 07

g) Utilizando apenas o grafico do item (e), determine os valores de f(120) e f(160).

Resolugao:
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2)

Quiléometros rodados Valor fixo

0 60
1 60
2 60
3 60
4 60
5 60
6 60
7 60
8 60
9 60
10 60

Acréscimo

0
0,5
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
4,5

5

Valor a pagar

60
60,5
61
61,5
62
62,5
63
63,5
64
64,5

65

Figura 4.29: Valor pago pelo aluguel de um automével de 0 a 10 km.

b) Sim. A fungdo que relaciona o numero de quilémetros rodados e o valor a pagar é uma fungéo

afim. Considerando a fungdo afim f(x) = ax + b e os dados da tabela anterior, temos uma variagdo

constante de R$ 0,50 por quilometro rodado, ou seja, a = 0,5. Temos também, b = 60, pois a locadora

cobra um valor fixo de R$ 60,00. Desse modo, tem-se f(x) = 0,5x + 60.

¢) O valor da taxa de variagdo é de 0,5, isto é, a cada quildmetro rodado ocorre um acréscimo no

valor a ser pago na locadora de R$ 0,50.

d) O valor do coeficiente linear dessa funcdo é 60, ou seja, no momento que a pessoa aluga o automével

ela paga uma taxa de R$60,00.

e) Construindo no “GeoGebra”’ o grafico da fungao f(x) = 0,5x + 60 (Fig. 4.30).

f) Para x < 0 néo existe a fungdo, pois nao existe um nimero negativo de quilémetros percorridos.

Desse modo, podemos afirmar que nao existe o grafico da funcao para x < 0.

g) Utilizando o grafico do item (e), temos que f(120) = 120 e f(160) = 140.
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Figura 4.30: Gréfico da funcéo f(x) = 0,5x + 60.

4.1.14 Atividades propostas

1) Considere a funcao f: R — R tal que f(x) = ax + b, com a, b € R.

a) Esboce no mesmo ambiente dinamico “GeoGebra”’os gréaficos das

fo(x) =2x + 2 e f3(x) = 2x - 2.

b) Qual a influéncia do pardmetro a nas fungoées f1, fa e f37

¢) Qual a influéncia do pardmetro b nas fungoes fi, fo e f3?

d) Qual o dominio e a imagem das fungdes f1, fa e f37

e) Quais aspectos podem ser destacados entre os graficos das fungoes fi, fo e f37

BoS[eE0/@ 0 € & 1N 0 O [ iE]C IR

fungoes

81

X,

2) Na producao de certo tipo de pegas, uma industria tem um custo fixo de R$ 225,00 mais despesa

varidvel de R$ 0,75 por unidade produzida, incluindo impostos e transporte.

Sendo x o nimero de unidades produzidas, faga o que se pede em cada item a seguir:

a) Qual a lei da funcdo que fornece o custo total de x pegas?
b) Construa no “GeoGebra”o grafico da fungéo custo obtida no item (a).

¢) Qual é a taxa de crescimento da fungao? E o seu significado?
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d) Qual é o custo de 100 unidades produzidas?

e) Sabendo que cada pega produzida é vendida por R$ 3,00, qual a funcdo que relaciona a receita dessa

industria e o nimero (x) de unidades produzidas.

f) Construa no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra”os gréficos das fungoes custo e receita e deter-

mine o significado do ponto de intersegao entre eles.
3) Uma caixa d’agua tém seu volume determinado pela funcao
y = ax + b, com a, b € R, onde y representa o volume de dgua em fungao do tempo x em horas.

De acordo com essas informacoes, faca o que se pede em cada item a seguir:

a) Construa no  ambiente  dinamico “GeoGebra’o  grafico dessa  funcao, com

a=2ebe]0,6].

b) Qual é a interpretagdo que se pode fornecer para a variagdo do parametro b?

¢) Qual é o significado do pardmetro a = 27

d) Construa no ambiente dindmico “GeoGebra”o gréfico da funcdo f, com a € [0, 6] e b = 0.

e) Qual é a interpretagdo que se pode fornecer para a variagdo do parametro a?

4) Na fabricagdo de um determinado artigo, verificou-se que o custo total de uma industria foi obtido por

meio de uma taxa fixa de R$ 5.760,00, adicionado ao custo de producao, que é de R$ 48,00 por unidade.
Considerando essas informagoes, faca o que se pede em cada item a seguir:

a) Qual a fungdo que representa o custo total C em relagdo a quantidade produzida x?

b) Construa no ambiente dindmico “GeoGebra”o grafico dessa funcao.

¢) Qual a taxa de crescimento dessa fungdo e o seu significado?

d) Sabendo que cada artigo produzido é vendido por R$ 12,00, qual a fungado que relaciona a receita

dessa indtstria e o niimero (x) de unidades produzidas.

e) Construa no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra”os gréficos das fungdes custo e receita e

determine o significado do ponto de intersecao entre eles.
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4.2 Funcao quadratica

Nesta se¢ao, vamos estudar a variagdo de pardmetros nas pardbolas (Ref.[2], [5], [7], [8], [13] e [14]).

Definigao:
Uma funcgao f: R — R chama-se quadratica quando existem nimeros reais a, b, ¢, com a # 0, tais que

f(x) = az? + bx + ¢ para todo x € R.

Exemplos:

a) filx) =2x2-5x + 6,emquea=2,b=-5ec=6.
b) fa(x) =x*-4x,emquea=1,b=-4ec=0.

c) f3(x) =-x*,emquea=-1,b=0ec=0.

222 2
d)f4(x):%+4x—l,emquea:g,b:4ec:—1.

4.2.1 Grafico da fungao quadratica

O gréfico da fungdo quadrética é uma parabola (Ref.[3], [12]).
Consideremos um ponto F e uma reta d que ndo o contém. Chamamos parabola de foco F e reta diretriz
d ao conjunto dos pontos do plano que distam igualmente de F e de d.

Exemplo: Pardbola com foco F = (0, 1) e diretriz y = -1.
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A . a *agc)|Lesz Mover @l
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Figura 4.31: Funcdo f(x) = %.
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Habilitando o rastro no grafico anterior, obtemos:

Disposicdes Opgbes Ferramentas Janel

Mover [@l
.‘J /J‘ I> @ @ | 4‘v \q i _"‘ "P Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) o
Entrada: 1]
Janela ge Aigebra [x/=[x| |Janela de Visualizagio [l
- Omelos Livres
D a=5

o f(x) :"4:
@ = \
om jetos Dependentes -~ \
e Pa'rametsf'o N
.
( ) )

( )

e | a &

Figura 4.32: Esbogo entre as distancias de P a F e de P a d.

4.2.2 Dominio da fungao quadratica

Considerando a func¢ao quadrética f: R — R, definida por f(x) = ax? + bx +c, temos:

eD(f) =R

4.2.3 Gréafico da fungao quadratica definida por f(x) = ax® + bx +c

Considerando a fungao quadrética f: R — R, definida por f(x) = ax? + bx +c, temos:

Se a > 0, concavidade para cima.

Arquivo_Eitar Exidir Disposicies Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 4.33: Esbogo do gréfico da funcio quadratica f(x) = x? - 5x + 6.
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Se a < 0, concavidade para baixo.
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Figura 4.34: Esboco do gréfico da funcio quadratica f(x) = -x? + 5x - 6.

4.2.4 Zeros ou raizes da fungao quadratica

Ja sabemos que 0s Z€ros de uma funcao

f(x)

sao

obtidos

85

fazendo

f(x) = 0. Dessa forma, para a fungio quadritica f(x) = ax? + bx + c, isso equivale a resolver a equagao

do 2° grau ax? + bx + ¢ = 0 e obter suas raizes.

Para resolver esta equagao, podemos aplicar a férmula:

L bEVA
B 2a

onde o A (delta) é chamado de discriminante.

, sendo A =b? — 4ac,

A abscissa dos pontos onde o grafico da fungao quadrética intersecta o eixo x, se existir, definem as raizes

da fungao. Desse modo, analisando o discriminante A (A = b? - 4ac), temos:

e A > (0 = duas raizes reais distintas;

e A = 0 = uma raiz real de multiplicidade dois;

e A < 0 = nao existe raizes reais.
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4.2.5 Vértice da parabola

O vértice da pardbola ou vértice do gréfico da fungao quadratica é o ponto de intersecdo do

grafico da funcao com o eixo de simetria.
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Figura 4.35: Vértice da fungdo quadratica f(x) = x% - 7x + 10.

Observagoes:

1*) A determinagao do vértice da parébola nos auxilia na construgao do gréfico da funcao quadratica e
obtencao da sua imagem, bem como seu valor de maximo ou minimo.

2%) O eixo de simetria da pardbola tem por equagdo a reta x = xy, onde xy representa a abscissa do

vértice da parabola.

Coordenadas do vértice da parabola

Considere a funcio quadratica f: R — R tal que f(x) = az? + bx + ¢, com a # 0, temos que as

b —
coordenadas do vértice da fungao quadratica sao (2—, 4—)
a’ 4a

4.2.6 Imagem da funcao quadratica

De modo geral, dada a funcdo quadrédtica f: R — R tal que f(x) = az? + bx + ¢, com a # 0, se

V = (zv,yy) é o vértice da pardbola correspondente, temos entdo:
e a >0 <= yy éovalor minimo de f <= Im(f) = {y e R/ y > yv }.
¢ a <0 <= yy éovalor miximode f <= Im(f) = {y e R/ y < yv }.

Vejamos os exemplos a seguir:
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o f(x) = az® + bx + ¢, com a > 0.

87
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Im(f) = {y € Ry >i— 1
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Figura 4.36: Imagem da funcio f(x)= x? - 5x + 1.

Como a > 0, temos Im(f) = {

Observacgao:

21
Note que Yy = Y é o valor minimo que a fungao f(x)= x? - 5x + 1 atinge,

b
para Xy = -— =

5
2a 2

o f(x) = ax? + bx + ¢, com a

21
yeR/y> ——

ot

< 0.

e este

valor é obtido
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Figura 4.37: Imagem da funcio f(x)= - x> - 5x + 1.

29
Como a < 0, temos Im(f) = {y eR/y < Z}
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Observagao:

29
Note que Yy = T é o valor maximo que a funcio f(x)= -x? - 5x + 1 atinge, e este valor é obtido para

4.2.7 Crescimento e decrescimento

Considerando a fungao quadrética f(x) = ax? + bx + ¢, devemos analisar duas possibilidades:

1#) Se a > 0, temos:

o f(x) é decrescente, se x < xy, pois: x; < x2 < xy = a(x1)? + b(x1) + ¢ > a(x2)? + b(x2) + ¢ =
f(x1) > f(x2).

e f(x) é crescente, se x > xy, pois: xy < x; < Xo = a(x1)? + b(x1) + ¢ < a(x2)? + b(x) + ¢ =
f(x1) < f(x2).

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.38: Crescimento e decrescimento da fungao f(x) = x* - 3x + 1.

Utilizando o ambiente dinamico “GeoGebra”, visualizamos a abscissa e ordenada de um ponto P
enquanto ele percorre a pardbola f(x) = x? - 3x + 1. Desse modo, podemos perceber para quais valores
de x a fungao é crescente ou decrescente, isto é, para x < xy a funcao f é decrescente, e para x > Xy a

funcao f é crescente.

2%) Se a < 0, temos:

e f(x) é crescente, se x < xy, pois: x; < x3 < xy = a(x1)? + b(x1) + ¢ < a(x2)? + b(x2) + ¢ =
f(x1) < f(x2).

e f(x) decrescente, se x > xy, pois: xy < x; < X3 = a(x1)? + b(x1) + ¢ > a(x2)? + b(x2) + ¢ =
f(x1) > f(x2).
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Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.39: Crescimento e decrescimento da funcao f(x) = -x? + 3x - 1.

4.2.8 Variagao de parametros na fungao quadratica

Considere a fungao f: R — R, definida por f(x) = az? + bx + ¢,coma # 0,eb e c € R.
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opcoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grafico de uma funcio f(x) = az? + bx + ¢, devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada parametro, respeitando a condic¢do de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa =1, b =4ec = 3.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcao f do seguinte modo,
f(x) =a*x "2+ Db*x+couf(x) =ax "2+ bx+c

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.
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32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a funcdo no campo de entrada, tecle enter para que o gréfico seja visualizado na Zona

Grafica. Vejamos a figura a seguir:

Arquivo_Editar Exibir Disposigies Opcbes Femamentas Janela Auda
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L@ f(x) =1x’ +4x43 a=1
.
-
R
€=3
—_— 2
A
\
/
' ’ ’ ’ \—Z/ 1 )
1

f(w)=w2+4z'—|—3 2

Figura 4.40: Grafico da funcdo f(x) = x? + 4x + 3.

Translagao vertical

Considerando a funcio f(x) = az? + bx + ¢, vamos fixar os pardmetros a = 1 e b = 0, e variar apenas o
parametro c.

Esboco do grafico das fungoes f(x) = x2, fj(x) = x* + %, fo(x) = x2 + 1, f3(x) = x2 + 2,
fix) =x2 +3efs(x) =x% + 4.
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Figura 4.41: Gréfico da fungao f(x) = 2% + ¢, com ¢ € {0, 2 1, 2,3,4}.



4.2. FUNCAO QUADRATICA 91

Nota: Na funcdo f(x) = 22 + ¢, se ¢ > 0, o grafico de y = x? desloca-se verticalmente ¢ unidades para

cima.

Esboco do grifico das fungoes f(x) = x2, fs(x) = x? - 3 fr(x) = x? - 1, fyg(x) = x? - 2,

fo(x) = x? -3 efio(x) = x? - 4.
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Figura 4.42: Gréfico da funcao f(x) = 2% + ¢, com ¢ € {—4, -3,-2,—-1,—= 0}.
Nota: Na funcio f(x) = 22 + ¢, se ¢ < 0, o gréfico de y = x? desloca-se verticalmente |c| para baixo.

De acordo com as Figuras 4.41 e 4.42, pode-se concluir que o parametro ¢ determina a translagao ver-

tical do gréfico da funcdo y = x2, o que determina uma familia de fungoes do tipo f(x) = 22 + ¢, com ¢ € R.

Nota: O parametro ¢ determina a ordenada do ponto onde o grafico da funcao quadratica intersecta o

eixo y.

Translacao horizontal

Considerando a funcao f(x) = a(x +m)? + b(x + m) + ¢, vamos fixar os pardmetros a=1eb = ¢ = 0,

e variar apenas o parametro m, com m € R.

2
Esbogo do gréfico das fungoes f(x) = x?, fi(x) = (:c—i— —> , b(x) = (x + 1)2, f3x) = (x + 2)?,
fy(x) = (x + 3)% e f5(x) = (x + 4)%
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Figura 4.43: Gréfico da funcio f(x) = (x +m)?, com m € {0, 3 1,2,3,4}.

Nota: Na fungdo f(x) = (z+m)?, se m > 0, o grifico de y = x? desloca-se horizontalmente m unidades

para esquerda.

1\ 2
Esboco do grifico das fungoes f(x) = x?, fs(x) = <ac— —> (%) = (x - 1)2, fzy(x) = (x - 2)?
fo(x) = (x-3)? e fio(x) = (x - 4)°.
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Figura 4.44: Gréfico da funcdo f(x) = (x + m)?, com m € {—4, -3,-2,-1, —5,0}.

Nota: Na fungéo f(x) = (z+m)?, sem < 0, o grafico de y = x? desloca-se horizontalmente |m| para direita.
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De acordo com as Figuras 4.43 e 4.44, pode-se concluir que o parametro m determina a translagao

horizontal do gréfico da funcio y = 22, o que determina uma familia de funcdes do tipo

f(x) = (x +m)?, com m € R.

Alongamento, compressao, reflexao e translagao

Considerando a fungdo f(x) = az? + bx + ¢, vamos fixar os pardmetros b = ¢ = 0 e variar apenas o

2

parametro a, com a # 0. Neste caso, obteremos uma familia de fungoes do tipo y = ax®, com a € R*.

1
Esboco do grafico das fungdes f(x) = x2, f;(x) = §x2, fa(x) = 2x2, f3(x) = 3x2, f4(x) = 4x? e f5(x) = 5x2.
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Figura 4.45: Gréfico da funcdo f(x) = az?, com a € {5, 1,2,3,4, 5} .

1
Esboco do grifico das fungoes f(x) = x2, f5(x) = _§X2’ f7(x) = X2, fzg(x) = -2x%, fo(x) = -3x%2 e

flo(x) = -4x2.
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Figura 4.46: Gréfico da funcio f(x) = ax?, com a € {—4, -3,—-2,—1, —3 1} )
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De acordo com as Figuras 4.45 e 4.46, pode-se concluir que o parametro a determina:

e um alongamento vertical e uma compressio horizontal do grafico da funcéo y = x2

,sea>1;
e uma compressao vertical e um alongamento horizontal do grafico da funcao y = x

se 0 < a <1

e uma reflexdao em relacao ao eixo horizontal, uma compressao vertical e um alongamento horizontal do
grafico da funcio y = x2, se -1 < a < 0;

2

e uma reflexdo do grafico da funcao y = x* em relagao ao eixo horizontal, se a = -1;

e uma reflexdo em relacdo ao eixo horizontal, um alongamento vertical e uma compressao horizontal do
grafico da funcio y = x2, se a < -1.

2

Agora, fixaremos os pardmetros a = 1 e ¢ = 0 na fungao f(x) = az® 4+ bx + ¢, e vamos variar

apenas o parametro b.

1
Esbogo do grafico das fungoes f(x) = x?, fi(x) = x? + 3% fo(x) = x2 + x, f3(x) = x2 + 2x,

f1(x) = x2 + 3x e f5(x) =x? + 4x.
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Figura 4.47: Gréfico da fungao f(x) = 2% + bx, com b € {0, 3 1,2, 3,4} )

1
Esboco do gréfico das fungdes f(x) = x%, fo(x) = x% - =x, f7(x) = x* - x, fg(x) = x* - 2x,

2
fo(x) = x? - 3x e fio(x) =x? - 4x.
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Figura 4.48: Esboco do gréfico da funcio f(x) = 22 + bz, com b € {—4, -3,-2,—-1, —5,0} .

De acordo com as Figuras 4.47 e 4.48, pode-se concluir que o parametro b determina:

e que o grifico da funcio f(x) = z2

se b > 0;

+ bz intersecta o eixo Oy no ramo crescente da pardbola,

e que o grafico da funcdo f(x) = 22 + bz intersecta o eixo Oy no ramo decrescente da pardbola,

seb < 0.

4.2.9 Estudo do sinal da fungao quadratica

Estudar o sinal da func¢ao quadratica f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0, significa determinar os valores reais de
x para os quais f(x) se anula (f(x) = 0), f(x) é positiva (f(x) > 0) e f(x) é negativa (f(x) < 0).

O estudo do sinal da funcio quadrética vai depender do discriminante A = b? - 4ac da equacio do 2°
grau correspondente ax? 4+ bx + ¢ = 0 e do coeficiente a.

Dependendo do discriminante, podem ocorrer trés casos e, em cada caso, de acordo com o coeficiente a,

podem ocorrer duas situacoes:

1° caso: A >0

Neste caso, a funcao admite dois zeros reais distintos, x1 e xs.

Agora, vamos analisar os casos para a < 0 e a > 0.

e Utilizando o ambiente dindmico “GeoGebra”, vamos estudar o sinal da fungdo quadrética para

a> 0.
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Figura 4.49: Estudo do sinal da fungao f(x) = x? - 4x + 1.

De acordo com a Figura 4.49, podemos concluir que:
f(x) =0 <= x = x1 ou X = 2.
f(x) <0 <= 21 <z < 2.

f(x) > 0 <= x <z ou x > za.

e Analisaremos agora, com o auxilio do “GeoGebra”’; o caso para a < 0.
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Figura 4.50: Estudo do sinal da fungao f(x) = - x* - 4x + 1.
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De acordo com a Figura 4.50, podemos concluir que:
f(x) =0 <= x =21 oux = z9.
f(x) >0« 21 <z < xs.
f(x) < 0 <= x <z oux > zo.
2° caso: A =0
Neste caso, a funcdo admite um zero real com multiplicidade dois, 1 = x5. Assim, a pardbola que
representa a funcao tangencia o eixo x no ponto (xi, 0).

Agora, vamos analisar os casos para a < 0 e a > 0.

e Utilizando o ambiente dindmico “GeoGebra”, vamos estudar o sinal da fungdo quadratica para a > 0.
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Figura 4.51: Estudo do sinal da fungao f(x) = x? - 4x + 4.

De acordo com a Figura 4.51, podemos concluir que:

fx) =0=>x=21 =29

f(x) > 0 = x < 21 ou x > Iy, ou seja, X # x1.
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e Analisaremos agora, o caso para a < 0.

Arquive Editar Exibir Disposicies Opgies Feramentas Janela Ajuda

A . . 2 L)
L /; Ly e yl @v @v ‘&.7 -\\v ] | 'f', Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) .

Entrada: (o)
%] [Janela de Visualizagio ==X

A=0e a<o0
2=3
o 7 O
POR 1842

PTE2 17/03/2013

Figura 4.52: Estudo do sinal da fungao f(x) = - x? - 4x - 4.

De acordo com a Figura 4.52, podemos concluir que:
f(X):0<:>Xz$1 = T2.

f(x) < 0 & x <1 ou x > x1, OU s€ja, X 7 X1.

3° caso: A <0

Neste caso, a fungdo nao admite zeros reais. Assim, a pardbola que representa a func¢do nédo intersecta o
€eixo X.
Agora, vamos analisar os casos para a < 0 e a > 0.

e Utilizando o ambiente dinamico “GeoGebra”, vamos estudar o sinal da fungao quadrética para a > 0.
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De acordo com a Figura 4.53, podemos concluir que f(x) > 0 para todo x real.

e Analisaremos agora, com o auxilio do “GeoGebra”’, o caso para a < 0.

99

Figura 4.54: Estudo do sinal da funcéo f(x) =

De acordo com a Figura 4.54, podemos concluir que f(x) < 0 para todo x real.

4.2.10 Atividades propostas

1) Considere a fungio g: R — R dada por g(x) = x* + 4.
a) Utilizando o ambiente dindmico“GeoGebra”, trace o grafico de g(x).
b) Determine os valores de g(-2), g(0) e g(2).

¢) Quais sao as raizes da funcdo g(x)?

d) Determine as coordenadas do vértice da pardbola que é o grifico da fungao g

- @9

3
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e) Determine para quais valores de x a funcao é crescente e para quais valores de x a fungao é decrescente

f) Determine para quais valores de x a fungao é positiva e para quais valores de x a fungéo é negativa.

2) Considere a fungao f: R — R tal que f(x) = ax> + bx + ¢, com a € R*, be c € R.

a) Esboce no mesmo ambiente dindmico“GeoGebra”os graficos das fungdes f; (x) = 2x2, fo(x) = 2x% + 1,

fy(x) = 2x% + 2, f4(x) = 2x2 + 3 e f5(x) = 2x° + 4.
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b) Esboce no mesmo ambiente dindmico“GeoGebra”os graficos das fungoes fi(x) = 2x2, fg(x) = 2x? - 1,

fr(x) = 2x2 - 2, fg(x) = 2x? - 3 e fo(x) = 2x2 - 4.

¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ na funcio f(x) = 2x? + c¢?

3) Considere a familia de parabolas go(x) = ax? + 1, com a € Z*.

a) Esboce as pardbolas desta familia para -4 < a < 4, a # 0 e a inteiro.

b) Qual a influéncia do parametro a no aspecto gréfico das curvas?

c) Existe algum valor de a € Z* tal que a fungio g» nao tenha raizes reais? Justifique sua resposta.

4) Um objeto é langado ao ar. Suponha qua a sua altura h, em metros, t segundos apds o langamento,

seja h(t) - t2 + 4t + 6. Determine:

a) o esbogo do grafico de h(t);

b) a altura inicial do objeto;

¢) o instante em que o objeto atinge a sua altura méxima;

d) a altura méxima atingida pelo objeto;

e) quantos segundos depois do langamento o objeto toca o solo.

5) O lucro (L) de uma empresa, em milhdes de reais, é dado por L(x) = -5x® + 60x - 100, com
2 < x < 10, em que x representa a quantidade vendida de um certo produto, em milhares. A partir
dessa informagdes, determine:

a) o esbogo do grafico de L(x);

b) para quantas unidades vendidas desse produto a empresa tera lucro;

c) para quantas unidades vendidas desse produto a empresa terd prejuizo;

d) o nimero de unidades vendidas desse produto para que o lucro seja maximo;

e) o lucro méximo dessa empresa.
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4.3 Funcao modular

Nesta secdo, vamos estudar a variagao de parametros na fungdo modular (Ref.[2], [5], [7], [8], [13] e [14]).

Definigao: Uma funcao de R em R recebe o nome de fungao modular ou funcao mddulo se,
vV x € R associarmos o elemento |z|, isto é, a funcdo modular é uma fungdo f: R — R, definida por

f(x) = |z].

4.3.1 Dominio e imagem

eD(f)y =R

e Im(f) = Ry, isto é, a fungdo modular é nao limitada.

4.3.2 Grafico da funcao modular

A Figura 4.55 representa o esbogo do gréfico da fun¢ao modular f: R — R, definida por f(x) = |z|.

x
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Figura 4.55: Gréfico da fungdo modular f(x) = |z|.

Nota: A funcdo modular é par, isto é, f(-x) = f(x) (seu gréfico é simétrico em relagdo ao eixo das

ordenadas).

4.3.3 Crescimento e decrescimento

Considerando a fun¢ao modular f(x) = |z|, devemos analisar duas possibilidades:

1#) Se x > 0, a func@o é crescente, pois: xg > x1 = |z2] > |z1] = f(x2) > f(x1).

22) Se x < 0, a funcado é decrescente, pois: xa > x1 = |z2| < |21] = f(x2) < f(x1).
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Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.56: Crescimento e decrescimento da fungao modular.

4.3.4 Variagao de parametros na fungao modular

Considere a funcao f: R — R, definida por f(x) = a + b.|cx +d|,combec #0,eaed € R.
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcéo f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construgao

e Para construir o gréafico de uma fungao f(x) = a + b.|cx + d|, devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada pardmetro, respeitando a condicao de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa=0,b=c=1ed = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) = a + b*abs(c*x + d) ou f(x) = a + b abs(c x + d).

Nota 1: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar
a multiplicacao entre eles.

Nota 2: No software “GeoGebra”’devemos digitar abs(x) para obter |z|.
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32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica

103

e Apoés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Grafica.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.57: Funcéo f(x) =a + b.jcx +d|,coma=0,b=c=1ed =

Translacao vertical
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Considerando a fungao f(x) = a + b.|cx + d|, vamos fixar os pardmetros b = ¢ =1 e d = 0, e variar apenas

0 parametro a.

Esbogo do grafico das fungoes f(x) = |z|, f1(x) = 1 + |z|, f2(x) = 2 + |z| e f3(x) = 3 + |z|.
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Figura 4.58: Gréfico da fun¢do y = a + |z|, com a € {0, 1,2, 3}.

Nota: Na funcdo y = a + |z], se a > 0, o gréfico de f(x) = |z| desloca-se a unidades para cima.




104CAPITULO 4. ESTUDO DOS PARAMETROS DE FUN COES ELEMENTARES UTILIZANDO O GEOGEBRA
Esboco do grifico das fungdes f(x) = |z|, f4(x) = -1 + |z|, f5(x) = -2 + |z| e fs(x) = -3 + |z|.
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Figura 4.59: Gréfico da func¢do y = a + |z|, com a € {-3,-2,—1,0}.

Nota: Na funcdo y = a + |z|, se a < 0, o grafico de f(x) = |z| desloca-se |a| unidades para baixo.

De acordo com as Figuras 4.58 e 4.59, pode-se concluir que o parametro a determina a translagao
vertical do gréfico da fungéo f(x) = |z|, o que determina uma familia de fungdes do tipo y = f(x) + a,

com a € R.

Translagao horizontal

Considerando a funcao f(x) = a + b.|cz + d|, vamos fixar os parametros a = 0 e b = ¢ = 1 e variar apenas

o parametro d.

Esboco do grifico das fungoes f(x) = |z|, f1(x) = |z + 1], f2(x) = |z + 2| e f3(x) = |z + 3.
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Figura 4.60: Gréfico da fun¢do y = |z +d|, com d € {0,1,2,3}.

Nota: Na funcao y = |z +d|, se d > 0, o gréfico de f(x) = |z| desloca-se d unidades para esquerda.
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Esbogo do grafico das fungoes f(x) = |z|, fa(x) = |z — 1|, f5(x) = |z — 2| e f5(x) = |z — 3|
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Figura 4.61: Gréfico da fun¢do y = |z +d|, com d € {-3,-2,—1,0}.

Nota: Na fungao y = |z +d|, se d < 0, o gréfico de f(x) = |z| desloca-se |d| unidades desloca-se para

direita.

De acordo com as Figuras 4.60 e 4.61, pode-se concluir que o pardametro d determina a translagao

horizontal do grafico da fungdo f(x) = |z|, o que determina uma familia de fungdes do tipo

y=|z+d|, comdeR.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a funcao f(x) = a + b.|cx + d|, vamos fixar os pardmetros a =d = 0 e ¢ = 1 e variar apenas

o parametro b.

Esbogo do gréfico das fungdes f(x) = |z|, f1(x) = 2.|z], f2(x) = 3.|2| e f3(x) = 4.|z].
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Figura 4.62: Gréfico da fungao f(x) = b.|z|, com b € {1,2,3,4}.
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Esbogo do grafico das fungoes f(x) = |z|, f4(x) = -|z|, f5(x) = -2.|z| e fs(x) = -3.]z|.
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Figura 4.63: Gréfico da fungdo f(x) = b.|z|, com b € {-3,-2,-1,1}.

Esboco do gréfico das fungoes f(x) = |z, f7(x) = %|ac|7 fs(x) = %|x|, fo(x) = —;L|m| e fio(x) = —%|x|
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1 111
Figura 4.64: Gréfico da fungéo f(x) = b.|z|, com b € {—5, Ty 1}.

De acordo com as figuras 4.62, 4.63 e 4.64, pode-se concluir que o parametro b determina:

e um alogamento vertical e uma compressao horizontal do grafico da fungéo y = |z|, se b > 1;

e uma compressao vertical e um alongamento horizontal do grafico da fungao y = |z|,se 0 < b < 1;

e uma reflexdo em relacdo ao eixo horizontal, uma compressdo vertical e um alongamento horizontal do
grafico da fungdo y = |z, se -1 < b < 0;

e uma reflexdo do grafico da fungao y = |z| em relagdo ao eixo horizontal, se b = -1;
e uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal, um alogamento vertical e uma compressdo horizontal do

grafico da fungéo y = |z|, se b < -1.
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Agora, fixaremos os parametros a

0, b

variar apenas o parametro c, com ¢ # 0.

1 e d = 0 na fungdo f(x)
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a + b.lcx +d| e vamos

Esbogo do grifico das fungoes f(x) = |z|, f1(x) = |2.2], f2a(x) = |3.2] e f3(x) = |4.2|.
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Figura 4.65: Gréfico da fungdo f(x) = |c.z|, com ¢ € {1,2,3,4}.

Esbogo do grafico das fungoes f(x) = |z|, f4(x) = |-z, f5(x) = |-2.2] e f(x) = |-3.2|.
=
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Figura 4.66: Gréfico da funcéo f(x) = |c.z|, com ¢ € {-3,-2,—-1,1}.
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Figura 4.67: Gréafico da fungao f(x) = |c.z|, com ¢ € {—5, Vit 1}.

Nota: A paridade da fungdo modular garante que f7 = fig e fs = fo.

De acordo com as Figuras 4.65, 4.66 e 4.67, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:

e uma compressio horizontal e um alongamento vertical do gréafico da fungdo y = |z|, se ¢ > 1;

e um alongamento horizontal e uma compressao vertical do gréfico da funcao y = |z|, se 0 < ¢ < 1;
e um alongamento horizontal e uma compressao vertical do grafico da fungdo y = |z|, se -1 < ¢ < 0;

e uma compressao horizontal e um alongamento vertical do grafico da fungao y = |z|, se ¢ < -1.

4.3.5 Zero ou raiz da funcao modular

Dada a fungéo f(x) = |z|, dizemos que « é raiz, ou zero de f quando f(a) = 0, ou seja, quando o gréfico

da fungéo intersecta o eixo Ox. Logo, x = 0 é a tnica raiz da funcao f(x) = |z|.
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Figura 4.68: Raiz da fun¢ao modular f(x) = |z|.
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4.3.6 Atividades propostas

1) Considere a fungao f: R — R definida por f(x) = |z + 2|.

a) Utilizando o ambiente dindmico “GeoGebra”, trace o gréfico de f.

b) Determine o valor de f(-2).

c¢) Qual é a (ou as) raiz(es) da fungao f(x)?

d) Determine para quais valores de x a fungéao é crescente e para quais valores de x a fungéo é decrescente.

2) Considere a funcao g: R — R tal que g(x) = a + |z — 2|, com a € Z.

a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra’os graficos das fungbes gi(x) = |z — 2|,

g(x) =1+]z-2,g3(x) =2+ |z -2, ga(x) =3+ [z —2[ e gs(x) =4 + [z - 2|.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra’os gréficos das fungoes gi(x) = |z — 2|,

go(x) =-1+ |z —2], gr(x) = -2+ [x = 2|, gs(x) = -3 + [z —2[ e go(x) = -4 + [z — 2.

¢) Qual a influéncia do pardmetro a na fungéo g(x) = a + |z — 2|?

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

g2(x) = |z +m|, comm € {—4,-3,-2,—1,0,1,2,3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de go?

b) Se m > 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de go?

¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto gréfico de ga?

4) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

g3(x) = b.Jx — 1|, com b € {—4,-3,-2,—-1,1,2,3,4} e responda:

a) Se b < 0, qual a influéncia do parametro b no aspecto grafico de gs?

b) Se b > 0, qual a influéncia do pardmetro b no aspecto gréfico de g3?

¢) Qual a influéncia do pardmetro b no aspecto grafico de gs?
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4.4 Funcao exponencial

Nesta secao, vamos estudar a variacdo de parametros na fungao exponencial (Ref.[2], [5], [7], [8], [9],

[13] e [14)).

Definigao: Seja a € R, tal que a > 0 e a # 1. Chamamos de fungao exponencial de base a a fungao

f: R — R, definida por f(x) = a*.
Exemplos:

1) fi(x) = 3%, com a = 3.

Observagao:
Como f(x) = a® = f(0) = a® = 1, isso significa que o par ordenado (0, 1) pertence ao gréfico de toda

fungao exponencial.

4.4.1 Dominio e imagem

Considere a funcao exponencial f(x) = a*. Como a > 0e a # 1, entdao a® > 0, V x € R. Desse modo, temos:

e D(f) =R.
e Im(f) = RY.

4.4.2 Grafico da funcao exponencial

Com relagao ao grafico cartesiano da funcao f(x) = a®, com a > 0 e a# 1, podemos dizer:
1°) a curva representativa estd toda acima do eixo Ox, pois y = a® > 0 para todo x € R.
2°) corta o eixo Oy no ponto de ordenada 1.

3°) Na representagio grafica da fungdo exponencial, temos uma reta horizontal assintota y = 0, isto

é, 0 eixo X.

Vejamos os exemplos a seguir:
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o f(x) = a”, com a > 1.
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Figura 4.69: Gréfico da funcao f(x) = a®, com a > 1.

o f(x) =a%, com 0 < a < 1.
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Figura 4.70: Grafico da funcao f(x) = a”

4.4.3 Crescimento e decrescimento

,com 0 < a< 1.
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Considerando a fungao exponencial f(x) = a*, com a > 0 e a # 1, devemos analisar duas possibilidades

paraabase:a>1le0<a<1.
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e Se a > 1, a fungdo é crescente pois, xg > x3 = a*? > a® = f(x3) > f(x1).
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Figura 4.71: Funcao exponencial crescente f(x) = 27.

e Se 0 < a < 1, a funcao é decrescente pois, xo > x1 = a*2 < a® = f(x3) < f(x1).
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4.4.4 Variacao de parametros na fungcao do tipo exponencial

Considere a funcio f: R — R, definida por f(x) = b.a®*? + k,coma >0ea# 1,bec#0,dek € R.
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o gréfico da fungéo f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.



4.4. FUNCAO EXPONENCIAL 113

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizacao).

22 Etapa: Processo de construcgao

e Para construir o gréfico de uma funcio f(x) = b.a®*? + k, devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada pardmetro, respeitando a condic¢ao de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuragao possivel éa =2, b=c=1ed =k =0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) =b*a " (¢*x+d) + kouf(x) =ba" (cx+d) +k.

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apoés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona
Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.73: Funcio do tipo exponencial f(x) = b.a®®*? + k, coma=2,b=c=1ed =k = 0, ou seja,

fungao exponencial f(x) = 27.
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Translagao vertical

Considerando a funcio f(x) = b.a®*? + k, vamos fixar os pardmetros a = 2, b = ¢ =1 e d = 0 e variar

apenas o parametro k.
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Figura 4.74: Gréficos de f(x) = 2% + k, com k € {—5,—4,—-3,-2,-1,0,1,2}.

De acordo com a Figura 4.74, pode-se concluir que o parametro k determina a translacao vertical do

grafico da fungdo y = 2%, o que determina uma familia de fungées do tipo f(x) = 2* + k, com k € R.

Translagao horizontal

Considerando a funcao f(x) = b.a®®*¢ 4 k, vamos fixar os parametros a = 2, b = c = 1 e k = 0 e variar

apenas o parametro d.
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Figura 4.75: Gréficos de f(x) = 2274 com d € {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3}.
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De acordo com a Figura 4.75, pode-se concluir que o parametro d determina a translacao horizontal do

gréfico da funcdo y = 2%, o que determina uma familia de funcées do tipo f(x) = 2+ com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a funcio f(x) = b.a®**4 4 k, vamos fixar os parametros a = 2, ¢ = 1 e d = k = 0 e variar

apenas o parametro b.
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Figura 4.76: Gréficos de f(x) = b.2% com b € { —4,-3, -2, —1, ~3 3 1,2,3,45.
De acordo com a Figura 4.76, pode-se concluir que o pardmetro b determina:
e um alongamento vertical do grafico da fungdo y = 2%, se b > 1;
e uma compressao vertical do grafico da funcao y = 2%, se 0 < b < 1;
e uma reflexdo em relagdo ao eixo Ox e uma compressao vertical do grafico da funcao y = 2%,

se-1 <b<0;

e uma reflexdo do grafico da funcao y = 2% em relacao ao eixo Ox, se b = -1;

e uma reflexdao em relagao ao eixo Ox e um alongamento vertical do grafico da funcao y = 2%, se

b < -1.
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Agora, fixaremos os parametros a = 2, b = 1 e d = k = 0 na funcio f(x) = b.a®®*? 4+ k e vamos variar

apenas o parametro ¢, com ¢ # 0.

Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opgles Ferramentas Janela Ajuda

A . O . am2 Mover hir

. ® /{v — b'v ®v 4! il e AECV — %'V Armaste ou selecione um ou mais objetos (Esc) Fy

Entrada: ‘ @
Janela de Algebra [+/[=][%] |Janela de Visualizagio RI=[E3
= Objetos Livres

2 a=2

B b=1 ~

Tanlls Parametros

S oa=0 at2

L2 k=0

= Objetos Dependentes

L@ f(x) = 2 0% b=1

EELLLL el
c=-05

. e
d=0

.

POR 20:34
PTB2 09/03/2013

S A=A

11
Figura 4.77: Gréficos de f(x) = 2%, com ¢ € {—4, -3,—-2,—1, 5 1,2,3,4}.
De acordo com a Figura 4.77, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:
e uma compressao horizontal do grafico da fungao f(x) = 2%, se ¢ > 1;

e um alongamento horizontal do gréfico da funcdo f(x) = 2%, se 0 < ¢ < 1;

e uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy e um alongamento horizontal do gréfico da fungao f(x) = 2%,

se-1 <c<O0;
e uma reflexdo do grafico da fungdo f(x) = 2% em relagao ao eixo Oy, se ¢ = -1;

e uma reflexdao em relagdo ao eixo Oy e uma compressao horizontal do grafico da funcao

f(x) = 2%, se c < -1.

4.4.5 Zero ou raiz da fungao exponencial

A funcao exponencial ndo tem raiz, pois seu grafico ndo intersecta o eixo Ox.
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4.4.6 Atividades propostas

1) Considere a fungdo g: R — R tal que g(x) = 3 + k, com k € Z.

a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungbes gi(x) = 3%,

g2(x) = 3% + 1, g3(x) = 3% + 2, ga(x) = 3 + 3 e gs(x) =37 + 4.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os gréficos das fungoes gi(x) = 3%,

ge(x) =3% -1, g7(x) = 3% - 2, gs(x) =3 -3 egy(x) =3 -4.

¢) Qual a influéncia do pardmetro k na fungao g(x) = 3* + k?

2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da fungao

f(x) = 3™, com m € {—4,-3,—-2,-1,0,1,2,3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de {?

b) Se m > 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grifico de f?

¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de f

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

fi(x) =b.3%, com b € {—4,-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se b < 0, qual a influéncia do pardmetro b no aspecto grafico de f;?

b) Se b > 0, qual a influéncia do pardmetro b no aspecto grafico de f1?

¢) Qual a influéncia do pardmetro b no aspecto grafico de f;?

4) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

fa(x) = 3%%, com ¢ € {—4,-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de f3?

b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fa?

¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréafico de fo?
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4.5 Funcao logaritmica

Nesta se¢@o, vamos estudar a variacdo de pardmetros na func¢ao logaritmica (Ref.[2], [5], [7], [8], [9],

[13] e [14]).

Definigao: Seja a € R, tal que a > 0 e a # 1. Chamamos fungdo logaritmica de base a a fungao

f: R% — R, definida por y = log, x.

Exemplos:

1) fi(x) = logs x

2) fa(x) = log% X

3) f3(x) = logio x = log x

4) f4(x) = loge x = In x, onde e é o nimero de Euler e = 2,71828...

Observagoes:

1) y = log, x < a¥ = x. O significado dessa expressdo é que a fungio logaritmica e a funcao
exponencial sao inversas uma da outra.

28) f(x) = log, x = (1) = log, 1 = 0. Isso significa que o par ordenado (1, 0) pertence ao gréfico de

toda funcao logaritmica.

4.5.1 Dominio e imagem

Considerando a funcao logaritmica f(x) = log, x, com a > 0 e a # 1, temos:

e D(f) = R,
e Im(f) =R

4.5.2 Grafico da fungao logaritmica

Com relagao ao grafico cartesiano da fungao logaritmica f(x) = log, x, com 0 < a # 1, podemos dizer:
1°) a curva representativa do gréfico de f estd toda a direita do eixo Oy, pois x € R .
2°) corta o eixo Ox no ponto de abscissa 1.

3°) Na representagao grafica da fungao logaritmica, temos uma reta vertical assintota x = 0, isto é,

0 €eixo y.
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Vejamos os exemplos a seguir:

o f(x) = log, x, com a > 1.
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Figura 4.78: Gréfico da funcao f(x) = log, x, com a > 1.

o f(x) = log, x, com 0 < a < 1.
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Figura 4.79: Gréfico da funcao f(x) = log, x, com 0 < a < 1.
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4.5.3 Crescimento e decrescimento

Considerando a fungao logaritmica f(x) = log, x, com a > 0 e a# 1, devemos analisar duas possibilidades

paraabase: a>1le0<a<1.

e Se a > 1, a fungdo é crescente pois, xo > x1 = log, x2 > log, 1 = f(x3) > f(x1).
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Figura 4.80: Funcao logaritmica crescente.

e Se 0 < a < 1, a funcao é decrescente pois, X > x1 = log, z2 < log, 1 = f(x2) < f(x1).
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Figura 4.81: Funcao logaritmica decrescente.
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4.5.4 Variacao de parametros na funcao logaritmica

Vamos considerar a funcdo f: R — R, definida por f(x) = b.log, (cx +d) + k,coma >0ea# 1,be
c#0,dek € R.

Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Observagao:

Recordemos que no software “GeoGebra”, conseguimos digitar diretamente apenas logaritmos na base 2

(1d), na base 10 (Ig) e na base e (In ou log).

Vamos dividir o processo de construcao em etapas:

12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e

campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grafico de uma funcao f(x) = b.log, (cx + d) + k, com a = 10, devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada parametro, respeitando a condig¢do de existéncia

de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel é a = 10, b=c=1ed =k = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,

f(x) = b¥lg(c*x + d) + kouf(x) =blglcx +d) + k.

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espaco ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.
32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a fun¢do no campo de entrada, tecle enter para que o gréfico seja visualizado na Zona

Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.82: Funcao f(x) = b.log, (cx +d) + k,coma=10,b=c=1ed =k =0.

Translagao vertical

Considerando a fungéo f: R — R, definida por f(x) = b.log, (cx + d) + k, vamos fixar os pardmetros
a =10, b = c =1 ed = 0 e variar apenas o parametro k.

Lembre-se: Devemos digitar no Campo de Entrada (software GeoGebra) lg para que seja visualizado na

Zona Algébrica e na Zona Geométrica logig.

Esbogo do grifico das fungbes f(x) = log(x), fi(x) = log(x) + 1 , fa(x) = log(x) + 2,
f3(x) =log(x) + 3, fa(x) =log(x) + 4 e f5(x) = log(x) + 5.
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Figura 4.83: Gréficos de y = log(x) + k, com k € {0,1,2,3,4,5}.
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Nota: Na fungdo y = b.log, (cx + d) + k, se k > 0, o grafico de f(x) = log(x) desloca-se k unidades

para cima.

Esbogo do gréfico das fungbes f(x) = log(x), fe(x) = log(x) - 1 , fr(x) = log(x) - 2,
fs(x) = log(x) - 3, fo(x) = log(x) - 4 e fio(x) = log(x) - 5.
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Figura 4.84: Gréficos de y = log(x) + k, com k € {-5,—4,-3,—2,—1,0}.

Nota: Na funcdo y = b.log, (cx + d) + k, se k < 0, o grafico de f(x) = log(x) desloca-se |k| unidades

para baixo.

De acordo com as Figuras 4.83 e 4.84, pode-se concluir que o parametro k determina a translagao vertical
do gréafico da funcdo f(x) = log(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = log(x) + k, com k € R.

Translacao horizontal

Considerando a funcao f: R — R, definida por f(x) = b.log, (cx + d) + k, vamos fixar os pardmetros

a =10, b = c = 1 e k = 0, e variar apenas o parametro d.

Esboco do gréfico das fungbes f(x) = log(x), fi(x) = log(x + 1) , fo(x) = log(x + 2),
f3(x) = log(x + 3), fa(x) = log(x + 4) e f5(x) = log(x + 5).
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Figura 4.85: Graficos de y = log(x + d), com d € {0,1,2,3,4,5}.

Nota: Na funcdo y = b.log, (cx + d) + k, se d > 0, o gréfico de f(x) = log(x) desloca-se d unidades

para esquerda.

Esboco do grafico das fungoes f(x) = log(x), fe(x) = log(x - 1) , fz(x) = log(x - 2),
fs(x) = log(x - 3), fo(x) = log(x - 4) e fi0(x) = log(x - 5).
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Figura 4.86: Gréficos de y = log(x + d), com d € {—5,—4, -3, -2, —1,0}.

Nota: Na funcdo y = b.log, (cx + d) + k, se d < 0, o grifico de f(x) = log(x) desloca-se |d| unidades

para direita.



4.5. FUNCAO LOGARITMICA 125

De acordo com as Figuras 4.85 e 4.86, pode-se concluir que o parametro d determina a translacao

horizontal do grafico da funcdo f(x) = log(x), o que determina uma familia de fungées do tipo

y = log(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a funcdo f(x) = b.log, (cx + d) + k, vamos fixar os pardmetros a = 10, ¢ = 1 e

d = k = 0, e variar apenas o parametro b, com b # 0.
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Figura 4.87: Graficos de f(x) = b.log(x), com b € {—5, —4,-3,-2,—1, —%, %, 1,2,3,4, 5}.
De acordo com a Figura 4.87, pode-se concluir que o pardmetro b determina:
e um alogamento vertical do grafico da funcao f(x) = log(x), se b > 1;
e uma compressao vertical do gréfico da funcao f(x) = log(x), se 0 < b < 1;
e uma reflexdo em relagdo ao eixo Ox e uma compressao vertical do grafico da funcdo f(x) = log(x),
se-1 <b<0;
e uma reflexdo do grafico da fungao f(x) = log(x) em relagdo ao eixo Ox, se b = -1;
e uma reflexdo em relagdo ao eixo Ox e um alogamento vertical do gréfico da fungao f(x) = log(x),

se b < -1.

Agora, fixaremos os pardmetros a = 10, b = 1 e d = k = 0 na fungdo f(x) = b.log, (cx + d) + k,
e vamos variar apenas o parametro c, com ¢ # 0.

De acordo com a Figura 4.88, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:
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Figura 4.88: Gréficos de f(x) = log(c.x), com ¢ € {—5, —4,-3,-2,—1, 55 1,2,3,4, 5}.

e um alongamento vertical do grafico da fungao f(x) = log(x), se ¢ > 1;
e um alongamento horizontal e uma compressao vertical do gréfico da funcao f(x) = log(x), se 0 < ¢ < 1;

e uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy e uma compressao vertical do grafico da funcdo f(x) = log(x),

se-1 < c <0
e uma reflexdo em relagao ao eixo Oy do grafico da fungao f(x) = log(x), se ¢ = -1;

e uma reflexdo em relagdo ao eixo Oy e a alongamento vertical do grifico da funcdo f(x) = log(x),

sec < -1.

4.5.5 Zero ou raiz da fungao logaritmica

O zero ou raiz da fungao logaritmica f(x) = log,x é o valor de x que torna y = f(x) = 0, ou seja,
quando o gréfico da fungdo intersecta o eixo Ox. Logo, x = 1 é o tnico zero da fungao f(x) = log,x, pois

f(1) = f(x) = log,1 = 0.
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Figura 4.89: Raiz da funcéo logaritmica f(x) = log(x).

4.5.6 Atividades propostas

1) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da funcao

f(x) =log(x + 1) + m, com m € {—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4} e responda:
a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de {?
b) Se m > 0, qual a influéncia do parametro m no aspecto grafico de f?
¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto gréfico de f

2) Considere a funcao g: R — R tal que g(x) = log(x + k) + 2, com k € Z.

a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungdes gi(x) =log(x) + 2,

ga(x) = logx + 1) + 2, gs(x) = loglx + 2) + 2, gx) = loglx + 3) + 2 e
gs(x) = log(x + 4) + 2.
b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungdes g1(x) = log(x) + 2,

go(x) = log(x - 1) + 2, gr(x) = log(x - 2) + 2, ge(x) = log(x - 3) + 2 ¢ go(x) = log(x - 4) + 2.

¢) Qual a influéncia do parametro k na fungio g(x) = log(x + k) + 27

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao
f1(x) = b.log(x + 1), com b € {—4,-3,-2,-1,1,2,3,4} e responda:

a) Se b < 0, qual a influéncia do parametro b no aspecto grafico de f;?

b) Se b > 0, qual a influéncia do pardmetro b no aspecto gréfico de f;?

¢) Qual a influéncia do pardmetro b no aspecto gréfico de f;?
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4.6 Funcoes trigonométricas

Nesta se¢ao, vamos estudar a variagdo de pardmetros nas fungoes trigonométricas (Ref.[4], [5], [7], [10] e

[14]).

4.6.1 Ciclo trigonométrico

O ciclo trigonométrico é uma circunferéncia de raio unitdrio, com centro na origem do sistema
cartesiano ortogonal; sua origem é o ponto A e os eixos dividem o ciclo em quatro quadrantes, con-

forme a figura a seguir:

€eEm @ a| @ o

Figura 4.90: Ciclo trigonométrico

Observagoes:
1#) Os pontos de interse¢ao da circunferéncia com os eixos Ox e Oy sdo os pontos A=(1, 0), B=(0, 1),
A’=(-1, 0) e B’=(0, -1).
2%) O comprimento da circunferéncia é 27 (pois r = 1).
3%) Podemos associar cada nimero real x a um ponto P na circunferéncia, do seguinte modo:

e Sex =0, entao P = A.

e Se x > 0, partimos de A e realizamos sobre a circunferéncia um percurso de comprimento x , no
sentido anti-horario. O ponto final do percurso é o ponto P.

e Se x < 0, fazemos o percurso no sentido horario.

4.6.2 Funcgoes periodicas

Defini¢ao: Uma fungdo f: A C R — B C R, definida por y = f(x) é dita periédica quando existir um
nimero real p > 0, tal que f(x + p) = f(x), Vx € Aex + p € A . O menor valor de p que satisfaz a

igualdade é chamado periodo de f.

4.6.3 Funcao seno

Dado um ndmero real 6, marcamos sobre a circunferéncia trigonométrica, a partir do ponto A = (1, 0),

o arco AP = 6. Desse modo, a funcdo sen: R — R, definida por y = () = sen(f), chama-se funcao
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seno, onde o seno de 6, indicado por sen(f), é a ordenada de P (Fig. 4.91).

Aramo Catar Eur Dsposigies Ope
0 I
Y[ SRl [o)e

e

LEc-

Figura 4.91: Seno de 6 no ciclo trigonométrico.

Nota: Considerando um arco AP, como a projecao de P no 1° e 2° quadrantes estd acima do eixo x, o
seno ¢é positivo; equivalentemente, no 3° e 4° quadrantes, a projecao de P estd abaixo do eixo x, logo o

seno é negativo.

Dominio e imagem

eD(f) =R

o Im(f) = [-1, 1], isto é, -1 < sen 6 < 1 (significa que essa fungao é limitada).
Grafico da fungao seno

A Figura 4.92 representa o esbogo do gréfico da fungao f: R — [-1, 1], definida por f(x) = sen x.
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Figura 4.92: Ggrafico da fungao f(x) = sen (x).

Nota 1: O gréfico da fungao seno é chamado de sendide.
Nota 2: A funcéo seno é periddica e de periodo 27, pois sen(x + 27) = sen(x), V x € D(f).

Nota 3: A fungdo seno é fmpar, isto é, sen(-x) = -sen(x) (seu grafico é simétrico em relagao & origem).
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Crescimento e decrescimento

No 1° e 4° quadrantes, a medida que o angulo cresce, o seno também cresce, logo a fungao é crescente

nesses quadrantes. Equivalentemente, no 2° e 3° quadrantes, o seno é decrescente.
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Figura 4.93: Crescimento e decrescimento da fungao seno f(x) = sen(x), com x € [0, 27].

Variagao de parametros na fungao seno

Considere a funcao f: R — R, definida por f(x) = a + b.sen(cx + d), com b ec # 0, e a ¢
d eR
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da fungao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e

campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construgao

e Para construir o gréfico de uma funcao f(x) = a + b.sen(cx + d), devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada parametro, respeitando a condigdo de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa =0, b=c=1ed = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,

f(x) = a + b*sin(c*x + d) ou f(x) = a + b sin(c x + d).
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Nota: No software “GeoGebra”’devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Grafica

e Apoés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Gréfica. Veja a figura a seguir:
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Figura 4.94: Gréfico da funcdo f(x) = a 4+ b.sen(c.x + d),comb=c=1ea=d =0.

Translacao vertical

Considerando a fungéo f(x) = a + b.sen(c.x + d), vamos fixar os pardmetros b = ¢ =1 e d = 0, e variar

apenas o parametro a.
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Figura 4.95: Gréfico da fun¢ao y = a + sen(x), com a € {—2,—1,0,1,2}.

De acordo com a Figura 4.95, pode-se concluir que o parametro a determina a translagao
vertical do gréfico da funcdo f(x) = sen(x), o que determina uma familia de fung¢des do tipo

y = f(x) + a, com a € R.
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Translagao horizontal

Considerando a fun¢do f(x) = a + b.sen(c.x + d), vamos fixar os parametrosa = 0eb =c =1, e

variar apenas o parametro d.
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Figura 4.96: Grafico da fungdo y = sen(x + d), com d € {—2, -1, —3 0, - 5 1, 2}.

De acordo com a Figura 4.96, pode-se concluir que o pardmetro d determina a translagao
horizontal do grafico da fungdo f(x) = sen(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = sen(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a fungdo f(x) = a + b.sen(c.x + d), vamos fixar os parametrosa =d = 0ec =1, ¢

variar apenas o parametro b.
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Figura 4.97: Grafico da fungéo f(x) = b.sen(x), com b € {—3, -2,—1, ~3 5 1,2,3}.
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De acordo com a Figura 4.97, pode-se concluir que o parametro b determina:

e um alogamento vertical do gréfico da fungdo y = sen(x), se b > 1;

e uma compressao vertical do gréfico da fungdo y = sen(x),se 0 < b < 1;

e uma compressao vertical composta por uma reflexao em relacao ao eixo horizontal do grafico da fungao
y = sen(x), se -1 < b < 0;

e uma reflexdo do gréafico da fungdo y = sen(x) em relagao ao eixo horizontal, se b = -1;

e uma reflexao em relagcao ao eixo horizontal e um alogamento vertical do grafico da funcao

y = sen(x), se b < -1.

Agora, fixaremos os pardmetros a = 0, b = 1 e d = 0 na funcdo f(x) = a + b.sen(c.x + d) e

vamos variar apenas o parametro ¢, com ¢ # 0.
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Figura 4.98: Gréfico da fungao f(x) = sen(c.x), com ¢ € {—2, -1, ~3 5 1, 2,3}.

De acordo com a Figura 4.98, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:

e uma compressao horizontal do grifico da fungao y = sen(x), se ¢ > 1;

e um alongamento horizontal do gréfico da funcdo y = sen(x), se 0 < ¢ < 1;

e um alongamento horizontal composto com uma reflexao em relagao ao eixo horizontal do gréfico da
fungao y = sen(x), se -1 < ¢ < 0.

e uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal do gréfico da funcdo y = sen(x), se ¢ = -1;

e uma compressao horizontal e uma reflexdao em relagdo ao eixo horizontal do gréfico da funcao

y = sen(x), se ¢ < -1;

Nota 1: Como a funcdo seno é impar, ou seja, sen(-x) = - sen(x), V x € R, entdo os pardmetros

b = -1 e ¢ = -1 proporcionam a mesma representacao grafica.

2
Nota 2: O periodo da funcao f(x) = a + b.sen(c.x + d) é dado por p(f) = ﬁ (Ref.[10]). Desse modo, se

le| > 1, o perfodo de f diminui, enquanto, se 0 < |¢| < 1, o perfodo de f aumenta.
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Zero ou raiz da fungao seno

Dada a funcéo f(x) = sen(x), dizemos que « é raiz ou zero de f se, e somente se, f(a) = 0, ou seja,
quando o grafico da fungao intersecta o eixo Ox. Logo, x = k.m, com k € Z sao os zeros da fungao

f(x) = sen(x), pois sen (k.7) =0,V k € Z.
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Figura 4.99: Raizes da fungao seno f(x) = sen(x), com x € [-m, 37].

Atividades propostas

1) Considere a fungdo g: R — R tal que g(x) = sen(2x) + k, com k € Z.

a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os gréficos das fungdes gi(x) = sen(2x),

ga(x) = sen(2x) + 1, g3(x) = sen(2x) + 2, ga(x) = sen(2x) + 3 e gs(x) = sen(2x) + 4.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungdes gi(x) = sen(2x),

ge(x) = sen(2x) - 1, g7(x) = sen(2x) - 2, gg(x) = sen(2x) - 3 e go(x) = sen(2x) - 4.

¢) Qual a influéncia do pardmetro k na funcao g(x) = sen(2x) + k?

2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grafico da fungéo

f(x) = m.sen(2x), com m € {—4,-3,—-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de f?

b) Se m > 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grifico de f?
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¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de f

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

fi(x) =sen(2x + d), com d € {—4,-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se d < 0, qual a influéncia do parametro d no aspecto grafico de f;?
b) Se d > 0, qual a influéncia do pardmetro d no aspecto grifico de f;?
¢) Qual a influéncia do pardmetro d no aspecto gréfico de f;?

4) Esboce com o auxilio do software “GeoGebra’o grafico da funcdo f3(x) = Sen(c.er g), com

ce{-4,-3,-2,—-1,1,2,3,4} e responda:

a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grifico de f3?
b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fa?
¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fo?

5) Em cada caso a seguir, esboce o grafico da funcdo e determine o seu periodo e a sua imagem.
a) f3(x) = 3 + sen(x).

b) f4(x) = - 3 + sen(x).

c) f5(x) = 3.sen(x).

d) fs(x) = -3.sen(x).

e) f7(x) = sen(3x).

f) f3(x) = sen(-3x).

g) fo(x) = sen(x + 3).

h) fi0(x) = sen(x - 3).

i) fi1(x) = 3 + 3.sen(3x - 3).
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4.6.4 Funcao cosseno

Dado um ndmero real §, marcamos sobre a circunferéncia trigonométrica, a partir do ponto A = (1, 0),
o arco AP = 6. Desse modo, a fungdo cos: R — R, definida por y = (#) = cos(f), chama-se funcao
cosseno, onde o cosseno de 6, indicado por cos (6), é a abscissa de P (Fig. 4.100).
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Figura 4.100: Cosseno de 6 no ciclo trigonométrico.

Nota: Considerando um arco AP, como a proje¢do de P no 1° e 4° quadrantes estd a direita do eixo vy,
0 cosseno ¢é positivo; equivalentemente, no 2° e 3° quadrantes, a projecao de P esta a esquerda do eixo y,

logo o cosseno é negativo.

Dominio e imagem

eD(f) =R

o Im(f) = [-1, 1], isto é, -1 < cos 6 < 1 (significa que essa funcao é limitada).
Grafico da funcao cosseno

A Figura 4.101 representa o esboco do grafico da fungdo f: R — [-1, 1], definida por f(x) = cos x.

cione um ou mais objeos (Esc) -
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Figura 4.101: Gréfico da fungao f(x) = cos (x).
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Nota 1: O gréafico da fungdo cosseno é chamado de cossendide.

Nota 2: A funcdo cosseno é periédica e de periodo 27, pois cos(x + 27) = cos(x), V x € D({)..

Nota 3: A fungéo cosseno é par, isto é, cos(-x) = cos(x) (seu grafico é simétrico em relagéo ao eixo Oy).
Crescimento e decrescimento

No 3° e 4° quadrantes, a medida que o dngulo cresce, o cosseno também cresce, logo a fungado é crescente

nesses quadrantes. Equivalentemente, no 1° e 2° quadrantes, o cosseno é decrescente.
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Figura 4.102: Crescimento e decrescimento da fungao cosseno f(x) = cos(x), com x € [0, 27].

Variagao de parametros na fungao cosseno

Considere a funcdo f: R — R, definida por f(x) = a + b.cos(cx + d), com b ec # 0, e a ¢
d e R
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opcoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao
e Para construir o grafico de uma funcao f(x) = a + b.cos(cx + d), devemos:
1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada parametro, respeitando a condic¢ao de existéncia

de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa = 0, b = c =1ed = 0.
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2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) = a + b*cos(c*x + d) ou f(x) = a + b cos(c x + d).
Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o sfmbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Gréfica. Veja a figura a seguir:
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Figura 4.103: Gréfico da funcdo f(x) = a + b.cos(c.x +d),comb=c=1ea=d = 0.

Translagao vertical

Considerando a funcdo f(x) = a + b.cos(c.x + d), vamos fixar os pardmetros b = ¢ =1 e

d = 0, e variar apenas o parametro a.
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De acordo com a Figura 4.104, pode-se concluir que o pardmetro a determina a translacao

vertical do gréfico da fungdo f(x) = cos(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = f(x) + a, com a € R.

Translacao horizontal

Considerando a funcao f(x) = a + b.cos(c.x + d), vamos fixar os pardmetros a =0 e b = ¢ = 1, e variar
apenas o parametro d.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.105: Gréfico da funcao f(x) = cos(x + d), com d € {—2, -1, —5,0, 2 1,2}.
De acordo com a Figura 4.105, pode-se concluir que o parametro d determina a translagao
horizontal do gréfico da fungdo y = cos(x), o que determina uma familia de fungées do tipo

f(x) = cos(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a fungéo f(x) = a + b.cos(c.x + d), vamos fixar os pardmetros a =d = 0 e ¢ = 1, e variar
apenas o parametro b.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.106: Gréfico da funcao f(x) = b.cos(x), com b € {—3, -2,-1,—=,=,1,2, 3}.

De acordo com a Figura 4.106, pode-se concluir que o parametro b determina:
e um alogamento vertical do gréfico da fun¢ao y = cos(x), se b > 1;
e uma compressao vertical do gréfico da fungdo y = cos(x), se 0 < b < 1;

e uma compressao vertical composta por uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal do gréfico da fungao

y = cos(x), se -1 < b < 0;

e uma reflexdo do grifico da fungéo y = cos(x) em relagdo ao eixo horizontal, se b = -1;

e uma reflexao em relacao ao eixo horizontal e um alogamento vertical do grafico da funcao
y = cos(x), se b < -1.

Agora, fixaremos os parametros a = 0, b = 1 e d = 0 na fungdo f(x) = a + b.cos(c.x + d) e vamos

variar apenas o parametro c, com ¢ # 0.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.107: Gréfico da fungéo f(x) = cos(c.x), com ¢ € {—3, -2, -1, ~3 5 1, 2,3}.

De acordo com a Figura 4.107, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:

e uma compressiao horizontal do grafico da fun¢éo y = cos(x), se ¢ > 1;

um alongamento horizontal do gréfico da fungao y = cos(x), se 0 < ¢ < 1.
e um alongamento horizontal do grafico da funcéo y = cos(x), se -1 < ¢ < 0.
e a mesma representacao grafica da fungéo y = cos(x), se ¢ = -1.

e uma compressao horizontal do grafico da fungao y = cos(x), se ¢ < -1;

Nota 1: Como a funcdo cosseno é par, ou seja, cos(-x) = cos(x), V x € R, entdo o pardmetro ¢ = -1 nao
altera a representagio grifica de y = cos (x).
27

Nota 2: O periodo da fungao f(x) = a + b.cos(c.x 4+ d) é dado por p(f) = T (Ref.[10]). Desse modo, se

|c| > 1, o periodo de f diminui, enquanto, se 0 < |¢| < 1, o periodo de f aumenta.

Zero ou raiz da funcao cosseno

Dada a funcao f(x) = cos(x), dizemos que « é raiz ou zero de f se, e somente se, f(a) = 0, ou seja,

T
quando o grafico da fungao intersecta o eixo Ox. Logo, x = 5 + k.m, com k € Z sao os zeros da fungao

f(x) = cos(x), pois cos (g + k'.ﬂ') =0,Vk eZ
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Figura 4.108: Raizes da fun¢do cosseno f(x) = cos(x), com x € [—§7 ?ﬂ-} .
Atividades propostas
1) Considere a fungao g: R — R tal que g(x) = cos(3x) + k, com k € Z.
a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os gréficos das fungdes gi(x) = cos(3x),

g2(x) = cos(3x) + 1, g3(x) = cos(3x) + 2, ga(x) = cos(3x) + 3 e g5(x) = cos(3x) + 4.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungoes gi(x) = cos(3x),

g6(x) = cos(3x) - 1, gr(x) = cos(3x) - 2, gg(x) = cos(3x) - 3 e gy(x) = cos(3x) - 4.
¢) Qual a influéncia do parametro k na funcao g(x) = cos(3x) + k?

2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da fungao

f(x) = m.cos(3x), com m € {—4,—-3,—2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de ?
b) Se m > 0, qual a influéncia do parametro m no aspecto grafico de f?
¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto gréfico de f?

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da fungao

f1(x) = cos(3x + d), com d € {—4,-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:
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a) Se d < 0, qual a influéncia do parametro d no aspecto grafico de f;?
b) Se d > 0, qual a influéncia do pardmetro d no aspecto gréfico de f1?
¢) Qual a influéncia do pardmetro d no aspecto grafico de f;?

4) Esboce com o auxilio do software “GeoGebra’o grafico da fungao f3(x) = cos(c.x—i— K), com

ce€{-4,-3,-2,-1,1,2,3,4} e responda: °
a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do parametro ¢ no aspecto grafico de f3?

b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fa?

¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de fa?

5) Em cada caso a seguir, esboce o grafico da funcéo e determine o seu periodo e a sua imagem.
a) f3(x) = 2 + cos(x).

b) f4(x) = - 2 + cos(x).

c) f5(x) = 2.cos(x).

d) fs(x) = -2.cos(x).

e) f7(x) = cos(2x).

f) fs(x) = cos(-2x).

g) fo(x) = cos(x + 2).

h) f19(x) = cos(x - 2).

i) fio(x) = 2 + 2.cos(2x - 2).

j) fi(x) =2- 2.005(% - 2).

k) f1o(x) = 4 - 2.cos(4dm.x — 2).
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4.6.5 Funcao tangente

Dado um nimero real §, marcamos sobre a circunferéncia trigonométrica, a partir do ponto A = (1, 0),

o arco AP = 6. Desse modo, a funcdo tg: D C R — R, definida por y = {(0) = tg(f), chama-se funcao

tangente.

A tangente de 0, indicado por tg (6), é obtida quando prolongamos a reta OP até encontrar o eixo das

tangentes (¢) no ponto T. A medida do segmento AT é a tangente de 6, ou simplesmente

tg(0) (Fig. 4.109).

Arquivo Editar Exibir Disposiges Opgles Feramentas Janela Ajuda
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Figura 4.109: Tangente de 6 no ciclo trigonométrico.
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02/03/2013

Nota: Considerando um arco AP, como o prolongamento do segmento OP intersecta o eixo das

tangentes acima do ponto A, quando P pertence ao 1° ou 3° quadrantes, temos qua a tangente é positiva;

equivalentemente, se P pertence ao 2° ou 4° quadrantes, o prolongamento do segmento OP intersecta o

eixo das tangentes abaixo do ponto A, logo a tangente é negativa.

Dominio e imagem

e D(f) = {m eER|z # g-ﬁ-k‘ﬂ';k € Z}

e Im(f) = R, isto é, a funcao tangente é ndo limitada.

Grafico da fungao tangente

A Figura 4.110 representa o esbogo do grafico da funcao f: {x € R|z # g +km k € Z} — R, definida

por f(x) = tg(x).
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Figura 4.110: Gréfico da funcao tangente.

Nota 1: O gréfico da funcao tangente é chamado de tangentdide.

Nota 2: A fungdo tangente é periédica de periodo 7, pois tg(x + )

Nota 3: A funcado tangente é {fmpar, isto é, tg(-x) = -tg(x).

Crescimento e decrescimento

A fungao tangente é crescente em (—g + k.,

g—I—k.ﬂ'

), para cada k € Z.

1
k. k EI/A}

K=

tg(x), V x € D(f).

21:50

11/03/2013

@ f(x) = tan(x)
= Objetos Dependentes
-3 A=(0,0)

0 P=(1.25,3.01)
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Figura 4.111: Crescimento da funcdo tangente f(x) = tg(x), com x € [-2m, 2] N D(f).
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Variagao de parametros na funcao tangente

Considere a funcdo f: D C R — R (sendo D dominio conveniente), definida por
f(x) =a+ btg(cx +d),combec#0,eaed € R.

Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcao f e habilitar o recurso do controle
deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grafico de uma fungéo f(x) = a + b.tg(cx + d), devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada pardmetro, respeitando a condic¢ao de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa =0,b=c=1ed = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) = a + b*tan(c*x + d) ou f(x) = a + b tan(c x + d).

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o gréafico seja visualizado na Zona
Gréfica.

Vejamos a figura a seguir:
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Figura 4.112: Gréfico da fungao f(x) = a + b.tg(cx +d),comb=c=1eca=d = 0.
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Translagao vertical

Considerando a funcao f(x) = a + b.tg(c.x + d), vamos fixar os pardmetros b = ¢ =1 e
d = 0, e variar apenas o parametro a.

Esbogo do grifico das fungoes f(z) = tg(z), fi(z) = % + tg(x), folx) =1+ tg(x), fs(z) =2+ tg(x) e
fa(z) =3+ tg(x).
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Figura 4.113: Grafico da funcao y = a + tg(x), com a € {0, 2 1,2,3}.

Nota: Na funcao y = a + tg(x), se a > 0, o grifico de f(x) = tg(x) desloca-se a unidades para cima.

Esbogo do gréfico das fungoes f(z) = tg(x), fs(x) = —% +tg(x), fe(zr) = —1+tg(x), fr(z) = =2+ tg(x)

e fs(z) = =3 + tg(x).
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Figura 4.114: Gréfico da fungéo f(x) = a + tg(x), com a € {—3, -2,-1, —5,0}.

Nota: Na funcido y = a + tg(x), se a < 0, o gréafico de f(x) = tg(x) desloca-se |a| unidades para baixo.
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De acordo com as Figuras 4.113 e 4.114, pode-se concluir que o parametro a determina a translacao
vertical do grafico da fungdo f(x) = tg(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = f(x) + a, com a € R.

Translacao horizontal

Considerando a fungao f(x) = a + b.tg(c.x + d), vamos fixar os pardmetros a = 0 e b = ¢ = 1, e variar

apenas o parametro d.

Esbogo do gréfico das fungoes fi(x) = tg(z), fo(x) = tg (m + %), fa(x) =tg(z+1) e fa(x) =tg(z+2).

x
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Figura 4.115: Fungao y = tg(x + d), com d € {O, > 1,2}.

~/5x] [Janela de Visualizagéo

Parametros
st

g v |E I

Nota: Na funcdo y = tg(x + d), se d > 0, o grifico de f(x) = tg(x) desloca-se a unidades para esquerda.

Esbogo do grafico das fungoes fi(z) = tg(z), f5(x) = tg (x — %), fo(x) =tg(x—1) e fr(x) = tg(x —2).

x
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Figura 4.116: Funcao y = tg(x + d), com d € {—2, -1,—= 0}-
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Nota: Na funcdo y = tg(x + d), se d < 0, o grafico de f(x) = tg(x) desloca-se |a| unidades para direita.

De acordo com as Figuras 4.115 e 4.116, pode-se concluir que o parametro d determina a translagao
horizontal do gréafico da fungdo y = tg(x), o que determina uma familia de fungbes do tipo

f(x) = tg(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a fungao tangente f(x) = a + b.tg(c.x + d), vamos fixar os pardmetrosa=d =0ec =1

e variar apenas o parametro b.
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Figura 4.117: Gréfico da funcao f(x) = b.tg(x), com b € {—3, -2,-1, —%, %, 1,2,3}.
De acordo com a Figura 4.117, pode-se concluir que o pardmetro b determina:
e um alogamento vertical do gréfico da funcao y = tg(x), se b > 1;
e uma compressao vertical do gréfico da funcdo y = tg(x),se 0 < b < 1;
e uma reflexdo em relagéo ao eixo horizontal e uma compressao vertical do grafico da fungio y = tg(x),
se-1 <b<0;
e uma reflexdo do grafico da fungdo y = tg(x) em relagao ao eixo horizontal, se b = -1;
e uma reflexao em relagcao ao eixo horizontal e um alogamento vertical do grafico da funcao

y = tg(x), se b < -1.

Agora, fixaremos os pardmetros a = 0, b = 1 e d = 0 na fungao f(x) = a + b.tg(c.x + d) e vamos variar

apenas o parametro ¢, com ¢ # 0.
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Esbogo do grafico das fungoes fi1(z) = tg(x), fo(z) = tg(2.2) e f3(x) = tg(3.x).
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Figura 4.118: Fungao f(x) = tg(c.x), com ¢ € {1,2,3}.

Esboco do grafico das fungdes fi(z) = tg(z), fa(z) = tg(—x), f5(z) = tg(—2x) e fs(z) = tg(—3x).
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Figura 4.119: Fungao f(x) = tg(c.x), com ¢ € {-3,-2,—1,1}.
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1 1
Esbogo do grafico das fungoes fi(z) = tg(x), f7(x) = tg(—im e fs(x) =tg 5% -
5
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Figura 4.120: Funcao f(x) = tg(c.x), com ¢ € {—5, 3 1}.

De acordo com as Figuras 4.118, 4.119 e 4.120, pode-se concluir que o pardmetro ¢ determina:
e uma compressao horizontal e um alongamento vertical do gréfico da funcao y = tg(x), se ¢ > 1;
e um alongamento horizontal e uma compressao vertical do gréfico da fungdo y = tg(x), se 0 < ¢ < 1;

e uma reflexao do grafico em relagao ao eixo vertical, um alongamento horizontal e uma compressao

vertical do gréfico da funcdo y = tg(x), se -1 < ¢ < 0;
e uma reflexao do grafico da fungéo y = tg(x) em relacao ao eixo vertical, se ¢ = -1;

e uma reflexao do grafico em relagao ao eixo vertical, uma compressao horizontal e um alongamento

vertical do grafico da fungao y = tg(x), se ¢ < -1.

Nota: O perfodo da funcao f(x) = a + b.tg(c.x + d) é dado por p(f) = % (Ref.[10]). Desse modo, se

le| > 1, o periodo de f diminui, enquanto, se 0 < |c| < 1, o periodo de f aumenta.

Zero ou raiz da fungao tangente

Dada a funcao f(x) = tg(x), dizemos que « é raiz, ou zero de f quando f(a)=0, ou seja, quando o gréfico
da funcdo intersecta o eixo Ox. Logo, x = k.m, com k € Z séo os zeros da fungao f(x) = tg(x), pois

tg (k) = 0,V k € Z.
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sen(x)

cos(x)

zeros da fungdo y = tg(x) sdo os mesmos da fungdo y = sen(x).

Nota: Como tg(x) = , V x € D(tg(x)), entdo tg(x) = 0 < sen(x) = 0, V x € D(tg(x)). Logo os

UAV /‘; ;’v‘ DV @V @v ‘é.v :\.v ABCV L’V "E'V Ana:ieou5eleaoneumoumaisnmeios(EsC) (4
Entrada 1)
= szlelos)L:e:ﬂ" “ : R
b elos‘;)e»endenies !
1 :';i(,,,.,,,m H :
@ c’:m'('fl.u) 1
9 D=(628,0) !
9 ax=A57 :
| Raizes dg fungao/tangente:
1 2
L}
'f(a}:) = tg(x)= /é> x=km,Vk Eﬁ
! ) /
7~ 5 5 = = -
! :
1
1 2
1
[}
: .
i
B . k2
Figura 4.121: Esbogo das raizes da funcao f(x) = tg(x), com x € [—, 27] .
Atividades propostas
1) Considere a fungao g(x) = tg(2x) + k, com k € Z.
a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os gréficos das fungées gi(x) = tg(2x),
g2(x) = tg(2x) + 1, gs(x) = tg(2x) + 2, ga(x) = tg(2x) + 3 e gs5(x) = tg(2x) + 4.
b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungoes gi(x) = tg(2x),

go(x) = tg(2x) - 1, gr(x) = tg(2x) - 2, gs(x) = tg(2x) - 3 e go(x) = tg(2x) - 4.

¢) Qual a influéncia do paradmetro k na funcdo g(x) = tg(2x) + k?

2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da fungao

f(x) = m.tg(2x), com m € {—4,-3,—-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de {?

b) Se m > 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto gréfico de {7

¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de f
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3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da fungao

fi(x) = tg(2x + d), com d € {—4,-3,—-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se d < 0, qual a influéncia do parametro d no aspecto grafico de f;?
b) Se d > 0, qual a influéncia do pardmetro d no aspecto gréfico de f;?
¢) Qual a influéncia do pardmetro d no aspecto grafico de f;?

4) Esboce com o auxilio do software “GeoGebra”o grifico da fungdo fa(x) = tg(

ce{-4,-3,-2,—-1,1,2,3,4} e responda:

a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do parametro ¢ no aspecto grafico de {37
b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de f2?
¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de fa?

5) Em cada caso a seguir, esboce o gréfico da funcdo e determine o seu periodo.

a) f3(x) = 3 + tg(x).
b) fa(x) = - 3 + tg(x).

¢) fs(x) = 3.tg(3x - %)

g) fo(x) = tg(dr.x + 3).
h) fio(x) = 1 + tg(x - 3).
i) f11(x) = 3 + 3.tg(3x - 3).

j) fi2(x) = 2 + 3.tg(-3x - 3).

), com
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4.6.6 Funcao cotangente

Dado um nimero real §, marcamos sobre a circunferéncia trigonométrica, a partir do ponto A = (1, 0),
o arco AP = 6. Desse modo, a func¢ao cotg: D C R — R, definida por y = f(8) = cotg(f), chama-se
funcao cotangente.

A cotangente de 6, indicada por cotg 6, é obtida quando prolongamos a segmento OP até encontrar o
eixo das cotangentes (') no ponto C. A medida do segmento BC é a cotangente de 6, ou simplesmente

cotg(f) (Fig. 4.122).

Arquivo Editar Exibir Disposicies Opgles Ferramentas Janela Ajuda
. - Move )
'A‘, /'/(v = b‘, ®V @7 ‘dq“, N‘, AECV i,, '%‘., Arraslra ou selecione um ou mais objetos (Esc) &
Entrada: ©
L #c~
y
B cotgf ¢ ¢
.
P,
.
b o mmmmm =)
0
Q| 1.
e |
A L A X
o
ma va
B'

POR 1742

PO A
PR o gy

Figura 4.122: Cotangente de 6 no ciclo trigonométrico.

Nota: Considerando um arco AP, como o prolongamento do segmento OP intersecta o eixo das
cotangentes a direita do ponto B, quando P pertence ao 1° ou 3° quadrantes, temos qua a cotangente
é positiva; equivalentemente, se P pertence ao 2° ou 4° quadrantes, o prolongamento do segmento OP

intersecta o eixo das cotangentes a esquerda do ponto B, logo a cotangente é negativa.

Dominio e imagem

e D(f)y={z € R|z # km;k € Z}

e Im(f) = R, isto é, a fungéo cotangente é nao limitada.

Grafico da fungao cotangente

A Figura 4.123 representa o esbogo do grafico da funcao f: {z € R|z # km;k € Z} — R, definida por
f(x) = cotg(x).
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Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opgdes Janela Ajuda
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@ K=(0,2)
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O A=(7.54,0)
O B=(11.59,0)

@ €=(9.42,0)
@ D=(-3.14,0)
9 E=(0,0)

9 F=(m0)
9 6=(6.28,0)
9 H=(9.42,0)

- @ 1=(0,6)

@ J=(0,-339)
3 M=(6.28,0)

~

X

=
I
=R

k-l
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o e i o o o o B e e e e e e o e e o i o
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Figura 4.123: Gréfico da fungao cotangente.

Nota 1: O grafico da fungdo cotangente é chamado de cotangentéide.

Nota 2: A fungdo cotangente é periddica de periodo m, pois cotg(x + 7) = cotg(x), V x € D(f).
Nota 3: A fungdo cotangente é impar, isto é, cotg(-x) = -cotg(x).

Crescimento e decrescimento

A funcao cotangente é decrescente em (0 + k.7, 7 + k.7), para cada k € Z.

Arquivo Editar Exibir Disposigies OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

Gl Eelo)<lN]

Entrace:|
Janela de Algebra [»][=2x] [Janela de Visualizagio
= Objetos Livres
Ja=45
@ f(x) = cot (x)
= Objetos Dependentes
i~@ B=(0,0)
1@ P=(45,022)
i@ Xp=1(45,0)
i@ Yp=(0,022)
@ heAs ] e e - -
|9 cea5
9 d=022
-3 e-022

Mover
.| Amaste ou selecione um ou mais objetos (Esc)

A 3 ABC
L = 4

azz
s
el

Parametro

POR 23114
PTB2  14/03/2013

Clla R =]

Figura 4.124: Decrescimento da func@o cotangente f(x) = cotg(x), com x € [—27r, 3;] N D(f).
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Variagao de parametros na fungao cotangente

Considere a fungao f: D C R — R, definida por f(x) = a 4+ b.cotg(cx + d), combec # 0,eaed € R.
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da fungao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada sera exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o grifico de uma funcao f(x) = a + b.cotg(cx + d), devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada pardmetro, respeitando a condic¢do de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa=0,b=c=1ed = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) = a + b*cot(c*x + d) ou f(x) = a + b cot(c x + d).

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o gréafico seja visualizado na Zona

Gréfica. Veja a figura a seguir:

vil| | Mow

Araste ou selecione Um ou mais objetos (Esc)

¥ |

Entrada:

Janela de Algebra
=/ Objetos Livres. ~
s a=0 Parametros

@ b=1

@c=1

L @d=0
= Objetos Dependentes

L0 ) = 1 et (1x) he f(z) = 0|+ 1. cotg(L.z + 0)
e ou [simpl t

f(x) = cotg(x)

a=o

e TEJ Q & FEJTE'JFQ JTJFJ‘JE s B 5 za/?u‘j{/sz‘:m

Figura 4.125: Gréfico da funcéo f(x) = a 4+ b.cotg(c.x + d),comb=c=1ea=d = 0.
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Translagao vertical

Considerando a funcao f(x) = a + b.cotg(c.x + d), vamos fixar os pardmetros b = ¢ =1 e

d = 0, e variar apenas o parametro a.

Esbogo do gréfico das fungoes f(x) = cotg(z), fi(x) = %-I—cotg(a:), fa(x) = 14-cotg(x), f3(x) = 2+cotg(z)
e fa(z) = 3 + cotg(x).

IArqu\vu Editar Exibir Disposices Opgles Ferramentas Janela Ajuda
=] = .
ABC | =z
& welo 22K 3

"
Artaste ou Selecione um ou mais bjetos (Es¢)
Entraca;

Janela de Algedra [=][r[=] [Janela de Visualizagdo

= Objetos L A
Djtos Lires Parametros

4N

A
.
|

©
[J=Ted

@ B=(157,1)

1 cot(1x)

1
Figura 4.126: Gréfico da fungao y = a + cotg(x), com a € {0, 2 1, 2}.

Nota: Na funcio y = a + cotg(x), se a > 0, o grifico de f(x) = cotg(x) desloca-se a unidades para cima.

Esbogo do grafico das fungbes f(z) = cotg(z), fs(x) = —% + cotg(x), fe(xr) = —1 + cotg(z),
f2() = =2+ cotg(x) e fislx) = —3 + cotg(x).

Arquivo Editar Exibir DisposigBes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

=

4N
Entrada;

[ Janela de Algebra [v][ctl[x] [Janela de Visualizago
= Objetos Livres Parametros

@ B=(157,-2)
O C=(1567,-1)
@ E=(157,-1) a=0

2

> o)

5 £

[aac over
dl . Araste ou selecione um ou mals objetas (Esc)

N

e ma £ 3 9 = - |:| < g g o PR w008

PTB2 15/03/2013

1
Figura 4.127: Gréfico da fungdo y = a + cotg(x), com a € {—2, -1, —3 0}.
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Nota: Na funcdo y = a + cotg(x), se a < 0, o grafico de f(x) = cotg(x) desloca-se |a| unidades para

baixo.

De acordo com as Figuras 4.126 e 4.127, pode-se concluir que o parametro a determina a translacao
vertical do grafico da fungdo f(x) = cotg(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = f(x) + a, com a € R.

Translacao horizontal

Considerando a fungéo f(x) = a + b.cotg(c.x + d), vamos fixar os pardmetros a =0e b = ¢ = 1, e variar

apenas o parametro d.

Esbogo do grafico das fungodes f(x) = cotg(z), f1(x) = cotg(x + 1) e fo(x) = cotg(z + 2).

Arquivo Editar Exibir Disposiches OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
B 2iols)| BN -
! o= R .

S Mover
Arraste ou selecione um ou mais objetos (Esc) &
Entrada:
Janela de Algebra [*]i=#][x] |Janela de Visualizagio

Ll
| @
= Objetos Livres ~ |
5 a=0 Parametros
~@ b=1
9 e=1 =
@d=0 1
= Objetos Dependentes =
@ A={157,0) .
-3 B=(057,0) . 1
@ C={-047,0)
~@ f(x) = 1 cot(1x)
4
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T~ T s = o

[=i=ke
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Figura 4.128: Gréfico da fungéo y = cotg(x + d), com d € {0,1,2}.

Nota: Na funcdo y = cotg(x + d), se d > 0, o gréfico de f(x) = cotg(x) desloca-se d unidades para

esquerda.

Esbogo do grafico das fungodes f(x) = cotg(z), f3(x) = cotg(x — 1) e fa(x) = cotg(xz — 2).
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[%]

Ponto
c\ ique na Janela de Visualizagdo ou sabre um objeto

»

Entrada:

| @

Jane\ade&\g bra [+][=5x] [Janela de Vi

= Objetos Livrs
5a=0 Para metros
@b=1
Ge=1
®

=0
= Objetos Dependentes

5 A-(258,0)

3 B=(157,0)

@ D=(3.57,0)

3 f(x) = 1 cot(Lx)

( POR 219
PTB2 01/03/2013

Figura 4.129: Gréfico da fungao y = cotg(x + d), com d € {-2,—-1,0}.
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Nota: Na fungéo y = cotg(x + d), se d < 0, o gréfico de f(x) = cotg(x) desloca-se |d| unidades para

direita.

De acordo com as Figuras 4.128 e 4.129, pode-se concluir que o parametro d determina a translacao

horizontal do grafico da fungdo y = cotg(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

f(x) = cotg(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a funcdo cotangente f(x) = a + b.cotg(c.x + d), vamos fixar os pardmetros a =d =0 e

¢ = 1, e variar apenas o parametro b.

Esbogo dos gréficos das fungoes f(x) = cotg(x), f1(x) =

Arquivo Editar Exbir Disposioes Opgies Femamentss Janela Auda

Ams(ea selecione um ou mais objetos (Esc)

A [PJolo]| ANl +)
Entrada:|

Janela de Algebra [v]/e5]x] [Janela de Visualizagéo
Parimetros

a=o

b=05

L5 1) = 0.5 cot (1) =0

fo(x) = 2.cotg(x)

f(x) = —cotg(m)

3(x) = 3.cotg(x

(¢) = eoto(e)
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€ B\ a & @&l ~ &l

. voR
o 4 PR

AR

1
Figura 4.130: Gréfico da fungéo f(x) = b.cotg(x), com b € {5, 1,2, 3} .

%.cotg(x), fa(x) = 2.cotg(x) e f3(x) = 3.cotg(x).
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Esboco dos gréficos das fungdes f(x) = cotg(x), fi(x) = -%.cotg(x), f5(x) = -cotg(x), fe(x) = -2.cotg(x)
e fr(x) = -3.cotg(x).

Arquivo Editar Exibir Disposicdes Opces Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 4.131: Gréfico da funcao f(x) = b.cotg(x), com b € {—3, -2, -1, —%, 1} .
De acordo com as Figuras 4.130 e 4.131, pode-se concluir que o parametro b determina:
e um alogamento vertical do gréfico da fun¢ao y = cotg(x), se b > 1;
e uma compressao vertical do gréfico da funcao y = cotg(x), se 0 < b < 1;

e uma reflexao em relagao ao eixo horizontal e uma compressao vertical do grafico da fungao y = cotg(x),

se-1<b<0;
e uma reflexdo do grafico da fungéo y = cotg(x) em relagéo ao eixo horizontal, se b = -1;

e um alongamento vertical e uma reflexdo em relacao ao eixo horizontal do grafico da funcao

y = cotg(x), se b < -1.

Agora, fixaremos os parametros a = 0, b = 1 e d = 0 na funcdo f(x) = a + b.cotg(c.x + d) e

vamos variar apenas o parametro c, com ¢ # 0.

Esbogo dos graficos das fungoes f(x) = cotg(x), f1(x) = cotg(2.x) e fa(x) = cotg(3.x).
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Figura 4.132: Gréfico da funcdo f(x) =

cotg(c.x), com ¢ € {1,2,3}.

Esbogo dos graficos das fungdes f(x)

= cotg(x), f3(x)
f5(x) = cotg(-3.x).

cotg(x), fi(x) =

Arquivo Editar Exibir Disposicbes Opcdes F Janela Ajuda
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Figura 4.133: Gréfico da fungao f(x) = cotg(c.x), com ¢ € {-3,-2,—1,1}.

Esbogo dos graficos das fungoes f(x) = cotg(x), fo(x) = CO‘ug(%x) e f7(x) = cotg (—1I>
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Arquivo Editar Exibir Disposiches Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
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Figura 4.134: Gréfico da funcao f(x) = cotg(c.x), com ¢ € {—5, 2 1}.

De acordo com as Figuras 4.132, 4.133 e 4.134, pode-se concluir que o pardmetro ¢ determina:
e uma compressao horizontal do grifico da fungao y = cotg(x), se ¢ > 1;
e um alongamento horizontal do gréafico da funcao y = cotg(x), se 0 < ¢ < 1;

e uma reflexdao em relacdo ao eixo vertical, um alongamento horizontal do grafico da funcéo

y = cotg(x), se -1 < ¢ < 0;
e uma reflexdo do grafico da fungao y = cotg(x) em relagao ao eixo vertical, se ¢ = -1;

e uma reflexao em relagdo ao eixo vertical, uma compressao horizontal do grafico da funcdo y = cotg(x),

sec > 1.
Nota 1: Como a fungao cotangente é impar, ou seja, cotg(-x) = -cotg(x), V x € R, entdo o pardmetro
¢ = -1 néo altera a representacao grafica de y = - cotg (x).

™

Nota 2: O perfodo da fungao f(x) = a + b.cotg(c.x + d) é dado por p(f) (Ref.[10]). Desse modo, se

el
le| > 1, o periodo de f diminui, enquanto, se 0 < |¢| < 1, o periodo de f aumenta.
Zero ou raiz da fungao cotangente

Dada a funcao f(x) = cotg(x), dizemos que « é raiz, ou zero de f se, e somente se, f(a)=0, ou seja, quando

o grafico da fungao intercepta o eixo Ox. Logo, x = % + k., k € Z s@o os zeros da fungao f(x) = cotg(x),
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pois cotg (g + k.ﬂ') =0,VkeZ

Nota: Como cotg(x) = cos(z) , V x € D(cotg), entao cotg(x) = 0 <= cos(x) = 0, V x € D(cotg). Logo
sen(x)

os zeros da fungdo y = cotg(x) sdo os mesmos da fun¢do y = cos(x).
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Figura 4.135: Raizes da fungdo cotangente f(x) = cotg(x), com x € 5 5
Atividades propostas
1) Considere a fungao g(x) = cotg(2x) + k, com k € Z.
a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os gréficos das fungbes gi(x) = cotg(2x),

ga(x) = cotg(2x) + 1, g3(x) = cotg(2x) + 2, g4(x) = cotg(2x) + 3 e g5(x) = cotg(2x) + 4.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os griaficos das fungdes g;(x) = cotg(2x),

g6(x) = cotg(2x) - 1, gr(x) = cotg(2x) - 2, gs(x) = cotg(2x) - 3 e go(x) = cotg(2x) - 4.
¢) Qual a influéncia do parametro k na fungao g(x) = cotg(2x) + k?

2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungéo

f(x) = m.cotg(2x), com m € {—4,-3,—-2,—1,1,2,3,4} e responda:
a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de {?

b) Se m > 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grifico de f?
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¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de f

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

f;(x) = cotg(2x + d), com d € {—4,-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:
a) Se d < 0, qual a influéncia do parametro d no aspecto grafico de f;?
b) Se d > 0, qual a influéncia do pardmetro d no aspecto grifico de f;?
¢) Qual a influéncia do pardmetro d no aspecto gréfico de f;?

4) Esboce com o auxilio do software “GeoGebra”o gréfico da fungio f3(x) = cotg(c.x—i— I), com

ce{-4,-3,-2,-1,1,2,3,4} e responda: ’
a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de f3?

b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de fa?

¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fa?

5) Em cada caso a seguir, esboce o gréfico da func¢ao e determine o seu perfodo.

a) f3(x) = 3 + cotg(x).

b) f4(x) = 3.cotg<3x - %)
c) f5(x) = -3.cotg(4x).

d) f5(x) = cotg(% - 7r>.

e) f7(x) = 2.cotg(¥ + 77).

f) fs(x) = cotg(4m.x + 3).

g) fo(x) = 3 + 3.cotg(3x - 3).
h) fi0(x) = 2 + 3.cotg(-3x - 3).

i) f11(x) = 3 + 3.cotg(-m.x - 3).
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4.6.7 Funcao secante

Dado um nimero real 6, marcamos sobre a circunferéncia trigonométrica, a partir do ponto A = (1,
0), o arco AP = 6. Desse modo, a funcdo sec: D C R — R, definida por y = £(6) = sec(#), chama-se
fungao secante. A secante de 6 é obtida quando a reta tangente ao ciclo trigonométrico no ponto P
intersecta o eixo dos cossenos no ponto S. A medida do segmento OS é a secante de 6, ou simplesmente

sec() (Fig. 4.136).
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Figura 4.136: Secante de € no ciclo trigonométrico.

Nota: Como a reta (t) tangente ao ciclo no ponto P intersecta o eixo dos cossenos a direita do eixo
Oy, quando P pertence ao 1° ou 4° quadrantes, temos qua a secante é positiva; equivalentemente, se P
pertence ao 2° ou 3° quadrantes, a reta t intersecta o eixo dos cossenos a esquerda do eixo Oy, logo a

secante é negativa.

Observagao:

1
Podemos escrever a secante de 6 como sendo sec(f) = , com cos(f) # 0.

cos(0)

Dominio e imagem

e D(f) = {:E eR|z # g—i-lmgk € Z}
e Im(f) = R - ]-1, 1], isto é, a fungao secante é nao limitada.

Grafico da fungao secante

A Figura 4.137 representa o esbogo do grafico da fungéao f: {:L‘ eR|x # g + km k € Z} = R-]-1, 1],
definida por f(x) = sec(x).
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Figura 4.137: Gréfico da fungao secante

Nota 1: O gréfico da funcao secante é chamado de secantéide.
Nota 2: A fungdo secante é periédica de periodo 27, pois sec(x + 27) = sec(x), V x € D(sec).
Nota 3: A funcao secante é par, isto é, sec(-x) = sec(x) (seu gréfico é simétrico em relagdo ao eixo das

ordenadas).

Crescimento e decrescimento

No 1° e 2° quadrantes, & medida que o angulo cresce, a secante também cresce, logo a funcao é crescente

nesses quadrantes. Equivalentemente, no 3° e 4° quadrantes, a secante é decrescente.
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Figura 4.138: Crescimento da funcéao secante f(x) = sec(x), com x € [0, 27| N D(f).
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Variagao de parametros na funcao secante

Considere a fungéo f: D C R — R, definida por f(x) = a + b.sec(cx + d), combec#0,eaed € R.
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcao f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparacgao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de algebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada serd exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o gréifico de uma funcao f(x) = a + b.sec(cx + d), devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada parametro, respeitando a condigdo de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa =0, b=c=1ed = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) = a + b*sec(c*x + d) ou f(x) = a + b sec(c x + d).

Nota: No software “GeoGebra”devemos inserir um espago ou o simbolo * entre elementos para indicar

a multiplicacao entre eles.

32 Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apoés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o grafico seja visualizado na Zona

Grafica. Veja a figura a seguir:
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Figura 4.139: Gréfico da funcao f(x) = a 4+ b.sec(c.x + d),comb=c=1ea=d =0.
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Translagao vertical

Considerando a fungéo f(x) = a + b.sec(c.x + d), vamos fixar os pardmetros b = ¢ =1 e d = 0, e variar

apenas o parametro a.

Arquivo_Editar Exioir Disposicies Opgdes Femamentas Janela Ajuda
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Figura 4.140: Gréfico da fungéo f(x) = a + sec(x), com a € {—2,-1,0,1,2}.

De acordo com a Figura 4.140, pode-se concluir que o pardmetro a determina a translacao
vertical do gréfico da fungdo f(x) = sec(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = f(x) + a, com a € R.

Translagao horizontal

Considerando a fun¢ao f(x) = a + b.sec(c.x + d), vamos fixar os pardmetrosa =0eb =c=1nae
variar apenas o parametro d.

Esbogo do gréfico das fungoes f(x) = sec(x), fi(x) = sec <x + —), fo(x) = secx + 1) e
f3(x) = sec(x + 2).
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Figura 4.141: Gréfico da fungao y = sec(x + d), com d € {0, 2 1,2}.
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Nota: Na funcdo y = sec(x + d), se d > 0, o grafico de f(x) = sec(x) desloca-se d unidades para esquerda.
1
Esbogo do grifico das fungoes f(x) = sec(x), f4(x) = sec|z— 3) fs5(x) = sec(x - 1) e

fo(x) = sec(x - 2).
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Figura 4.142: Gréafico da fungéo f(x) = sec(x + d), com d € {—2, -1, —3 0}

Nota: Na fungio y = sec(x + d), se d < 0, o grafico de f(x) = sec(x) desloca-se |d| unidades para direita.

De acordo com as Figuras 4.141 e 4.142, pode-se concluir que o parametro d determina a translacao
horizontal do grifico da funcdo f(x) = sec(x), o que determina uma familia de fungbes do tipo

y = sec(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a fungéo f(x) = a + b.sec(c.x + d), vamos fixar os parametros a =d = 0 e ¢ = 1 e variar

apenas o parametro b.

1
Esbogo dos grificos das fungoes f(x) = sec(x), f1(x) = §.sec(x), fa(x) = 2.8ec(x) e f3(x) = 3.sec(x).
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Figura 4.143: Gréfico da fungéo f(x) = b.sec(x), com b € {5, 1,2, 3}.
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Esbocgo dos graficos das fungoes f(x) = sec(x), fi(x) = -%.sec(x), f5(x) = -sec(x), fe(x) = -2.sec(x) e
fr(x) = -3.sec(x).
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De acordo com as Figuras 4.143 e 4.144, pode-se concluir que o parametro b determina:
e um alogamento vertical do gréfico da funcdo y = sec(x), se b > 1;

° uma compressao vertical do grafico da fungao y = sec(x),

se0 <b<1;

e uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal e uma compressao vertical do grafico da fungéo y = sec(x),

se-1<b<0;
e uma reflexdo do grafico da fungao y = sec(x) em relac¢do ao eixo horizontal, se b = -1;

e uma reflexao em relagdo ao eixo horizontal e um alogamento vertical do grafico da fungao y = sec(x),

se b < -1.

Agora, fixaremos os pardmetros a = 0, b = 1 e d = 0 na funcéo f(x) = a + b.sec(c.x + d) e vamos

variar apenas o parametro ¢, com ¢ # 0.

1
Esbogo dos graficos das fungoes f(x) = sec(x), f1(x) = sec(§.x> , fa(x) = sec(2.x) e f3(x) = sec(3.x).
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Figura 4.145: Gréfico da fungao f(x) = sec(c.x), com ¢ € {5, 1,2, 3}.

Esbogo dos gréficos das fungdes f(x) = sec(x), fa(x) = sec <—1 m) f5(x) = sec(-x), fo(x) = sec(-2.x) e
f7(x) = sec(-3.x).
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Figura 4.146: Gréfico da funcao f(x) = sec(c.x), com ¢ € {—3, -2, -1, —3 1}.

Nota: A paridade da funcdo secante garante que f = f5, f1 = fa1, fo = fe e f3 = fr.

De acordo com as Figuras 4.145 e 4.146, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:
e uma compressao horizontal do grifico da fungao y = sec(x), se ¢ > 1;

e um alongamento horizontal do gréfico da fungdo y = sec(x), se 0 < ¢ < 1;
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e um alongamento horizontal do gréfico da func¢do y = sec(x), se -1 < ¢ < 0;
e a mesma representacao grafica da fungéo y = sec(x), se ¢ = -1;

e uma compressao horizontal do grafico da fun¢ao y = sec(x), se ¢ < -1.

Nota 1: Como a funcédo secante é par, ou seja, sec(-x) = sec(x), V x € R, entdo o pardmetro ¢ = -1 nao

altera a representagio grafica de y = sec(x).

2

Nota 2: O periodo da funcao f(x) = a + b.sec(c.x + d) é dado por p(f) = ﬁ (Ref.[10]). Desse modo, se
c

le| > 1, o perfodo de f diminui, enquanto, se 0 < |¢| < 1, o perfodo de { aumenta.

Zero ou raiz da fungao secante

A fungéo f(x) = sec(x) néo tem raiz, pois o grafico de f néo intersecta o eixo Ox.

Vejamos o grafico a seguir:

= Objetos Dependentes 3
O A=(-5.69,0)
o B=(6.28,0)
@ C=(0,7.28)
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Figura 4.147: Gréfico da fungao secante f(x) = sec(x), que mostra que a funcao secante ndo admite raizes.

Atividades propostas

1) Considere a fungéo g: R — R tal que g(x) = sec(3x) + k, com k € Z.
a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungdes gi(x) = sec(3x),

ga(x) = sec(3x) + 1, g5(x) = sec(3x) + 2, ga(x) = sec(3x) + 3 e g5(x) = sec(3x) + 4.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os gréficos das fungdes gi(x) = sec(3x),

g6(x) = sec(3x) - 1, g7(x) = sec(3x) - 2, gg(x) = sec(3x) - 3 e go(x) = sec(3x) - 4.

¢) Qual a influéncia do pardmetro k na fungao g(x) = sec(3x) + k?
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2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”,

f(x) = m.sec(3x), com m € {—4,—-3, -2, —1,1,2, 3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de {?

b) Se m > 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto gréfico de f?

¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de f

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software

f(x) = sec(3x + d), com d € {—4,-3,-2,-1,1

,2,3,4} e responda:

a) Se d < 0, qual a influéncia do parametro d no aspecto grafico de f;?

b) Se d > 0, qual a influéncia do pardmetro d no aspecto grafico de f;?

¢) Qual a influéncia do pardmetro d no aspecto gréfico de f;?

“GeoGebra”,

173

esboce o grafico da funcgao

esboce o grafico da fungao

4) Esboce com o auxilio do software “GeoGebra”o gréfico da funcdo fo(x) = sec(c.x+ %), com

ce{-4,-3,-2,—-1,1,2,3,4} e responda:

a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de f3?

b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de f?

¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fo?

=2 + 2.sec(2x - 2).

.z
=2- 2.SGC(T — 2).
k) f12(x) = 4 - 2.sec(4dm.x — 2).
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4.6.8 Funcao cossecante

Dado um nimero real §, marcamos sobre a circunferéncia trigonométrica, a partir do ponto A = (1, 0),
o arco AP = 6. Desse modo, a fungio cossec: D C R — R, definida por y = () = cossec(f), chama-se
funcao cossecante. A cossecante de 6 é obtida quando a reta tangente ao ciclo trigonométrico no ponto P
intersecta o eixo dos senos no ponto C. A medida do segmento OC é a cossecante de 6, ou

simplesmente cossec(f) (Fig. 4.148).
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Figura 4.148: Cossecante de 6 no ciclo trigonométrico.

Nota: Como a reta (t) tangente ao ciclo no ponto P intersecta o eixo dos senos acima do eixo Ox, quando
P pertence ao 1° ou 2° quadrantes, temos qua a cossecante é positiva; equivalentemente, se P pertence

ao 3° ou 4° quadrantes, a reta t intersecta o eixo dos senos abaixo do eixo Ox, logo a cossecante é negativa.

Observagao:
1

sen(6)

Podemos escrever a cossecante de § como sendo cossec(f) = , com sen(f) # 0.

Dominio e imagem

e D(f) ={z € R|z # km;k € Z}

o Im(f) =R - ]-1, 1], isto é, a fungdo cossecante é nao limitada.

Grafico da fungao cossecante

A Figura 4.149 representa o esbogo do gréfico da funcdo f: {x € R|z # kmk € Z} — R - ]-1, 1],

definida por f(x) = cossec(x).
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Nota 1: O gréfico da funcao cossecante é chamado de cossecantodide.
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Figura 4.149: Gréfico da fungdo cossecante f(x) = cossec(x).

Nota 2: A funcdo cossecante é periddica de periodo 2w, pois cossec(x + 2m) = cossec(x) = f(x),

vV x € D(f).

Nota 3: A fungao cossecante é impar, isto é, cossec(-x) = -cossec(x) (seu gréfico é simétrico em relagdo

a origem).

Crescimento e decrescimento

No 2° e 3° quadrantes, a medida que o angulo cresce, a cossecante também cresce, logo a fungao é

crescente nesses quadrantes. Equivalentemente, no 1° e 4° quadrantes, a cossecante é decrescente.
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Figura 4.150: Crescimento e decrescimento da fungao cossecante f(x) = cossec(x), com x € [0, 27] N D(f).
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Variagao de parametros na fungao cossecante

Considere a funcgo £ D C R — R, definida por f(x) = a + b.cossec(cx + d), com b e
c#0,eaedeR
Utilizando o software “GeoGebra”, vamos construir o grafico da funcéo f e habilitar o recurso do controle

deslizante para cada parametro.

Vamos dividir esse processo em etapas:

12 Etapa: Preparagao

e Abrir um arquivo novo no GeoGebra;

e Em seguida, clique no menu exibir e selecione as opgoes janela de dlgebra, eixos coordenados, malha e
campo de entrada (exibir no topo - a janela de entrada sera exibida na parte de cima, facilitando a sua

visualizagao).

22 Etapa: Processo de construcao

e Para construir o gréfico de uma funcao f(x) = a + b.cossec(cx + d), devemos:

1°) Inicialmente criar um controle deslizante para cada pardmetro, respeitando a condi¢do de existéncia
de cada um. Por exemplo, uma configuracao possivel éa =0,b=c=1ed = 0.

2°) Digitar no campo entrada de comandos (Zona Algébrica) a funcdo f do seguinte modo,
f(x) = a + b*cosec(c*x + d) ou f(x) = a + b cosec(c x + d).

Nota 1: No software “GeoGebra”devemos inserir um espaco ou o simbolo * entre elementos para indicar
a multiplicacao entre eles.

Nota 2: Para digitar a cossec(x) no Geogebra, devemos digitar cosec(x).

3% Etapa: Inserindo um grafico na Zona Gréfica
e Apés digitar a fungdo no campo de entrada, tecle enter para que o gréafico seja visualizado na Zona

Gréfica. Veja a figura a seguir:
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Figura 4.151: Gréfico da fungéo f(x) = a + b.cossec(c.x + d),comb=c=1ea=d = 0.
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Translagao vertical

Considerando a fungao f(x) = a + b.cossec(c.x + d), vamos fixar os pardmetros b =c=1ed =0, e
variar apenas o parametro a.

1
Esbogo do gréfico das fungoes f(x) = cossec(x), f1(x) = 3 + cossec(x), fa(x) = 1 4 cossec(x) e

f3(x) = 2 + cossec(x).
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Figura 4.152: Gréfico da fungao f(x) = a + cossec(x), com a € {0, 2 1, 2}.

Nota: Na fun¢do y = a + cossec(x), se a > 0, o gréfico de f(x) = cossec(x) desloca-se a unidades para cima.

1
Esbogo do grifico das funges f(x) = cossec(x), fs(x) = "3 + cossec(x), f5(x) = -1 + cossec(x) e

fs(x) = -2 + cossec(x).
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Figura 4.153: Gréfico da fun¢do y = a + cossec(x), com a € {—2, -1, —5,0}.
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Nota: Na funcdo y = a + cossec(x), se a < 0, o grafico de f(x) = cossec(x) desloca-se |a|] unidades para

baixo.

De acordo com as Figuras 4.152 e 4.153, pode-se concluir que o parametro a determina a translacao
vertical do grafico da funcdo f(x) = cossec(x), o que determina uma familia de fungdes do tipo

y = f(x) + a, com a € R.

Translacao horizontal

Considerando a fungéo f(x) = a + b.cossec(c.x + d), vamos fixar os pardmetrosa =0eb =c=1, e

variar apenas o parametro d.

1
Esbogo do grifico das fungoes f(x) = cossec(x), f1(x) = cossec <x+ 5), fa(x) = cossec(x + 1) e

f3(x) = cossec(x + 2).
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Figura 4.154: Gréfico da func¢ao y = cossec(x + d), com d € {0, 3 1, 2}.

Nota: Na funcdo y = cossec(x + d), se d > 0, o gréfico de f(x) = cossec(x) desloca-se d unidades para

esquerda.

1
Esbogo do grifico das fungdes f(x) = cossec(x), f4(x) = cossec (a:— 5), f5(x) = cossec(x - 1) e

fs(x) = cossec(x - 2).
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Nota: Na funcdo y = cossec(x + d), se d < 0, o gréfico de f(x) = cossec(x) desloca-se |d| unidades para

direita.

De acordo com as Figuras 4.154 e 4.155, pode-se concluir que o parametro d determina a translacao
horizontal do gréfico da fungdo f(x) = cossec(x), o que determina uma familia de fungées do tipo

y = cossec(x + d), com d € R.

Alongamento, compressao e reflexao

Considerando a fungao f(x) = a + b.cossec(c.x + d), vamos fixar os pardmetros a =d =0ec =1, ¢
variar apenas o parametro b.

1
Esbogo dos gréficos das fungoes f(x) = cossec(x), fi(x) = §.cossec(x), fa(x) = 2.cossec(x) e

f3(x) = 3.cossec(x).
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Figura 4.156: Gréfico da fungédo f(x) = b.cossec(x), com b € {5, 1,2, 3}.
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1
Esbogo dos graficos das fungoes f(x) = cossec(x), fa(x) = -E.cossec(x), f5(x) = -cossec(x),

fo(x) = -2.cossec(x) e fr(x) = -3.cossec(x).
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Figura 4.157: Gréfico da funcdo f(x) = b.cossec(x), com b € {—3, -2, -1, 1 1}.
De acordo com as Figuras 4.156 e 4.157, pode-se concluir que o parametro b determina:
e um alogamento vertical do gréfico da fun¢ao y = cossec(x), se b > 1;
e uma compressao vertical do gréfico da fungado y = cossec(x), 0 se < b < 1;

e uma reflexdao em relacao ao eixo horizontal e uma compressao vertical do grafico da funcao
y = cossec(x), se -1 < b < 0;
e uma reflexdo do grafico da fungao y = cossec(x) em relagdo ao eixo horizontal, se b = -1;

b

e uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal e um alogamento vertical do grafico da fungéo y = cossec(x),

se b < -1.

Agora, fixaremos os pardmetros a = 0, b = 1 e d = 0 na funcéo f(x) = a + b.sec(c.x + d) e vamos

variar apenas o parametro c, com ¢ # 0.

Esbogo dos gréficos das fungoes f(x) = cossec(x), f1(x) = cossec(2.x) e fa(x) = cossec(3.x).
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Figura 4.158: Gréfico da fungio f(x) = cossec(c.x), com ¢ € {1, 2, 3}.

Esbogo dos gréficos das fungdes f(x) =

fo(x) = cossec(-3.x).
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Figura 4.159: Gréfico da funcao f(x) = cossec(c.x), com ¢ € {—3,—-2,—1,1}.

1 1
Esboco dos grificos das fungoes f(x) = cossec(x), fr(x) = cossec(aw) e fs(x) = cossec <—§m>
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Figura 4.160: Gréfico da fungao f(x) = cossec(c.x), com ¢ € {—5, 3 1}.

De acordo com as Figuras 4.158, 4.159 e 4.160, pode-se concluir que o parametro ¢ determina:
e uma compressio horizontal do gréifico da fun¢ao y = cossec(x), se ¢ > 1;
e um alongamento horizontal do gréfico da func¢do y = cossec(x), se 0 < ¢ < 1;

e uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal e um alongamento horizontal do gréfico da funcao

y = cossec(x), se -1 < ¢ < 0;
e uma reflexdo em relagdo ao eixo horizontal do grafico da fun¢ao y = cossec(x), se ¢ = -1.

e uma reflexao em relagdo ao eixo horizontal e uma compressao horizontal do gréfico da funcao
y = cossec(x), se ¢ < -1.

_27r

Nota: O periodo da fungéo f(x) = a 4 b.cossec(c.x + d) é dado por p(f) (Ref.[10]). Desse modo, se

el
lc| > 1, o periodo de f diminui, enquanto, se 0 < |¢| < 1, o periodo de f aumenta.

Zero ou raiz da fungao cossecante

A fungao f(x) = cossec(x) ndo tem raiz, pois o grafico de f néo intersecta o eixo Ox.
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Vejamos o grafico a seguir:
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Figura 4.161: Grafico da func¢ao cossecante f(x) = cossec(x), que mostra que a funcdo cossecante nao

admite raizes.

Atividades propostas

1) Considere a fungao g: R — R tal que g(x) = cossec(2x) + k, com k € Z.

a) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os graficos das fungbes gi(x) = cossec(2x),

ga(x) = cossec(2x) + 1, gg(x) = cossec(2x) + 2, ga(x) = cossec(2x) + 3 e g5(x) = cossec(2x) + 4.

b) Esboce no mesmo ambiente dindmico “GeoGebra” os grificos das fungdes gi(x) = cossec(2x),

g6(x) = cossec(2x) - 1, gr(x) = cossec(2x) - 2, gg(x) = cossec(2x) - 3 e go(x) = cossec(2x) - 4.

¢) Qual a influéncia do parametro k na fungao g(x) = cossec(2x) + k?

2) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o gréfico da fungao

f(x) = m.cossec(2x), com m € {—4,—-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:

a) Se m < 0, qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grafico de {?

b) Se m > 0, qual a influéncia do parametro m no aspecto grafico de f?

¢) Qual a influéncia do pardmetro m no aspecto grifico de f

3) Utilizando o recurso do controle deslizante no software “GeoGebra”, esboce o grifico da fungao
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f1(x) = cossec(2x + d), com d € {—4,—-3,-2,—1,1,2,3,4} e responda:
a) Se d < 0, qual a influéncia do parametro d no aspecto grafico de f;?
b) Se d > 0, qual a influéncia do pardmetro d no aspecto gréfico de 17
¢) Qual a influéncia do pardmetro d no aspecto grafico de f;?

4) Esboce com o auxilio do software “GeoGebra’o grafico da fungio fa(x) = cossec(c.x—l— I), com

c€{-4,-3,-2,—-1,1,2,3,4} e responda: ?
a) Se ¢ < 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de {57

b) Se ¢ > 0, qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto grafico de fa?

¢) Qual a influéncia do pardmetro ¢ no aspecto gréfico de fa?

5) Em cada caso a seguir, esboce o gréfico da funcdo e determine o seu perfodo e a sua imagem.
a) f3(x) = 3 4 cossec(x).

b) f4(x) = - 3 + cossec(x).

¢) f5(x) = 3.cossec(x).

d) f(x) = -3.cossec(x).

e) f7(x) = cossec(% + 3).

f) f5(x) = cossec(-3x + 7).

g) fo(x) = cossec(% + 3).

h) fi0(x) = cossec(27x - 3).

i) f11(x) = 3 4 3.cossec(37w.x - 3).



Capitulo 5

Consideracoes finais

Embora seja consensual que a utilizacdo das tecnologias da informacao e da comunicagao na educagao
nao vai substituir o professor, reconhece-se, hoje em dia, que o trabalho docente pode ser apoiado por
esses meios (Silva e Marchelli, 1998). O trabalho do professor é fundamental nos projetos de inovagoes
tecnologicas até porque “a qualidade educativa destes meios de ensino depende, mais do que de suas
caracteristicas técnicas, do uso ou exploracao didatica que realiza o docente e do contexto em que se
desenvolve” (Liguori, 1997).

Nesse sentido, a utilizagao do ambiente dinamico “GeoGebra”’no estudo da variagao de parametros
nas fungoes elementares, proporcionou ao educando a experimentacdo e investigacdo na construcao do
conhecimento, valorizando a interacao entre a Matematica e a tecnologia.

Sendo assim, espero que esse material possa ser utilizado por alunos e professores da educagao béasica

no estudo das fungoes elementares, propiciando a ambos um novo ambiente de ensino e aprendizagem.
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