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Capitulo 1

Introducao

A Matematica Discreta tem angariado cada vez mis espacgo nas escolas de ensino fundamental
e médio do Brasil. Temas como Analise Combinatéria e Teoria de Grafos estao sendo exigidos no
Exame Nacional do ensino Médio e pouco a pouco vem sendo difundidos nas séries mais basicas
de formagao.

Durante o curso de Matematica Discreta oferecido no PROFMAT em 2014, foi aprofundada a
matéria de sequéncias, assunto que, assim como os outros mencionados, sofre alguma abordagem
nas salas de aula.

Nesse sentido de ampliacao de horizontes, esse trabalho é uma tentativa de apresentar a profes-
sores e alunos entusiastas algum contetido sobre fungoes geratrizes, fornecendo, além de conceitos
basicos, algumas ferramentas e exemplos classicos referentes a esse assunto, com o qual tive contato
somente quando aluno em progresso avancado na graduacao.

A estrutura desse trabalho foi elaborada da seguinte maneira:

cap. ii) Definig¢oes iniciais. Todo o aparato algébrico necessario sobre séries formais de poténcias
¢ apresentado, passando rapidamente por alguns resultados sobre funcoes analiticas;

cap. iii) Nimeros de Catalao. Vemos, entre outros, o seguinte problema: Considere um poligono
convexo de n lados. De quantas formas podemos triangularizd-lo através de suas diagonais
de maneira que as diagonais escolhidas ndao se cruzem? Para uma vizualizacao do proposto,
segue uma imagem com as triangulacoes do quadrado e do pentagono:

c c c C [4
B@D B@D B@D B@D B@D
A E A E A E A E A E

Figura 1.1: Triangulacoes de um quadrildtero e de um pentdgono




Note que o quadarado possui 2 triangulagoes e o pentagono possui 5. E apresentada a
sequéncia dessas triangularizacoes, bem como outros problemas com os quais ela esta relaci-
onada. Por fim mostramos uma abordagem por funcoes geratrizes para obter uma férmula
posicional para seus termos;

cap. iv) Arvores Rotuladas e a Férmula de Cayley. Nesse capitulo exibimos uma férmula
posicional para o nimero de arvores rotuladas de n vértices (Ver préxima figura). Em outras
palavras resolvemos o problema Quantos grafos rotulados, conexos e sem ciclos existem com
n vértices?

Definimos alguns conceitos sobre esse tipo de grafo e, apds alguns passos, chegamos a uma
demonstracao do resultado, devido a Arthur Cayley;

8 . 5 : B c B c
A D A D A D A D
A D A D A D A D

Figura 1.2: Algumas das 16 drvores rotuladas com 4 vértices

cap. v) O problema do Troco. Fungoes geratrizes em forma de soma sdo apresentados para
concluirmos um belissimo resultado analitico, o Teorema de Schur, que da uma aproximacao
para o problema de calcular o niumero de maneiras de “trocar’uma quantia n em valores de
moedas de um determinado sistema financeiro.



Capitulo 2

Definicoes de Funcoes Geratrizes

Este capitulo se dedica a apresentar o objeto central de estudo neste trabalho e algumas ferra-
mentas para sua utilizacao.

2.1 Definicoes Formais

Definicao 2.1. Uma série formal de poténcias é uma expressao do tipo:

F(zx) = Zan:v" (com a, € C).

n>0

Definigao 2.2. Uma fungao geratriz ordindria (OGF) é uma série formal de poténcias cujos
coeficientes sao os elementos de uma dada sequéncia.

Sera usado o simbolo: oc
F
{an}go > F

significando que F' é a funcao geratriz da sequéncia a,,.

Definigao 2.3. Uma sequéncia infinita de nimeros complexos € uma lista ordenada {a,}, =
(a1, ag, as, ...) onde sio determinados o primeiro, o sequndo termo, o terceiro e assim sucessi-
vamente.

A palavra ”formal”siginifica que z” representa nada mais do que uma marcacao para a posicao
do n-ésimo termo de uma sequéncia, sem considerar tomar valores particulares ou questoes sobre
convergencia.

Exemplo 2.1. Tomamos a P.G. com razao % e primiero termo 5. A sequéncia que a determina

é (5 5 55 ), enquanto a série formal de poténcias associada a ela é a expressao: G(z) =

) 9y 40 8
T x2 x3 z\"
S+ = ()
Exemplo 2.2. A sequéncia de nimeros de numeros (1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, ...) tem sua série

formal de poténcias definida por C(x) = 1 + z + 22 + 52 + 142* + 422° + 13225 + . ..

E comum usarmos a notacao:



para nos referirmos ao coeficiente de 2" em F(z) = >_ a,x™. Nos exemplos anteriores [z%] C'(z) =
n>0
14 enquanto que [z"] G(z) = 2.

Observe que enquanto no primeiro exemplo é muito facil apresentar uma férmula posicional
(que depende apenas da posi¢ao) para as parecelas da série, o segundo parece nem sequer possuir
alguma férmula. Mais adiante exibiremos uma férmula posicional para essa sequéncia (de Catalao).

E é exatamente essa a finalidade principal das funcoes geratrizes neste trabalho: apresentar
uma férmula posicional para deternimadas sequéncias, ou seja, determinar uma expressao capaz
de calcular o n-ésimo termo de uma sequéncia munindo apenas o valor "n”de sua posicao.

Mas para isso é necessario adentrarmos mais no estudo das séries formais de poténcias.

Definicao 2.4. O conjunto C[[X]] = {F(m)

F(z) =Y a,z™ ; a, € C} ¢ o conjunto das
n>0
séries formais de poténcias com coeficientes em C.

Se a esse conjunto, incluimos as operagoes:

0.1) (Zanmn) + (anx”) = go(an + by )x™;

n>0 n>0

0.2) <Zanx”) (Zb,@”) = > > (a;-by_)x™;
n>0 n>0 n>0 i>0

(C[[X]], 0.1, 0.2) sera um dominio de integridade. Essas operagoes sao semelhantes as usuais
operacoes polinomiais. 0.2 é chamado produto de Cauchy. A ideia para compreendé tal operacao
é que uma parcela x™ do esquerdo sempre surge quando coletamos dois coeficientes de graus que

somem n e, assim, a parcela ™ do lado direito serd a soma de todas essas duplas de coeficientes.
n n

Como > > a;j.by—; = >, > bj.ay_;, 0 dominio é comutativo. O elemento neutro de O.2 é
n>0 >0 n>0 >0

1(z) =1+ 0z + 02 + 02% + 0x* + - - -
Definigao 2.5. Séries reciprocas F'(z) e G(x) sao aquelas tais que F(z).G(x) = 1(x). Denota-
remos G(x) = (F(z))™" ou G(z) = %

Exemplo 2.3. As séries (1 —x) e Y 2" sao reciprocas. De fato:
n>0

n 1, se i =0;
(1 - x) an = Z ai-l, onde a; = —17 se 1 = 1;
n20 n0 20 0, c.c.

= ao—i—(ao—l—a1)+(a0+a1+a2)+(ao—|—a1+a2+a3)+---
= (10+(CLO+(11)+(CLO+CL1)+<CLO+CL1)+"’

= 14024022+ 0% +---.

. n o __ 1 . 1 ~ .
De modo mais geral, temos que ;Orx = 1——. E importante ressaltar que ;=— nao possui
n>
nenhum sentido analitico aqui, isto é, representa apenas a série formal de poténcias reciproca
de > ra™.
n>0



(C[[X]], O.1, O.2) ndo é um corpo pois nao sao todas as séries formais de poténcias que
adimitem reciprocos. O teorema a seguir revela aqueles que o possuem.

Proposigao 2.1. F(z) admite reciproco se e somente se a # 0. Além disso, (F(x))™" € dnico.

Demonstragao. Seja (F(x))™' = Y bpa™.

n>0

(=) Por hipétese F(z). (F(z))™" = 1(x). Ou seja:

ia-b . 1, se n =0;
vnmre T 0, cee

>0

Portanto ¢g = 1 = apby = by = % = ag # 0, pois ag e by € C. E mais ainda:

b
01:0:a0b1+a1b0 — b1 :—M
Qo
b1 + asb,
02:O:a0b2+a1b1+agbo — bgz—%
0
aybs + ashy + asb
03:O:a0b3+a1b2+a2b1+a3b0 — b3:— 1 21 370

o

c, =0= iaibn_i = b, = —alo i a;by_;.

i>0 i>1

Este processo calcula todos os termos b,, em fungao dos a,, o que garante a unicidade de (F (.1'))_1
(<) Se ap # 0 entao existe by = % Logo ¢ possivel construir unicamente os termos b,, pelo

processo descrito anteriormente, de tal forma que F(z). (F(z))™" = 1(x).

O

Exemplo 2.4. O exemplo 2.2 que mostrava a seguinte série formal de poténcias C(z) =1+ x +
222 + 52 + 14x* 4 4225 + 13225 4 . .. possui reciproco. Os primeiros 7 termos de (C(z))~" estdo
calculados a seguir:



bn valor
bo =1 1
b —ax =11 1
b —mibiozby — L2l q
bs _ 1-(—1)+2i(—1)+5.1 -
by _1-(72)+2.(71>1+5.(71)+14.1 5
b _ 1.(75)+2‘(72)+5.(171)+14.(,1)+42.1 ”
bg | — 1'(_14)+2'(_5)+5-(—2)J1r14-(—1)+42.(—1)+132.1 49

Definicao 2.6. Sejam duas séries formais F(z) = > a,a™ e G(x) = Y b,z". A composigao
n>0 n>1
dessas séries formais F(G(x)) € a expressao

F(G(2)) = ) _an(G(a)".

n>0

Note que a composigao s6 esta bem definida quando o coeficiente independente de G(z), by, é
igual a zero. Essa exigéncia reside na seguinte situacao: imagine uma parcela genérica do ultimo
somatorio a,(by + bix + baz® + ...)". Imagine agora que seja necessario encontrar [z%] da nossa
composigao. Se by # 0, todas as poténcias (bg+byz+bsz*+. .. )™ contribuirao com algum coeficiente
de grau 8 (Por exemplo, quando n = 43, basta selecionar o coeficiente by 35 vezes, by 4 vezes e by
1 vez). Quando by = 0 apenas as parcelas com n < 8 terdo contribuigbes de grau 8 para fazer.
Ganha-se entao um processo finito com a tal condigao.

Assim é possivel definir outro importante conceito: o de séries formais inversas.

Defini¢ao 2.7. Duas séries formais F(z) = Y a,z™ e G(x) = > b,a™ sdo consideradas inversas
n>1 n>1
quando:

Denotaremos G(x) = (F(z))Y (com —1 entre parénteses para diferenciar da série reciproca

(F(x))™).

Nao ¢ dificil ver que, se F(z) e G(x) sao fungoes inversas, entao a; e by sdo diferentes de 0.



Definicao 2.8. Os operadores:
DF(z) = Znanx"_l, e

n>0
a
D7 'F(z) = n_pntl
(z) ;”+1

sao denominados derivada e derivada inversa da OGF F(x).
Proposigao 2.2. A derivada definida em 2.8 sofre das propriedades:
D.1) D(F(z)+ G(x)) = DF(x) + DG(x);
D.2) D(F(z)G(x)) = DF(z)G(x) + F(x)DG(x), e
D.3) D(F(G(z))) = DF(G(x))DG(x).

O que significa que a defiicao 2.8 de derivada funciona exatamente como a derivada para funcoes
nesses 3 casos. Deixaremos essas demonstracoes para o leitor.

Antes de prosseguirmos para a proxima seccao, apresentamos mais uma definicdo que sera
utilizada:

1
Definigao 2.9. O operador —
x

F(z) = Zanx”_k

n>k

que € vdlido apenas quando F(x) = Y a,x™, isto €, em fungoes geratrizes cujos coeficientes sao

n>k
todos nulos até o grau k — 1.
Por fim, se [2"] F' = ay:
[2"] (¢.F) = c[a"]| F = c.ap,
[2"] (z*F) = [2" "] F=an,e
F
] (E> = [2"] F = anp,

com c € C.

2.2 Manipulando Funcoes Geratrizes

Se {an}ty XL F e {b.}o° 9L G, decorre das definicoes de 0.1 e 0.2 que:

P.1) {an+ b} CE F+G e,

n oo OGF
P.2) {Zizo a’ibnfi 0 — F.G
Afim de nos auxiliar com os calculos envolvendo sequéncias, enunciamos a:

9



F

Proposigao 2.3. Sejam inteiros k > 0 e p > 0. Se {a,}q F, entao sao verdadeiras as

sequintes propriedades:

)

~ OGE F(x) —ag — a1x — - - Gpy(r-1)
[Ek

P.3) {anik},
P.4) {a,_}>° % ok F;

P.5) {an 1}, OCL (F(z) —ap — a1z — -+ - ap_ery2® *T) L com p > k;

P. 6) {’]’L an}oo OGF

o OGE 1
—

P.8) {Zal} oL Fx

>0

(xD)*F

P.7) {1},

Demonstragao. P.3. Defina {a,.4}, — ek

G= > apyra"”

n>p

G = gan+kx"

n>p
=G = g Gtk "tk
n>p
p+k—1
kG 1 p+k—1 n n+k __ F
G +ag+ar 4+ Qg1 = ™ + Y apip "7 = F(2)
n>0 n>p
k—1
o - F(x)—ay—aix — -+ — aprp—12P"
ok
OGF
P.4. Defina {a,_x}, = G =Y a,_z"
n>p
G = E At T"
n>k
G
— = E I " k
T
n>k
G
_ n—k __
s E gz " = F(x)
n>k
G = 2"F(z)
s OGF . n
P.5. Defina {a,—t},o), — G = > an 42
n>p
G = E Ap—f) T
n>p>k



G

n—k
% E Ap—f T
T

G
gy +ag+ayx —--- — ap_k_lxp_k_l = Z a,x" + Zan_k "k = F(x)

P.6. Defina {na,}, — G = > a,x

nza,,

= zDF.

Isto prova a veracidade para k = 1. Assumindo valida para k — 1, demonstra-se indutivamente,

com passagens analogas, a igualdade para o caso geral.

P.7. No exemplo 2.3, vimos que ﬁ é a OGF de > z", o que significa que {1} ok P,

n>0
P.8. Observando que % = Fﬁ

O.QéP.’?Z Zn:ai.lxn:Z(a0+a1+a2+"'+an)xn

n>0 >0 n>0

1

1—=x

F.

Portando essas ferramentas, é possivel apresentar alguns problemas elementares:

Problema 1. Determinar o n-ésimo termo da série de poténcias ﬁ Em outras palavras,
calcule [z"] ﬁ
Solucgao. Nos basta observar:
1 1 1 o2 & &
(1-2 (1-2) (1-2) n=0 i=0 iz_;

Problema 2. Seja a sequéncia definida pela recorréncia
Api1 = ap + 3 (n>0,a0=1).

uma P.A. de razao 3 e primeiro termo ag = 1. Determine a férmula do termo geral dessa sequéncia
através de funcoes geratrizes.

11



Certamente o leitor conhece este resultado. Apesar de nao ser o método mais pratico para o de-
terminarmos, fica aqui essa solugao com o fim de nos habituarmos a técnica em si, que aplicaremos
com frequéncia.

Solugao. Seja F(x) a OGF da sequéncia. Podemos multiplicar a igualdade por x e somar sobre
os valores de n para qual ela é valida. Assim:

Zanﬂxn = Zanxn_l_gzxn P-3£>P.7

n>0 n>0 n>0

F(x) —ag 1
ST p(e) 43—
x () + 1—2z
1

Flz)—-1 = xF(m)+3x.1

F 1— = 3 1

(@(1-2) = 301+

3T 1

(1_x)2+(1—x)

Para determinarmos o termo geral desta sequéncia, tomamos [2"] ambos os lados da igualdade:

17 = 1) (et )

T ((13_2)2) + "] <(1ix))
= 3" (ﬁ) + [2"] ((1:%))

= 3n+1,

Q

Problema 3. Encontrar a OGF da recorréncia
Api1 = 3a, + 2 (n>0; ag arbitrario)
bem como uma expressao para seu termo geral.

Solugao. Tentaremos encontrar a OGF dessa sequéncia da mesma forma que no exemplo anterior,
ou seja, multiplicando por " e somando para aqueles n nos quais a sequéncia ¢é valida:

Zan+1x” = BZanm”JrQZx"

n>0 n>0 n>0
F(x) —ag 1
—— = 3F 2.——
x (@) + 11—z
1
F(z) —ay = 3xF(x)+ 2. .
-z

12



F(x)(1-3x) = (12_—:L'$) +ap
2x ag

(—2)(1—=32)  (1=32)

E como encontrar [2"] dessa func¢ao? Separando os fatores do denominador por fragdes parciais!

2x A B

(1 —2)(1 —3x) 1—l’+1—3l'

Assim, multplicando os dois lados da igualdade a cima por (1—x) e fazendo x = 1, determinamos

A = —1. Multiplicando por (1 — 3z) e fazendo x = % encontramos B = 1. Portanto:
1 1 ag
F(z)= -
S R
1 1
Fla) = {0 - .
1-3z 1-u

e o termo geral da sequéncia serd (agp+1)3" —1, (n >0).

Poderiamos ter resolvido simplesmente a igualdade polinomial A(1 — 3z) + B(1 —x) =2z e
encontrariamos os coeficientes A e B da mesma forma. Entretanto, ao passo que o ntmero de
fracoes aumenta os cédlculos se tornam maiores e o método utilizado no problema se torna mais
eficaz. (No capitulo 5, teremos uma ideia concreta sobre esse fato)

No entanto, hd um ponto em aberto: a operagao "fazer z = 1” nao tem sentido em C [[X]], onde
x nao assume valores especificos. Para justificarmos o seu uso posteriormente e acrescentarmos
ferramentas poderosas as manipulacoes, apresentamos uma bordagem analitica das séries.

2.3 Definicoes Analiticas

Nesta seccao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados essenciais ao estudo das fungoes
geratrizes, com a finalidade de justificar algumas manipulagoes algébricas, pois sobre algumas
condigoes uma série formal corresponde a fungao complexa.

Defini¢ao 2.10. Seja B(0, R) uma bola aberta de raio R > 0 e uma fungio f : B — C. [ €
analitica ao redor de 0 em C quando f é continuamente diferencidvel, isto é:

dif.1) eziste f' de f em todo ponto de B (f' também é uma fun¢ao B — C);
dif.2) f’ € continua.
Teorema 2.1 (Hadamard). Seja uma série de poténcias F(x) = > a,a". Eziste um unico nimero

n>0
0 < R < o0, definido por:

1 1 1
R= : (— =0,e—-= oo)
lim sup,,_,, |@n|™ 00 0

para o qual a série converge para uma funcao f(x) quando |x| < R e diverge |x| > R. Esse nimero
R é chamado Raio de Convergéncia da série.

13



Teorema 2.2. Seja uma funcao f(x) definida pela série de poténcias Y a,x™ com raio de con-
n>0
vergéncia R. Entdao:

(a) para cada k > 1, temos que:

Z nin—1(n-2)...(n—k+1Da,a"*

n>k
também possui raio de convergéncia R;

(b) f ¢ infinitamente diferencidvel em B(0, R) e além disso, f*) ¢ calculada pela expressdo em
(a), para k >1 ex € B(0,R) ;

(c) para cada n >0 temos que:

1
— — r(k)
n n!f (z) I

Proposigao 2.4. Se a série Y a,x" possui raio de convergéncia R > 0, entdo a funcao f(x) =
n>0

Y ana™ € analitica em |z| < R. Além disso, se a série diverge em |x| > R, a fungao f(x) possui

n>0

pelo menos uma singularidade em |x| = R

Esses teoremas reunidos significam que quando uma série converge numa bola aberta de raio
R positivo centrado na origem, F'(x), a série de poténcias, se comporta como uma f(z), a fungao
analitica, dentro desse aberto. Ainda mais, a derivada e antiderivada da funcao coincidem com as
da defiicao 2.8 para série de poténcias e é possivel calcular R em funcao dos coeficientes da série,
coeficientes esses que serao dados pela expansao da Formula de Taylor da funcao.

Como 0.1 e 0.2 sao operagoes que funcionam tanto para séries como para funcoes, se houver
um raio de convergéncia para as séries pode-se trabalhar com elas sob o aspecto de séries formais
ou como se fossem fungoes analiticas.

2z
(1 —2)(1—3x)
mais proxima da origem). Por tanto podemos trabalhar com a fungao equivalente.

1
3

Voltando ao exemplo , a série tem um raio de convergéncia =, (a singularidade

Nota. As demonstragoes desses teoremas da Analise Complexa fogem ao foco principal deste
trabalho. Demonstragoes de 2.1 podem ser encontradas em [Wil] p.46-47, [Szp| cap.7,p.8 e [Con]
p.31. A demonstragao de 2.2 é encontrada em [Con| p.35-37 e a proposicao 2.4 é encontrada em
[Wil] p.47-48 e [Con] p.37.

Problema 4. Escreva, utilizando fungoes geratrizes uma expressao para o termo geral da re-
corréncia
Upi1 =2a,+n (n>0,a=1)

Solucgao. Multiplicando por z™ e somando sobre n > 0:
n n n P6
Zaon = QZanw + Zn.lx =
n>0 n>0 n>0
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z -z
Flx) -1 = 23:F(x)+9c2(1_1x>2
F(z)(1—2z) = 1+ﬁ
Fl) = 1—12x+(1—2x:§21—x)2
F) = (11_—25;(;(141951)2
Py - 2 1

1—2x (1—x)2

Note, na segunda passagem, que ja estamos derivando a funcgao ﬁ E que mais uma vez

expandimos a F'(z) em fragoes parciais. Tomando o coeficiente [2"] de ambos os lados:

P = ] (2 )

176 = 206 (252 ) - 6 ()
2" F(z) = 2" —(n+1)

Problema 5. Encontre a OGF para a, = = (n > 1).

Solugao. Seja F(z) = Y %-. Note que:

n>1
" 1
DF(z) = Zn;: = Zw” =1 ou seja:
n>0 n>0 z
1 1

2.4 (Algumas) Séries Notaveis

Nos problemas anteriores, percebe-se uma que uma estratégia comum para determinarmos o
coeficiente de 2" numa func¢ao geratriz mais elaborada é separarmos a mesma em funcoes geratrizes
mais simples, cujas quais sabemos seus coeficientes. Seguem algumas fungoes notaveis que nos
ajudarao nesse intuito.

Definicao 2.11. A série ) % =" € a funcao expoencial em tdodo plano complexo.
n>0
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Definigao 2.12. A série ) # = log(1 + x), na bola B(0,1).

n>1

Definicao 2.13. A série (i)x” = (1+2z)*, com k € R, também na bola B(0,1)

n>0

Para que as defini¢oes facam sentido, pensemos, para a definicao 2.11, na fungao complexa
e’. Ela é analitica em todo o plano complexo e portanto admite infinitas derivadas e assim é
possivel calcular sua expansao em série de Taylor avaliada em x = 0, que culmina na identidade a
cima; mesmo raciocinio funciona para a dfinicao 2.13 e até para a defini¢ao 2.12, mas esta poderia
também ser pensada a partir do problema 5, alterando x por —x na funcao.

Sobre o exemplo 2.13, note que o nimero binomial:

L 1 se k = 0;
( > =< k(k—1)(k—2)(k—=3)..(k—(n—1)) (2.1)

n c.c.
n!

é escrito dessa forma para todo k € R e que, em particular, quando k£ € N, tal nimero condiz com

.~ 1 . . ~ . .
a definicao usual (Z) = W Mais precisamente, observando uma expansao binomial,

By, =1 (o R)E-DE=2) 4

b)" = a*
(a+b)=a"+ 7 2.1 3.2.1 ’

quando k é inteiro positivo, hd uma parcela a partir da qual surge um fator (k — k) no numerador
e, desta em diante, todas sdo eliminadas do desenvolvimento. Porém, quando k ¢ N, tal parcela
nao surge e temos uma expansao com uma infinidade de termos.

Problema 6. Seja k € N. Prove as igualdades:
> () =25

n>0
Além disso, se k = 0 ambas as igualdades tem 1 como resultado.

Solucgao. Da defini¢ao 2.13, sabemos que, quando k # 0:

(14 2)" = (]S)x0—|— (llc)x1+...+ (Z):L.k

que é vélido para todo valor x € C. Se fizermos =1 e x = —1 de ambos os lados da igualdade:

()0 (0 £0
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i-nt=o= (e (e (e =x (N

n>0
Além disso, quando k = 0, a equagdo (2.1) garante a segunda parte da igualdade.

Problema 7. Encontre uma OGF para a sequéncia

a, =n* (n>0)

n
Conclua ainda, uma férmula para Y 72 = (13> + 23 + -+ - +n?), a soma dos cubos dos n primeiros
Jj=0
naturais.

Solugao. Da propriedade P.6, sabemos que {n®.1}; oL 5 = (xD)3 (ﬁ) Apés os célculos,

constatamos que:

623 622 x

SO =gt A T

ou seja [2"]S = n3. Se quisermos encontrar Y j3, pela propriedade P.8, basta multiplicar S por
>0
o 3>
l—z°
s 6a? N 62 L@
l—2z (1-28% (1-2%* (1-2)3

Tomando [z"] de ambos os lados da igualdade, temos:

(1) -0 ) e ) )

(n>3; ag=0; a1 =7; ay =7)

e portanto [2"]S estd condicionado ao coeficiente da expressao em m

Para determinamos esse coeficiente, note que:

o () = 10— 20 ()

| kb= Dk =2 (k1)

n!

k(k+1)(k+2)---(k+ (n—1))

n!

(k+n—-1-n-1))k+n—-1-n-1)+1)---(k+n-1)
n!

17



—k kE+n—1
= k#0 2.3
) =) e (2.3
Veja ainda que, no caso k inteiro positivo, podemos utilizar a relacao de Stifel. Entao escreve-

(;C+Z—1>_<kx;1) 2.4

Voltando a (2.2) e aplicando a equagao (2.4):

1 1 1
[x"]S:6(n1— )—1-6(”;: >+<n—2|— > (n>3; a0=0; a1 =1; a3 =9)

_ (n+ 1)n(n4— 1)(n—2) 4 Dn(n—1) +

_ (n+1)nn*—3n+2+4n —4+2)
4

_ (n+1)n(n*+n)
4

- (@) (n>0)

Que soluciona o problema e revela uma interessante igualdade matematica:

P42+ gnd=1+2+ - +n)

n xn
n!"®

. 7. . ’ n
Exemplo 2.5. Mencionemos outro exemplo de séries formais reciprocas: > Z-e > (—1)
n>0"" 730

Observadas como fungoes analiticas, essas séries sao e” e e~*. Portanto facilmente comprovamos
que e”.e”¥ = 1.

Porém, do ponto de vista formal, a demonstracao desse fato traz informacoes importantes.
Aplicando O.2:

x n 11 n—i m
22 GV =2 D Gy
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Prob. 6
= 1z)
;. ~ n ~ . ~ .
As séries que apresentam essa marcacdo T sao de extrema importancia para o estudo das
funcoes geratrizes e merecem definicao:

Definicao 2.14. Uma funcdo geratriz exponencial (EGF) é uma série formal de poténcias
escrita na forma:

x
Dty
n!

n>0

E a manipulagao feita no exemplo anterior:

0.3) (Zanxnn!) (an%> Y3 (7;) (a0 )

n>0 n>0 n>0 >0

é uma variacao de 0.2. Para entender a generalizacao, vejamos duas EGF’s quaisquer:

) () v

n>0 n>0 n>0 >0
xn
-y A =it
2! TL—Z n
n>0 >0
n "
= g g (.)(ai'bn—i)_'
- (4 n!
n>0 >0

Problema 8. Uma permutacao é dita cactica quando nehum dos seus elementos esta na sua
posicao inicial.

12345\ L2345 oo
25 4 3 1 € caotica 25143 nao e caotica.

Encontre a formula para o nimero de permutagoes cadticas de n elementos (D),,).
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Solucao. Qualquer permutacao de n elementos é construida escolhendo-se ¢ elementos que per-
manecerao na sua posi¢ao inicial e n — ¢ que nao estarao. Ha (?) maneiras de se escolher esses
elementos fixos. Os n — i que sobraram tem de ser arrumados caoticamente e isso pode ser feito
de D,,_; maneiras diferentes.

s
I
3
/\3\
~
S
i
£}
V
=

(]
S
S | &
I
Y
-
—
s
|

n>0 n>0 =0
> & o "
n ol
n>0 n=0 n=0
1
= €e'D(x)
1—=x
e—.’l?
D(x) =
(z) -

Dy ps L1 (=1)"
F R TR R -

D, —n(1-14++ -2 (="
L TR T =T

H& uma outra solucao envolvendo o Principio da Inclusao-Exclusao que pode ser encontrada
em [Pro| p28-30.
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Capitulo 3

Numeros de Catalao

Alguns elementos dessa sequéncia sao exibidos no exemplo 2.2. A seguir, apresentaremos varios
problemas aonde tais niimeros surgem.

3.1 Alguns Exemplos

Caminhos de Catalao

Tome a origem de um plano cartesiano e considere apenas o 1° quadrante. A partir dai, sao
permitidas as operagoes:

C1l) (z,y) = (z+1y+1)
C.2) (z,y) > (x+1,y—1) e,

contanto que a ordenada do ultimo ponto (digamos ws,) seja zero, nds teremos um caminho de
Catalao de tamanho n. Tal condicao garante que o niimero de ”passos”dados é sempre par.

Figura 3.1: Caminhos de Catalao de comprimento 2 e 3
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Na figura 3.1, vemos que existem exatamente 2 modos de escrever um caminho de catalao de
tamanho 2. Tal ntimero vai para 5 quando o caminho tem tamanho 3 e 14, quando o caminho
tem tamanho 4. Denotemos por ¢(n) a quantidade de caminhos de Catalao de tamanho n. Por
exemplo ¢(2) = 2; ¢(4) = 14 e assim sucessiivamente (¢(0) = 1, por convengao).

Parénteses Bem Escritos

Considere uma arrumacao valida de 2n parénteses, isto é, uma arrumagcao aonde nao se fecha
paréntese sem antes té-lo aberto. A tabela a seguir exibe a quantidade p(n) dessas arrumacoes
para alguns casos:

arrumacoes

p(n)
1
1
2
5
14

Sl Wi olS

()
00
OO0 ; : :
OO0 (OO0 OCNO); OYOC)); (CNC)); ((ONC); COIC)));
(OO OOO); (OO (OO (OO () (1))

Tabela 3.1: Exemplos de Parénteses Bem Escritos. Disponivel em [Cat] p.1

E facil ver que essas arrumagoes sdo equivalentes aos caminhos de Catalao (ver 3.2): Uma
abertura de paréntese corresponde a C.1 enquanto um fechamento corresponde a C.2.

Figura 3.2: Caminhos de Catalao e seu equivalente em parénteses.

Dessa forma p(n) = ¢(n) e mais uma vez encontramos 1, 2, 5 e 14 bem como os primeiros
elementos do exemplo 2.2.
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Arvores Planas com Raiz

Uma arvore é um grafo conexo sem ciclos e, nesse trabalho, quando mencionarmos apenas
"arvore”, esta serd sem raiz, que é nada além do que um vértice distinto dos demais. A palavra
"plana”significa que os grafos estao ”fixados num plano”e por tanto espelhamentos contam grafos
diferentes.

Os nimeros t(n) de grafos com essas caracteristicas para 1, 2, 3, 4 e 5 vértices n sdo apresentados
na tabela abaixo:

n | Estruturas t(n)

b v

Y Vv Vv

Y Y LY oY vy
OERVER IR

Tabela 3.2: Exemplos de Arvores Planas. Disponivel em [Kgc| p.1

A raiz aqui sdo os vértices no nivel mais baixo do grafo. Essas estruturas (de n vértices) também
se relacionam com os parénteses bem escritos (com n — 1 pares) da seguinte forma: A partir da
raiz, percorremos todos os ramos da arvore, da esquerda pra direita, sempre sobre suas arestas.
Cada movimento para cima corresponde a uma abertura de paréntese enquanto uma movimento
para baixo corresponde a um fechamento. Em outras palavras, temos que t(n) = c¢(n — 1)
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((C)NC)0)) (()C)CN)()

Figura 3.3: Arvores Planas e seus respectivos arranjos de parénteses.
Triangulagcao de Poligonos Convexos

Uma triangulacao ¢ a particao de um poligono convexo através de suas diagonais, sem que elas
se cruzem. A figura 3.4 mostra as triangulagoes possiveis para alguns poligonos.

/\
)

2
<
Q

A2,
AV AT,
>

<
Q

Figura 3.4: triangulagées de alguns poligonos convezos. Disponivel em [Cat] p.3

Observe novamente o inicio da sequéncia numérica do exemplo 2.2, que coincide com os valores
apresentados, se admitirmos que o ”"poligono de 2 vértices” possui uma triangulacgao.

Apertando as Maos

Considerando um nimero par de pessoas sentadas ao redor de uma mesa de quantas maneiras
diferentes essas pessoas podem se cumprimentar sem que haja bragos cruzados?
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b :}{;Q . ff/O\O

Figura 3.5: Apertos de mao para os casos 2, 4, 6 e 8. Disponivel em [Cat] p.3

Que novamente corresponde com os outros exemplos. Precisamos de uma teoria que comprove
que esses objetos relamente falam sobre a mesma sequéncia.

3.2 A Recorréncia de Segner

Proposigao 3.1. Os nimeros c(n) de caminhos Catalao relacionam-se entre si através da sequinte
formula recursiva:

en) =Y ell=Ne(n—1)  (n>0; c(0)=1) (3.1)

=c(0)c(n—1)+c(D)e(n —2) 4+ -+ c(n—2)c(1) + ¢(n — 1)c(0).

Essa formula é devida primeiramente ao mateméatico hingaro Johann Segner publicada em
[Seg] p203-209.
Demonstragao. Para o exemplo dos caminhos é interessante observar que alguns destes ”tocam” o

eixo x antes do tltimo passo (z9 = 0 com [ < n). No caso dos parénteses significa dizer que
reconhecemos uma ”expressao valida” antes do passo xo;.

Existem também os outros caminhos que retornam ao eixo x apenas no ultimo passo. Esses
chamaremos de caminhos primitivos e denotaremos esses por p(l). Por exemplo, na figura 3.1, o
primeiro caminho da primeira coluna, assim como os dois primeiros da segunda sao primitivos.
Surge entao a questao:
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Quantos caminhos primitivos de tamanho | existem?

A resposta é ¢(l — 1), pelo seguinte argumento: tome uma arrumagao vélida qualquer de [ — 1
pares de parénteses, primitiva ou nao. Ao adicionar um paréntese aberto no inicio da arrumagao
e outro paréntese fechado no fim, teremos um caminho primitivo! Reciprocamente, se temos uma
arrumacao primitiva de parénteses com [ pares (I > 1), essa comega com dois parénteses abertos e
termina com dois fechados. Se retirarmos os extremos, sobram [ — 1 pares numa arrumacao valida
de parénteses. (se [ = 1 basta retirarmos os dois parénteses existentes).

Dando prosseguimento a discussao, podemos pensar entao que um caminho de catalao de
tamanho n pode ser construido ao se fazer 2 escolhas:

1) Qual o tamanho | de sua componente primitiva? e
2) Qual o tamanho n — 1 do restante do caminho?

Para cada [, o nimero de caminhos serd p(l)c(n — 1) = ¢(l — 1)e(n — 1) e ¢(n) serd obtido
somando essa igualdade sobre [:

clm) = 3 pld)eln 1)
c(n) = Z c(l—=1)e(n—1)

>1

Assumindo que ¢(n) = 0, se n é negativo, (3.1) passa a ser valida para todo n # 0.

E agora conectaremos essa recorréncia com os outros exemplos dados anteriormente.

Caminhos, Parénteses e Arvores

Para os exemplos dos parénteses e das arvores planas nao ha nada a fazer, pois esses exemplos
sao biunivocamente correspondentes aos caminhos (ver figuras 3.2 e 3.3). Existe uma demonstragao
especifica para o primeiro exemplo e uma ideia para o segundo em [Cat] p6-7 e p8, respectivamente.

Triangulacoes de Poligonos

Chamemos esse numero de triangulagdes de e(n) se o poligono possuir n vértices.

Um triangulo possui uma unica triangulacao, enquanto que um quadrilatero possui duas trian-
gulagbes possiveis. Assim, e(3) =1 e e(4) = 2. Como ja convencionado antes, o ”poligono de dois
vértices” possui uma triangulagao, isto é, e(2) =1

Tentando calcular o nimero de triangulagoes do pentagono, rotulamos os seus vértices no
sentindo horério e fixamos em sua base os rétulos A e B. A partir dai, construimos um por vez,
todos os triangulos de base AB e um outro vértice K do pentégono, separando-o em dois poligonos
(um deles sempre de lado AK e outro sempre de lado BK (ver figura 3.6):

a) triangulo ABC: temos um ”poligono de dois vértices”sobre o lado AC e um quadrilatero
sobre o lado BC, que podem ser triangularizados de e(2) e e(4) modos, respectivamente
—e(2)e(d)=1-2=2
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Figura 3.6: Uma estratégia para calcular e(5)

b) triangulo ABD: surgem triangulos sobre os lados AD e BD. Ambos podem ser triangulari-
zados de e(3) maneiras diferentes — e(3)e(3) =1-1=1

c) triangulo ABE: Agora um quadrildtero sobre AE e um ”poligono de dois lados”sobre BE —
e(4)e(2)=2-1

O que nos diz que e(5) =1-2+1-1+2-1. Esse é o passo indutivo para demonstrar a seguinte
proposicao:

Proposicao 3.2. O ndmero de triangulagoes e(n) de um poligono con n vértices é dada pela
eTpressao:

e(n) =e2)e(n—1)+e3)e(n —2)+---+e(n—2)e(3) +e(n—1)e(2) (n>2; e2)=1)

Visto que fixamos e(2) = 1 = ¢(0), concluimos que e(n) = ¢(n — 2). Em outras pralavras, o
numero de triangulagoes de um poligono de n lados é nimero de Catalao com tamanho n — 2.

Aperto de Maos

O numero de maneiras em que um grupo par de pessoas podem apertar as maos sem que hajam
bragos cruzados serd chamado s(2n). Evidentemente, s(2) =1 e s(4) = 2 e podemos assumir que
s(0) = 1 (ver figura 3.5). Para determinarmos s(6), podemos tomar uma estratégia semelhante a
que tomamos anteriormente, rotulando os vértices do hexdagono no sentido horario, sé que agora
fixamos apenas o vértice A e a partir dai, construimos um por vez, os segmentos AK onde K é
outro vértice do hexdgono, dividindo os vértices remanescentes em dois semiplanos (ver figura 3.7)

a) segmento AB: Nenhuma pessoa num semiplano e 4 pessoas em outro (que apertam as maos
sem cruzar de s(4) maneiras — s(0)s(4) = 2

b) segmento AD: Duas pessoas num dos semiplanos (que vao apertar as maos sem cruzar de
s(2) maneiras diferentes e outras 2 pessoas no outro semiplano (também com s(2) maneiras
de apertar as maos) — s(2)s(2) =1
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Figura 3.7: Uma estratégia para calcular s(6)

c) segmento AF: 4 Pessoas num semiplano e nenhuma pessoa no outro — s(4)s(0) = 2.

Observe que os segmentos AC' e AFE foram excluidos, por separar os vértices em grupos impares,
o que foge ao problema e sendo assim, conlui-se que $(6) = 5. Do mesmo modo que antes, esse é
o passo indutivo que comprova a estrutura recorrente de s(2n) como sendo:

s(2n) =) s(2k)s2n—k—1))  (n>0; s(0) = 1)

E portanto, na verdade, temos s(2n) = ¢(n).
Visto tantos problemas que sao relacionados, as fungoes geratrizes dao uma excelente solugao
rapida, para todos eles. Vejamso a seguir.

3.3 A OGF para c(n)’s

Nessa secao pretendemos:

1) Apresentar uma fungao geratriz C'(z) ordindria para os termos ¢(n);

2) Exibir uma férmula posicional para esses termos.

Antes de mais nada notemos que, a nao ser que n = 0 o numero de arrumagoes validas
de parénteses é menor que o nimero de total arrumacgoes de parénteses (incluindo as maneiras
invalidas). Assim 0 < ¢(n) < 2™. Portanto pelo teorema 2.1, temos C(x) analitica em alguma bola
B (0, %) Retomemos a equagao (3.1):

c(n) =Y ell=1e(n—1) (n>0; c(0)=1)

>1

Podemos multiplicar a igualdade por ™ e somar sobre n > 0, encontramos:

Zc(n)m” = Z {Z c(l = 1)e(n — l)x"}

n>0 n>0 \1>1
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Clz)—1= IZ { '_ c(i)z'e(n — 1 Z’)xn—l—i}
Cr)—1= SUZ { A c(i)z'e(n — z)x"l} 0.2

z(C(z))” = C(z)+1=0.

Analisando como uma equagao de segundo grau (aqui ja a fungao analitica), chegamos as
possiveis solugoes:

1++1—4x
2z
Descobriremos quais das duas solugoes utilizarmos fazendo com que tenhamos C(0) = ¢(0) =1
do lado esquerdo da igualdade.
Para o sinal positivo:

C(z) =

o que ¢ inconsistente.
Para o sinal negativo:

=lim —— =1

Com o primeiro objetivo alcancado, podemos partir para uma férmula explicita que determine
os ¢(n).

Utilizaremos, com esse fim, a expansao binomial de /1 — 4z = (1 — 4x)%, a exemplo da de-
finicao 2.13:

Entao, recordando a equagao (2.1) do nimero binomial:

) MDD D) g,y

o] (1) = (

e aplicando a k = 1:

[\




n!

21 2.2 2:(n—1)
_DHEBME---Cn-1)-1)@20-1),,
27-1(n — 1)I(n)!

[2(n —1)]!
=21l

Assim teremos:

2z 2
1 9 2(n+1-1)]!
T2 “(n+1-Dln+1)
I

1 2n
n+1\n
Assim, todos os exemplos apresentados nesse capitulo possuem a mesma solucao contida numa

(poderosa) férmula posicional. Antes de terminarmos o capitulo, um problema.

Problema 9 (IME, 2015). De quantas maneiras podemos decompor um eneigono convexo em
triangulos tracando suas diagonais, de forma que essas diagonais nao se cortem?

Solucao. Com o resultado acima, temos:

2- 432
7):%:429
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Capitulo 4

Arvores Rotuladas: A Férmula de
Cayley

Jé& definimos o conceito de arvore anteriormente. Lembremos que a mencao da palavra ” arvore”,
neste trabalho, incute que a mesma nao possui raiz. Uma arvore rotulada de n vértices é uma
arvore onde todos os ditos vértices estao numerados com um dos valores de 1 até n. Esse conceito
pode ser ampliado para arvres rotuladas com raiz. Mais ainda, o conceito de floresta nao foi
abordado. Uma floresta rotulada com raizes é uma uniao disjunta de arvores rotuladas com raiz.

Figura 4.1: Uma drvore (esq), duas drvores rotuladas (centro) e duas drvores rotuladas com raiz
(dir), todas com 6 vértices.

Figura 4.2: Duas florestas rotuladas com raiz.
Nesse capitulo, objetivamos provar a Férmula de Cayley:
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Proposigao 4.1 (Cayley). Seja al, o nimero de drvores rotuladas com n vértices, (n > 0). Entdo:

Esta férmula e afirmada e demonstrada por Arthur Caley em 1889 em [Cal] p26-28. Mas, antes
de alcancar esse resultado, sera necessario garantir informacoes preliminares. A ideia central é
tentar contabilizar as drvores rotuladas com raiz de n vértices primeiro (a,). Notando que dada
uma arvore rotulada poemos fazer a escolha da raiz de n maneiras, serd facil, a partir desse ponto,
valorarmos a/,

4.1 Teorema da Contagem Rotulada

Em [Wil], Wilf apresenta o conceito de cartas, maos e pilhas (p73-75) e logo apds, com ajuda
desses conceitos prova dois teoremas importantes (p79-81 e p92-94), que relacionam a funcao
geratriz de uma estrutura (mao) com a fungao geratriz de suas componentes disjuntas (cartas).

Para exemplificar, tomemos o nimero de permutacoes n elementos. Qualquer que seja a per-
mutagao (mao) podemos desmenbré-la em permutagoes ciclicas menores e disjuntas (cartas)

3 Q-
3 N
=
S
Lo Ot
NN
NOREN

(N
DN

A/—\

—_
)
o

e N’
—
)

Figura 4.3: Decomposicdo de uma permuta¢ao em ciclos (cima). Cartas correspondentes (abaizo)
No exemplo, as cartas tem tamanho 3 e 2. Todas as cartas que possuirem o mesmo tamanho

sao agrupadas em pilhas. Assim, a pilha D, é a pilha cm todas as cartas (permutagoes ciclicas)
de tamanho 4 De maneira geral d,, ¢ o nimero de elementos de D,,. Eis um dos teoremas:
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Teorema 4.1. Sejam d,, e h,, os numeros de elementos da pilha D, e de maos com n elementos.

Se as cartas e maos sao rotuladas e se {d,}, BN D(z) e {hn}o EEY H(zx), entao:

H(zx) = eP@,

Aplicando 4.1 ao exemplo, sabe-se que H(z) = = (pois [[%;] H = n!). Assim:

log <1 i x) = D(z),

™

E como ja vimos no problema 5, d,, = [F} D = (n — 1)!. Porém, caso nao tivéssemos exibido

anteriormente, aplicando a férmula de Taylor, encotramos os d,,, isto é, o nimero de perutacoes
. . n

circulares de n elementos (os coeficientes e %y em D(z)):

D(z) = Z(loglix)(n)

= X007, =
=Y - =)

Ou seja o nimero de permutagoes circulares é (n — 1)!. No préximo capitulo, exibiremos um
exemplo com o segundo teorema mencionado.
4.2 Arvores Rotuladas com Raiz

Seja f, o numero de florestas rotuladas com raizes de n vértices e H(z) sua EGF. Seja também
a, o numero de arvores rotuladas com raiz de n vértices, bem como D(x) sua EGF. Tal composigao
coincide com o teorema 4.1 (vide figura 4.4) e assim:

H(z) = eP@

Demos o primeiro passo em dire¢ao a Férmula de Cayley. Mas chegamos ao impasse de nao
sabermos nenhuma das fungoes geratrizes explicitamente.
Uma igualde que relaciona arvores e florestas, descoberta por Pdlya, resolve esse empecilho:

Ap+1 = (n + 1)fn (n > O)'
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% 11
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9 3
1 1
11 a

Figura 4.4: Decomposi¢io de uma floresta em blocos disjuntos (esq). Cartas (drvores) equivalentes
aos blocos destacados (dir)

n+1
(Demonstraremos essa igualdade adiante). Multiplicando por ( x+ 0 e somando em n de
n !
ambos os lados da igualdade, obtém-se:
» Tmagy = X
ane1 = (n+1)f anH =z n+1
n>0 n+ 1 n>0 n + 1)
n+1 f

RUNBEESS it

n>0 n>0

D(xz) = zH(x)

Logo, substituindo o resultado do teorema 4.1 nessa tltima equacio, encontramos D(z) = xeP (@)
ou equivalentemente

D(x) = (xe’x)(_l),
pois fazendo G(r) = re™*, G(D(z)) = D(z)e P®) = geP@e D) = g,

34



Salientamos dois detalhes:

1) D(x) existe como série formal inversa de xe™* pois a mesma atende aos requisitos da com-
posicao de séries formais e de séries formais inversas, descritos nas definicoes 2.6 e 2.7;

2) ze ® possui raio de convergéncia R = oo e por isso faz sentido trabalhd-la como funcao
analitica.

Mesmo apesar de termos "melhorado”o resultado inical (pois agora, pelo menos, podemos
calcular os elementos de D(_l)), precisaremos de uma outra ferramenta para encontrarmos os a,,

de D(x).

Teorema 4.2 (Férmula de Inversao de Lagrange). Sejam f(z) = Y7, o  an2™ € g(x) = 3., b
séries formais de poténcias inversas, ou seja, f(g(x)) = g(f(z)) = x. Entdo:

a"l90) = 2157 () (4.)

n

Assim, tomando g(x) = D(z) e f(z) = ze™®, concluimos que:

— %[xl] (ig)
= %[:p" 1]6”

1 nnt
~ n(n—1)

Comparando os extremos da sucessao de igualdades, chegamos ao resultado de que a,, = n"" !,

isto é: existem n™! arvores rotuladas com raiz de n vértices.

4.3 Arvores Rotuladas

Como uma consequéncia da férmula fechada para a,,, chegamos ao nimero de grafos conexos,
aciclicos e rotulados (arvores rotuladas) (a!)). Note que as raizes numa &arvore da se¢do anterior
podem ser escolhidas de n maneiras diferentes.

Assim, cada a, estd sendo contado n vezes em a,,:

Como exemplo, temos a figura 4.2. Quando desprovidos de raizes, os trés grafos de cada linha
contam apenas uma vez.

Isso poe fim a demonstracao da féormula de Cayley.

Nota. Arthur Caley apresenta uma outra demnstragao para sua férmula em [Cal] p26-28. A
demonstragao apresentada neste trabalho segue a de Pdlya (ver [Mn] p26 e [Wil] p89-91 e p167-169)
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Figura 4.5: drvores rotuladas com raiz de 3 vértices

4.4 Demonstracoes Pendentes

Demonstracao da relacao de Pdlya

Lema 4.1 (Pdlya). Sejam a,, o e f, como descritos anteriormente. Entdo:
a1 =m+1)fn  (n20),

Demonstragao. Tome uma floresta, rotulada e com raizes, de n vértices. Adicione um novo

vértice v a floresta, conecte-o as raizes originais e marque v como nova raiz rotulada "n + 1. O
vértice v é a nova raiz de uma arvore rotulada com n+ 1 vértices. Agora mude o rétulo de v para
algum outro valor em [n] e renomeie os vértices da floresta mantendo a ordem de rotulagao original
da floresta. Como essa escolha de rétulo para v pode ser feita de n modos, essa floresta inicial
deu origem a n + 1 arvores. Se repetirmos o processo com cada uma das f, florestas, obteremos
(n+1)f, arvores com n + 1 vértices.

Agora, selecione uma arvore rotulada de n + 1 vértices de raiz v digamos n + 1. Ao retiramos
sua raiz, obtemos uma floresta f ao nomearmos como novas raizes os vértices conectados a v.
Se praticarmos essa operagdo com uma arvore de raiz v com um valor de [n], e renomearmos os
vértices segundo a ordem original de rotulagao, a arvore f se repetird mais n vezes (n+ 1 no total).
Sendo assim, cada floresta de n vértices é contabilizada n + 1 vezes a partir das arvores de n + 1
vértices e portanto a igualdade é valida.
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1 2
3 4
1 2
4 3
3 =2
1

4

Todas as diferentes florestas
de 4 vértices.

1 3 2 a 1 4
) |
5 1 2
4 2 5 3 5 3
1\\{//}2
5
3 4
1\\/2
5
4 3
3\/2
5
1
4

Todas as arvores de 5 vértices
geradas com a adi¢do de v sdo
diferentes (pois as florestas
sdo diferentes).

Figura 4.6: Exemplo com 4 vértices

Férmula de Inversao de Lagrange

Aqui precisaremos de dois lemas preliminiares:

Nas linhas, todas as drvores sdo
diferentes, pois a raiz tem outro
rétulo.

Lema 4.2. Dada uma série formal de poténcias h(x) = Z h,z", temos que:

Demonstracgao.

n>NEeZ

[x_l] h'(z) =0

h(z) = Z hpx™ — h'(x) = Z nh,a" ' — (27 (z) =0

n>N€EeZ

n>NEeZ
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Lema 4.3. Dada uma série formal de poténcias f(x) =}, -, ana™, e com a; # 1, temos que:

—17 pi / . O, Sse Z7£ —1
o ={ § T
Demonstracgao.
Se i # —1, entao f*(x)f'(z) = 113 (f**(x))" e decorre do lema anterior que [z~ fi(x)f'(z) = 0
Se i = —1, entao:

e = (5

<a1 + 2ap7 + 3azx® + - )

a1 + aox? + azxd + - - -
1 «a 2a a2
(_ _2 |:_3__§‘|x+...>:1

E agora recordemos o teorema principal:
Teorema 4.2 (Férmula de Inversao de Lagrange). Sejam f(x) = Zn>1 an®™ e g(x) = 3,5 bia’

O

séries formais de poténcias inversas, ou seja, f(g(x)) = g(f(z)) = x. Entao:
” e ( 1 )
2"g(z) = —[z
o"lote) = 27 (g
Demonstragao.

=> bifi(x)

i>1
Derivando em ambos os extremos da igualdade, obtemos:
1= ibif () f ()
i>1

O objetivo é fazer com que o indice b, fique junto com o termo f~!(x)f’(x) (Por ora ele estd junto
com a poténcia n — 1 de f(z)). Dividindo por f™(z):

A - LS @)
= Z_:Zblz _1 - (fzfn(x))/ + nbn% + Zzbzﬁ (fzfn(x))/

Tomando [z7!] dos extremos da igualdade e aplicando o lema 4.3:

] ( fnl(x>) — 0+ nby + 0 = nfeg(x),

que é equivalente a equacao (4.1).
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Nota. (4.1) é um caso particular da demonstragao da Férmula de Inversao, baseada em [MSU].
Outras desmonstragoes completas podem ser encontradas em [St2] p36-42.

Terminamos entao a longa prova para contabilizar o nimero de grafos conexos aciclicos e
rotulados. Antes de seguirmos para o proximo capitulo, contemos também os grafos conexos
rotulados (ciclicos ou nao).

4.5 Um Problema Adicional: Grafos Conexos

Problema 10. Determine uma recorréncia para o numero de grafos rotulados conexos de n
vértices.

Solugao. Observe que todo grafo pode ser decomposto em componentes conexas (semlhante a
figura 4.4). Como esses grafos s@o rotulados, podemos aplicar o teorema 4.1:

G(x) = @)

onde G(z) e G.(x) sao, respectivamente, as fungoes geratrizes exponenciais dos grafos e dos grafos
conexos de n vértices. .
Temos que G(z) = Y & gm = 3 Z(TL—Q,)x” e gn (0 numero de grafos conexos de n vértices) sao
n>0 n>0
os valores a serem descobertos, que estao no expoente de e Para a retirarmos esse expoente,
utiliza-se o método ”xDlog” que consiste em aplicarmos essas 3 operagoes seguidamente (explicada
em [Wil] p32):

D(x)_

n>1 n>1
hn In
log ( g —x”) = ="
| |
nEln“ nZln.
h iy
D <10gz—nl’n) -D ( g_nxn> multip. por x
n! n!
n>1 n>1

n>1 z :ngn —
T— xr = —LUn 1..73
> n!
n:

w1 n>1
nh, ., hn NGn ,\ 0.3
n>1 n>1 n>1
Znh'na:” = Z i (n) 1i- i (h>1; hg=go=1)
n>1 n. n>1 >0 ¢
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Chegando entao na recorréncia:

n

nhy, = Z (TZL) 1Gi-hn—i (h=1; ho=go=1)

>0

Substituindo h,, por 2(3), encontramos:

n

n2(z) =3 <7Z) ig2("2")

>0

Notemos que a fun¢ao G(z) tem raio de convergéncia R = 0 e portanto nao é possivel encontrar
funcao analitica nesse caso.
Substituindo os primeiros valores na férmula, encontramos:

n 9
1] 1.26) = ()1.9,.20) 1
2| 2.26) = (3)2.1.26) 1 (3)1.g,.2¢) 1
31326 = (H1.1.20) 4 (3)2.1.26) + (3)3.95.2G) 4
4] 4.26) = (H1.1.20) + (H2.1.20) 1+ (93.4.26) + (H)4.g,.20) 38
51 5.26) = ()1.1.20) + (3)2.1.26) + (3)3.4.20) + ()4.38.2() + (9)5.95.2(2) | 728
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Capitulo 5

Representacoes em Forma de Soma e o
Teorema de Schur

5.1 Teorema da Contagem nao Rotulada

Aqui retomamos o conceito de cartas e maos do capitulo anterior, num outro exemplo:

Problema 11. Considere que uma cesta de frutas deve ser montada com n frutas, entre laranjas,
macas e péras, com as seguintes caracteristicas:

e O nimero de macas e o de laranjas deve ser par;

e O numero de péras deve ser miiltiplo de 3.

De quantas formas diferentes podemos montar ma cesta com 12 frutas? E com 637
Exibimos agora o seundo teorema que foi mencionado no capitulo anterior:

Teorema 5.1. Sejam d,, e h, os niumeros de elementos da pilha D,, e de maos com n elementos.

Se as cartas e maos nao sao rotuladas e se {d,}, oct D(z) e {hn}, ot H(z), entao:
B 1

n=1

Nesse exemplo, as tnicas pilhas com cartas sao Dy e D3 e do =2 e d3 = 1. Logo:

Mo = e a =)

Ao usar a expansao em fragoes parciais:

1 1 1 29 1 1 1 ) 1 1w 1wy

H(z) :5(1—x)3+6(1—x)ﬁM(l—x)+§(1+x)2+ﬁ(1+w)_§<1_i) _5(1—i)

Com w; = cis (%’T) e Wy = CIS (‘TQW)
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Figura 5.1: Visualizando as cartas nao rotuladas.

E portanto [z"] H(z) estd condicionada ao coeficiente de 2" em ﬁ

Recordemos a equagao (2.4), que reescrevemos abaixo:
1 E+n—1 E+n—1
n _ — — k
() = () = () wem
Dai:

1 /n+2\ 1 29 1 . 5 L Wi ws
" H(z) = — i+ D4+ — 4 —(n+ 1) (=1)"+ = (=) ——L - 2
—_—

§(wi " wy ")

As duas tltimas parcelas do coeficiente tem periodicidade 3:

L

Chegamos entao as formulas para o termo geral a,, da sequéncia:

sen=0ou?2 mod3

©lo Ol

sen=1 mod3

6n?4+60n+144 sen=0ou?2 mod6
6n%+24n —30 sen=1 mod6
6n®+24n+18 sen=3oub mod6
6n2+60+96 sen=4 mod6

144a,, =
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Entao, a;2 = 12 (o que nao apresentaria muitos problemas em ser calculado explicitamente) e
Qg3 — 176

5.2 O Problema do Troco

Problema 12. Considere um pais aonde o sistema monetario tem as moedas de 5 centavos, 11
centavos e 21 centavos. Dispondo apenas destes valores, de quantas maneiras podemos trocar a
quantia de 1,547 (154 centavos)

154=1-5+4-11+5-21 |154=16-5+1-11+3-21 | 154=20-5+3-11+1-21
154=3-5+5-11+4-21 1594=7-5+7-114+2-21 | 154=0-54+14-11+0-21
154=14-5+2-114+4-21|154=18-5+2-11+2-21 | 154=11-5+9-11+0-21
154=5-5+6-11+3-21 154=9-5+8-1141-21 | 164=22-5+4-11+0-21

Nao exige muito esforgo encontrar a resposta (12) a esta questdo especifica, porém, ao au-
mentarmos o valor do montante ou a quantidade de moedas, a tarefa se torna bem desagradavel.
Tentaremos facilita-la:

Em termos gerais, seja (ay, az, - - - apr) um sistema monetéario com M valores distintos de moedas
e um montante n. Quantas sao as formas de trocar esse montante n em termos dessas M moedas?

Ou em outras palavras, quantas sao as combinagoes lineares nao negativas da lista que resultam
em n?

n = Ti1a1 + Toas + - - - Tpapn, com n,a; €L e x; € Ly

Em [Wil] p96 é apresentada a conexdo deste problema com o teorema 5.1, de modo que as
maos sao o montante n decomposto por diversas copias repetidas das moedas (aj;aq;...ay).
Logo, considerando as pilhas D;, das moedas, podemos ter:

g = 1,se k € {aj,as,...,an};
. =
0, c. c.
Isso significa que, com excecao de D,,, D,,, - D
estao contém apenas uma carta cada.
Consequentemente, a funcao geratriz que procuramos serd, pelo teorema 5.1:

ay» todas pilhas estao vazias e as que nao

1 1
H(ZL’) = Hij\il(l _ Qjai) - (1 _ xal)(l — xaz) . (1 _ajal\l)

O que nos remete novamente, ao uso da expansao por fracoes parciais que sé sera possivel se
analisarmos mais atentamente os polos dessa funcao.

O primeiro fato interessante é que todos esses polos sao raizes da unidade. Além disso,
x = 1 surge obrigatoriamente M vezes na fatoracao do denominador, pois (1 —xk) = (1-
) (1 +x+at4--- +xk*1). Temos entao x = 1 um polo de multiplicidade M. Os outros po-
los w, sem perda de generalidade, podem ser considerados primitivos, isto é w = cis (2—75”"), com
m.d.c(r,s) = 1. Diremos ainda que w terd multiplicidade M,, < M. Portanto, ao reescrevermos
H(z) por fragoes parciais, seu formato sera:
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Z AJ +Z wz (5.1)

]:1 wei=1 J=1 )
w#1
1€[M)]
Surge, entao a questao:

Como contabilizar M,,?

O numero de vezes que essa raiz primitiva estd intimamente relacionado com o valor s do
denominador e com o valor dos a;, pelo seguinte:

Lema 5.1. Se w = cis (2”), com m.d.c(r,s) =1 é tal que w* =1 entao s divide a;.
Demonstragao. De fato w* =1 —

{27 o 2mr! 2rr 2w’
w=cis| — | = cis _ — = + 2km —
s s

Q;

r r” " m.d.c.(r,s)=1
— —=— = ' =ra;, = s|a
S a;

O

O que significa dizer que s [ a; e m.d.c.(r,s) = 1 entdo w = cis (2’"’) nao é raiz a;-ésima da
unidade, Esse argumento amarra um ponto crucial para a préxima secgao.

Lema 5.2. Se m.d.c.(ay,az,---ay) =1, entao M,, < M, para todo w

Demonstragao. Se m.d.c.(ay, as,..., ay) =1 =

VseN, Ja; € (ar,a,---ay) tal que s fo;, —= w" #1 —= M, < M.

5.3 O Teorema de Schur

Teorema 5.2 (Schur). Se h, € o nimero de representagoes de n como uma combinagdo linear
nao negativa de ay, as, - - - ay inteiros positivos coprimos, entao
. nM-1 ( )
n ~ n — oo
(M — Dlayag - - ap,

Em particular, existe n tal que qualquer outro inteiro maior faz com que h, > 1

Demonstracao. Analisemos o comportamento dos coeficientes em ™ de 1 7 quando j

cresce indefinidamente:
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[aﬂﬁ S G B (N

n+j—1-(j—2)
_ (n+j-Dn+ij—-2)n+j—-3)--- (n+1)
B w(j — 1)!
Para valores de n muito grandes, temos:
n 1 ni!
[2"] T (5.2)
(1-2zy G-
Voltemos a equagao (5.1), relembrando o ultimo paragrafo da secgao anterior:
M My<M
Lot X (5.3)
j=1 wr%=1 J=1 )
w#1
1€[M]
E por (5.2)
: My<M
n+M-—1 n+j—1 — A /n+j—-1
h,=A A '
M( M_l) ZJ( J—1 )+Zzw"< i=1 )
J=1 wei=1 J=1
w#1
1€[M]

onde a primeira parcela foi extraida do primeiro somatério em (5.3). Pela coprimalidade dos
a;s, todas as contribuicoes para h,, com excegdo da primeira, sdo polinémios de grau < M e
portanto nao influenciarao o coeficiente (quando n — co). Assim,

n+M-—1 Ay - nM1
(M —1)!

Como A); é coeficiente da expansao em fracoes parciais,

Anr = [(1 )M H(:c)}

=1

| oM

M

H (1 —2x%

121 =1

1

- M a;

I (3)

i=1 \j=1 1.



O que poe fim a demonstragao.

1

M

[Ta+z+22--

=1

1

ala?"'aM

46

4 xai—l)



Bibliografia

[Wil] Wilf, Herbert S. Generatingfunctionology.
Academic Press, 1994.

[St2] Stanley, Richard. Enumerative Combinatorics Vol.2.
Cambrigde University Press, 1999.

[Cal] Caley, Arthur. The collected mathematical papers of Arthur Cayley, Vol XIII.
Cambridge University Press, 1889

[Mn] Moon, J.W. Counting Labelled Trees.
Canadian Mathematical Congress, 1970.

[Con| Conway, John B. Functions of One Complex Variable.
Springer-Verlag, 1978.

[Seg] Segner, J. Enumratio modorum, quibus figuare planae reclinea per diagonales dividuntur in
triangula, Novi Commentarii Academiae Scientiarum Petropolitanae, Vol7 (1758/59) p203-
209.

[Pro] dos Santos Junior, Edson P. Permutagoes Cadtias e Aplicagoes.
Universidade Federal de Goias - PROFMAT, 2014.
Disponivel em https://repositorio.bc.ufg.br/tede/handle/tede/3595. Acessado em novembro
de 2016

[Szp] Szpankowski, Wojciech. Average Case Analysis of Algorithms on Sequences.
Disponivel em https://www.cs.purdue.edu/homes/spa/book.html. Acessado em novembro de
2016

[Cat] Davis, Tom. Catalan Numbers.
Disponivel em http://mathcircle.berkeley.edu/BMC6/pdf0607 /catalan.pdf. Acessado em no-
vembro de 2016

[MSU] Magyar, Peter. MTH 880, 10/03 - Cayley Trees. Lagrange Inversion.
Disponivel em http://users.math.msu.edu/users/magyar/Math880/Lagrange.pdf. Acessado
em novembro de 2016

[Kgc] Choo, Koo-Guan. Rooted Trees.
Disponivel em http://www.maths.usyd.edu.au/u/kooc/catalan/cat6root.pdf. Acessado em
novembro de 2016.

47



