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Resumo

Geralmente o ensino das progressoes aritméticas e geométricas é
feito separadamente das funcoes afins e exponenciais, com a utilizagao
de férmulas prontas, sem a preocupacao de repassar para os alunos a
relacao que existe entre esses contelidos. Pretende-se com esse tra-
balho apresentar uma maneira de ensinar esses conteidos de forma
integrada, iniciando com a definicao do conceito das fungoes afim e
exponencial, através de situagoes do cotidiano dos alunos. Em se-
guida foram mostradas propriedades e comportamento grafico de tais
funcgoes, e posteriormente foram apresentadas as progressoes aritméti-
cas e geométricas como uma restricao das fungoes afim e exponencial,
respectivamente. Dessa forma introduziu-se o estudo das progressoes
tomando por base as fungoes citadas a partir de situagoes vivenciadas

pelos préprios alunos.

Palavras-chave: Ensino. Progressoes. Funcoes.

vi



Abstract

Generally, arithmetic and geometric progressions are taught sepa-
rately from affine and exponential functions, only by the use of me-
morized formulas and without any concern of showing students how
these contents are related. This paper aims at presenting a way of te-
aching such contents in an integrated way, starting with the definition
of affine and exponential functions relating them to situations from the
daily life of the students. Then, characteristics and graphics of those
functions are presented and, subsequently, arithmetic and geometric
progression are shown as a restriction of the affine and exponential
functions. Thus, the study of the progressions is introduced based
on the functions mentioned above using situations from students daily

lives as examples.

Keywords: Education . Progressions. Functions.
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Introducao

Ensinar matematica é um processo que requer muita dedicacao, esforco,
compromisso e acima da tudo paciéncia. Nao se deve ensinar matematica fazendo
uso de um grande nimero de formulas, sem sentido e com calculos interminéveis.
Devido a essa maneira de repassar os conteidos, os alunos, na maioria, estao
desmotivados em aprender matematica e parte dos professores demonstram insa-

tisfacdo em ensinar matematica.

O dominio da matematica passa por um processo lento, traba-
lhoso, cujo comeco deve ser uma prolongada atividade sobre re-
solugao de problemas de varios tipos, com o objetivo de elaborar
conjecturas, de estimular a busca de regularidades, a generalizagao
de padroes, a capacidade de argumentacao, elementos fundamen-
tais para o processo de formalizagao do conhecimento matemé-
tico.(PCNEM, 2000)

Quando ingressei no PROFMAT (Mestrado Profissional em Matematica em
Rede Nacional) comecei a me interessar por construc¢oes de padroes matemdti-
cos, pois me pareceu que seria uma forma de motivar os alunos a desenvolver o
interesse pela matematica.

E comum trabalharmos conteidos no Ensino Médio de forma separada. Ten-
tando desmitificar esta realidade, procuro responder perguntas do tipo: é real-
mente necessario trabalhar isoladamente os contetiddos matematicos? Conseguiria-
mos despertar maior interesse em nossos alunos fazendo um inter-relacionamento
dos conteidos? E possivel relacionar progressoes aritméticas com fungoes afins e
progressoes geométricas com funcoes exponenciais?

Segundo Elon, o ensino da mateméatica deve abranger trés componentes fun-
damentais: Conceituacao, Manipulacao e Aplicacoes. Dosando adequadamente
esses trés componentes, alcangamos o equilibrio do processo de aprendizagem.

No ensino de progressoes aritméticas e geométricas, devemos usar a concei-
tuacao para a compreensao da formulacao correta e objetiva das defini¢oes e o

estabelecimento de conexoes com funcgoes afins e exponenciais, a manipulacao



de carater algébrico e o desenvolvimento de atitudes mentais automaticas e a
aplicacao em problemas do dia-a-dia e a questoes que surgem em outras areas.

As progressoes sao conteidos que devem ser bem trabalhados no Ensino Mé-
dio. Porém, a maioria dos professores, trabalha o ensino das progressoes aritméti-
cas e geométricas de forma tradicional e exclusivamente por meio de manipulagao
de férmulas que sao entregues aos alunos, sem as devidas demonstragoes destas
e também sua aplicabilidade e apenas sao empregadas em exercicios tradicionais
de sala de aula.

Dessa forma, decidi fazer um trabalho voltado para generalizacoes de padroes
de progressoes aritméticas e progressoes geométricas fazendo uma interligacao
com funcoes afins e fungoes exponenciais, respectivamente, assim seriam desen-
volvidas estratégias que levassem os alunos a resolver problemas que abordam de
forma implicita progressoes aritméticas e geométricas.

O presente trabalho esta dividido em dois capitulos:

No capitulo 1 serd tratado a definicao de funcao afim, classificagao, represen-
tacao grafica e os zeros de uma fungao. Em seguida, é a vez de definir a progressao
aritmética e mostrar a sua relacao com a fungao afim.

No capitulo 2 sera a vez de tratar da funcao exponencial, partindo da sua
definicao, abordando caracteristicas, propriedades e representacao grafica. Logo
apos, sera mostrada a progressao geométrica e a relagao entre ela e a funcao
exponencial.

Para concluir serao feitas as consideragoes finais.



Capitulo 1

Funcao Afim e Progressao

Aritmética

Trataremos a seguir da conexao entre o conceito de fungao afim e o de pro-
gressao aritmética. Apresentaremos as definigdes pertinentes, com consequéncias
e aplicagoes, sugerindo uma maneira de abordar esses conteidos de forma unifi-

cada.

1.1 Funcao Afim

1.1.1 A importancia de se estudar as funcoes

Geralmente o ensino da funcoes é iniciado apds o estudo de nimeros reais e
suas operagoes, em seguida ¢ feita a definicao de relagoes e, a partir dai comeca-se

o estudo de funcoes, como sendo um caso particular de relacoes.

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem al-
gébrica como a linguagem das ciéncias, necessarias para expressar
a relacao entre grandezas e modelar situagoes-problemas, cons-
truindo modelos descritivos de fenémenos e permitindo varias co-
nexoes dentro e fora da prépria mateméatica.(PCN*, 2002)

E interessante iniciar o estudo de fungoes, descrevendo situacoes que relacio-
nam duas grandezas, como também podemos introduzir esse estudo por meio de
situagoes relacionadas a vida cotidiana dos alunos, permitindo assim uma melhor

compreensao do contetido estudado.
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1.1.2 Funcao Afim

Observe a seguinte situacgao:

O preco de um litro de gasolina em um posto de gasolina é R$ 2,65. Qual é o
preco pago por 3 litros de gasolina? E por 57 litros de gasolina?

Sejam z a quantidade de gasolina comprada pelo cliente e f(x) o valor pago,

entao se:
e z =1, f(x) =2,65x 1= RS 2,65;
e r =2 f(x)=2,65x%x2=RS$5,30;
e r =23, f(x)=2,65x3=RS$ 7,95

Dali, o preco pago por 3 litros de gasolina é R$ 7,95.
Observando o padrao que foi seguido para se chegar ao valor pago por 3 litros
de gasolina, podemos calcular o valor pago por 57 litros de gasolina da seguinte

forma:

x =57, f(z) = 2,65 x 57 = R$ 151,05

Logo, o valor pago por 57 litros de gasolina é R$ 151,05.
Observe que, se a quantidade de gasolina comprada for representada por x,

tem-se:

f(z) =2,65 x x = f(x) = 2,65z

Portanto, a funcao f : IR — IR onde IR é o conjunto dos ntimeros reais, dada
por f(z) = 2,65z, é a funcao que relaciona a quantidade de gasolina com o valor
pago.

Vejamos outra situacao:

O salario mensal de um funcionario de uma loja é calculado da seguinte forma:
uma parcela fixa de R$ 600,00 e outra parcela varidvel correspondente a 5% do
total de vendas realizadas por aquele funcionario durante o més. Qual é a fungao
que relaciona o saldrio mensal do funcionario com o total de vendas feitas durante
0 més por esse funcionario?

Sejam z o valor das vendas feitas pelo funcionério durante o més e f(x) o

salario mensal do funcionario, entao se:

o 2 =100, f(z) = 600 + 0,05 x 100 = f(z) = 605;
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o z =200, f(z) = 600 + 0,05 x 200 = f(z) = 610;
o 2 =300, f(z) = 600 + 0,05 x 300 = f(z) = 615.

Seguindo o mesmo padrao, chegamos a conclusao que:

f(z) = 6004 0,05 x 2 — f(z) = 0,052 + 600.

Assim, a funcao f : IR — IR, onde IR é o conjunto dos numeros reais, dada

por f(x) = 0,05z + 600, representa o saldrio mensal do funcionério.

De acordo com a situacao acima, note que a razao entre a variacao dos valores
de z é diretamente proporcional a razao entre a variacdo dos valores de f(z)

correspondentes. Por exemplo:

e Se x varia de 100 a 200, f(x) varia de 605 a 610, portanto

200—100 __ 100 _
610605 — 5 — 20

e Se x varia de 100 a 300, f(x) varia de 605 a 615, portanto

300—100 __ 200 __
615605 — 10 — 20-

Assim, quando temos uma funcao onde a razao entre a variacao dos valores
de x é diretamente proporcional a razao entre a variagdo dos valores de f(x)

correspondentes, essa funcao é chamada de Funcao Afim.

Definicao:

Fungao afim é toda fungdo f : IR — IR, do tipo f(x) = ax + b, com a e b
reais, onde a todo nimero x € IR associa o nimero f(z) = ax + b (Souza, 2010).

Para obter a taxa de crescimento ou taxa de variacao de uma funcao afim,
deve considerar dois pontos distintos dessa fungao, por exemplo, (x1, f(z1)),
(22, f(x2)), Assim f(z1) = axy +be f(z2) = axy + b, de onde obtemos

f(xe) — f(x1) = axe +b—axy — b —

flz2) — f(x1) = axg — ax; —

f(x2) = f(21) = a(x2 — 21)

Portanto,
_ f(z2) — f(ﬁl)'

(zg — 71)
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O coeficiente a dessa fungao designa sua taxa de crescimento.

A funcao afim pode ser classificada da seguinte forma:

e Crescente, 1 < x5 & f(21) < f(x2), ou seja, quando a > 0;

e Decrescente, 1 < x9 < f(x1) > f(x3), ou seja, quando a < 0;
e Constante, f(z) =b,Vx € IR, ou seja, quando a = 0

Vejamos alguns exemplos:

A fungao f(x) = 3z — 2 é uma funcao crescente, pois a = 3 > 0.

Para verificarmos se f(x) = 3x—2 é realmente crescente, basta tomarmos z; €
IR e x5 € IR e mostrar que x1 < 23 = f(z1) < f(z2), ou seja, f(xs) — f(z1) >0,
de fato, pois f(z1) = 3x1 — 2 e f(z2) = 3(x2) — 2, obtém:

f(ZL‘Q) — f(.l’l) = 3£L‘2 —2— (31‘1 — 2)

f(za) — f(x1) =329 — 2 — 321 + 2
f($2) - f(xl) = 3%2 - 3.131
f(x2) = fz1) = 3(22 — 21).

Como z7 < x, segue-se que x5 — x1 > 0 e consequentemente 3(zy — 1) > 0,
portanto f(z2) — f(x1) >0

A fungao f(x) = —x + 1 é uma fungao decrescente, pois a = —1 < 0.

Para verificarmos se f(z) = —x + 1 é realmente decrescente, basta tomarmos
r1 € Rexy € IR e mostrar que 7 < x9 = f(x1) > f(x2), ouseja, f(xg)—f(z1) <
0, de fato, pois f(x1) = —x1 + 1 e f(xg) = —x2 + 1, obtém:

flzo) — f(xy) = =20+ 1— (=21 + 1)

flzo) = flx1) = =22+ 1421 — 1
f(x2) = f(z1) = =22 + 11

Como x; < xs, segue-se que r; — ro < 0, ou seja, —xo + x1 < 0, portanto

f(z2) — f(a1) <0

A funcdo f(x) =5 é uma funcdo constante, pois a = 0.

De fato, para Vx temos f(z) =5
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1.1.3 Grafico de uma funcao afim

O grafico cartesiano de uma funcao é o conjunto de pontos marcados no plano
cartesiano tais que y = f(x), ou seja, do tipo (z, f(x)).

No caso da funcao afim, a reuniao desses pontos formam uma reta nao per-
pendicular ao eixo OX.

Quando a fungao é crescente, temos x; < g = f(x1) < f(x2), dai o gréafico é

representado da seguinte forma:

F
-
]

xl

Figura 1.1: Funcao afim crescente

Quando a fungao é decrescente, temos x1 < xs = f(z1) > f(z2), dai o gréfico

é representado da seguinte forma:

-l
J o) \

l ]

Figura 1.2: Funcao afim decrescente
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Quando a funcao é constante, temos f(x) = b,V € IR, dai o gréfico é repre-

sentado da seguinte forma:

fix)

N
Bl — = = 2
B - - = -

Figura 1.3: Funcao constante

1.1.4 Zeros de uma Funcao Afim

Os zeros de uma funcao f sao todos os valores de x de seu dominio onde
f(z) = 0. E graficamente é o ponto em que a reta corta o eixo x. Dai, como a
representacao grafica de uma funcao afim é representada por uma reta, ela pode
ter no maximo um zero e ¢é justamente a intersecao da reta com o eixo .

Diante das propriedades de gréaficos e zeros de uma funcao afim, podemos
esbocar o grafico de uma funcao afim.

Por exemplo, o esbogo do gréfico de f(x) = x+ 2 corta o eixo x no ponto —2,
jaque f(x) =0=2+2=0= 2= -2, como a fungdo é crescente(a = 1 > 0)
a reta tem inclinagao para a direita, assim o grafico dessa funcao tem o seguinte

formato:

Figura 1.4: Esbogo da funcao f(x) = x + 2

Para fazer o esbogo do grafico de uma funcao afim segue o mesmo raciocinio
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que usamos no exemplo anterior: encontra o zero da fungao e a seguir classifica
em crescente, decrescente ou constante, para identificar a orientacao da reta.

Observe esse exemplo:

Esbogar o grafico da fungao f(z) = —2x — 5.

O zero da funcdo é encontrado quando f(z) =0 = -2z -5 =0 = 2z =
—H=ux= —g. Como a = —2 a funcao é decrescente, dai a reta fica orientada

para a esquerda, com a seguinte representacao:

Figura 1.5: Esboco da funcao f(x) = —2x — 5

1.2 Progressao Aritmética

Uma maquina produz 80 pecas a cada hora. Quantas pecas sao produzidas
apos 4 horas de funcionamento?

A producao dessa fabrica pode ser representada pela sequéncia
(80, 160, 240, 320, 400, ...),

dai tem-se que apés 4 horas de funcionamento da maquina ja foram produzidas
320 pecas.
Essa sequéncia é chamada de Progressao Aritmética.

Progressao Aritmética (P.A.) é toda sequéncia numérica em que
cada termo, a partir do segundo, é igual a soma do termo prece-
dente (anterior) com uma constante . O nimero r é chamado de
razdo da progressao aritmética.(Paiva, 2009)
Portanto o exemplo anterior é de fato uma P.A.) pois se a cada termo anterior
somarmos 80(que no caso é a razao), obtemos o termo posterior.

Entao , pode-se dizer que: Progressao Aritmética é uma sequéncia onde o 12
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termo é aq e os outros termos obedece a férmula de recorréncia:

Qp = Qp_1+71,Yn € IN

Resolvendo a recorréncia acima, temos:

a = a
as = aiy+r
as= as+r=  a+r+r= a; +2r = a;+(3—1)r

as= az+r= a; +2r+r= a; + 3r = a;+ (4—1)r

an= aui+r= ai+n—2)r+r= a+nr—2r+r= a+n—1r
Assim,

Ap = Q1 +N7r —7T = Ay =Nr +a; — 7,

Ou seja, 0 enésimo termo de uma progressao aritmética é uma fungao f : IN — IR,
dada por f(n) =an+b,ondea=reb=a; —r.
Portanto, uma progressao aritmética ¢é a restricao de uma funcao afim onde o

dominio é o conjunto dos niimeros naturais.

Exemplos:

1. A fungaof : IV — IR, onde IN é o conjunto dos nimeros naturais e IR é o
conjunto dos nimeros reais, definida por f(n) = 3n — 3 representa a P.A
cuja razao ¢ 3 e o primeiro termo ¢ 0, poisa =r e b=ay —r, assim r = 3

e—3=a,—3=a =0.

2. A fungaof : IN — IR definida por f(n) = —5n + % representa a P.A cuja
razao ¢ -5 e o primeiro termo é —%, poisa=reb=a; —r,assimr = —5

eézal—(—5):>a1:—%.

3. Qual é a funcdo que representa a P.A (2,6,10,...)? Observe que a; = 2 e
r=6-—2=4,logoa=4eb=2—4= -2 portanto f(n) =4n — 2

CLASSIFICACAO

Do mesmo modo que a funcao afim pode ser classificada em crescente, decres-

cente ou constante, as progressoes aritméticas também sao classificadas em:
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e Crescente: Sao as progressoes aritméticas onde o termo anterior é sempre
menor que o posterior, ou seja quando r > 0 e isso ocorre quando na fungao

f(n) = an + b o coeficiente a é maior que zero;

e Decrescente: Sao as progressoes aritméticas onde o termo anterior é sem-
pre maior que o posterior, ou seja quando r < 0 e isso ocorre quando na

funcao f(n) = an + b o coeficiente a é menor que zero;

e Constante: Sao as progressoes aritméticas onde o termo anterior é sempre
igual ao posterior, ou seja quando r = 0 e isso ocorre quando f(n) = b (o

coeficiente a é igual a zero).

Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 1: Um aparelho de som foi comprado em 12 de fevereiro de 2010 e
sofreu uma depreciagao de R$ 25,00 a cada més. Sabendo que em 12 de fevereiro
de 2012 esse aparelho de som foi avaliado em R$ 800,00, escreva a funcao que
expressa seu valor a cada meés, determine o valor do som em 1° de abril de 2012

e apos que meés o som perde o seu valor?

Pelo enunciado, observa-se que a cada més o valor do som diminui R$ 25,00.

Essa situacao pode ser representada pela sequéncia
(a1, ...,800, 775,750, 725, ...)

Onde o termo posterior é obtido a partir do termo antecedente adicionando —25,

portanto se trata de uma P.A. de razao —25.

Substituindo esse valor na funcao f(n) = an +b, onde a = r e b = a; —r,
obtemos:
f(n) =—25n+a; — (—25)

f(n) = —=25n+ a; + 25.

Em 12 de fevereiro de 2012, ja se passaram 24 meses, entao asy = 800, ou seja
f(24) = 800. Dai, temos que

f(24) = —25 x 24 + ay + 25 =

800 = —600 + a; + 25

a; = 800 + 600 — 25
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ay = 1375.

Logo a funcao que expressa o valor do som a cada meés é:
f(n) = —25n+ 1375+ 25

f(n) = —25n + 1400.

Em 12 de abril de 2012 ja se passaram 26 meses da compra do som, portanto

seu valor é dado pelo valor de f(26):

£(26) = —25 x 26 + 1400
£(26) = —650 + 1400
£(26) = 750.

Assim, o valor do som em 12 de abril de 2012 é R$ 750,00.
O som perde seu valor quando o enésimo termo dessa P.A. for igual a zero,

ou seja, quando f(n) = 0, dai temos:

—25m + 1400 =0

25n = 1400
1400
T 25
n = 56.

Assim asg = 0, ou seja o som perde seu valor 56 meses apds a sua compra, em
12 de outubro de 2014.

De acordo com o exemplo dado, o 562 termo ¢ igual a zero e a partir dai, o valor
do objeto nao sofre depreciacao, assim a sequéncia que representa essa situacao
tem um nuimero de termos limitado. Nota-se, entao, que existem progressoes
aritméticas limitadas. Nessas progressoes além da razao e do 12 termo, é possivel

encontrar o ultimo termo.

Exemplo 2:

(Cesgranrio-RJ - adaptado) Sabe-se que o valor de um carro novo é R$
28000,00 e, com quatro anos de uso, passou a ser R$ 18000,00. Supondo que
0 preco caia com o tempo, segundo uma linha reta, qual é o valor desse carro

apés um ano de uso?
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Como o preco do carro cai, segundo uma linha reta, entao a funcao que des-
creve o prego do carro de acordo com o tempo de uso é uma fungao afim (ja que
a funcao afim é representada graficamente por uma reta).

Pode-se também representar essa situacao pela sequéncia:
(28000, as, as, aq, 18000, ...)

Que é uma P.A., pois estd relacionada a funcao afim.
Dai temos que a; = 28000 e a5 = f(5) = 18000. Substituindo esses valores na

funcao f(n) = an + b, onde a =r e b = a; — r, obtemos:
£(5) =7 x 5+ 28000 — 7

18000 = 5r + 28000 — r
4r = —10000
r = —2500.

Segue-se que a funcao que representa essa P.A. é dada por:

f(n) = —2500 x n + 28000 — (—2500) = —2500n + 30500.

Para achar o valor do carro apés um ano de uso, basta achar o valor de
as = f(2), assim

f(2) = —=2500 x 2+ 30500 = 25500
Portanto apés um ano de uso o carro vale R$ 25500,00.

Exemplo 3:

Uma bonelaria de Caicd, em um periodo normal, produz 500 bonés por dia,
como esta em periodo carnavalesco, a producao aumentou para 800 bonés por
dia. Se esse ritmo de producao durar por 12 dias, quantos bonés a mais que no
periodo normal, serao produzidos?

Neste caso, a producao aumentou em 800 — 500 = 300 bonés por dia, e esse
aumento pode ser representado pela sequéncia (300,600, 900...,a12), que é uma
P.A. pois o termo posterior é obtido a partir do termo antecedente adicionando
a 300. Dai substituindo na fungao f(n) = an+b, onde a =r e b= a; — r,r por

300 e a; por 300, obtemos:
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F(n) = 300 x 1 + 300 — 300
f(n) = 300n.

Assim ajo = f(12) = 300 x 12 = 3600, portanto serao produzidos a mais 3600

bonés.



Capitulo 2

Funcao exponencial e progressao

geométrica

A funcao exponencial é um conteido pouco explorado no ensino médio, geral-
mente ¢é explorada a parte tedrica como defini¢ao, propriedades e construcoes de
graficos, com exercicios repetitivos e sem significados, sem fazer nenhuma relacao
com problemas do dia-a-dia, algumas vezes sao resolvidas equacgoes e inequagoes
exponenciais, com o objetivo apenas de desenvolver o algoritmo, sem sentido al-
gum. Os alunos sentem dificuldades de interpretar o significado da potenciagao
e devido ao fato do expoente ser variavel, fica mais dificil o entendimento. Eles
nao se interessam pelo contetdo e consideram sem aplicacao no cotidiano, ja que

¢é trabalhado de forma abstrata.

Embora a parte tedrica e a habilidade na resolucao de equacoes e inequacoes
sejam de grande importancia para o desenvolvimento do raciocinio matematico,
esses itens devem ser abordados com problemas que surgem no nosso cotidiano,
ficando mais facil o entendimento da funcao estudada.

Esse capitulo aborda as fungoes exponenciais, sua definicao e algumas situa-
¢oes que envolvem funcoes exponenciais, logo apds serd apresentada uma carac-
teristica especial das funcoes exponenciais e suas propriedades. Em seguida sera
feita a construcao do gréafico e apresentada suas caracteristicas.

Em outro tépico sera tratada as progressoes geométricas como uma particu-

laridade das funcoes exponenciais.

15
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2.1 Funcao Exponencial

Vejamos a seguinte situacao:

Um biol6go observou que uma certa colonia de bactérias dobra sua populagao
a cada minuto. Sabendo que essa colonia iniciou apenas com uma bactéria, qual

¢ quantidade de bactérias apos 4 minutos? e apds xr minutos?

Sejam x a quantidade de minutos e f(x) a quantidade de bactérias no instante

x, entao se:

z=1, flz)=f(1)=2x1=2=2"

r=2 f()=f(2)=2x f(1) =2x2=4=2%

v=3, f() = f(3)=2x f(2) =2 x 4 =8 = 2"

r=4, f(z)=f(4)=2x f(3) =2x8=16 = 2%

Assim, apds 4 minutos a colonia de bactérias ja tera 16 bactérias.

Pelos célculos feitos, nota-se que tem um padrao a ser seguido. Observe que:

f(1)=2=2%
f(2) =4=2%
f(3) =8=2%
f(4) =16 = 2%

Seguindo o mesmo padrao, tem-se que f(z) = 2%, portanto apds x minutos a

colonia de bactérias tera 2% bactérias.

A fungao f : R — IR, dada por, f(x) = 27 obtida no exercicio anterior é
chamada de funcao exponencial, por apresentar uma variavel como expoente de

uma constante.
Definicao
Paiva(2009) definiu fungao exponencial da seguinte forma:

Chama-se funcdo exponencial toda funcao f : IR — IRY, tal que f(z) = a®,

com a € IR} e a# 1, onde IRY é o conjunto dos ntimeros reais positivos.
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Vejamos outro exemplo:

O tratamento de uma certa doenca é feito com a utilizagao de um medicamento
que deve ser administrado da seguinte forma: no 12 dia, o paciente ingere 3 gotas
do medicamento e nos dias seguintes, deve ser ingeridas o triplo da dosagem do
dia anterior. Quantas gotas desse medicamento sera tomada por uma pessoa no

52 dia de tratamento?

Sejam z a quantidade de dias e f(x) a quantidade de gotas do medicamento

tomadas pela pessoa naquele dia. Entao se:

o v=1f(z)=f(1) =3

o v =2 f(z)=f(2) =3 x f(1) =3 x3==3%
o v=3 f(x) = f(3) =3 x f(2) =3 x3°=3%
oz =4, f(x) = f(4) =3 x f(3) =3 x 3’ =3%

o =5, f(z)=f(5) =3 x f(4) =3 x 31 =35,

Portanto no 52 dia de tratamento , a pessoa toma 3° = 243 gotas do medica-
mento.
Note que o exercicio anterior segue um padrao, e se a quantidade de dia for

designado por x, temos
f(z) =3".

Dai, temos uma funcao exponencial, pois aparece uma variavel como expoente
de uma constante.
Observa-se que o exemplo citado se trata de uma situacao hipotética, pois

geralmente quantidades maiores de medicamento sao ministradas em mililitros.
Existem fungoes, ainda, que podem ser obtidas da funcao exponencial.

Observe o exemplo seguinte:
Um atleta treinando para uma corrida, decidiu treinar da seguinte maneira:
no 12 dia ele correu 300m e nos dias seguintes ele correu o triplo do que tinha

corrido no dia anterior. Quantos metros ele correu no 42 dia de treino?

Seja = a quantidade de dias e f(x) a distancia percorrida pelo atleta naquele

dia. Entao se:
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e x=2 f(z)=f(2) =3 x f(1) =3 x 300 =3 x 3 x 100 = 32 x 100;
o =3 f(x) = f(3) =3 x f(2) =3 x 32 x 100 = 33 x 100;
o =4, f(z) = f(4) =3 x f(3) =3 x 3% x 100 = 3* x 100.

Portanto no 42 dia ele correu 3* x 100 = 8100m.
Note que o exercicio anterior segue um padrao, e se a quantidade de dia for

designado por x, temos
f(z) = 3% x 100 = f(x) = 100.3".

Dai, temos uma fungao do tipo f : IR — IR do tipo f(x) = b.a”, que foi obtida

a partir da fungao exponencial.

2.1.1 Caracteristica da funcao exponencial

Seja a fungao exponencial f : IR — IR dada por f(x) = 2%, obtida na situagao
do inicio do capitulo, observe que:

o z=1— f(1) =2

e r=1+1=2— f(2)=22=21"1 =221 =2 f(1);

e x=1+2=3— f(3)=23=21"2=222=2.f(2);

e rx=1+3=4— f(4) =21=21"3=223=2f(3).

Veja que a medida que foi dado aumentos iguais a z, o valor da funcao foi

multiplicado por uma mesma constante, no caso, por 2.

Agora, generalizando , se tivermos f(x) = a®, obtemos:

o 7o = f(xo) = a™;

zo+h = f(zo+ h) =a®™™ = a™.a" = a". f(x0);

T + 2h — f(xg + 2h) = a® T = grothth = gqroth gh — gh f(xq + h);

T + 3h — f(xg + 3h) = @@ 3" = qrot2hth = gro+2h gh — gl f(zo + 2h).
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Observe que a medida que foram dados os aumentos a x , f(z) ficou multipli-
cada por um mesmo fator.
Dai, conclui-se que acréscimos iguais dados a z fazem com que f(z) fique

multiplicada sempre pela mesma constante.

2.1.2 Propriedades da funcao exponencial

12 propriedade: Seja f : IR — IR dada por f(z) = a®, sendo a > 0 e a # 1,
tem-se: a* = a’ & v =y.

22 propriedade: Seja f : IR — IR dada por f(z) = a®, se a > 1, entao f(x) é
crescente em todo seu dominio.

32 propriedade: Seja f : IR — IR dada por f(x) =a”, se 0 < a < 1, entdo f(x)

¢ decrescente em todo seu dominio.

Utilizando essas propriedades podemos resolver diversas situagoes que envol-
vem fungoes exponenciais.

Vejamos alguns exemplos:
Exemplo 1:

(U. Amazonas) Em pesquisa realizada, constatou-se que a populacao (P) de
determinada bactéria cresce segundo a expressiao P(t) = 25.2') em que ¢ re-
presenta o tempo em horas. Quantas horas sao necessarias para atingir uma
populagao de 400 bactérias?

Observe que (P)=400 e P(t) = 25.2%, daf tem-se que:

25.2" = 400
ot — @
25
2! = 16.

Como 16 = 2%, entdo 2! = 24, segue-se, pela 1* propriedade, que t = 4.

Portanto sao necessarias 4 horas para que a populacao atinja 400 bactérias.
Exemplo 2:

Uma empresa utiliza a fungao n(t) = 88.2" para estimar o nimero n de pegas
produzidas mensalmente por um funcionario com ¢ meses de experiéncia. A partir

de quantos meses um funcionario passa a produzir mais de 1408 pegas?
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Observe que n(t) > 1408 e n(t) = 88.2, daf

88.2" > 1408

1408
88
2t > 16

2t >

2" > 2%,
Como f(x) = 2% é uma funcao crescente, pois a = 2 > 1, segue-se que t > 4.

Portanto um funcionario s6 passa a produzir mais de 1408 pegas com no

minimo 4 meses de experiéncia.

2.1.3 Grafico de uma funcao exponencial

Vamos esbogar o grafico da fungao f(z) = 2%. Para isso sera atribuido alguns
valores para x e calculado os valores correspondentes a f(z) , determinando as-
sim o par ordenado (z, f(z)). Em seguido é representado esses pontos no plano
cartesiano.

Assim,

r=—-2— f(—2) =272 =1, daf temos o ponto (=2, 1);

e v =—1— f(-1)=2"1 =1 daf temos o ponto (—1, %);

72

N |+

r=0— f(0) =2° =1, daf temos o ponto (0, 1);

r=1- f(1) = 2! = 2, daf temos o ponto (1,2);

r=2— f(2) =22 =4, daf temos o ponto (2,4).
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Figura 2.1: Gréafico de f(z) = 2*

Da mesma forma que construimos o grafico de f(x), vamos esbogar o gréfico

da funcdo g(z) = (3)*. Assim,

o 1 =-2—g(—2) = (3)"? =4, dai temos o ponto (—2,4);

N

e x=-1—g(—1)=(3)"" =2, daf temos o ponto (—1,2);

)% =1, daf temos o ponto (0, 1);

)= %7 daf temos o ponto (1, %)’

)2 = i? dai temos o ponto (2, %)

Figura 2.2: Gréfico de g(z) = (3)°

As fungodes f(z) e g(x) sao fungoes do tipo a®, ou seja, sdo fungdes exponen-

1

ciais. Note que f(x) é crescente, pois a =2 > 1 e g(z) é decrescente, pois a = 3,

e0<%<1.
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Observe que, embora uma seja crescente e a outra seja decrescente, ambas

intersectam o eixo y no ponto (0, 1), pois para todo a # 0, tem-se a’ = 1.

Note que: .
f(=1)=a""= 5;
f-2)=a =
feB) =0 =

L
f(=n)=a" = -t

Ou seja, a medida que n cresce, ain se aproxima de zero, e consequentemente,
a® também se aproxima de zero, porém nao chega a ser igual a zero, e dai, a
funcao f(x) = a” nao intersecta a reta y = 0, que é chamada de assintota.

Assim os graficos ocupam o 12 e 0 22 quadrante e portanto, seu dominio é o

conjunto dos nimeros reais positivos.

T

De modo geral, se f(z) = a” e:

e a > 1, ou seja, f(x) é crescente, o gréfico é da seguinte forma:

-

Figura 2.3: Esbocgo do grafico da fungao exponencial crescente

e 0 <a<1,ouseja, f(x) é decrescente, o grafico é da seguinte forma:
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K

w

Figura 2.4: Esbocgo do grafico da fungao exponencial decrescente

2.2 Progressoes geométricas

No inicio do capitulo foi exposto uma situacao na qual um biolégo observava
um crescimento de uma colonia de bactérias, apds a observacao, chegou a conclu-
sao que a colonia iniciou com uma bactéria e nos minutos seguintes atingiu duas,
quatro, oito, dezesseis bactérias, e assim por diante.

Observe que o crescimento dessa colonia pode ser representada pela sequéncia:

(1,2,4,8,16,...)

Note que cada termo, a partir do segundo, é o produto do termo anterior por

Assim, definiremos Progressao Geométrica (P.G.) como sendo uma sequéncia,
em que cada termo a partir do segundo, é obtido pelo produto do termo anterior

por uma constante ¢, a qual chamaremos de razao da P.G..

Progressao Geométrica é toda sequéncia de niimeros nao nulos na
qual é constante o quociente da divisdo de cada termo (a partir
do segundo) pelo termo anterior.(Dante, 2010)
Esse quociente constante é chamado razao (¢q) da progressdao. Ou seja, uma pro-
gressao geométrica é uma sequéncia na qual a taxa de crescimento relativo de
cada termo para o seguinte ¢ sempre a mesma.
Entao pode-se dizer que P.G. é uma sequéncia onde o 1° termo € igual a a; e

os outros termos obedece a lei de recorréncia:
(p = Ap_1.q,Yn € IN*

Onde IN* é o conjunto dos niimeros naturais nao-nulos.

Resolvendo a recorréncia acima, obtemos:



2.2 Progressoes geométricas 24

ap = ai,
a2 = Q1.4
_ _ _ 2.
az = a2.q = ai.q.q = a1.9-;
_ _ 2 3.
a4g = a3.q = ai1.q9~.q = a1.q9-;
_ _ -2 -1
An = GQn_1.q= a1.9" “.q= a1.q" "

Assim, pode-se dizer que:

a

_ . 1
an = a1.¢" "t ou seja,a, = —.q"

Ou seja, o enésimo termo de uma progressao geométrica é dado pela funcao
f:IN* = IR, do tipo f(n) = b.a", onde b = Lea=q.

Segue-se que uma progressao geométrica pode ser representada por uma fun-
¢ao exponencial onde o dominio é o conjunto dos niimeros naturais nao-nulos.

Exemplos:

1. A fungdo f : IN* — IR definida por f(xz) = 2 representa a P.G. em que
q:26a1:2,poisa:2:>q:2eb:1:>%:1:>a—21:1:>a1:2

2. A fungao f : IN* — IR definida por f(x) = 2.3" representa a P.G. em que
q:3ea1:6,poisa:3:q:3eb:2¢%:2:a—?j:2$a1:6

3. A sequéncia (3,12,48,192,...) é uma P.G. de razao 4, pois 1—32 = % = % =
3

— — a — — A ]
4, comoa=qeb= - segue-se que a = 4 e b=y Logo essa sequéncia

pode ser representada pela fungao f(x) = %.4% com x € IN*.

Classificacao de uma progressao geométrica

Dependendo da razao ¢ uma P.G. pode ser:

e Crescente: quando g > 1.

Lembre-se que uma P.G. pode ser representada pela funcao exponencial
f(z) = b.a®, que é crescente quando a > 1, como ¢ = a, segue que a P.G. é

crescente quando g > 1.

e Decrescente: quando 0 < ¢ < 1.

Da mesma forma tem-se que f(x) = b.a®, que é decrescente quando 0 <

a < 1, e como q = a, segue-se que a P.G. é decrescente quando 0 < g < 1.
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Temos, ainda, as progressoes geométricas constantes, quando ¢ = 1, por exem-
plo, (8,8,8,...) em que ¢ = 1 e as progressoes geométricas alternantes, quando

q < 0, por exemplo (4,—8,16,—32,...) em que g = —2.
Vejamos agora alguns exemplos:

Exemplo 1:

Uma queijeira produz 1000Kg de queijo no 12 trimestre de 2012. Supondo que
a producao dobre a cada semestre. Qual é a funcao que expressa a producao de
queijo em um determinado trimestre? Qual serd a producao estimada para o 3¢
trimestre de 20137

Veja que o problema pode ser esquematizado para os 4 primeiros trimestres

da seguinte forma:

e producao no 12 trimestre de 2012 = 1000;
e producao no 22 trimestre de 2012 = 2000;
e producao no 32 trimestre de 2012 = 4000;

e producao no 4¢ trimestre de 2012 = 8000.

Nessas condigoes, a producao trimestral pode ser representada pela sequéncia

(1000, 2000, 4000, 8000, ...)

Observe que 2000 = 2 x 1000, 4000 = 2 x 2000, 8000 = 2 x 4000, ou seja, o
termo cada termo a partir do segundo, é obtido pelo produto do termo anterior
por 2, portanto, temos uma P.G. de razao ¢ = 2 e a; = 1000. Como uma
progressao geométrica pode ser representada por f(z) = b.a*, com x € IN*, onde
a=qeb= %1, entdo a = 2 e b = % = 500. Assim, f(n) = 500.2", onde n

representa a quantidade de trimestre passados a partir do 12 trimestre de 2012.

O 32 trimestre de 2013 ¢ referente ao 72 trimestre de produgao, entao devemos

encontrar a; = f(7):

F(7) = 500.27 = 500.128 = 64000

Logo, a producao estimada de queijo no 32 trimestre de 2013 é 64000Kg.
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Exemplo 2:

Em uma comunidade rural foi construida uma cisterna com capacidade para
armazenar 24300m3de dgua. Na construcao da cisterna, ficou acordado que du-
rante o més s6 poderia ser consumido um terco da dgua existente. Supondo que
os moradores da comunidade consumam a quantidade maxima de dgua por mes,
qual é a funcao que indica a quantidade de agua que pode ser consumida em um

determinado més?

Podemos esquematizar a quantidade de agua consumida da seguinte forma:

e 12 més =

x 24300 = 8100;

Wl

o 22 mes =

x 8100 = 2700;

Wl

e 32més = L x 2700 = 900.

wl

E assim por diante. Note que essa situacao pode ser representada pela sequén-

cla:
(8100, 2700, 900, )

Observe que

2700 900 1
8100 2700 3’
Ou seja, temos uma P.G. de razao q¢ = % e a; = 8100. Sejaa=q=a = % e
i
q
8100
- 1/3
b = 24300.

Substituindo esses valores na fun¢ao f(z) = b.a”, obtem-se:

fn) = 24300.(%)71

Portanto f(n) = 24300.(%)", onde n indica a quantidade de meses em que a
agua esta sendo utilizada.
Logo, observe que existe uma semelhanca entre os exemplos de progressoes

geométricas e de fungoes exponenciais, que se diferenciam apenas pelo dominio,
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ou seja, pode-se dizer que as progressoes geométricas sao consideradas restrigoes

das fungoes exponenciais.



Consideracoes finais

Este trabalho contempla um estudo sobre o ensino das fungoes afins e ex-
ponenciais, fazendo uma ligagdo com as progressoes aritmética e geométrica, de
maneira que os alunos do Ensino Médio aprendam de forma significativa esses
conteudos.

O uso de metodologias que possibilitam um ensino que envolvem, além do
calculo algébrico, o raciocinio e a criatividade, facilitam a compreensao e apren-
dizagem do conteudo, propiciando uma melhor avaliagao do rendimento do aluno,
em relacao ao conteido estudado. Assim, esse trabalho também propde o uso de
metodologias, que levam o aluno a pensar e a descobrir padroes que chegam até
a uma fungao.

No primeiro bloco, foi desenvolvida uma sequéncia de contetidos, que con-
templa o ensino das fungoes afins por meio de situagoes do nosso cotidiano e em
seguida foi exposta a progressao aritmética como sendo um caso particular da
funcao afim.

J& no segundo bloco foi abordada a fungao exponencial, também através de
situagoes problemas, em seguida foi construida a definicao de funcao exponen-
cial e feito um estudo sobre seu comportamento graficamente, em seguida foi
apresentada a progressao geométrica relacionada a funcao exponencial.

Os PCNs (2006) enfocam que as progressoes podem serem definidas como
funcoes, onde o dominio é o conjunto dos numeros naturais, e nao devem ser
tratadas como um topico independente, em que o aluno nao as reconhece como

funcgoes ja estudadas.

A teoria da aprendizagem significativa na situacdo de aprendi-
zagem justifica a utilizagao de fungoes como ideia inicial para a
contrucao de progressoes.(Brucki, 2011).

Assim, acredito que, quando os alunos sao levados a pensar sobre determinada

situacao e a partir dali chega a uma solugao, os resultados sao mais satisfatorios,
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e quando os contetudos se relacionam e sua compreensao fica mais facil.
Diante do exposto, acredito que esse trabalho contribua para a melhora do

ensino e da aprendizagem de Funcoes e Progressoes no ensino médio.



Referéncias

Barroso, J.M. Conexoes com a Matemadtica, Obra coletiva. 1 ed. Vol. 2. Sao
Paulo: Moderna(2010).

Brasil, Ministério da Educacao - Secretaria de Educagao Fundamental. Ori-
entacoes Curriculares para o Ensino Médio - Ciéncias da Natureza, Ma-
tematica e suas Tecnologias, Vol. 2. Brasilia: MEC/SEF (2006).

Brucki, Cristina Maria O Uso de Modelagem no FEnsino de Fun-
cao Fzxponencial - dissertacao de mestrado. Disponivel em

http://www.pucsp.br/pos/edmat /mp/dissertacao/cristina brucki.pdf

Dante, Luiz Roberto Matemdtica Contextos e Aplicagoes. 1 ed. Vol. 1. Sao
paulo: Atica (2011).

Lima, E. L. Matemdtica e Ensino. 3ed. SBM (2007).
Paiva, Manoel Matemdtica Paiva. 1 ed. Vol. 1. Sdo Paulo:Moderna(2009).
PCN + ENSINO MEDIO. Ciéncias da Natureza,

Matemdtica 2 suas Tecnologias . Disponivel em
http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf.
Acesso em 15 de dezembro de 2012.

Souza, Joamir Novo Olhar Matemdtica. led Vol. 1. Sao Paulo: FTD(2010).

30



