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Resumo

Essa dissertacao tem por objetivo mostrar como a matematica através de suas ini-
meras teorias que para a grande maioria dos alunos nunca saem do campo da abstracao,
como por exemplo a teoria de grupos, pode ser associada a um brinquedo mundialmente
famoso, o cubo de Rubik. Mostraremos que o cubo é um grupo e, posteriormente usa-
remos a teoria dos grupos para analisarmos qual ¢, realmente, a quantidade de solugoes

validas que podem ser utilizadas em sua resolucao.

Palavras-chave: Algebra. Teoria de Grupos. Cubo de Rubik.






Abstract

This dissertation aims to show how mathematics through his numerous theories,
that for the vast majority of students never leave the abstraction field, such as group
theory, can be associated with a world famous toy, the Rubik’s Cube. It can be noted
that the cube’s movements change the settings of the faces but retain the overall shape
of the cube, therefore we can represent such movements as permutations. Finally, we
saw that the set of all faces permutaZons of the Rubik’s cube form a group and used
the group theory to analyze what is the actual amount of valid solutions that can be

used in its resolution.Writing an efficient abstract is hard work.

Keywords: Algebra. Group Theory. Rubik’s Cube.
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1 Introducao

O cubo de Rubik ou cubo mégico foi criado no dia 19 de maio de 1974 pelo escultor e
professor de arquitetura hiingaro Erno Rubik. Rubik, aos 29 anos, trabalhava em um
modelo tridimensional que o ajudaria a trabalhar com o ensino da geometria espacial
aos seus alunos.

O brinquedo foi patenteado em 1977, e em seguida lancados no mercado. Hoje,
existem varias versoes deste brinquedo, por exemplo (2 x 2 X 2), original (3 x 3 x 3) e
(5 x5 x5).

O brinquedo foi inicialmente batizado por Cubo Magico, pelo proprio Rubik, mas
a lei de patentes da Hungria, na época regida por um governo comunista, nao permitia
a ampliacao dos registros em carater internacional. Por isso, quando a Ideal Toys foi
registrar o brinquedo, teve de mudar o nome para cubo de Rubik. Com o langamento
do cubo mégico, surgiram também os primeiros campeonatos de resolucao do desafio.
Uma estudante vietcongue de 16 anos ganhou o primeiro campeonato mundial de cubo
magico, que aconteceu em Budapeste em 1982. Ela resolveu o jogo em 22,95 segundos.
O atual recordista é Lucas Etter, de 14 anos, com o tempo de 4,904 segundos, mas
isto entre humanos, o melhor tempo pertence a um robdé criado nos Estados Unidos
(2,39 segundos). Existem mais de 40 quatrilhoes de combinagdes possiveis em um
cubo mégico (sdo exatamente 43.252.003.274.856.000 combinagoes). Isso significa que
se uma pessoa pegar um cubo magico e fizer uma jogada por segundo, ela demorard
pelo menos 1.400 trilhoes de anos para fazer todas as movimentagoes possiveis. Desde
a invencao do cubo mégico, em 1974, estudiosos tentam descobrir o minimo necessario
de jogadas para completar o desafio. Em julho de 2010, com a ajuda de um programa
de computador, um grupo de pesquisadores chegou & conclusdao: o jogo s6 consegue
ser resolvido com um minimo de 20 movimentagoes. O mais complexo cubo magico
existente é o cubo 17 x 17 x 17 que foi resolvido em 7 horas, 32 minutos e 46 segundos,
divididas em 5 dias por Kenneth Brandon.

O objetivo desse trabalho é usar a teoria de grupos para fazer uma discussao a
respeito da quantidade de configuracoes possiveis que um cubo de Rukik pode assumir.
No Capitulo 2, falaremos sobre alguns conceitos mais bésicos de matematica que serao
necessarios para um melhor entendimento dos capitulos seguintes. No Capitulo 3,

daremos uma breve apresentacao dos conceitos de teoria de grupos que serao utilizados
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18 Introdugao

na modelagem do problema de estudarmos a quantidade de configuracoes validas do
cubo de Rubik. No Capitulo 4, demonstraremos o principal Teorema, o qual é utilizado

para justificar a quantidade de configuragoes validas do cubo de Rubik.



2 Relacoes, Aplicacoes e Operacoes

2.1 Relacao Binaria

Definicao 2.1. Dados dois conjuntos A e B, chamamos de produto cartestano, e
denotamos por A x B (lé-se: A cartesiano B) o conjunto formado por todos os pares

ordenados (v,y) comx € A ey € B.

AxB={(z,y)|r€ Aeye B} (2.1)

Definicao 2.2. Dados dois conjuntos A e B, chamamos de relagao de A em B, todo
subconjunto R de A X B.

Para indicar que (a,b) € R, usaremos a notagao aRb. Se (a,b) € R, escreveremos
a R b.

Os conjuntos A e B sao chamados, respectivamente de, conjunto de partida e con-
junto de chegada de R.

Seja R uma relacdao de A em B. Chama-se Dominio de uma relacao R, um
subconjunto de A, formado por todos os elementos x para cada um dos quais existe

um elemento y pertencente ao conjunto B, tal que zRy.
DR)={x€ A|Jye€ B:zRy} (2.2)

Chama-se Imagem de uma relagao R, um subconjunto de B, formado por todos

os elementos y para cada um dos quais existe um x pertencente A, tal que zRy.
Im(R)={ye B|3x € A: xRy} (2.3)

Exemplo 2.1. Dados os conjuntos A = {1,2,3} e B ={1,2,3,4,5}, temos que:

Ax B=1{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(2,2),(2,3),(2,4),(2,5),(3,1), (3, 2),
(3,3),(3,4),(3,5)}. Qualquer subconjunto do conjunto A X B é uma relacao de A em
B. A seguir alguns exemplos de relagdo de Aem B. Ry = 0); Ry = {(1,1),(2,2),(3,3)};
Ry ={(1,3),(2,3),(3,3)};

Se A= B =7, A x B é o conjunto formado por todos os pares ordenados de
nimeros inteiros, e se A = B = R, A x B é o conjunto formado por todos os pares

ordenados de ntimeros reais.
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20 Relagoes, Aplicagoes e Operagoes

Definicao 2.3. Seja R uma relagao de A em B, chama-se relagdo inversa de R, e

indica-se por R™' a sequinte relacio de B em A:
R'={(y,r) e Bx A: (v,y) € R} (2.4)

Propriedades 2.1. Decorrem diretamente da definicao de relagao inversa as propri-

edades sequintes:

2.1.1 Relacao sobre um conjunto

Definicao 2.4. Quando A = B e R € uma relagao de A em B, diz-se que R € uma
relacdo sobre A ou, ainda, R € uma relagio em A.
Definicao 2.5. Dada uma relacio R, dizemos que a relacdo é:

Reflexiva: quando todo elemento de A se relaciona consigo mesmo. Ou seja, quando

para todo x € A, xRx.

Stmétrica: se yRx sempre que xRy, ou seja, se xRy entdo yRx.

Anti-stmétrica: se v = y, sempre que vRy e yRx. Ou seja, se xRy e yRx, entao
x=1y.

Transitiva: se xRz sempre que xRy e yRz. Ou seja, se TRy e yRz entao vRz.

2.2 Relacoes de Equivaléncia

2.2.1 Relacao de Equivaléncia

Definigao 2.6. Uma relacio R sobre um conjunto A nao wvazio é chamada relagao
de equivaléncia sobre A se, e somente se, R € reflexiva, simétrica e transitiva. Ou

seja, R deve cumprir, respectivamente, as sequintes propriedades:
i- Sex € A, entao zRx;
1- Se r,y € A e xRy entao yRx;
wi- Se 1,y,2 € A e xRy e yRz, entdo TRz

Exemplo 2.2. A Relagdo R = {(a,a), (b)), (c,c),(a,b),(b,a)} é uma relacdo de equi-

valéncia no conjunto A = {a,b, c}.
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Definigao 2.7. Seja R uma relagao de equivaléncia sobre um conjunto A. Para cada
a € A, o conjunto de todos os elementos x € A tais que xRa chama-se classe de
equivaléncia de a e indica-se por a. Ou seja,

a={r € A|zRa} (2.5)

Definicao 2.8. O conjunto das classes de equivaléncia mdodulo R serd indicado por

A/R e chamado conjunto-quociente de A por R.

Exemplo 2.3. Na relagio de equivaléncia R = {(a, a), (b,b), (¢, ¢), (a,b), (b,a)} temos:

a = {a,b};
b = {a,b};
c {c};

assim, A/R = {a,c} = {{a, b}, {c}}.

Exemplo 2.4. Considere a relagcao sobre Z dada por xRy <> x =y (mod m), V x,y
€ Z, m > 1. Entao R é uma relagcao de equivaléncia também chamada de Relacao
de Congruéncia. A relagao R de congruéncia modulo m (m € Z e m > 1) sobre Z é
uma relagao de equivaléncia.

(i) Sendo a € Z, efetuamos a divisao euclidiana de a por m, obtendo o quociente ¢

e o resto r. Temos:

a=mg+red<r<m (2.6)

e daf vem:
a—1r=qm (2.7)

Portanto:
a =1 (modm) (2.8)
a=r (2.9)

Concluimos que a = {x€ Z/x= a(mod m)} é uma classe igual a 7, em que r é o

resto da divisdo de a por m. como r € {0,1,2,...,m — 1}, vem:

Z/R=0,1,2,..m—1 (2.10)

(i) Suponhamos que existam duas classes, 7 e 5, iguais em {0,1,2,...,m — 1}, re-

presentadas por elementos r e s, digamos r < s. Entao:

r=5 e 0<r<s<m (2.11)
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De 7 = § segue que r = s (mod m) e portanto m|s—r, Absurdo, pois 0 < s—r < m,
e isso é impossivel.
Concluimos que {0,1,2,...,m — 1} & constituido por exatamente m elementos dis-

tintos dois a dois, ou seja:

Zm =Z/R=1{0,1,2,...;m — 1} (2.12)

Proposicao 2.1. Seja R uma relacao de equivaléncia sobre A e sejam a, b € A. As

sequintes proposi¢oes sao equivalentes:
(i) aRb
(i) a € b
(iii) b € a
(iv) a=b

Demonstragao: Devemos provar (i) = (i1) = (iii) = (iv) = (i).

(i) = (#1): E decorréncia de defini¢do de classe de equivaléncia.
(ii) = (ii7): Como a € b, entdo aRb, logo pela simetria de R, bRa, e portanto b € a.

(73i) = (iv): Por hipotese b € a, ou seja, bRa, logo aRb. Temos que provar que
aCbebCa.

Para provar a primeira dessas inclusoes, tomemos = € a. Entao xRa e, levando em
conta que aRb, concluimos por transitividade de R, que zRb. Dai x € be @ C b.

Analogamente se prova b C a.

(iv) = (i): Como a € @ e b € b, 0s conjuntos @ e b nao sio vazios. Tomemos um
z € a =0. Entdo zRa e xRb. Dai, pela simetria de R, aRx e zRb. A transitividade
de R garante entao que aRb. |

2.2.2 Particao de um Conjunto

Definigao 2.9. Seja A um conjunto nao vazio. Diz-se que uma classe F de subcon-

juntos nao vazios de A, € uma particao de A se, e somente se:
(i) Dois elementos quaisquer de F ou sao iguais ou sao disjuntos;
(1) A unido dos elementos de F € igual ao conjunto A.

Proposicao 2.2. Se R € uma relacio de equivaléncia sobre um conjunto A, entao A/ R

€ uma particao de A.
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Demonstracao:

Seja a € A/R. Como R é reflexiva, aRa e, portanto, a € a. Assim a # & para todo
a€ A/R.

Sejam @, b € A/R tais que aNb # &. Provaremos que @ = b. De fato, seja
y€anb. Entdoy € a ey € b e, portanto yRa e yRb. Dai aRy e yRb e portanto aRb.
A proposicdo 2.1 garante entdo que @ = b.

Provemos que U,cpa = A.

Para cada a € A, temos a C A, portanto U,caa C A. Sendo x um elemento qual-

quer de A, entao xRx. Dai, x € T e por conseguinte, x € U,caa, assim, A C Ugecqa. B

Proposicao 2.3. Se F' ¢ uma particio no conjunto A, entdo existe uma relacdo de
equivaléncia sobre A, tal que A/R = F.

Demonstracao: Seja R a relacdao sobre A assim definida: xRy se, e somente se, 3
EF € Ftal que x € F ey € E, ou seja, x esti relacionado com y quando existe um
conjunto £ da particao F' ao qual pertencem z e y. Provaremos que R é relacao de
equivaléncia.

Temos:

(i) Para todo = em A existe um subconjunto £ C A tal que E € F e x € E,
portanto xRx.

(ii) Se z e y sdo elementos quaisquer de A tais que xRy, entdo z,y € F, para algum
E € F. Obviamente, entao, y,xz € E. Logo yRx.

(iii) Sejam x, y e z elementos quaisquer de A tais que xRy e yRz. Isso significa
que z,y € EF e y,z € D, para convenientes D e ¥ € F. Logo,y € E ey € D. Como
dois conjuntos quaisquer de F' que nao sao disjuntos sao necessariamente iguais, entao
E = D. Deste fato decorre que x e z pertencem ao mesmo conjunto de classe F' de
onde zRz. [

2.2.3 Funcoes

Definigao 2.10. Seja f uma relagcao de A em B. Dizemos que f é uma fungao de
A em B e denotamos por f:A — B se, e somente se, para todo x € A existe um inico
y € B tal que (z,y) € f.

Se f é uma fungao de A em B, escreveremos: y = f(z). (lé-se: y é a imagem de z
pela funcao f.)

Definicao 2.11. Uma funcao f de A em B € injetiva, se e somente se, quaisquer que
sejam x1 € xo de A, se x1 # x9, entdo f(x1) # f(x2). Podemos definir um funcao
injetiva de maneira equivalente da sequinte maneira: uma funcao f de A em B €
injetiva se, e somente se, quaisquer que sejam x1 e To de A, se f(x1) = f(x2), entdo

1 = T2.
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Definicao 2.12. Dizemos que uma funcao f de A em B € sobrejetiva se, e somente se,
para todo y € B existe um elemento x € A tal que f(x) =y. Notemos que f: A — B

¢ sobrejetora se, e somente se, Im(f) = B.

Definicao 2.13. Dizemos que uma funcao f de A em B € bijetiva se, e somente se,
f € ingetiva e sobrejetiva. Essa definicao € equivalente a: uma funcao f de A em B
¢ bijeliva se, e somente se, para qualquer elemento y € B, existe um unico elemento
x € A tal que f(x) =y.

Definicao 2.14. Seja f uma funcio de A em B bijetiva. Definimos como a inversa

da funcio f, e denotamos por f~', a funcio que associa a cada y € B um tinico x €

A.

Definicao 2.15. Sejam as funcoes f : A — B e g: B — C, entao podemos definir
uma nova fungao fog: A — C, chamada de fun¢ao composta de f e g, por (fog)(z) =
9(f(x)).

Observagao 2.1. Em alguns resultados dos Capitulos 3 e 4, escrevemos (f o g) para
denotar g(f(x)) em vez de (f o g) = f(g(z)) . No entanto, desde que sejam consis-
tentes, a escolha nao faz uma grande diferenca, todos os resultados que utilizaremos
poderiam ser escritos mantendo uma unica notacao, porém demandaria demasiado
trabalho. Usamos esta notacao porque ela coincide com a convencao geralmente usada

para o cubo de Rubik.



3 Grupos

3.1 Definicao e Exemplos

Definicao 3.1. Um conjunto nao vazio G munido de uma operacao * € um grupo

quando as propriedades sequintes sao satisfeitas:

(i) Dados quaisquer z, y € G, zxy € G, ou seja, o grupo ¢é fechado para a operacao

*.

(ii) Temos que z* (y* z) = (x *y) * z para quaisquer z,y, z € G, ou seja, a operac¢ao

* & associativa.

(iii) Existe e € G, chamado de elemento neutro, tal que z x e = e x x = x, para todo
x € G.

(iv) Dado qualquer x € G, existe z7! € G tal que zxx ' =27 %z =e.

Diremos que um grupo (G, x) é comutativo ou abeliano se xxy = yxx para quaisquer

z,y €G.

Propriedades 3.1. Se (G,*) é um grupo, temos as sequintes propriedades:

(i) O elemento neutro do grupo ¢é dnico.
(ii) Dado x € G, existe um tnico x7! tal que zxx ' =z 1 vz =c.
(iii) Temos que (x~1) 7! = z.
1_ -1

(iv) (xxy) =y txz

(v) Valem as leis do cancelamento a direita e a esquerda, isto é, dados x,y,z € G

TrRY=TH 2 =>Y=2 € YxT =24 T =>Y=2

(vi) Dados a,b € G, as equagdes lineares axx = b e zxa = b tém tnicas solu¢des em

G.

25



26 Grupos

Demonstragao:
(i) Se e; e ey sao elementos neutros de (G,*), entao:

e1 x ea = ey, (pois e; é elemento neutro)

e1 x es = e, (pois ey é elemento neutro)

Logo, e;1=e5
(ii) Se y; e yo sdo inversos de z, entdo x x y; = Y1 * & =€, € T *x Ya = Yo x T = e, desse

modo,
yi=exyr = (y2*a)*y
= yax (T*y1)
= Yaxe
Y2
Isto é, y1 = o

(iii)Dado € G, um elemento y € G &, por defini¢do o inverso de x ou vice-versa,

quando:

T * Y=y * r=€

1

Comozxx ' =a ' %z =e entaoxr = (7)1

(iv) Vamos mostrar que

1 -1

(xy) (a7 vy )=z xy )z xy) = e

Usando a propriedade associativa da operagao em G, pode-se omitir os parénteses na
equacao acima, de modo que:

(xxy)x (@ txy) —zryrxalxyl—axexal—c¢

(v) Como existe x; € G tal que z1 * © = e = = * 1, temos:

Txy =2x*2z=x1 *x(x*xy) = x1 * ( * 2), (operando & esquerda com z)
=(x1 *xx)xy = (z1 *xx)*z (pois x é associativa)

= exy = e x z (pois x1xr = e).

Isto é, y = z. Da mesma forma, mostra-se que y x * = z x x implica em y = z.
(vi) Vamos mostrar a existéncia e unicidade de solugao para equacdo a x © = b; o
outro caso é tratado similarmente. Seja a; € G, com a; * a — e. Logo o elemento z;

=a; b € G étal que:
a*x(apb)=(axa)*xb=exb=1»>

Isto é, 1 € uma solucao de a x z = b. Suponhamos agora que y; € G seja outra solugao.
Por isso, a x 21 = be a x y; = b, ou seja a x x; = a * y1, Logo, por (v), temos x; =

Y1, mostrando a unicidade da solucao. |
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Exemplos 3.1. 1— Os conjuntos (Z,+), (Q,+), (R,+) e (C, +) sdo exemplos de gru-

pos abelianos com a soma usual.

2— Para cadan € N, podemos definir duas operagoes para o conjunto Z, = {0,1,2,....n — 1}
dadas por @+ b = a+ b e ab = ab. Primeiramente observemos que as operacoes sio

bem definidas: sejam aq, as, by, by € Z,, tais que a; = as e by = by, temos que
a; =as+n- (k1) e by =by+n- (ko) (3.1)
com ki, ks € Z. Somando a; com by, obtemos
a; +by =as+by+n- (ki + ko).

Ou seja

(a1 +b1) = (a2 +by) modn < ay+b =as+ bs.

Logo,

a+by=ay;+b; =ay+by=dy+ by
Para a multiplicagao temos: de 3.1 temos que
al.bl = (CLQ +n- (kl))(bg +n- (]{72)) = a2.62 +n- (CLQ.]{IQ -+ kaQ + nkflkg).
Desse modo
a1.b = az.bs modn < a1.b; = as.bs.

Portanto,

Cfl.bl = Cl,l.bl = CLQ.bQ = dg.bg.

Assim dados quaisquer @,b € Z,, temos que a + b € Z,, a,b € Z,, temos que a + b =

a+b=>b+a=>b+a. Temos também que

a+(b+c) = at+a+bd

¢
= (a+b)+e Va,beccZ,.

Dado a € Z,, temos que a +0 = a+0 = a. Por ultimo, dado a € Z, temos que

T=n—-a€Z,equea+z=a+n—a=a+n—a=n=0. Logo, G = (Z,,+) ¢é
um grupo com a operacao definida acima.

Ainda em Z,, como visto anteriormente dados quaisquer a,b € Z,, temos que ab €
Zy,. Facilmente verificamos que a.(b.¢) = (a.b).¢, Va,b,¢ € Z,, que a.b = b.a, que
a.1 = a. E possivel mostrar ainda que, dado @ € Z,, existe b € Z,, tal que a.b = 1 se,

e somente se, mdc(a,n) = 1. Logo, o conjunto
U(Z,) ={a € Z,, : mdc(a,n) =1}

¢ um grupo multiplicativo abeliano.
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Definicao 3.2. Consideremos um grupo G. Um subconjunto nao vazio H de G €
um subgrupo de G quando H, com a operacao induzida de G, também € um grupo.

Usaremos a notacao H < G para indicar que H é subgrupo de G.

Exemplos 3.2. 1— Sob as adigoes usuais, temos que
7Z<Q<R<C.

e sob as multiplicacoes usuais
Q" <R*<C".

2— Observe que Q C R, porem (@Q,.) nao é subgrupo de (R, +) pois as operacoes sao
distintas.

Teorema 3.1. Seja H um subconjunto nao vazio de um grupo G. Entao, H é um

subgrupo de G se, e somente se, uma das condicoes sequintes € satisfeita:
(i) hi.hy € H e h{* € H, para todo hy, hy € H.
(ii) hi.hy' € H, para todo hy,hy € H.

Demonstracao: Se H é um subgrupo de G, entao H também é um grupo e, por
isso as condi¢oes (1) e (2) sdo claramente satisfeitas. Reciprocamente, suponhamos que
H satisfaz a condigao (1). Logo, para qualquer h € H, temos que h™' € H. Assim,
e=h.h™' € H. Por conseguinte, H < G. Finalmente, se H satisfaz a condigao (2),
entao dados hy, he € H,

e = ho.hyt € H— hy' = ehy' € H.
Com isso,
hihy =hy . (b)) € H
Portanto, H é um subgrupo de G. ]
Definigao 3.3. Seja G um grupo. Um subgrupo H de G chama-se Normal quando
ghg '€ HVYgeG e VheH,
ou equivalentemente,
gHg ' ={ghg ' |Vhe HeVgeG}CH.
Notagao: Usaremos a notacio N < G para indicar que N € subgrupo normal de G.
Exemplo 3.1. Se G é um grupo abeliano, entao todo subgrupo H de G é normal.

Exemplo 3.2. O centro Z(G) = {r € G:xg = gx ¥V g € G} & normal.
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Teorema 3.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entao, as sequintes condigoes sao

equivalentes:

(i) H<G.

(i) gHg' = H,V g € G.
(iii) gH = Hg,V g € G.

Demonstracao: (i) = (ii) Por hipotese, para cada g € G, tem-se naturalmente a
inclusao gHg ! C H. Agora, dado h € H,

h=g'(ghgt)g € H,

pois ghg™' € H <1 G. Tsso nos diz que H C gHg™! e, portanto gHg™! = H.
(ii) = (ili) Para g € G, seja © € gH, digamos x = gh para algum h € H. Logo,

por hipoétese,
xg ' =ghg '€ gHg ' = H

isto &, xg~t = hy, com h; € H. Portanto x = h;g € Hg, de modo que gH C Hg. Da
mesma forma, prova-se que Hg C gH. Por conseguinte, Hg = gH.

(iii) = (i) Sejam g € G e h € H. Como gH = Hg e gh € Hg, segue que gh = hag
para algum hy, € H, ou seja, ghg~' = hy € H. Portando H < G. [ |

3.2 Geradores

Defini¢ao 3.4. Seja (G,.) um grupo com a operacdo multiplicativa. Dados a € G e

n € Z, define-se n-ésima poténcia de a, a”, da sequinte forma:

e se n =20,

n __ n—1

a’ = a’t.a se n>0,

(@)™ se n<O0.

Se a operacao em G for aditiva, entao defini-se multiplo de a, n.a, ao invés de poténcia
de a. Assim,
e se n =20,
na=1< (n—1).a+a se n>0,

(—n).(—a) se n <O.

Seja G um grupo qualquer, a € G. Seja (a) = {a’;i € Z}, assim ¢ facil ver que (a)
¢ um subgrupo de G, denominado subgrupo ciclico gerado por a.

Definigao 3.5. Se para algum a € G, G = (a), entdo G € dito um grupo ciclico.
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Definicao 3.6. Seja G um grupo, S um subconjunto de G. Seja H o conjunto de
todos os elementos de G que podem ser representados como um produto de elementos
de S, elevados a expoentes inteiros positivos, negativos ou nulos. Assim (S) serd um
subgrupo de G o qual diremos que € o subgrupo de G gerado por S e denotamos por
H = (S).

Exemplo 3.3. Todo elemento de (Z,+) pode ser escrito como uma soma de uma

quantidade finita de 1 ou —1, logo Z = (1), observe que Z = (—1).

Podemos pensar em geradores como sendo o “nicleo” do grupo; uma vez que cada
elemento do grupo pode ser escrito em termos dos geradores, informacgoes sobre os

geradores podem muitas vezes ser traduzidas para informagoes sobre todo o grupo.

Lema 3.1. Seja G um grupo finito, ou seja o conjunto G € um conjunto finito, e g € G.

1

Entao g~ = g" para algum n € N.

Demonstracao: Se G é finito, digamos G' = ay, as, ..., aj, entao todo elemento a € G
tem ordem finita. Fazendo O(a;) = n; para i = 1,...,k e considerando s o produto

dessas ordens s = nj.ny...ny, temos que:

ai = (a;")" =e,Va € G,

1
em que 7 = nq.N9...17;_1.Mj41... M- [ |

Lema 3.2. Seja G um grupo finito e S um subconjunto de G. Entio G = (S) se, e
somente se, todo elemento de G pode ser escrito como um produto finito de elementos

de S.(Nesse caso os inversos de S ndo sao necessdrios.)

Demonstracao: Se todo elemento de G pode ser escrito como um produto finito de
elementos de S, entao temos que G = ().

Reciprocamente, suponha que G' = (S). Logo, todo elemento de G pode ser escrito
como um produto finito s1.ss...s,, onde cada s; estd em S ou é um inverso de um
elemento de S. Provaremos isso por inducao sobre n.

Sen = 1. Temos que s; € Sous; ! € 5. Se s; €S, entdo s; é escrito como o
produto de um tnico elemento de S. Se s;' € S, entdo pelo Lema 3.1, s;' pode ser
escrito como o produto finito de elementos de S.

Suponhamos agora que a afirmacao é verdadeira para todo nimero natural menor
que m; queremos mostrar que si.Ss...S, pode ser escrito como um produto finito de
elementos de S. Pela hipotese de inducao, s1.55...5,_1 € s, podem ser escritos como o

produto finito de elementos de S, assim, $1.55...s,, € um produto finito de elementos de
S. |

O proximo resultado nos mostra como passar propriedades de geradores para todo

0 grupo.
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Proposicao 3.1. Seja G um grupo finito e S um subconjunto de G. Suponha que as

duas condicoes sequintes sao satisfeitas:

1. Todo elemento de S satisfaz alguma propriedade P.

2. Se g€ G e h € G satisfazem P, entao gh também satisfaz a propriedade P.
Entao, todo elemento de (S) satisfaz P.

Demonstracao: Pelo Lema 3.2, qualquer elemento de (S) pode ser escrito como
$1.89...8, onde n € N e cada s; € S. Provaremos a proposi¢ao usando inducao sobre n.

Se n = 1 entao, por hipotese, s; € S satisfaz a propriedade P.

Suponha, por inducao, que $;.55...5,_1 satisfaz a propriedade P. Entao, o produto
(81.82...8p—1)8y, € 0 produto de dois elementos satisfazendo a propriedade P, logo, por

hipotese, satisfazem a propriedade P. |

3.3 Grupos de Simetrias

Permutacao ¢ o termo especifico usado na teoria dos grupos para designar uma
bijecao de um conjunto nele mesmo. Se A indica um conjunto nao vazio, denotaremos
por S(A) o conjunto das permutagoes dos elementos de A. A composigao de aplicagoes
é, neste caso, uma operagao sobre S(A), pois se f e g sdo permutacoes de A, ou seja,
se f:A— A e g: A—> A sdo bijecOes, entdo a composta g of : A — A também
¢ uma bijecdo. Chama-se (S4,0) grupo de permutacoes sobre A.

Quando A tem um nimero finito de elementos, A = {x1, xo, ..., ,, }, utilizaremos o
conjunto {1,2,...,n} para representar as permutagoes dos elementos de A e denotare-
mos S(A) por S,.

E comum representar uma permutacao a € S,, por

a_( 1 2 . on )
S\ (1) «?2) .. aln)

Exemplo 3.4. Seja A = {1,2,3}. As permutacgoes de A sdo

1 2 3 1 2 3 1 2
Q) = , Qg = , 3 =

1 2 3 2 1 3 1 3 2

1 2 3 1 2 3 1 2 3
Qg = , Q5 = , Qg =

3 2 1 3 1 2 2 3 1

ou seja, S5 = {aq, ao, a3, a4, as, o). Fazendo a = ag e f = ag, temos

9 1 2 3 1 2 3 1 2 3
o = —= :O[5
2 31 2 31 3 1 2
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3

Analogamente, o = ¢, 3% =€, fa=az e af = ay.

Definicao 3.7. Uma permutacao o € S, chama-se ciclo de comprimento r ou

r-ciclo quando ezistem elementos distintos ay, as, ..., a, € {1,2...,n} tais que

alar) = ag, alaz) = as, ... a(a,—1) = a,,a(a,) = a;

a(i) =1, Vie{l,2...,n} —{a1,as,...,a, }.
Em particular, um 2-ciclo chama-se transposicao.

Em geral, denota-se um r-ciclo a por a = (aq as ... a,).

Exemplo 3.5. No gupo S5, a permutacdo o = é tal que a(1) = 3,

1 2 3 45
3 25 1 4
a(3) =5, a(b) =4, a(4) =1 e a(2) = 2. Logo, a = (1 35 4), ou seja, a é um 4-ciclo.

Exemplo 3.6. Em Sy

123 4 123 4
TZ(Q 13 4):(12)6‘7:(1 43 2)2(24)

sao transposigoes.

Observagao 3.1. Observe que se u = (ay ay ... a,) € S,, entdo u™' = (a, a,_1 ... a) €
Sn

Definigao 3.8. Dois ciclos o, € S, digamos oo = (a1 az ... a,) e = (by by ... bg)
sao ditos ciclos disjuntos quando nenhum elemento de {1,2,...,n} é movido por ambos.

Equivalentemente, quando

{(ll,ag, ...,(IT} N {bl,bg, ...7bk} = Q)

1 23 45

Exemplo 3.7. Seja o € S5 dado po =
xemp s s por @ (43251

), assim temos que o =
(23)(145).
Proposigao 3.2. Se a, 5 € S, sao ciclos disjuntos, entao aff = Pa.

Demonstra¢ao: Devemos provar que af(i) = fa(i) para todo i € I,. Se i € I, é
fixado por a e 3, entao a(5(i)) =a(i); da mesma forma (Ba)(i) = S(a(i)) = B(i) = i.
Portanto, para esse caso tem-se que af3(i) = fa(i).

Agora, se o move o elemento i, digamos «(i) = j # i, entdo [(i) = i, pois a e [ sdo

disjuntos. Desse modo,

(@B(i)) = a(B(2)) = a(i) = j (Bali)) = Bla(i)) = B() = J
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Pois a move o elemento j, uma vez que se a(j) = j, entdo a(i) = «(j), com
i # j o que contradiz o fato de « ser injetora. Portanto a3(i) = fa(i). Da mesma

forma mostra-se esta igualdade quando o elemento ¢ é movido por 8. Por conseguinte,
af = fa. |

Teorema 3.3. Toda permuta¢io o € S, — {e} pode ser escrita como um produto de

ciclos disjuntos. Além disso, esta fatoracao € unica, a menos da ordem dos fatores.

Demonstracao: Se a € S, for um ciclo, entao o resultado segue imediato. Caso

contrario consideremos O1, Os, ..., Oy, as distintas a-6rbitas nao triviais, ou seja:

as a-6rbitas com mais de um elemento. Temos entao que «(O;) = O, para qualquer

que seja i = 1,...,n, definamos:

i) ={ U)o g0

jse jé¢O,
Claramente, p & um ciclo, pois se j ¢ O;, entao u(j) = j e, portanto, a u; -orbita de
J € unitdria, isto é, é igual a j. Temos também que O; é uma orbita de pu;, pois p;
e « coincidem em O;, e como a(0;) = p(0;) = Oy, a™ coincide com p; em O;, para

todo m € Z. Além de puq, po, ..., ug serem ciclos disjuntos pares vé-se claramente que

o= .. .Uk

Mostremos agora a unicidade da fatoracdo. Suponhamos que: a = 510s...5;, sendo
0s f3; ciclos nao triviais disjuntos. Para cada i = 1,...,[, chamemos de C; a 6rbita nao
trivial de ;. Desse modo C1, (s, ..., C; sao orbitas nao triviais de @ = (15s...5;. Isto
significa que [ = k e, reordenando se necessario, temos C; = O1,Cy = Os, ..., Cy, = Oy.

Logo p; = B; com i = 1,..., k pois u(j) = a(j) = B(j) para todo j € O;. [ |

Corolario 3.1. Toda permutacao o € S,, pode ser escrita como produto de transposi-

COESs.

Demonstracao: Pelo teorema anterior, basta mostrar que todo ciclo em S, é um

produto de transposi¢oes. Assim, dado u = (a; as ... a,), temos que

= (a1 a.)(ay a,_1)...(a1 az).



34 Grupos

Corolario 3.2. (i) O conjunto de transposicoes {(12),(13),...,(1n),} gera S,.
(i1) As transposicoes {(12),(23),...,(n—1n)} gera S,.

Demonstracgao: (i) Observe que (a b) = (1 a)(1 b)(1 a), assim basta utilizarmos o
corolario anterior.
(i7) Observe que (1 k) = (k—1k)...(34)(23)(12)(23)(34)...(k — 1 k) e aplicamos a
parte (7). [

6 4 3 5 2 1
é tal que 0 = (1 6)(2 4 5). Portanto, como produto de transposigoes,

1 23 456
Exemplo 3.8. Notemos que a permutacao o € Sg dada por o = ( ) )

o= (16)(25)(24).

Teorema 3.4. Sejam iy, pg, ..., i € Sy, ciclos disjuntos aos pares de comprimentos

r1,T2, ..., T, rESpectivamente. Entao, a ordem da permutacao o = ...k € igual a
mmc(ry, re, ..., Tg).

Demonstracao: Como i1, fta, ..., fx sdo ciclos disjuntos, pela Proposicao 3.2 p;u; =

fjfi quaisquer que sejam i, j € {1,2,...,k}. Logo,

o = (pipig-pir)” = pipts... 13,V s € Z
Sendo m = mmec(ry, ra, ..., %), entdo para cada i € {1,2,...,k}, existe \; € Z tal que

m = \;r;. Assim

it = = (N = e,
pois a ordem de p; é ;. Logo,
o = (o)™ = PG = e
Por outro lado, se of = e, ou seja, (u1pz...u)" = €, entdo
H e, = €
Mas como os ciclos g, pta, ..., i sao disjuntos, obtemos que

ph=eVie{1,2,... k}

Portanto, a ordem de p; divide ¢, isto é, r; divide t. Mas, como m ¢ o minimo miultiplo
comum de rq,7s,...,7, entao m deve necessariamente dividir ¢, de modo que m < t.

Portanto, a ordem de av = pqpa... 1y € igual a m. |
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123456 78
Exemplo 3.9. Considere T = . ComoT=(13825)(476),
3587146 2

em que 1y = (1 3825) e pus = (47 6) sao ciclos disjuntos de comprimento 5 e 3,

respectivamente, temos que a ordem de 7 é mmc(3,5) = 15.

L ¢ a permutacdo obtida aplicando o aos

1

Teorema 3.5. Se a,0 € S, entdo aca™
elementos dos ciclos que aparecem na fatoragao de o. Em particular, cca™" e o tém

a mesma estrutura de ciclos.

1

Demonstracao: Consideremos 7 = aoca™!, assim, se (i) = j, entdo

(ra)(i) = (aoaN)a(i) = (ao)(i) = a(j).

Desse modo, desde que (aj ay ... a,) seja um ciclo na decomposicdo de o, temos que
(a(ay) alas) ...a(a,)) é um ciclo na decomposi¢ao de aca~!. Portanto, a fatoragao em
ciclos de 7 é obtida substituindo-se = por a(z) na decomposigao de o. Por isso, 7 e o

tém a mesma estrutura de ciclos. [ |
Exemplo 3.10. Dadas as permutacoes em Sg
1 2 3 45 6 1 2 3 45 6
o = e g =
2 356 1 4 1 2 3 5 6 4

1

vamos determinar aca™ usando o Teorema 3.5 e pelo método tradicional. Como

o= (4506), entao
aca ™t = (a(4) a(5) a(6)) = (6 14) = (146)

Pelo método tradicional temos,

e
1 23456 1 23456 1 23456
aca”t =
2356 1 4 1 2356 4 5126 3 4
B 1 23456
N 4236 5 1
= (146).

3.4 Homomorfismos de Grupos

Homomorfismo de grupos ¢ uma forma de relacionar dois grupos Gy e G, no sentido
que se possam obter informagcoes algébricas de G5 a partir de propriedades algébricas

conhecidas de GG, ou vice-versa.
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Definigao 3.9. Sejam (G1,*) e (Go,*) dois grupos. Uma funcao f : Gy — Gy chama-
se homomorfismo de Gy em Gy quando f(axb) = f(a)* f(b), para todo a, b € G

Proposicao 3.3. Seja f : Gi — G um homomorfismo de grupos. Entao:

(1) f(e1) = eq, sendo ¢; o elemento neutro de G;
(2) f(a™') = f(a)™!, para todo a € Gj.
(3) Im(f) ={f(a):a € Gy} & um subgrupo de Gs.

(4) Se H ¢ um subgrupo de G, entao a imagem inversa f~1(H) de H por f, f~}(H) =
{z € G, : f(z) € H}, é um subgrupo de G;.

Demonstrac¢ao: (1) Como e; = e;.eq, entao:

fler) = fler.er) = f(er).f(e1)

Logo, f(e1) é necessariamente a identidade de Go, ou seja, f(e1) = es

(2) Para todo a € Gy,a.a™! = e;. Assim,
flar.a™) = f(e1) = es,
ou seja, f(a).f(a™') = ey, 0 que significa que f(a™') = f(a)™!
(3) Sendo f(e1) = eq, entao Im(f) # (. Agora, dados z,y € Im(f) existem a,b € G
tais que f(a) =z e f(b) = y. Por isso,

vyt = f(a).f(0)~" = fla).f(071) = fab7")

de maneira que, z.y~' € Im(f) e Im(f) < Go

(4) Como e; € H e f(e;) = ey, entdo f~1(H) =# (. Consideremos entdo a,b €
f7Y(H). Assim, por definicao, f(a) € H e f(b) € H. Como H ¢ subgrupo de Gs,
f(b)™t = f(b™1) também esta em H, de modo que:

flab™) = f(a).f(b7") = f(a).f(b)"' € H
Portanto, a.b~! € f~!(H), implicando que f~!(H) < G. |

Definicao 3.10. O nicleo de um homomorfismo f: G1 — Go € definido como sendo
ker(f) = {g € Gi:f(g)=e2}, ou seja, ker(f) é a imagem inversa de es.

Teorema 3.6. Seja f: G; — Gy um homomorfismo de grupos. Entao:

(1) ker(f) = ey se, e somente se, f é injetora.

(2) ker(f) < Gy.
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Demonstragao: (1) Suponhamos que ker(f) = {e1}, e sejam z1, 25 € G1. Temos que

fl) = f(z2) = flz).flza)™ = e
= f(a:l)f(m;l) = €2

= f(xlxgl) = €9

Mas, f(x1.25") = ey implica que z1.257' € ker(f) = e, de modo que z;.25"! = e, ou

seja, 1 = x9. Portanto, f é injetora. Reciprocamente, dado x € G,

x € ker(f) < f(x) =ey = f(e1).

Como por hipotese f é injetora, f(z) = f(e1) nos diz que = = ey, e portanto ker(f) =
{61}.
(2) Por 3.3 temos que ker(f) é um subgrupo de G;. Agora, para g € Gy e h € ker(f),

temos

Flohg™) = f(9)-F(h).f(g7") = flg)-ea-f(g7) = f(9)-F(9) ™" = ea.

Definicao 3.11. Um homomorfismo de grupos [ : G1 — G2 bijetivo chama-se iso-
morfismo. Em particular, um isomorfismo f : G — G denomina-se automorfismo
de G. Dois grupos Gy e Gy sao ditos isomorfos quando existir um isomorfismo entre

eles.

A nocao de isomorfismo de grupos é bastante valiosa pois ela nos fornece um modo
de verificar quando dois grupos sao essencialmente os mesmos, ou seja, quando eles

possuem as mesmas propriedades algébricas.

Exemplo 3.11. Considere o grupo G1 = (Zg4, +), temos que:

+10 1 2 3
0/]0 1 2 3
111 2 30
212 3 0 1
313 01 2

Podemos reescrever a tabela de adicao acima da seguinte forma: usaremos o simbolo
* em vez de + para adicio, e vamos escrever e = 0, a = 1, b = 2, e ¢ = 3. Assim,
obtemos a seguinte tabela:

Faremos a mesma coisa para Gy = (Zf,.), o conjunto de unidades mod 5. As
unidades mod 5 sao 1, 2, 3 e 4. Observe que adicionando duas unidades, nao obtemos

necessariamente outra unidade; por exemplo, 1 +4 = 0 , e 0 ndo ¢ uma unidade. No
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*le a b ¢
ele a b c
ajla b ¢ e
blb ¢ e a
clc e a b
112 4 3
111 2 4 3
212 4 3 1
414 3 1 2
313 1 2 4

entanto, se vocé multiplicar duas unidades, vocé sempre terd uma unidade. Assim,
podemos escrever uma tabela de multiplicacdo de Go = (Z,.). Assim, obtemos a
seguinte tabela:

Novamente, podemos reescrever isso usando novos simbolos. Usaremos * represen-
tar a multiplicacdo, e e =1, a =2, b =4 e ¢ = 3. Assim a tabela de multiplicacao de

Go = (Z%,.) fica como segue:

*le a b ¢
ele a b c
ala b ¢ e
bl/b ¢ e a
clc e a b

Assim podemos observar que Gy = (Z4,+) € G2 = (Z%,.) sao essencialmente os

mesmos, ou seja GGy é isomorfo a G.

3.4.1 O Sinal de um Homomorfismo

Vimos que S,, é gerado por 2-ciclos em S, ou seja, qualquer permutacao em S,
pode ser escrita como um produto finito de 2-ciclos. Porém, qualquer permutacao de

S, pode ser escrita como um produto finito de 2-ciclos de varias maneiras.

Algumas permutacoes em S,, podem ser escritas como um produto de um nimero
par de 2 ciclos, chamamos essas permutacoes de permutacoes pares. Outras permu-
tacoes de S, podem ser escritas com um produto de um nitmero impar de 2-ciclos,
chamamos essas permutacoes de permutagoes impares. Até o momento, parece nao
haver nenhuma razao para que uma permutacao nao possa ser ao mesmo tempo tanto
par como impar. No entanto, uma permutacao sempre serd par ou impar, e nunca par

e impar aos mesmo tempo.



Homomorfismos de Grupos 39

Para demonstrarmos a afirmacao anterior usaremos o seguinte argumento:

Fixe n, e seja p(zy, ..., T,) um polindémio em n variaveis i, ..., T,.

Se n =1, p(z;) é um polinémio na varidvel zy; isto &, p(z1) = apa™ + @y +

-+ 4 ag. Portanto, p(z1) é uma soma de termos da forma a;z!.

Se n = 2, entdo p(x1,xs) € uma soma de termos da forma a;;x}z}.

Em geral, p(zy, ..., 2,) ¢ uma soma de termos da forma a;,;, ;, xi'zh - - - zin.
Se o € Sy, seja p? o polinomio definido por (p7)(x1,...,2,) = P(Toq1), s To(n)), OU

seja, simplesmente substituimos x; por x, ;.

Exemplo 3.12. Suponha n = 4, p(z1, To, T3, 24) = T3+ Tow3+ 1174, € 0 € Sy dado por

o = (123). Entao, (p7)(z1, e, x3,74) = xi(1)+x0(2)xa(3)+x0(1)x0(4) = T3+T311+ToTy.

T agT

Lema 3.3. Para qualquer o,7 € S,,, (p°)" =p

Demonstracao: Pela definicao, (p7)(21, %2, ...%n) = p(Zoq), s To(m)), logo [(p7)7] =

P(Tr(5(1)), s Tr(o(n)))- Além disso, 7(o (7)) = (o7)(i), logo [(p7)7|(x1, 2, ...75) =
= P(T(or)(1)s -0 Tor)(n)) = (P77) (X1, ... p). |

Para provarmos a afirmacao sobre permutacoes pares e impares, aplicaremos o Lema

3.3 para um polinémio especifico dado por
A= 1] @i-=)
1<i<j<n
Exemplo 3.13. Se n =3, A = (z1 — z2) (21 — x3) (22 — x3).
Exemplo 3.14. Se 0 = (1 3 2), entdo A7 = (z3—x1)(r3—22)(v1 —22) = (21 —22) (21 —

x3)(za—x3) = A. Por outro lado, se 0 = (1 2), entdo A7 = (zy—x1)(v2—23)(x1—23) =
—A.

Lema 3.4. Para qualquer o € S,,, A = +A.

Demonstracao: Por definicao,

A= ] @-=,

1<i<j<n

logo,

A= ] (o — 20()

1<i<j<n
Assim, para mostrar que A° = +A, devemos mostrar duas coisas. Primeiramente

que, para cada i e j com 1 <4 < j < n, devemos mostrar que () — Ty(j) OU Seu
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oposto aparece em A; ou seja, Zo(i) — To(j) OU S€u 0posto tem a forma z, — x; com
1 <k <l <n. Em seguida, devemos mostrar que, para cada 7 e j com 1 <i < j < n,
x; — T; ou seu negativo aparece em A°. Uma vez que A e A tém o mesmo nimero de
termos, as duas afirmacoes juntas provam o resultado.

Para provarmos a primeira afirmacao, precisamos mostrar que o (i) < o(j) ou o(j) <
o(i), ou seja, devemos mostrar que o(i) # o(j) se 1 <1i < j < n. Porém isso é verdade
uma vez que o é injetiva e i # j.

Para a segunda afirmagao, precisamos mostrar que x; — x; ou seu negativo podem
Ser escritos como Ty — To(y, com 1 < k <1 < n. Uma vez que 0 € S,,, 0! € S,
e portanto, o~ ! também é uma bije¢do. Assim, uma vez que i # j, o 1(i) # o (j).
Seja k o menor nimero entre o1 (z) e 071(j), e seja [ 0 maior. Assim, 1 <k <l<ne

Xy — Tj SETa Ty(x) — To(r) OU Seu negativo. [ |

Pelo Lema 3.4 podemos definir uma aplicacgao € : S,, — {£1} dada por A7 = ¢(0)A,
ou seja, se A7 = A, entdo €(o) = 1, se A2 = —A, teremos €(c) = —1. Pelo Lema 3.3
AT = (A7) = [e(0)A]” = €(0)AT = €(0)e(T)A. Portanto, e(o7) = €(0)e(7). Assim, €
é um homomorfismo. Chamaremos esse homomorfismo de sinal do homomorfismo.

Afirmamos inicialmente que €(o) tinha algo a ver com o ntmero de 2-ciclos na

decomposicao de o. O teorema seguinte provara esse fato.
Teorema 3.7. Se o é um 2-ciclo, entao (o) = —1.

Demonstra¢ao: Primeiramente, seja o = (1 2). Seja
1<i<j<n
Podemos escrever A como segue

A = H(xl—xj) H(xz—xj) H (i — ;)

1<j<n 2<j<n 3<i<yj<n

= (71 —x2) H (z1 — ;) H (z2 — ;) H (i — ;)

2<j<n 2<5<n 3<i<j<n

Além disso,

A7 = (%(1) - %(2)) H (%(1) - %(j)) H (%(2) - %(j)) H (%(z’) — 2,(J))

2<j<n 2<j<n 3<i<j<n

= (ra—x1) [] =) [] @i—2p) J] (@—=)

2<5<n 2<j<n 3<i<j<n

- A

Assim, provamos o resultado para o = (1 2).
Poderiamos generalizar o argumento acima para um 2-ciclo qualquer, mas existe um
caminho mais facil. Seja o um 2-ciclo, o = (a; @), temos que (a; a;) = (1 a; 2 a;)(1 2)(1 a; 2 a;),

ou seja, o ¢ o conjugado de (1 2). Assim, 0 = 7(1 2)77!, para algum 7 € S,,. Uma vez
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que € ¢ um homomorfismo, (o) = €(7)e(1 2)e(7) ™! = ¢(1 2) = —1. ]

Assim, se €(0) = 1, entdo o deve ser um produto de um nimero par de 2-ciclos.
Analogamente, se €(0) = —1, entdo o deve ser um produto de um nimero impar de
2-ciclos. Portanto, o é par se, e somente se, €(0) = 1 e o é impar se, e somente se,
e(o) = —1.

3.5 O Grupo Alternado

Na segao anterior, definimos o que significa para um elemento de S, ser par ou
impar. Lembre-se que o € 5, é definido como sendo par se ele pode ser escrito como
um produto de um namero par de 2-ciclos, e é definido como sendo impar se ele pode

ser escrito como um produto de um nimero impar de 2-ciclos.

Exemplo 3.15. A permutagao (1 2)(1 3) é par, uma vez que é um produto de dois

2-ciclos. J& a permutacao (1 2) é impar, uma vez que é um produto de um 2-ciclo.

Provamos anteriormente que um elemento de .S,, é par ou impar, mas nao ambos.
A ferramenta que usamos para isso foi o homomorfismo que chamamos de sinal do
homomorfismo. Lembre-se que este era um homomorfismo € : S, — {£1} tal que
e(0) = —1 para qualquer 2-ciclo. Uma vez que os 2-ciclos geram S,,, esta propriedade
caracteriza os homomorfismos.

Assim, € é um homomorfismo e €(0) = —1 se o é impar, e €(0) = 1 se o é par.
Exemplo 3.16. Temos que €((12)(13)) =1ee€((12)) =—1.

Exemplo 3.17. Temos também que €(1 6 34 2) = 1 pois (1634 2) = (12)(14)(1 3)(16)

é par.

Exemplo 3.18. Observe que se o ¢ um k-ciclo, entdo (o) = (—1)FL.

Observacao 3.2. Observe que o produto de uma permutacao par e uma permutagao
impar ¢ impar. O produto de duas permutacoes pares ou duas permutacoes impares
é par. A inversa de uma permutacao par ainda & par, e a inversa de uma permutacao
impar é impar. Portanto, podemos definir um subgrupo de S,, que consiste em todas

as permutacoes pares. Este grupo é conhecido como grupo alternado e ¢ denotado por
A,.

Teorema 3.8. Sen > 3, entao A,, contém todos os 3-ciclos. Além disso, todo elemento

em A, € um produto de 3-ciclos.

Demonstracao: Pelo exemplo acima sabemos que todo 3-ciclo ¢ uma permutacao

par, logo pertence a A,.
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Para a outra parte, é suficiente mostrar que o produto de quaisquer duas transpo-
sicoes é um produto de 3-ciclos; isso porque um elemento de A,, é um produto de um
niimero par de transposi¢oes. Sejam p; = (ay az) e ps = (ag ay) transposicoes de S,,.

Se 1 e po sao disjuntas (este caso exclui n = 3), entdo
pape = (a1 az)(as as) = (a1 az)(1)(as as).
Mas, como e = (1) = (a2 a3)(az a3), temos que
pape = (a1 az)(az az)(as az)(as as) = (ag a3 ar)(as ay as).
Caso contrario (este caso inclui n = 3), consideremos p; = (a; az) e us = (ag ag); logo
Hipe = (Cl1 CL2)(CL2 a3) = (Cll a2 Gs)-

Assim, toda permutacao de A, pode ser escrita como produto de 3-ciclos. ]

Exemplo 3.19. Vamos escrever a permutacao
123456 78
4 1 8 27 3 6 5

como produto de 3-ciclos. Primeiramente, notemos que

a=(142)(38576).

Observe que 1 = (14 2) e ug = (3 8 57 6) sdo permutagbes pares, de modo que
a =g € Ag. Agora, s = (38576) = (63)(37)(53)(38). Assim,

e = (63)(37)(53)(38) = (637)(538).

Portanto,
a=ppy=(142)(637)(538).

3.6 Acoes de Grupos

Defini¢ao 3.12. Uma ag¢do de grupo (a direita) de um grupo (G, %) sobre um

conjunto (nao-vazio) A é uma aplicacao A X G — A satisfazendo duas propriedades:
1. (a.q1).92 = a.(g1 * g2) para todos g1,g92 € G e a € A.
2. a.e =a para a € A, onde e € o elemento neutro de G.

Observe que a primeira condigao, a.g; € A, logo (a.g1).g2 faz sentido. Por outro
lado, g1 % g2 € G, logo a.(g1 * g2) também faz sentido.

Quando temos uma ac¢ao de um grupo G sobre um conjunto A, diremos apenas que
“G age sobre A”.
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Exemplo 3.20. S, age sobre o conjunto dos polinémios nas variaveis i, ..., x,; de
fato, usamos anteriormente esta acao para provarmos a existéncia do homomorfismo
sinal do homomorfismo. Ou seja, se p(zxy,...,T,) € um polinémio, definimos p° por
7 (21, .., Tn) = D(To(1)s s To(zy)) O que nos d& novamente um polindmio nas variaveis

T1yeeey Ty

Exemplo 3.21. Algumas vezes, estaremos interessados no caso em que o conjunto A
¢ o proprio grupo. Neste caso, podemos dizer que o grupo age sobre si mesmo. Por
exemplo, podemos definir uma acao do grupo da seguinte forma: para g € G e a € G,
definimos a.g = ag, a operagao normal do grupo de a e g. Chamamos esta acao de GG

sobre si mesmo de multiplicacao direita.

Exemplo 3.22. O grupo (Z,+) age sobre o conjunto R por a.g = g + a para todo

geleaelR
Pois
(a.91).90 = (a.g1) + g2
= (a+g1)+ g
= a+ (g1 + g2)
= a.(g1+ g2)

para quaisquer g1, gs € Z e a € R. Alem disso, a.0 = 0 4+ a = a para todo a € R.

Observacao 3.3. Intuitivamente uma acao de um grupo G sobre um conjunto A
significa que qualquer elemento a em G age como uma permutagao sobre A de modo

compativel com a operacao de grupo em G.

Defini¢ao 3.13. Se G age sobre um conjunto A, entio a drbita de a € A (sob estd
agcao) é o conjunto {a.g: g € G}.

Exemplo 3.23. No exemplo 3.22, mostramos que (Z, +) age sobre R por a.g = g+ a
para todo g € Z e a € R. Assim, a orbita de a é o conjunto {a + g : g € Z}, ou seja,
o conjunto {...,a —2,a — 1,a,a + 1,a + 2,...}. Em particular, a, a + 1, a — 1,... tém
a mesma Orbita. Existe uma orbita distinta para cada a € [0,1). Portanto, podemos
pensar no conjunto das orbitas como o intervalo [0,1). No entanto, uma vez que a
orbita do 0 ¢ a mesma que a oOrbita do 1, podemos pensar no conjunto de o6rbitas de
[0,1] com 0 e 1 visto como o mesmo ponto. Uma maneira de visualizar isso é imaginar
dobrar o intervalo [0, 1] formando um circulo de modo que os pontos 0 e 1 coincidam.
Assim, é natural que se pense no conjunto de o6rbitas desta acdo como formando um

circulo.

Definicao 3.14. Se a acao de grupo tem somente uma orbita, diremos que a agao €

transitiva ou que o grupo age transitivamente.

Muitas vezes queremos provar algo sobre todos os elementos de uma 6rbita, o lema

seguinte pode ser Util nestas situacoes.
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Lema 3.5. Seja G um grupo finito que age sobre um conjunto A, e seja S um conjunto

de geradores de G. Seja P uma propriedade tal que a sequinte afirmacao seja verdade:
Sempre que a € A satisfaz P e s € S, a.s também satisfaz P
Entao, se ag € A satisfaz P, todo elemento na drbita de ag também satisfaz P.

Demonstracao: Vamos definir uma nova propriedade QQ da seguinte forma: diremos

que g € G satisfaz a propriedade () quando a seguinte afirmacao for verdadeira:
Sempre que a € A satisfaz P, a.g também satisfaz P.

Assim, basta mostrar que todo g € G satisfaz a propriedade (). Afinal de contas, isso
significaria que, se ag € A satisfaz P, entao ag.g satisfaz P para todo g € G, que é
exatamente o que queremos mostrar.

Por hipotese, todo elemento de S satisfaz a propriedade (). Pela Proposicao 3.1,
precisamos mostrar que se g,h € G satisfazem a propriedade (), entao gh também
satisfaz a propriedade (). Assim, suponha que g, h € G satisfazem a propriedade Q).
Para mostrar que gh também satisfaz precisamos mostrar que se a € A satisfaz a
propriedade P, entao a.gh também satisfaz P.

Suponha que a € A satisfaz P. Uma vez que g satisfaz (), a.g satisfaz P e como h
satisfaz @, (a.g).h satisfaz P. No entanto, pela definicdo de acdo de grupo, (a.g).h =
a.gh. Portanto provamos que se a € A satisfaz P, entdo a.gh satisfaz P. Isto significa

que gh satisfaz @), que é o que querfamos mostrar. ]



4 Cubo de Rubik

O cubo de Rubik é formado por 27 pequenos cubos, que chamaremos de cubinhos,
dos quais 26 sao visiveis. Para facilitar o estudo identificaremos os cubinhos visiveis
de acordo com a quantidade de faces que ficam expostas. Os cubinhos com trés faces
visiveis estao localizados nos cantos, nos vértices do cubo, portanto, chamaremos esses
cubinhos de cubinhos de canto, existem 8 cubinhos de canto. Os cubinhos com duas
faces visiveis, sao aqueles com uma face visivel em cada uma de duas faces adjacentes
do cubo de Rubik, serao chamados de cubinhos de borda, no cubo de Rubik existem 12
cubinhos de borda. Por fim os cubinhos que possuem apenas uma face visivel, e que se
localizam na parte central das faces serao chamados de cubinhos centrais. No cubo de

Rubik existem 6 cubinhos centrais.

Usaremos a notacao de David Singmaster para as faces do cubo de Rubik, as faces
serao chamadas de direita (r - right), esquerta (I - left), acima (u - up), abaixo (d -
down), frente (f - front) e costas (b - back), conforme figura a seguir. Cada face do
cubo de Rubik a partir de agora sera chamada apenas pela inicial do nome em inglés

da face.

Para citar um cubinho de canto, listaremos suas faces visiveis no sentido horario,
por exemplo o cubinho nas faces superior, a direita e frontal sera escrito na forma urf,

logicamente esse cubinho também pode ser escrito na forma r fu ou fur. Se indicarmos

45
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uma face como referéncia, as notacoes ur f e r fu sao diferentes, nesses casos os cubinhos
serao chamados de cubinhos orientados. Caso nao haja necessidade e a ordem das faces
nao importar, os cubinhos serao nao orientados e urf e rfu representaram o mesmo

cubinho.

Da mesma forma para citarmos os cubinhos de borda e os cubinhos centrais usa-
remos as letras correspondentes as faces, por exemplo o cubinho central localizado na
face frontal serd chamado de f, e o cubinho de borda localizado entre as faces acima e

direita serd chamado de ur.

Usaremos também o termo cubiculo, que serao rotulados como os cubinhos, mas
irao descrever o espaco em que o cubinho mora. Quando o cubo de Rubik estiver na
configuragio inicial (o cubo de Rubik resolvido), entdo cada cubinho mora no cubiculo
de mesmo nome (o cubinho urf mora no cubiculo urf, o cubinho f mora no cubiculo
f e assim por diante). Se girarmos uma face do cubo de Rubik, os cubinhos irao se
mover, mas os cubiculos nao. Observe que ao girar uma face do cubo de Rubik, os

cubinhos centrais permanecem sempre no mesmo lugar.

Finalmente, daremos nomes aos movimentos de cubo de Rubik. O movimento mais
basico que se pode fazer é girar uma tnica face. Vamos usar R para denotar uma
rotacdo no sentido horario da face a direita (olhando para a face direita, girar 90° no
sentido horério). Da mesma forma, vamos usar o letras maitsculas L, U, D, F' e B

para denotar rotacoes de 90° no sentido horario das outras faces.
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Observe que os 6 movimentos basicos irao manter os cubinhos de centro em seus
cubiculos. Uma vez que qualquer movimento é uma sequéncia destes 6 movimentos
béasicos, isso significa que cada movimento de cubo de Rubik mantém os cubinhos de
centro em seus cubiculos. Além disso, qualquer movimento do cubo de Rubik coloca
cubinhos de canto em cubiculos de canto e cubinhos de borda em cubiculos de borda,
é impossivel um cubinho de canto, através de movimentos no cubo de Rubik, morar

em um cubiculo de borda ou para um cubinho de borda morar em um cubiculo de canto.

Ja observamos que os 6 movimentos basicos mantém os cubinhos de centro em seus
cubiculos. Como qualquer movimento é uma sequéncia destes 6 movimentos béasicos
cada movimento do cubo de Rubik mantém os cubinhos de centro em seus cubiculos.
Além disso, qualquer movimento do cubo de Rubik coloca cubinhos de canto em cu-
biculos de canto e cubinhos de borda em cubiculos de borda. Usando esses dois fatos,
podemos comecar a descobrir quantas configuracoes possiveis tem o cubo de Rubik.
Vejamos, por exemplo, no cubiculo urf, teoricamente, qualquer um dos 8 cubinhos de
canto podem morar neste cubiculo, assim sobram 7 cubinhos de canto que pode morar
no cubiculo urb, 6 para o préoxima cubiculo de canto, e assim por diante. Portanto, ha
8.7.6.5.4.3.2.1 = 8! possiveis posicionamentos dos cubinhos canto. Note que um cubi-
nho de canto pode morar em seu cubiculo de 3 maneiras diferentes. Por exemplo, se
um cubinho vermelho, branco, e azul encontra-se no cubiculo urf, ou a face vermelha,
ou a face branca, ou a face azul poderia morar na face u do cubiculo (e isso determina
onde as outras 2 faces moram). Como existem 8 cubinhos de canto e cada um pode
morar no seu cubiculo de 3 formas diferentes, existem 3% maneiras diferentes que os
cubinhos de canto poderiam ser orientados. Portanto, existem 3%.8! possiveis posicoes
dos cubinhos de canto. Da mesma forma, uma vez que existem 12 cubinhos de borda,
existerm 12! posicoes dos cubinhos de borda; cada cubinho de borda tem 2 orientacoes
possiveis, nos dando 2'? possiveis orientacoes dos cubinhos de borda. Logo, existem
212 12! possiveis configuracoes dos cubinhos de borda, dando um total de 2!2388!112!
configuragoes possiveis do Cubo de Rubik. (Este ntiimero ¢ de cerca de 5,19 x 10%°, ou
519 quintilhoes!)

Embora essas configuracoes sao teoricamente possiveis, isso nao significa que as
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mesmas podem realmente ocorrer. Diremos que uma configuracao do cubo de Rubik é
valida desde que possa ser conseguida por uma série de movimentos da configuracao
inicial. Acontece que algumas dessas configuragoes teoricamente possiveis que contamos

anteriormente nao sao realmente validas.
Cubo de Rubik e a Teoria de Grupos

Podemos associar os movimentos do cubo de Rubik a um Grupo que denotaremos
por (G,*). Os elementos de G sdo os movimentos possiveis do cubo de Rubik. Dois
movimentos serao considerados iguais se resultarem na mesma configuracao do cubo.
Por exemplo, girar uma face 180° no sentido horario resulta na mesma configuracao de
um giro de 180° no sentido anti-horario. A operagao do grupo sera definida da seguinte
forma: se M; e M, sao dois movimentos, entao M7 * Ms é o movimento em que primeiro

faremos M; e em seguida M.

Observemos que de fato o cubo de Rubik é um grupo

G é fechado, uma vez que, se M; e My sao movimentos do cubo, M; * M, também

D

Se, denotarmos por e o elemento neutro (o movimento que nao altera a configura-
¢ao do cubo), entdo M x e significa primeiro o movimento M e depois nao fazer outro
movimento, isto é certamente o mesmo que executar somente o movimento M, logo

M x e = M e portanto (G, *) tem elemento neutro.

Para qualquer movimento M, podemos inverter os passos, executar os passos de M
ao contrario, e assim executar o movimento M’, de modo que o movimento M’ coloca o
cubo na configuracao anterior ao movimento M, ou seja executar o movimento M e em
seguida o movimento contrario M’, o cubo nao sofrerd alteracdo na sua configuracao,

assim sendo M x M’ = e, assim sendo M’ é o movimento inverso de M.

Por fim, mostraremos que * é associativa. Vale lembrar que cada movimento é

definido pela mudanca de configuracao do Cubo de Rubik que ele provoca.

Se C' & um cubinho orientado, chamaremos de M (C') o cubiculo orientado em que
C' se encontra ap6s o movimento M ser executado, com as faces de M (C') escritas na
mesma ordem que as faces de C, ou seja, a primeira face de C' deve acabar na primeira
face de M(C'). Por exemplo, o movimento R coloca o cubinho ur no cubiculo br, com
a face u do cubinho localizado na face b do cubiculo e a face r do cubinho localizada

na face r do cubiculo. Assim sendo, R(ur) = br.

Primeiro, vamos investigar o que uma sequencia de dois movimentos faz com o cubo.

Dados M, e M, dois movimentos, e M; x My é o movimento dado pelo movimento
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M seguido do movimento M,. O movimento M; move C para o cubiculo M;(C) e
o movimento M, move C' do cubiculo M;(C) para o cubiculo My(M;(C)). Portanto
Ml * M2 = MQ(M1<C))

Para mostrar que % é associativa, temos que provar que (Mj x My) x M3 = M *
(My * Ms), para quaisquer movimentos My, My e Mj, ou seja, que (M * My) x M;
e My x (Ms % M3) provocam o mesmo a qualquer cubinho. Mostraremos, entdo que
(M * M) « M3)|(C) = [(M; * (My * Ms))|(C) para quaisquer cubinhos. Sabe-se
que [(My * Ma) = Ms](C) = Ms[(M; = M) (C)] = Ms((M2(M:(C))), por outro lado,
[M1 % (M2 M3)|(C) = [(M2x M3)|]M1(C) = M3(M2(M1(C))), entdo, temos que
(My * My) x Mz = M x (M * Ms) e, portanto, * é associativa.

Logo, verificamos que (G, *) é um grupo.

Usaremos, a partir de agora a notagdo G para indicar o grupo (G,*) e DR, por
exemplo, para indicar o movimento D seguido do movimento R. O movimento que
gira a face r 90° no sentido anti-horério ¢ o mesmo que o movimento que girar R trés

vezes no sentido horario e portanto sera representado por R3.

Exemplo 4.1. Uma prova formal da afirmacao feita anteriormente de que qualquer
movimento do cubo de Rubik mantém os cubiculos centrais em seus cubiculos é dada
da seguinte forma: seja S = {D,U, L, R, F, B} C G. Todo elemento M € S satisfaz a
propriedade “M mantém todos os cubinhos de centro em seus cubiculo.” Se M, M,y €
G sao movimentos que mantém todos os cubinhos centrais em seus cubiculos, entao
My % My certamente manterd todos os cubiculos de centro em seus cubiculos. Uma vez
que G = (S), a Proposi¢ao 3.1 nos diz que todo elemento de G mantera os cubinhos de

centro em seus cubiculos.

Podemos escrever cada movimento do cubo de Rubik, com uma notacao de ciclos
levemente modificada. Assim, queremos descrever o que acontece com cada cubinho
orientado, ou seja, queremos descrever onde cada cubinho esta depois de um movi-

mento e 0 que acontece com suas faces.

Por exemplo, se desdobrarmos o cubo e mostrarmos a face abaixo (d - down),

el I T I T I T

el I T I T I T

ol o T o Y Y
-
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e girarmos essa face 90° no sentido horario, ou seja, aplicar o movimento D, a face

que continua visivel é a face abaixo.

HNEER
bid|d|d]|f
bjid|d|d]|f
bid|d|d]|f

rlr|r

Entao D(dlf) = dfr, porque o cubinho dlf agora ocupa o cubiculo dfr, ou seja, a
face d do cubinho esta ocupando a face d do cubiculo, a face [ do cubinho ocupando
a face f do cubiculo e a face f do cubinho ocupando a face r» do cubiculo. Da mesma
forma, D(dfr) = drb, D(drb) = dbl e D(dbl) = dlf. Se fizermos a mesma coisa para os
cubinhos de borda, encontramos D = (dlf dfr drb dbl)(df dr db dl).

4.0.1 As configuracoes do cubo de Rubik

Temos que a configuracao do cubo de Rubik é determinada por quatro informacoes,
que sao:

e A posicao dos cubinhos de canto
e A posicao dos cubinhos de borda
e A orientagao dos cubinhos de canto

e A orientacao dos cubinhos de borda

A primeira pode ser descrita como um elemento o de Sg (isto &, um elemento de Sg
que move os cubinhos de canto a partir de suas posigoes originais, para as suas novas
posigoes). A segunda pode ser descrito como um elemento 7 de Si2. O que precisamos

agora ¢ entender o que acontece na terceira e quarta informacoes.

A ideia é fixar uma orientacao de partida, e a partir dai escrever de uma forma

sistematica como uma determinada orientagao difere da orientagao original.

Comecemos pelos cubinhos de canto, cada cubinho de canto tem trés possiveis
orientacoes, que serao numeradas da seguinte forma 0, 1 e 2. Vamos entender o que esses
nimeros significam. Imagine o cubo de Rubik na sua configuragao inicial, escreveremos

um numero em uma face de cada cubiculo de canto, assim como descrito a seguir:

1 na face u do cubiculo ufl

2 na face u do cubiculo urf
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3 na face u do cubiculo ubr
4 na face u do cubiculo ulb
5 na face d do cubiculo dbl
6 na face d do cubiculo dIf
7 na face d do cubiculo dfr

& na face d do cubiculo drb

Agora, cada cubiculo de canto tem exatamente uma face numerada. Cada cubinho
de canto agora tem uma face situada sob uma face numerada de um cubiculo. Nesta
face do cubinho, marque o niimero 0, em seguida, no sentido horario marque a préoxima

face desse cubo com 1, e por dltimo, a tltima face desse cubo com o niimero 2.

Exemplo 4.2. Se olharmos diretamente para a face de baixo e desdobrar o cubo, as

faces dos cubinhos ficariam assim:

ool e el -

ool e|al -«

o|lolo|ol -~
-

Assim, as numeracoes dos cubiculo ficariam como segue:

&
o

Portanto, as faces dos cubinhos ficariam
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Agora, cada face de cada cubinho de canto tem um nimero. No cubo de Rubik,
em qualquer configuracao, podemos descrever as orientacoes dos cubinhos de canto
da seguinte forma: para qualquer ¢, com 1 < ¢ < 8, encontre o cubiculo com a face
numerada com o ntmero 7, seja x; o nimero da face do cubinho que esta localizado na
face numerada desse cubiculo. Agora escreveremos a 8-upla ordenada (1, s, ..., Tg).
Observe que podemos pensar cada x; como sendo o niimero de giros no sentido horario
das faces do cubinho i de tal maneira que a face 0 do cubinho coincida com a face
numerada do cubiculo. Mas um cubinho que é girado trés vezes sempre é orientado
da mesma maneira que um cubinho que foi girado 0 vezes. Assim, podemos pensar no
x; como sendo um elemento de Zz = Z/3Z. Entao, z ¢ uma 8-upla de elementos de
Z/3Z, escreveremos z € (Z/3Z)°.

Exemplo 4.3. Se o cubo de Rubik est4 na configuracao de inicial, cada z; é 0. Podemos

escrever x = 0 denotar que cada x; é 0.

Exemplo 4.4. Veremos o que acontece com cada z; quando aplicamos o movimento
R para um cubo na configuragao inicial. Na configuracao inicial, para a face a direita

temos:

TR
flr|{r|r|b
flrlr|r|hb
flrf{r]r|b
d|d|d

Os nameros dos cubiculo nesta face sao

=
[ 2]

Portanto, a numeracao dos cubinhos de canto ficariam:

0 0

0 0
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Se girarmos a face a direita do cubo em 90°, entao a face do cubo ficaria

0|2 110

01 210

Observe que os cubinhos na face esquerda nao sao afetados por R, logo z; = 0,
x4 =0, x5 = 0, e zg = 0. Agora, podemos ver pelos nossos diagramas que zs = 1,
x3 =2, 17 =2e 23 =1. Assim, z = (0,1,2,0,0,0,2,1).

Podemos seguir o mesmo raciocinio para os cubinhos de borda. Primeiro, vamos

rotular os cubiculos de borda como se segue:

1 na face u do cubiculo ub
2 na face u do cubiculo ur
3 na face u do cubiculo uf
4 na face u do cubiculo ul
5 na face b do cubiculo Ib
6 na face b do cubiculo rb
7 na face f do cubiculo rf
8 na face f do cubiculo 1If
9 na face d do cubiculo db
10 na face d do cubiculo dr
11 na face d do cubiculo df
12 na face d do cubiculo dl

Agora, cada cubinho de borda tem uma face situada sob uma face numerada de
um cubiculo; neste face do cubinho marque o nimero 0, e na outra face da cubinho
marque o nimero 1. Assim, seja y; o nimero da face do cubinho que esta localizada

na face numerada do cubiculo 7. Logo, teremos que y € (Z/27,)".

Logo, qualquer configuracao do cubo de Rubik pode ser descrita por o € Sg, 7 € Sia,
v € (Z/3Z2)% ey € (Z/27Z)*. Portanto escreveremos as configuracoes de cubo de Rubik

como 4-uplas ordenadas (o, 7, z,y).
Exemplo 4.5. A configuragao inicial é descrita por (1,1,0,0).

Exemplo 4.6. Imagine que o cubo esta na configuracao inicial e seja (o, 7, z, y) a confi-
guragao do cubo depois de fazer o movimento [D, R], o qual é definida pelo movimento

DRD™'R™!. Vamos encontrar o, 7, x e v.
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Como sabemos, D = (dLf dfr drb dbl)(df dr dbdl)e R = (rfu rub rbd rdf )(ru rbrd rf).
Além disso D™ = (dbl drb dfr dif)(dl dbdr df) e R~ = (rdf vbd rub rfu)(rf rd vb ru).
Logo

[D, R] = (dlLf dfr lfd frd fdl rdf)(drb bru bdr ubr rbd rub)(df dr br) (4.1)

Lembremos que 7 é um elemento de Sip; assim, pensamos nele como um bijecao
de um conjunto com 12 cubinhos de borda nao orientados para um conjunto de 12
cubiculos de borda. Assim, ele é definido por: se C' é um cubinho de borda nao
orientado na configuracao inicial, entao 7(C') é o cubiculo de borda nao orientado onde
C esta na configuracao atual. Como qualquer elemento de Sio, 7 pode ser escrito em
notacgao de ciclos disjuntos.

Neste exemplo em particular, [D, R] move o cubinho df para o cubiculo dr, o
cubinho dr para o cubiculo br e o cubinho br para o cubiculo df. Portanto 7 =
(df dr br).

Analogamente, pensamos em ¢ como uma bije¢do de um conjunto com 8 cubinhos
de canto nao orientados para um conjunto de 8 cubiculos de canto nao orientados.
Para encontrar o, devemos descobrir o que [D, R] faz com as posi¢oes dos cubinhos de
canto. Observe que [D, R] muda as posi¢oes dos cubinhos df! e dfr, e também muda
as posicoes de drb e bru. Portanto, o = (drb bru)(dfl dfr).

Pela definicao de x que foi dada anteriormente temos que na posicao inicial, todos
as faces numeradas dos cubiculos tem cubinhos com faces numeradas com o 0. Uma
vez que o movimento [D, R| nao afeta os cubinhos wfl, urf, ulb ou dbl, temos que
1, To, T4 € x5 devem ser 0. Para encontrarmos xz, queremos descobrir qual face do
cubinho esta sob a face u do cubiculo ubr. Por (4.1) temos que [D, R] coloca a face b
do cubinho drb sob a face u do cubiculo ubr; pelo nosso método de numeracao, a face
b do cubinho drb é numerada com o 2, logo 3 = 2. Analogamente, x4 = 2, 7 = 0 e
xg = 2. Portanto z = (0,0,2,0,0,2,0,2).

Analogamente, vamos encontrar y utilizando o método de numeragao descrito acima.
Uma vez que [D, R] afeta somente os cubinho de borda df, dr e br temos que somente
Y11, Y10 € Ys podem ser diferentes de zero. Como [D, R] coloca a face b do cubinho
br sob a face d do cubiculo df, y;; = 0. Analogamente, y190 = 0 e ys = 0. Portanto
y =(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Uma questao que pode surgir é “Por que usarmos a notagao de (o, 7, z,y) para des-
crever as configuracoes do cubo de Rubik uma vez que parece muito mais facil obté-las
diretamente de (4.1)?”. A principal razao é que escrever o, 7, x e y separadamente nos

permite reconhecer padroes mais facilmente e consequentemente prova-los.

Podemos definir um homomorfismo ¢.unie : G — Ss da seguinte maneira: qual-
quer movimento em G certamente reorganiza os cubinhos de canto de alguma forma,

assim, define uma permutacao dos 8 cubinhos de canto nao orientados. Ou seja,



%)

qualquer M € G define uma permutacdo o € Ss. Assim @egnio(M) = 0 é um ele-
mento de Sg o qual descreve o que M faz com o cubinhos de canto nao orienta-

dos. Por exemplo, sabemos que [D, R] tem uma decomposi¢cdo em ciclos disjuntos
(dif dfr Ufd frd fdl rdf)(drb bru bdr ubr rbd rub)(df dr br). Portanto ¢eumt(M) =
(dLf dfr)(drb bru).

Analogamente definimos um homomorfismo ¢pyrq, : G — S12 de tal forma que ¢(M)
é um elemento de Si5 o qual descreve o que M faz com os 12 cubinhos de borda nao
orientados. Por exemplo ¢poraa([D, R]) = (df dr br).

Por fim, definimos um homomorfismo ¢ : G — Sop, 0 qual descreve permu-

tagoes dos 20 cubinhos, 12 de borda e 8 de canto, nao orientados. Por exemplo,
Geuvo([D, R)) = (dLf dfr)(drb bru)(df dr br).

Assim, dado M € G o movimento de girar uma face (ou seja, M é D, U, L, R, F ou
B), entao ¢euno(M) é o produto de 2 4-ciclos. Como um 4-ciclo é impar, o produto de
2 4-ciclos serd par. Assim, ¢eupo(M) € par. Uma vez que os giros das faces geram G,
isto significa que ¢eupo(M) é par para todo M € G, ou seja, Geupo(M) € Agg para todo
Medg.

Observe que ¢cubo(M) = ¢canto(M)¢borda(M)7 sendo assim ¢canto(M) € ¢borda(M)
sdo ambos pares ou ambos impares, ou seja, Gcanto( M) € Gporda(M) tém o mesmo sinal.

Suponha o cubo na configuracao inicial e faca um movimento M de tal forma que
termina na configuracdo (o, 7, z,y) onde 0 = Geanto(M) € T = Gporaa(M). Assim temos

que se (0,7, x,y) é uma configuragao valida, entdo o e 7 tém o mesmo sinal.

Uma vez que A, consiste de todos os elementos pares de S, A, pode ser descrito
como {0 € 5, : €(0) = 1}.

Observe também que o ntcleo do homomorfismo ¢eup, : G — So consiste de todos
os movimentos do cubo de Rubik que nao altera as posicoes de quaisquer cubinhos, ou
seja, ker(pequpo) consiste de todos os movimentos os quais alteram somente orientacoes

e nao as posicoes dos cubinhos.
Consideremos agora alguma configuracao C' = (o, 7, z,y), fazendo um movimento
M € G colocamos o cubo de Rubik em uma nova configuracao, denotaremos esta nova

configuragao por C. M.

Supondo o cubo na configuracao C', aplicando o movimento M, obtemos a confi-
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guracao C.M;. Aplicando outro movimento M,, obtemos a configuracio (C.M;).Ms.
Por outro lado, o que realmente fizemos é dada uma configuracao C e aplicamos o mo-
vimento M; My, assim podemos escrever a nova configuragao por C.(M;M;), ou seja,
mostramos que (C.M;)My = C.(M;Ms) para qualquer configuragdo C' e movimentos
My, My € G. Seja e € G onde e é o movimento que nao altera a configuracao, temos
que C.e = C'. Sendo assim, mostramos que o grupo G age sobre o conjunto das confi-

guragoes do cubo de Rubik.

Observe que a 6rbita de uma configuracao inicial sob essa agao ¢ exatamente o

conjunto das configuracoes validas do cubo de Rubik.

4.1 Configuracoes Validas do Cubo de Rubik

O objetivo dessa secao serd usar os conceitos e propriedades apresentados anteri-
ormente para caracterizarmos as configuracoes validas do cubo de Rubik. Para isso,

provaremos o seguinte teorema:

Teorema 4.1. Uma configuracao (o, T, z,y) € vdlida se, e somente se, o sinal de sigma
é igual o sinal de 7, > x; =0 (mod 3) e > y; =0 (mod 2).

Usaremos o resto desta secao para demonstrarmos o teorema anterior. Primeiro
mostremos que se (o, 7,z,y) é valida, entao o sinal de o é igual ao sinal de 7, > z; =
0 (mod 3) e > y; = 0 (mod 2). No processo, vamos provar alguns fatos um pouco mais

gerais que serao Uteis para provarmos a reciproca do teorema.

Lembremos que G age sobre o conjunto de configuracdes do cubo de Rubik. As

configuracgoes validas formam uma tnica orbita desta acao.

Lema 4.1. Se (o,7,2,y) e (¢/,7,2',y") estao na mesma drbita, entio e(o)e(r) =

e(a’)e(r).

Demonstracao: Pelo Lema 3.5, é suficiente mostrar que se
(0-/7 Tl? ‘r/? y/) = (0-7 7-7 :U7 y)M7

onde M & um dos movimento bésicos, entao €(o)e(7) = e(o’)e(r'). Observe que o’ =
O-(bcanto(M) € 7'/ = T¢borda(M)- Portanto

e(0")e(r') = €(0)e(Deanto(M))E(T)e(Prorda(M))-

Se M é um dos seis movimentos basicos, entao ¢eanio(M) € Gporaa(M) sdo ambos 4-

ciclos, portanto ambos tém sinal —1. Portanto e(o’)e(7') = €(o)e(T). |

Corolario 4.1. Se (o,7,2,y) € uma configuragio vdlida, entio e(o) = €(7).
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Demonstracao: Isto é uma consequéncia imediata do lema acima uma vez que

qualquer configuragio valida estd na mesma orbita da configuracao inicial (1,1,0,0).

Lema 4.2. Se (o', 7', 2", ) estd na mesma drbita que (o, T,2,y), entao Y x; = > x; (mod 3)

e >y = > yi (mod 2).

Demonstracao: Seguindo a ideia do lema anterior, ¢ suficiente mostrar que se
(o', 7', 2", y') = (0,7,2,y).M onde M é um dos seis movimentos basicos, entao »_ x =
dox; (mod 3) e Y y. = > vy (mod 2). Abaixo segue uma tabua mostrando o que
acontece com ' e iy se (o', 7', 2", y) = (0,7, 2,y).M onde M é um dos seis movimentos
bésicos. Em cada caso, é facil ver que > zi = > z; (mod 3) e > yi = > y; (mod 2)

M|z ey
D | (z1, %o, 23, 24, x5, T5, T, T7)
(Y1, Y2, U35 Y4, Ys, Ye» Y75 Ys» Y105 Y11, Y12, Yo)
U | (xo, x3, x4, 71, T5, T, T7, T3)
(Y4, Y1, Y25 Y3, Ys, Yes Y75 Ys» Yo, Y10, Y11, Y12)
R | (z1,27 + 1,29 + 2, 24, x5, x6, 08 + 2,23 + 1)
(Y1, Y72 Y3, Yas Y5, Y2, Y10, Y85 Y9, Yes Y11, Y12)
L | (zq4+ 2,29, 23,25 + 1,26 + 2,21 + 1, 27, x3)
(Y1, Y2, U35 Y5 Y125 Yo Y7, Y4, Yo, Y10, Y115 Ys)
F | (w6 + 1,21+ 2,23, 24, x5, 27 + 2,29 + 1, x8)
(Y1, 92,8 + 1, Y4, Y5, Y6, Y3 + 1, y11 + 1,90, 10, Y7 + 1, 412)
B | (z1,29, 28 + 1,23+ 2,24 + 1, ¢, 7, x5 + 2)
(Y6 + 1, y2,y3, yas y1 + L, yo + Ly, ys, ¥s + 1, Y10, Y11, Y12)

Como exemplo, vamos ver como encontrar ' quando M é o movimento R. Assim,

os cubiculos da face da direita ficariam como abaixo:

u|uu
flrlr|r|b
flrlr|r|b
flrlr|r|b
d|d]|d

Os cubiculos sao numerados como segue:
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-1
o0

Portanto, se o cubo de Rubik esta na configuracio (o, 7,x,y), os cubinhos sob a

face direita sao numerados como segue:

Io Wi
Ta + 2 Ia + 1 I3+ 2 I3+ 1

rr+1 | 27+ 2 rg+1 | rg+2
i Is

Se rotacionarmos essa face em 90° no sentido horario, entao os cubinhos ficam como

segue:

r7+1 To + 2
rr | 274+ 2 To+1 | 2o

g Tg + 1 T3+ 2 I3
Tg + 2 Ty + 1

Portanto, 'I/ - (ﬂfhl’?‘l‘1,$2+2,$4,$5,$67x8+2,$3+1)- LOgOJ ZZL’; = Zx’b+6 =
> x; (mod 3). |

Corolario 4.2. Se (o,7,x,y) € uma configuracao vdlida, entdo > x; = 0 (mod 3) e
> y; =0 (mod 2).

Demonstracao: Isto é uma consequéncia do lema acima, uma vez que uma configu-

racao valida esta na orbita da configuragao inicial (1,1,0,0). [

Assim, provamos uma direcao do Teorema 4.1. Agora vamos mostrar a reciproca.
Suponha que €(o) = €(7), Y x; =0 (mod 3) e > y; = 0 (mod 2). Queremos mostrar
que existe uma série de movimentos que, quando aplicados a (o, 7, x,y), nos darao a
configuragao inicial, ou seja, se o cubo de Rubik estd na configuracdo (o, 7, z,y), ele
pode ser solucionado. A ideia da demonstracao é basicamente anotar os passos neces-

sérios para solucionar o cubo de Rubik. Assim, vamos provar as seguintes afirmagcoes:

1. Se (o,7,z,y) é uma configuracdo tal que €(o) = ¢e(7), D z; = 0 (mod 3) e
> yi; =0 (mod 2), existe um movimento M € G tal que (o, 7, z,y).M é da forma
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(1,7, 2',y") com e(7') = 1, Y 2 = 0 (mod 3) e >y, = 0 (mod 2). Ou seja,
podemos colocar os cubinhos de canto nas posicoes corretas.

2. Se (1,7,2,y) é uma configuracao com e(7) = 1, > z; = 0 (mod 3) e > y; =
0 (mod 2), existe um movimento M € G tal que (1,7,z,y).M é da forma
(1,7,0,9) com sgn 7" = 1 e > y. = 0 (mod 2). Ou seja, podemos colocar

os cubinhos de canto nas orientagoes corretas (e posicoes).

3. Se (1,7,0,y) é uma configuracdo com €(7) = 1 e > y; = 0 (mod 2), existe
um movimento M € G tal que (1,7,0,y).M é da forma (1,1,0,y') com > y. =
0 (mod 2). Ou seja, podemos colocar todos os cubinhos de borda nas posigoes

corretas (sem perturbar os cubinhos de canto).

4. Se (1,1,0,y) é uma configuragdo com »_y; = 0 (mod 2), existe um movimento
M € G tal que (1,1,0,y).M é da forma (1,1,0,0). Que significa que podemos

solucionar o cubo.

Porém, antes de provarmos estas afirmacoes, destacamos o seguinte fato. Suponha-
se que (o, 7, z,y) satisfaz e(o) = €(7), > z; = 0 (mod 3) e > y; = 0 (mod 2). Entao,
os Lemas 4.1 e 4.2 mostram que, para qualquer (¢’,7’,2’,9y') na mesma orbita que
(o,7,2,y),e(c") = e(7'), Y x, =0 (mod 3) e > y; =0 (mod 2). Assim, por exemplo, na
primeira afirmacao acima, se provarmos que existe um movimento M € G de tal modo
que (o, 7, z,y)M tem a forma (1,7, 2',y'), é imediato que e(7') = 1, >z} = 0 (mod 3),
e Y yi =0 (mod 2). Portanto, para finalizar a demonstra¢do do Teorema 4.1, basta

que provemos as seguintes proposigoes.

Proposicao 4.1. Se (o, 7,z,y) € uma configuracio com (o) = €(7), >, x; = 0 (mod 3)
e > y; =0 (mod 2), entdo a drbita de (o, 7, x,y) contém alguma configura¢io na forma
(1, 7,2, y).
Proposicao 4.2. Se (1,7,x,y) € uma configuracio com €(1) =1, > x; =0 (mod 3) e
Y y; =0 (mod 2), entdo a drbita de (1,7,x,y) contém alguma configuracio da forma
(1,7,0,9").

Proposicao 4.3. Se (1,7,0,y) € uma configura¢io com () =1 e > y; =0 (mod 2),

entao a orbita de (1,7,0,y) contém alguma configuragao da forma (1,1,0,y").

Proposicao 4.4. Se (1,1,0,y) é uma configuracio com > y; = 0 (mod 2), entio a
orbita de (1,1,0,y) contém alguma configura¢ao da forma (1,1,0,0).

Provaremos estas afirmacoes em ordem, assim a primeira que provaremos é que

podemos colocar os cubinhos de canto nas posicoes corretas.

Lema 4.3. O homomorfismo Qeanto : G — Sg € sobrejetor.
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Demonstracao: Pelo Corolario 3.2, Sg é gerado por um conjunto S de 2-ciclos em
Sg.  Assim, é suficiente mostrar que S C Im ¢eanto. De fato, se S C Im ¢cantos
entdo Sg = (S) C (IM Geanto), além disso, como (Im eanto) € UM grupo, temos que
(IM Geanto) = 1M Peanto-

Assim, queremos mostrar que cada 2-ciclo de Sg pertence a imagem de ¢cunio. Ob-
serve que o movimento My = ([D, R|F)? = (dbr urb)(dr wf)(br rf)(df 1f) muda ape-
nas 2 cubinhos de canto e deixa os outros cubinhos de canto fixo. Entao, ¢eanio(Mo) =
(dbr urb). Assim, pelo menos (dbr urb) encontra-se na imagem de @eanzo-

Sejam C; e C, um par qualquer de cubinhos do canto. E facil perceber que sempre
existe um movimento M € G o qual envia dbr para Cy e urb para Cy. Seja 0 =

Geanto(M ), assim, o(dbr) = Cy e o(urb) = Cy. Uma vez que ¢eunto ¢ um homomorfismo,

temos
Geanto(M T MoM) = beanto(M) ™ beanto(M )o@canto (M)
= o '(dbr urb)o
= (o(dbr) o(urb))
= (C1 ()
Portanto, (Cy C3) € Im ¢eanto, 0 que termina a demonstragao. [ |

Demonstracao da Proposicao 4.1: Pelo lema anterior, existe um movimento
M € G tal que Geanio(M) = o', Assim, (o,7,2,y).M = (1,7/,2',y') para algum
7' € Sip, ¥’ € Z5 ey € L2 |

Em seguida, vamos provar a Proposicao 4.2. A ideia aqui é orientar todos os
cubinhos de canto corretamente usando movimentos que mudam as orientagoes de

apenas 2 cubinhos. Em primeiro lugar, temos de mostrar que existem tais movimentos.

Lema 4.4. Sejam C; e Cy dois cubinhos de canto quaisquer, existe um movimento
M € G, que altera as orientagdes (mas nao as posigoes) de Cy e Cy e que nao afeta os
outros cubinhos de canto. Além disso, existe tal movimento M que gira C7 no sentido

hordrio e Cy no sentido anti-hordrio.

Demonstracao: Como na prova do Lema anterior, a questao é primeiramente encon-
trar um tnico movimento My, que altera as orientacoes de 2 cubinhos e depois conjugar
M, para encontrar movimentos que mudam as orientacoes de 2 cubinhos. Um movi-
mento com essa propriedade ¢ dado por My = (DR™Y)3(D7'R)3, 0 qual tem uma de-
composi¢ao em ciclos disjuntos dada por (dfr rdf frd)(drb rbd bdr)(df dr fr ur br db dl).
Assim, Geanto(Mo) = 1 € Yeanto(Mo) = (dbr rdb brd)(dr f rfd fdr), onde a aplica¢ao ¥
mostra o que o movimento My faz com as orientacoes dos cubinhos de canto dbr e drf.
Logo, se C| = dbr e Cy = drf, o lema é verdadeiro.

Agora, vamos conjugar este movimento. Como sempre existe um movimento M € G

que envia dbr para C; e dr f para C2. Seja M' = M~ MyM, pelo Teorema 3.5 podemos
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encontrar Yeanio(M'), podemos ver que M’ muda as orientagoes do C; e Cy e nao afeta
os outros cubinhos de canto. Especificamente, M’ gira C; no sentido horario e Cy no

sentido anti-horario. [ |

Demonstracao da Proposicao 4.2: Suponha que o cubo de Rubik estd em uma
configuragao em que pelo menos dois cubinhos de canto C e 5 nao estao nas orien-
tacoes corretas. Pelo Lema 4.4, existe um movimento que gira C; no sentido horario,
gira C5 no sentido anti-horario e nao afeta os outros cubinhos de canto. Aplicando
este movimento uma ou duas vezes, podemos garantir que C tem a orientacao correta.
Uma vez que este movimento nao afeta nenhum cubinho de canto, além de C e Cs, o
cubo de Rubik agora tem um cubinho de canto a menos com uma orientacao incorreta.
Fazendo isso varias vezes, acabamos com uma configuracdo (1,7',2’,y’), onde ha no
maximo um cubinho de canto com orientagao incorreta. Isto é, pelo menos, 7 dos z}
sao 0. Pelo Lema 4.2, >} = > x; = 0 (mod 3), assim este ¢ o caso em que o ultimo

x também ¢é 0, logo a configuracao do cubo de Rubik é (1,7/,0,7/). |

Agora, iremos provar Proposi¢ao 4.3; ou seja, queremos corrigir as posicoes dos
cubinhos de borda. A ideia da demonstracao é muito semelhante ao que usamos para
provar a Proposicao 4.2. Lembre-se que, nesse caso, primeiro provamos que Qcunto €
sobrejetora. Neste caso, queremos usar somente movimentos que nao afetam os cubi-
nhos de canto, uma vez que ji obtemos os cubinhos de canto nas posicoes e orientacoes
corretas. Portanto, em vez de olhar diretamente para ¢p,.q., vamos olhar para ¢porda

restrito a ker Yeanto-
Lema 4.5. A imagem de Gporda : k€rteanto — S12 contém Ais.

Demonstracao: Pelo Teorema 3.8 temos que Ao é gerado por um conjunto de 3-
ciclos em Ajy. Pelo mesmo argumento da demonstragao do Lema 4.3, é suficiente
mostrar que todo 3-ciclo esta na imagem de Pporda|ker poani,- COmMo na demonstragao do
Lema 4.3, a estratégia é usar a conjugacao de um tinico movimento.

Temos que My = LR~'U?L~'RB? ¢ um movimento de cubinhos de borda, o qual é
um 3-ciclo, e que nao afeta nenhum cubinho de canto que tem decomposicao em ciclos
disjuntos dada por (ub uf db). Entao, My € kertbeanto, © Ovoraa(Mo) = (ub uf db).
Agora, se (7, Cy e (5 sao quaisquer 3 cubinhos de borda, existe um movimento M
do cubo de Rubik que envia ub para Cp, uf para Cy, e db para C3. Entao, seja
0 = Gvorda(M), temos

¢borda<M_1M0M> = ¢canto(M)_1¢borda(M)0¢borda(M)
= o Yubuf db)o
= (o(ub) o(uf) o(db))
= (C1Cy C3)
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Portanto, (Cy Cy C3) € Im@pordalkerpeans,s © que completa a demonstracao. [ ]

Assim, a Proposigao 4.3 segue diretamente do Lema 4.5. (A prova é exatamente a
mesma ideia que a prova da Proposicao 4.1.)
Por tltimo, provaremos a Proposicao 4.4. A qual é similar a Proposicao 4.2; antes

precisamos de um lema parecido com o Lema 4.4.

Lema 4.6. Se C e Cy sao dois cubinhos quaisquer, existe um movimento M € G o
qual muda as orientagoes (mas nao a posigoes) de Cy e Cy e que nao altera os outros

cubinhos.

Demonstracao: Queremos primeiramente encontrar um movimento que muda as
orientacoes de 2 cubinhos de borda sem afetar quaisquer outros cubinhos, um tal mo-

vimento ¢ dado por
LR'FLR'DLR'BLR 'WLR'F'LR'D'LR'B'LR'U".

Chamaremos este movimento de M, ele tem uma decomposicao em ciclos dada por
(fu uf)(bu ub). Assim, dados C; e Cy sdo quaisquer cubinhos de borda diferentes,
existe M € G enviando uf para C; e ub para Cy. Assim, M MyM~! altera as orientacoes
de 1 e (5 e nao afeta todos os outros cubinhos.

Agora, o argumento que foi utilizado para provar a Proposicao 4.2 prova a Propo-

sicao 4.4 também. Isso completa a prova do Teorema 4.1.



5 Consideracoes Finais

Neste trabalho, fizemos o estudo de uma aplicacao da teoria de grupos para a
investigacao da quantidade de possiveis configuracoes de um brinquedo mundialmente
conhecido, o cubo de Rubik.

Abordamos conceitos elementares de mateméatica assim como alguns conceitos um
pouco mais avancados da algebra, como o estudos de algumas propriedades envolvendo
a teoria de grupos.

Tivemos como objetivo também mostrar que algumas perguntas que podem apare-
cer no nosso cotidiano, por exemplo na manipulacao de um brinquedo bastante popular,
podem ser respondidas através de conceitos matematicos abstratos que nem sempre sao
muito atrativos para os estudantes mas que quando usados de maneiras corretas nos
fornecem belissimas solucoes.

Observamos por fim que, antes de toda a analise de validade de movimentos, ti-
nhamos que o total de possibilidades de se colocar os cubos em suas posicoes era dado
por 3% x 8! x 212 x 12!, e que esse total de possibilidades poderia ser dividido em 24
partes iguais, visto que, o poderia ser par ou impar, 7 pode ser par ou impar, X € Zg
ey € Zy. Assim sendo 2*2*3*2 — 24. Apos estudo e demonstracao da validade do
teorema 4.1 temos que para que os movimentos da resolucao do cubo sejam validos o e
T possuem o0 mesmo sinal, portanto, temos somente 2 possibilidades de isso acontecer
e, >, x; =0 (mod 3) e > y; = 0 (mod 2), logo somente um resto nos interessa tanto
para o somatorio de x quanto para o somatorio de y, portanto, dos 24 grupos antes
analisados somente 2 sao validos. portanto somente 1/12 de 3% %8!%2'2x12! de solugoes

sao validas.
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