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Resumo

Este trabalho apresenta topicos ja estudados no Ensino Médio, como Médias e Trigonometria,
com enfoque em aplicacdes a problemas de Otimizacdo, em geral necessitando também de
procedimentos de modelagem matematica. Além disso foram escolhidos também dois topicos
de Matematica que ndo sdo estudados no Ensino Médio, mas decorrem de seu contetdo, o
M¢étodo das Tangentes de Fermat e Programacdo Linear, para modelar e resolver problemas de
Otimizacdo. O objetivo foi fornecer a outros professores material para tornar as aulas de
Matematica mais interessantes, motivando os alunos para o processo ensino-aprendizagem e
também chamar atencdo para a abrangéncia de técnicas de Otimizacdo, que ndo se resumem a

formulas associadas a fun¢ao quadratica.

Palavras-chave: Otimiza¢do, Ensino Médio, Modelagem, Médias, Trigonometria, Tangentes,
Fermat, Programagdo Linear, Método Simplex



Abstract

This work presents subjects included in high school curriculum, such as Averages and
Trigonometry, with focus in applications to Optimization problems, needing mathematical
modelling. Two topics not included in high school curriculum, the Fermat tangents method and
Linear Programming, were also chosen to model and solve Optimization problems. The goal
was to produce resources for the teachers use in classrooms, turning the learning process into
more interesting activities and to draw attention to the whole world of Optimization techniques,
not restricted to formulas associated to the quadratic function.

Key words: Optimization, High School, Modelling, Averages, Trigonometry, Tangents, Fermat,
Linear Programming, Simplex Method
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Introducéo

A falta de problemas mais praticos no ensino de Matemética ndo estimula o
aprendizado e torna menos efetivo o papel do professor. Para corrigir esta deficiéncia, a
exploracdo de problemas contextualizados em que se busca minimizar ou maximizar uma
grandeza, isto é, realizar uma otimizacéo dela, pode ser usada como uma estratégia de
ensino. No nosso dia-a-dia a otimizacao estd muito presente; seja na escolha do melhor
transporte para diminuir o tempo de deslocamento, na menor quantidade de comida que
uma dona de casa pode fazer, num fim de semana, para que se tenha um menor custo, na
quantidade de lanches que um vendedor autdbnomo deve vender, por dia, para alcancar o
maior lucro diério e etc.

Inicialmente foi realizada uma pesquisa bibliogréafica sobre otimizacao, em livros
e em artigos de revistas especializadas de Matematica e Pesquisa Operacional e em
monografias ja existentes e também foi realizada uma pesquisa na internet, em sites
institucionais e de olimpiadas de Matematica. Foi constatado que h& diversas formas de
abordar o assunto, mas, em geral, dirigidas para alunos de graduacdo, em especial dos
cursos de Engenharia de Producdo, Economia e Administracéo.

A ideia desse trabalho é focar nos alunos do 3° ano do Ensino Médio: revisitar
topicos de Matematica do curriculo do Ensino fundamental ou médio e utiliz&-los para
resolver problemas interessantes envolvendo otimizacdo. Além disso, alguns topicos ndo
estudados no ensino basico, mas que estdo ao alcance de alunos do ensino médio para sua
compreensdo, serdo apresentados e também utilizados para resolver problemas
envolvendo otimizacdo. Esta estratégia pretende contribuir para uma compreensdo mais
profunda dos conceitos tedricos, ao estimular os estudantes com desafios representados
por problemas contextualizados, mais proximos da realidade.

O primeiro capitulo desse trabalho traz uma releitura de topicos que sdo abordados
de forma muito superficial no ensino basico, tais como o ensino das médias aritmética,
geomeétrica, harmonica e quadréatica. Esse capitulo mostra que se pode resolver problemas
de otimizacdo bem interessantes utilizando uma propriedade de comparagdo entre
diferentes médias, sem utilizar conhecimentos de uma Matematica mais avangada.
Apresenta aplicacdes bem contextualizadas que podem ser encontradas em livros de

Matematica de nivel superior e que seréo resolvidas usando o teorema apresentado.
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O segundo capitulo mostra como o ensino das fungdes trigonometricas fica mais
interessante quando sdo abordados problemas que maximizam ou minimizam funcdes,
sendo apresentados alguns problemas de aplicacdo. Nesse capitulo a Trigonometria é
apresentada também como estratégia de solucdo para problemas de otimizacdo ja
modelados. Alids, € necessario mostrar que a trigonometria vai muito mais além de
medicao de tridngulos e que é possivel encontrar suas aplicacfes seja na roda gigante de
um parque de diversdes ou até na atividade cerebral.

O terceiro capitulo vai além do curriculo de matematica do ensino bésico, pois
trata um pouco do processo historico que culminou com a descoberta do Calculo
Diferencial, apresentando as ideias de Fermat sobre a obten¢do de maximos e minimos.
A construgdo desse capitulo é construtiva e utiliza conceitos vistos pelos alunos,
mostrando de forma progressiva e motivacional o avan¢o da Matematica. Além disso sdo
apresentadas algumas aplicacdes contextualizadas, que antes eram resolvidas apenas em
cursos de graduagéo.

O quarto capitulo apresenta uma introducgdo a Programacao Linear, que é uma das
técnicas mais utilizadas para resolver problemas de otimizacdo, seu contexto histérico e
algumas considerac@es tedricas, numa abordagem com énfase geométrica. Problemas
motivadores que podem ser trabalhados no ensino médio sdo apresentados e resolvidos.
Com os conhecimentos adquiridos de Programacdo Linear os alunos estardo aptos a
modelar matematicamente problemas ainda mais refinados de otimizacdo e em contextos
mais proximos da realidade. Estes ultimos podem em geral ser resolvidos com auxilio de
softwares como Excel, mas a compreensdo do processo que leva a solucdo fica
condicionada a um estudo mais aprofundado de Programacdo Linear, que foge aos
objetivos deste trabalho.

O quinto e ultimo capitulo apresenta um breve relato de experiéncias de aplicacédo
da proposta deste trabalho, uma ja realizada e outra prevista para se realizar no proximo
més e os projetos para o futuro, apos encerramento desta etapa de formacéo.
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1 Meédias e aplicacbes a Otimizacao

Nesse capitulo serdo apresentadas algumas consideracgdes tedricas sobre as médias
Aritmética, Geométrica, Harmoénica e Quadratica, apresentando problemas
contextualizados de otimizagdo numa abordagem mais pratica, baseados principalmente
em [1] e [4]. Sera enunciado um teorema envolvendo desigualdades comparando estas
médias, muito Uteis na resolucdo de problemas de maximo e minimo. Vale ressaltar que
0 ensino das médias se relaciona, em muitos livros didaticos, a problemas de aritmética
envolvendo situac6es hipotéticas e distantes da realidade ou entdo em problemas simples
de Estatistica.

A ideia desse primeiro capitulo é fazer com que o estudante consiga resolver
problemas de otimizacdo sem ter que recorrer as funcdes quadraticas. Deseja-se também
que o aluno perceba que existem outros problemas de otimizacgdo, que ndo se relacionam
com funcGes quadraticas, e que podem ser resolvidos com o teorema apresentado. Muitos
alunos tém dificuldade com a compreensao de desigualdades e esta pode ser a razdo do
ensino pouco pratico e superficial do teorema apresentado. Entretanto, o foco em
problemas envolvendo méximos ou minimos pode tornar o assunto menos abstrato e mais
compreensivel.

Na secdo 1.1 serdo apresentadas as definicdes das médias Aritmética, Geométrica,
Harménica e Quadrética, além de um teorema que compara estas médias. Uma
demonstracdo desta propriedade, no caso envolvendo somente duas variaveis, utilizando
argumentos geométricos ao alcance da compreensdo de um aluno do ensino basico,
também sera apresentada, que pode ser visto em [1] e [4].

Na secdo 1.2 alguns problemas de aplicagdo serdo apresentados, com suas
respectivas solugdes. Tais problemas podem ser encontrados em livros de Calculo
Diferencial, com solu¢des obtidas utilizando uma matemaética mais avancada, conforme
[8], [9] e [22]. Alguns podem ser resolvidos usando funcbes quadraticas. No entanto,
neste trabalho serdo apresentadas solucfes obtidas usando somente comparacdo entre
médias, segundo o teorema ja citado. A ideia ndo é adiantar um contetldo mais sofisticado

de matematica e sim resolver problemas contextualizados de forma simples.

1.1 Algumas consideracdes tedricas sobre medias

As médias estdo associadas a ideia de substituir uma sequéncia finita de nimeros

por um unico que represente toda a sequéncia. Conforme [6], pode-se pensar na sequéncia
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de nameros (x,,X,,%,,...,X,) onde A & uma operagio sobre os elementos dessa

sequéncia. Uma média dos elementos dessa sequéncia com respeito a operacdo A € 0
numero real M, de modo que ele possa substituir todos os elementos da sequéncia com

respeito a operagao A, isto €, X, AX, AXA.. AX,=MAMAMA.. AM.

O conceito de média descrito acima é abstrato, portanto, deve-se relacioné-lo as
operagOes mais usuais. A média € de fato um nimero intermediario da sequéncia, isto é,
€ 0 numero real pertencente ao intervalo fechado cujos extremos sdo 0 menor elemento e
0 maior elemento da sequéncia.

As aplicacfes ndo se restringem aqueles problemas de livro didatico do tipo
calcule, efetue ou encontre. E possivel mergulhar numa Matematica mais aplicavel e
moderna, que seja atraente e cheia de desafios.

Inicialmente definem-se as médias Aritmética, Geométrica, Harmonica e
Quadratica e depois um teorema que compara tais médias, conforme [1],[4] e [6].

Tais médias sdo ensinadas ainda no final do Ensino Fundamental e reaparecem
no Ensino Médio, tendo aplicacdes relevantes na Geometria, na Mecanica, na Algebra,
no estudo da Estatistica e no Caélculo Diferencial. Neste trabalho vamos utilizar o

Teorema que compara as médias somente para resolver problemas de Otimizacé&o.

Definicdo 1: A média aritmética esta associada a operacdo de adicdo, isto €, a média
aritmética dos nimeros reais ai, az,.., an € 0 nimero real Ma capaz de substituir cada

numeronasoma a, +a, +..+a,, demodoque a, +a, +..+a, =M, +M, +M, +..+ M,

n parcelas

a, +a, +..+a,

Isso implica que: M, =
n

Definicdo 2: A média geométrica esta associada a operacdo de multiplicacdo, isto é, a

media geométrica dos nUmeros reais positivos ai, az,..., ar € 0 numero real M, capaz de
substituir cada numero real no produto @ xa,xa,.x..xa, , de modo que:

a xa, xaz.x.xa, =Mz xMixMgx..xMg; . Assim podemos deduzir que

n fatores

(M.)" =a, xa,xa,.x..xa,, 0queequivalea Mg =1/a, xa, xa,.x..xa, .

14



Definicdo 3:. A média harmdnica se associa a operacdo soma dos inversos, isto €, a media
harmdnica dos nimeros reais ndo nulos ai, az,..., an € 0 ndmero real M, capaz de

substituir cada nomero na soma dos seus inversos, Ou  seja

1t o+ 0 10101 01 : Isso implica que
M, M, M, M, a a, a, a,
n parcelas
n 1 1 1 1 . n
I\/I_:_jua—+a—+...+a—,oqueequwalea M, = 1 T
Hoo & 2 3 n L
a, a, a, a,

Defini¢do 4: A média quadratica se associa a operacao soma dos quadrados, isto é, a
media quadratica dos nimeros reais aj, az,..., a € 0 nimero real M, capaz de substituir
cada namero na soma dos seus quadrados, ou seja,

(MQ)* +(MQ)2 +(MQ)2 +...+(MQ)2 =(a, ) +(a,) +(a,) +..+(a,)? - [Isso implica que

n parcelas

nx(Mq)® =(a,) +(a,)" +(a;)" +..+(a,)", que equivale a =\/(6\1)2 +(a,) +(@) +.+(a,)

Teorema 1. Considerando ai, ay,..., @, NUMeros reais positivos, com n >2, entdo

Mo(a,,a,,...,a,) >Ma(a,,a,,..a,) >Ms(a,,a,,....a, ) >Mu(a,,a,,.., a, ), ou seja,

2 2 2
\/(ai) +(a,) +...+(a,) S atateta, aa,.a > N ’
n n 1 1 1 1
—+—+—+..+—
al a2 a'3 a'n
com a igualdade ocorrendo se, e somente se, a1 = az =...= an.

Em outras palavras, a Média Quadratica de n nimeros reais positivos é maior ou
igual a Média Aritmética, que por sua vez, € maior que ou igual a Média Geométrica, que
€ maior ou igual a Média Harmonica, com a igualdade ocorrendo somente quando todos

0s numeros forem iguais.

No caso em que n=2, ou seja, considerando as médias entre dois nimeros a;=a e
a>=b, o Teorema 1 acima pode ser demonstrado conforme visto em [1] e [4] utilizando
propriedades da circunferéncia e relagdes métricas no triangulo retangulo, estudados em

Geometria Plana no ensino basico.
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Para isso, como mostra a figura 1 abaixo, construida no Geogebra (visto em [25]),
coloca-se consecutivamente numa mesma reta 0s segmentos PQ =a e QS = b, com Q
entre P e S. Com centro no ponto médio M de PS, constrdi-se uma semicircunferéncia K,

e 0s segmentos MT e QD, perpendiculares a PS, com T e D em K.

As médias entre os numeros “a” e “b”

Constroi-se também o segmento DM e o ponto E, projecdo ortogonal de Q sobre
DM.Como a + b éodidmetroe MT o raio de K, entdo MT é a média aritmética entre a
eb, isto é, MT =M, Além disso, o tridngulo PDS é retangulo em D, por estar inscrito em
uma semicircunferéncia de diametro PS; logo, a altura QD é a média geométricade PQ =
ae QS = b, ou seja: QD = MG. Finalmente, no triangulo retangulo DQM, DE ¢é a
projecdo ortogonal do cateto DQ sobre a hipotenusa DM = A, assim como DE; logo se
(Mg )

M

A

tem DQ? = DM.DE, isto é: DE = DQ? /DM = =M,.Logo: DE= M, éa

média harmonica entre a e b. Além disso, no triangulo retangulo MTQ, tem-se que

. 2 2
MT = a%b e MQ= aTb. Pelo teorema de Pitagoras, temos TQ = a_+b

, que é a

média quadratica (MQ) entre a e b. Nesse triangulo retangulo MTQ, por ser a hipotenusa,

2 2
pode-se afirmar que 1/a erb > a;b,isto é, MQ > MA.
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Na figura 1 verifica-se que MH < MG < MA < MQ. De fato, MH < MG
porque MH € cateto e Mg hipotenusa no triangulo DEQ, enquanto MG < MA porque
Mg € cateto e Ma é hipotenusa no tridngulo DQM. Note que quando a = b, 0 ponto Q
coincide com M. Neste caso, MH = MG = MA = MQ, como era de esperar.

A demonstracdo no caso geral pode ser encontrada em [9].

Uma aplicacdo do teorema 1 pode ser encontrada no site do Geogebra, visto em
[25], com o titulo “Medias TCC EduardoBrito UFRJ2016”, onde ¢ possivel encontrar
os valores das médias para dois numeros e identificar no semicirculo os segmentos que

representam as médias, ficando assim evidente a demonstracdo do teorema.

1.2 Obtendo maximos e minimos comparando médias

Expor problemas que envolvem e desafiam os alunos e os estimulam a buscar
estratégias para a resolucdo deles é o objetivo de todo professor de Matematica. Pesquisar
e escolher tais problemas é dificil e demanda muito tempo, que a maioria dos professores
ndo tem disponivel. A grande maioria dos alunos que tem horror a Matematica usa o
argumento de que ndo veem como usé-la no seu dia a dia de forma concreta.

Nessa secdo diversos problemas se destacam pela utilizacdo de conhecimentos
geométricos para a criacdo de um modelo matematico para a obtencdo da solucdo,
fazendo uma reflexdo importante sobre a otimizacdo. Esta etapa inicial, chamada
Modelagem Matematica, substitui o problema inicial por uma interpretacdo matematica
dele. O objetivo é mostrar para 0 aluno que a Matematica ndo é s6 um saber pronto ou
um conjunto de técnicas memorizadas, mas sim um conhecimento vivo e dindmico
desenvolvido desde a antiguidade visando atender as necessidades diarias da sociedade.

De acordo com os PCN’s (consulte [15]), “O ponto de partida da atividade
matematica ndo € a definicdo, mas o problema. No processo de ensino e aprendizagem,
conceitos, ideias e métodos matematicos devem ser abordados mediante a exploracao de
problemas, ou seja, de situacbes em que os alunos precisem desenvolver algum tipo de
estratégia para resolvé-las”.

Quanto a Modelagem, esta permite refletir sobre a realidade, entendendo-a — ao
selecionar argumentos — e agindo sobre ela ao formaliza-la por meio de um modelo.

Segundo Bassanezi em [2], “O modelo nunca encerra uma verdade definitiva, pois

é sempre uma aproximacdo conveniente da realidade analisada e, portanto, sujeito a
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mudangas - este processo dindmico de busca a modelos adequados, como protétipos de
determinadas entidades, é o que se convencionou chamar de Modelagem Matemaética -
vale ressaltar que uma acdo pedagogica, eficiente, tem sido realizada por meio deste
mesmo caminho”.

Os problemas de aplicagéo a seguir foram escolhidos porque sdo problemas mais
refinados que podem ser encontrados em livros de Célculo ou em questdes de concursos
e servem para acentuar a importancia do teorema 1. Além disso, tais problemas levantam
discuss@es sobre topicos ensinados ao longo do ensino fundamental/médio na modelagem

da situacéo-problema fazendo uma boa analise de qual método sera mais indicado.

Aplicacéo 1:

O Departamento de Estradas e Rodagem pretende construir uma area de piquenique
para motoristas a beira de uma rodovia movimentada. O terreno deve ser retangular,
com uma area de 5000 metros quadrados, e deve ser cercado nos trés lados que ndo déo
para a rodovia. Qual é o menor comprimento da cerca utilizada necessaria para a obra?
Quais devem ser o comprimento e a largura da area de piquenique para que 0
comprimento da cerca seja 0 menor possivel? (fonte [8])

Este € um problema bem explorado no ensino médio quando se ensina Fungdo
Quadrética. Alias, esse tema € um dos mais comuns quando nos deparamos com
situacBes-problema em que se precisa maximizar ou minimizar uma grandeza para chegar
a solucdo. E isso de certa forma, vicia os alunos no sentido de associar quaisquer
problemas de Mé&ximos e Minimos ao assunto Funcao Quadratica.

Apresentaremos a seguir uma solucdo obtida utilizando-se o Teorema 1. A

situacdo-problema pode ser representada pelo esboco da figura 2.

Figura 2
Atribuindo as dimensdes do retangulo as medidas x e y metros, sendo y 0
comprimento do retangulo paralelo a rodovia, tem-se pela hipotese do problema que

x.y =5000 e 2x+ y representa 0 comprimento da cerca. Dai, podemos escrever a funcéo
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comprimento por uma Unica variavel: C(x) =2x+ y. Pelo teoremal, visto na secdo 1.1,

pode-se concluir que: 2X2+ Y5 J2x.y =+/2x5000=100.

Logo, C(x) >200. O comprimento minimo da cerca deve ser entdo 200m o que

vai acarretar que Ma=Myg, 0 que sé ocorre quando os dois nimeros sdo iguais, isto &,

2X =Y, que acarretaque x=50me y=100m.

Aplicacao 2

Uma empresa de turismo aluga um dnibus com capacidade para 50 pessoas a grupos de
35 ou mais pessoas. No caso de grupos de 35 pessoas, cada pessoa paga R$60,00. No
caso de grupos maiores, 0 preco por pessoa € reduzido de R$1,00 por cada pessoa que
exceder 35. Qual é o tamanho do grupo para o qual a receita da empresa é maxima? (
adaptado de um problema em [22])

E comum entre os alunos achar que ter mais alunos no dnibus acarreta sempre ter
maior receita. A validade desta conclusio deve ser discutida. E, por exemplo, achar que
se um supermercado expde mais unidades de um mesmo produto na prateleira, entéo sua
arrecadacdo é maior. Além disso, deve-se observar que a quantidade de alunos no grupo
deve ser um namero inteiro. O problema requer uma certa modelagem, que sera feita a
seguir e também pode ser resolvido por Funcbes Quadraticas. Uma qualidade deste
problema é proporcionar a possibilidade de mais de uma solucgdo possivel.

Os dados estdo organizados em tabela (figura3), pois facilita a modelagem. Na

tabela esta relacionado o nimero de pessoas com a respectiva receita.

NUmero de Pessoas Receita

35 35x 60

35+1 (35+1) x (60-1x1)

35+2 (35+2) x (60-2x1)

35+3 (35+3) x (60-3x1)

35+ Kk (35 + K) x (60-kx1)
Figura 3

Observe que na dltima linha foi feita uma generalizacdo para a entrada de k

pessoas adicionais. Com isso, a receita pode ser escrita como funcéo de k, além das 35

iniciais. A receita é escrita entdo como: R(k) = (35+k )(60—k).
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Pelo teorema 1 da secdo 1.1, temos:

J@5+K)(60—K) < w _475.

A igualdade s6 ocorrerd, quando 35+k =60—k, istoé, k =125. No entanto como k é um

ndmero inteiro, pois representa o nimero de pessoas que excedem 35, devem ser testados

valores de k proximos de 12,5.

k R(K)=(35+K) x(60-K)

11 R(11)= 46x 49= 2254

12 R(12)= 47x 48 = 2256

13 R(13) = 48x 47 = 2256

14 R(14) = 49 x 46 = 2254
Figura 4

Com a tabela da figura 4, percebe-se que se o0 Onibus levar 47 ou 48 pessoas, a

receita serd maxima e igual a R$ 2256,00.

Aplicacéo 3:

Use o fato de que 1 litro equivale a 1dm3 para determinar as dimensdes de uma lata de
refrigerante de 350ml construida com a menor quantidade de metal. Compare as
dimensdes calculadas com as de uma lata de refrigerante comercial. A que vocé atribui
a diferenca? (fonte [8])

Este problema envolve conhecimentos de Geometria Espacial e de Algebra basica,
mas nao é resolvido por Funcdo Quadratica. Pode ser abordado na 12 série do ensino
médio, desde que o aluno tenha tido contato com as médias e com o teorema 1,
apresentados na secdo 1.1, além do conceito de funcdo. A técnica utilizada para resolver
este problema pode ser aplicada a outros mais interessantes e talvez mais atrativos para
os alunos que hoje ndo se contentam em memorizar férmulas.

Vamos considerar a lata de refrigerante como uma lata perfeitamente cilindrica
(figura 5), mesmo sabendo que ndo é, para facilitar a obtencdo da solucdo. Por isso os
resultados obtidos ndo devem coincidir exatamente com as dimensdes da lata. Mas é
assim que funciona em geral a modelagem matematica de um problema concreto,

contextualizado: obtém-se uma interpretacdo matematica aproximada do problema real.
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Eixo h

Figura 5

Pelo enunciado do problema, se V representa o volume de liquido na lata, temos
V =0,35dm? . Com isso, 7.r’h=0,35. A quantidade de metal a ser utilizada na

confec¢do da lata é igual a area da superficie do cilindro, ou seja, a soma da area lateral
com as areas da tampa e do fundo da lata. Dai pode-se escrever a area total do cilindro

em funcéo de r:

A (r)=27zr*+ Zn.r( 03?) =270’ + 07
z.r r
27K + 0.35 + 0.35
Pelo teorema 1 da secéo 1.1, sabe-se que 3{ ' >3/0,2457 . Portanto, a

area At (r) > 3 3/0,2457 . Logo ela serd minima quando houver a igualdade entre as
duas médias. Nesse caso, pelo teorema 1.1, os nimeros deverdo ser iguais e essa

i)

igualdade s6 ird ocorrer quando 27.r’ =§, isto é, quando r:3‘/02’35 , que é
T

0,35

zr?’

aproximadamente 0,382 dm e h= que é aproximadamente 0,764dm. Como
aproximamos o formato da lata por um cilindro, as dimensdes reais da lata deverdo ser
um pouco diferentes, ou seja, este € um problema em que ndo se consegue uma solu¢do
exata, mas apenas aproximada.

Aplicacéo 4

Seja ABC um triangulo retangulo de hipotenusa 6 e com catetos de medidas x e y
distintas. O que podemos afirmar sobre a area S do tridngulo ABC? (Exame de Admisséo

ao Colégio Naval 2015 em [20])

21



a) sera maxima quando um dos catetos for 32,
b) sera maxima quando um dos angulos internos for 30° .
c) sera maxima quando um dos catetos for o dobro do outro
52
2

d) serd maxima quando a soma dos catetos for ——

e) seu valor maximo néo existe.

Esse problema se torna interessante porque explora a densidade do conjunto dos

numeros reais, pois na hipétese do problema temos que os catetos tém medidas distintas,

Xy

x e y. Dai, sabemos que S =5 e, em consequéncia do Teorema de Pitagoras,

x* +y? =36. Pelo teorema 1 da secdo 1.1 sabemos que

2 2
JXy < X ;y , OU S€ja, +/X.Y <342 . Iss0 implica que S :%SQ.

Como a igualdade s6 ird ocorrer se X =y e sabemos, por hipétese que ndo ocorre,
podemos afirmar que sempre havera um valor real cada vez mais proximo de 9, ou seja,
ndo existe um valor maximo para a area. Esta € uma outra qualidade do problema, pois
serve para discutir a possibilidade da ndo existéncia de maximo ou minimo. Apesar de
ndo ser um problema contextualizado, pode ser um ponto de partida para discussoes
produtivas em sala de aula, sobre exigéncias reais numa situagdo-problema que entram
em conflito com a existéncia de solucéo.

Para tornar mais clara a solu¢do, uma animacdo da situacdo-problema pode ser
encontrada no site do Geogebra, conforme [26], no qual o ponto B do tridngulo ABC de
hipotenusa AC pode ser movimentado, gerando assim inimeros valores de area para o
triangulo ABC, como ilustra a figura 6. Tal aplicacdo se encontra com o titulo
“Aplicagdol_TCC_EduardoBrito_UFRJ2016”.
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2 R
Areade BCA=9

1 *

0 A

Figura 6

Aplicacéo 5
Determine o ponto P, situado sobre a hipérbole de equacéo xy=1, que esta mais préximo

da origem. (problema obtido em [22])

Esse problema se aplica em geral em turmas de Calculo 1, nivel superior, mas
pode ser trabalhado em turmas de 3° ano do Ensino Médio, pois requer somente

conhecimento de Geometria Analitica para resolvé-lo. Inicialmente, vejamos o gréfico da

funcdo f(x)= % na figura 7 a seguir.

¥

Figura 7
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Sabe-se que todo ponto sob a forma (x,lj, com x =0, pertence a hipérbole mostrada
X

na figura 6. A disténcia d de qualquer ponto da hipérbole ao centro do plano cartesiano

. . " 1
pode ser obtida, através do Teorema de Pitagoras, por d* = x* + o

~ 2 1 1
Pelo teorema 1 da sec&o 1.1 temos que TX > [x®2.=. Logo X°+ 72 2. Portanto
X

1 .
— , isto

também se segue do mesmo resultado que a igualdade s6 ira ocorrer quando X* =

X
é, se x=+1. Assim, os pontos da hipérbole xy =1 mais préximos da origem séo (1; 1) e
(-1; -1). Este problema tem vérias qualidades, apesar de ndo estar contextualizado. N&o
envolve funcdo quadratica e tem mais de uma solugdo exata. Pode servir como ponto de
partida para que o professor proponha aos alunos como desafio a criacdo de situacGes-

problema contextualizadas, em que, ap06s modelagem, os problemas matematicos e

respectivas solugdes apresentem caracteristicas similares as deste caso.

Aplicacéo 6:

Uma das obras da linha 4 do metr6 que esta sendo construida na cidade do Rio de
Janeiro consiste em abrir um tdnel num formato semicilindrico que integraria a zona sul
a Barra da Tijuca. O engenheiro responsavel pela obra deseja construir um retangulo
na entrada do tunel, de modo que esse retangulo formado tenha area maxima e sirva
para auxiliar na marcagao das duas faixas de transito, indicando onde devem trafegar
os veiculos e qual a altura maxima permitida para eles. Isso evitara acidentes e
proporcionara uma zona de seguranca caso haja algum incidente, conforme a figura 8.
Qual seria a area maxima do retangulo que poderia ser inscrito num semicirculo de
didmetro 2r e quais as suas dimensdes? (inspirado por um problema em [22])

Figura 8
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Para facilitar a modelagem do problema utilizando argumentos de Geometria Analitica,

0s eixos do plano cartesiano seréo colocados na figura 7 como mostra a figura 9 a seguir.

-X x

Figura 9
Seja (x;y) o vértice que esta no primeiro quadrante. Entao o retangulo tem lados
de comprimento 2x e y e sua area é A =2xy.
Para escrevermos a area em fungdo de uma Unica varidvel, devemos eliminar y.

Para isto usamos o fato de que (x;y) esta sobre o circulo de centro na origem e raio r,

logo x*+y® =r?e, portanto y =/r*> —x* .Logo A=2x./r?—x? onde o dominio dessa

funcdo & O0<x<r . Pelo teorema 1 visto na sec¢do 1.1, podemos escrever:

2 2 2
X“+r°—x
M; <M, <:>,/x2.ir2 —x? )s(—)
2
2. /%2 (rF —x?) <r?
2XAIr? —x* = A<r?
Logo, a area do retangulo sera maxima quando for igual a r2. Nesse caso, ocorrera
a igualdade entre as médias Mg e Ma. Pelo teorema 1 entdo os nimeros no calculo das
2
5

médias tém que ser iguais, isto é, r?—x*=x>=Xx

2
L3

Como ja visto

anteriormente, y =vr*—x*,logo y =

Numa segunda etapa o professor colocaria como desafio para os alunos descobrir
0 raio minimo necessario ao furar o tunel, de modo que a parte trafegavel do mesmo
(contida no retangulo/quadrado) comporte duas pistas para veiculos. Esta é uma qualidade
adicional deste problema, proporciona analisar a questdo de forma reversa. Esta pode ser

uma excelente forma de atacar problemas a ser apontada pelo professor.
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2 A Trigonometria na resolucdo de problemas de
Maximo/Minimo

Esse capitulo ird exaltar o papel importante do ensino da trigonometria como
estratégia para resolver problemas de otimizacao, através da contextualizagdo com outras
disciplinas j& que a Trigonometria se aplica a diversos fendmenos naturais que se
caracterizam pela periodicidade, conforme visto em [3] e [5]. Ressalta que o ensino
precisa se modernizar e que o foco numérico de resolucdo de tridngulos hoje ja € superado
pela facilidade de célculos com a utilizacdo de calculadoras eletrénicas.

A modelagem usando a trigonometria ndo sera o objetivo desse capitulo, pois a
modelagem em alguns problemas depende de conhecimentos mais avancados de
Matematica e até de outras ciéncias. A ideia é apresentar problemas ja modelados onde o
objetivo seja a maximizacdo ou a minimizacdo de uma funcdo. A Trigonometria sera
apresentada como um dos recursos na busca por uma solugdo mais simples em problemas
cujo modelo matematico da situacdo proposta envolva geometria. Em alguns casos,
substituira o uso do teorema 1, visto na secédo 1.1.

A secdo 2.1 apresentara um breve contexto histérico, baseado em [14] e [26],
sobre a Trigonometria, ressaltando o seu surgimento que priorizava a aplicacdo préatica
ligada as questBes do cotidiano, diferente de como é passado hoje, nas escolas de
educacdo basica, onde a prioridade é resolver problemas que enfatizam a memorizagédo
de formulas e situacdes hipotéticas dificeis de ocorrerem no mundo real.

Na secdo 2.2 serdo destacadas algumas consideracfes tedricas sobre a
trigonometria, tendo como objetivo principal, aplicar aos problemas de otimizagdo. O uso
adequado das ferramentas trigonomeétricas sera apresentado no intuito de ser mais um
mecanismo na busca pela resolucdo de problemas de méximo/minimo.

Na sec¢éo 2.3 serdo expostos problemas interessantes, retirados de [18], [19] e [20],
alguns até estudados em cursos de graduacdo que exigem uma Matematica que ndo €
ensinada na educacdo basica, mas que serdo resolvidos usando conhecimentos
apresentados na secdo anterior. Em cada problema seré feita uma analise e neles ficara
claro que a trigonometria pode ser ensinada de uma forma mais produtiva, explorando
situacOes aplicaveis em diversas areas do conhecimento. Nessa mesma secdo um
problema apresentado na secdo 1.2 serd resolvido de uma outra forma, mostrando que
podem existir diferentes formas de otimizar, utilizando o teorema das médias visto no

capitulo anterior ou topicos de trigonometria, entre outros.
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2.1 O Contexto histérico

A Trigonometria teve seu inicio na antiguidade remota, a data ainda incerta de
acordo com [3] e [5], associada a necessidade do homem entender seu habitat, relacionado
principalmente a Astronomia, Agrimensura e Navegacdes. A propria palavra significa
medida das partes de um triangulo, dando ideia de que esse era 0 objetivo principal,
conforme visto em [16] e [27].

N&o se sabe ao certo se o conceito da medida de angulo surgiu com 0s gregos ou
se eles, por contato com a civilizagdo babilonica, adotaram suas fragdes sexagesimais.
Mas os gregos fizeram um estudo sistematico das relagdes entre angulos - ou arcos - numa
circunferéncia e os comprimentos de suas cordas, que é ensinado até hoje em toda a
educacao basica.

E possivel associar o avanco da civilizagio ao desenvolvimento da Trigonometria,
pois 0 impacto nas outras ciéncias foi fundamental, seja nas construcfes, nas grandes
navegacoes, nos calculos astronémicos até os dias atuais. Mais exemplos podem ser vistos
em [23].

Com o surgimento do Calculo, em pleno século 17, surgiu a necessidade de
atribuir as nogbes de seno, cosseno e suas associadas tangente, secante, cossecante e
cotangente, o status de funcdo de varidvel real. Ou seja, nesse momento ja se estudava,
por exemplo, o cosx sendo x um numero real, conforme fonte [9].

Uma propriedade fundamental das funcbes trigonométricas € que elas sao
periddicas e sdo usadas para descrever fendbmenos da natureza periédicos, tais como
movimento de planetas, o som, batimentos cardiacos e etc.

De acordo com Lima em [10], “A importancia das fungdes trigonométricas foi
grandemente reforgcada com a descoberta de Joseph Fourier, em 1822, de que toda fungéo
periddica (com ligeiras e naturais restricbes) é a soma (finita ou infinita) de funcdes do
tipo acos(nx) +bsen(nx), com a, b e n sendo nimeros reais”.

Mas, ao contrario do proprio significado do nome Trigonometria, hoje ela vai
muito mais além do que medicdo de triangulos. Ao quantificar também os circulos, ela
abriu caminho para analisar tudo que se repete, desde as ondas dos oceanos até a atividade

cerebral, conforme [23].
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2.2 Aspectos tedricos aplicaveis a Otimizacao

Para resolver problemas de otimizacdo usando as fun¢des trigonométricas como
ferramenta € necessario deixar bem claras algumas defini¢cbes e propriedades. Vale
lembrar que o primeiro contato com a Trigonometria, na educacéo basica, surge com o
triangulo retdngulo, quando definimos as raz0es: seno, cosseno e suas associadas:
tangente, cotangente, cossecante e secante.

Para definir tais razdes pode-se, por exemplo, imaginar uma rampa cuja inclinagéo
é a e nela tomar alguns pontos cujas alturas sdo distintas. Para isso, seja ABC um
triangulo retangulo em B, com D, E e F pontos distintos sobre sua hipotenusa, que

representa tal rampa, conforme a figura 10.

Figura 10

Pela semelhanca nos triangulos ADIC, AEHC, AFGC e AABC pode-se garantir
que:
DI EH FG AB
DC EC FC AC

hipotenusa em cada um desses tridngulos é constante, ou seja, ndo depende da medida

1)

, OU seja, a razdo entre o0 cateto oposto a o e a

destes lados, depende somente da medida do angulo o.. A essa razdo denomina-se 0 seno
de a. E suarazdo inversa é a cossecante de a.
IC HC GC BC

2 ==
DC EC FC AC

ou seja, a razdo entre o cateto adjacente a o e a

hipotenusa em cada um desses triangulos é também constante, depende também somente
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da medida do angulo a.. A essa razdo denomina-se 0 cosseno de o. E sua razdo inversa é

a secante de a..
DI _EH FG _AB
IC HC GC BC

adjacente a o em cada um desses triangulos é constante, depende somente do valor de a.

, OU seja, a razdo entre 0 cateto oposto a a. e 0 cateto

3)

A essa razdo denomina-se tangente de a.. E sua razdo inversa € a cotangente de o.

Como o objetivo é estender essa ideia das razdes trigonométricas para funcoes, é
necessario inicialmente falar do radiano, que € uma unidade de medida para angulo. De
acordo com [13], a medida de um angulo em radiano € a razdo entre 0 comprimento do

arco determinado pelo angulo em um circulo cujo centro € o vértice do angulo e o

. : ] . s .
comprimento do raio do circulo. Conforme a figura 11, temos « = R radianos.

Figura 11

A posteriori define-se circunferéncia trigonométrica como sendo a circunferéncia
de raio unitario, com centro sendo a origem do sistema cartesiano, orientada
positivamente no sentido anti-horario e negativamente no sentido horéario, de acordo com

afigura 12.
W‘w%rad B

2% quadrante | 1% quadrante @"\'

c r=1 0° ou 0 rad x
1807 ou & rad Q
360% ou 2n rad
3° guadrante | 47 quadrants
<
3n
270° ou == rad | D .
2 Figural2

E importante esclarecer que a escolha do circulo de raio unitério esté associada ao

fato de que quando o raio é 1, o comprimento do arco determinado coincide com a medida
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do angulo em radianos, lembrando que o comprimento do arco depende de uma unidade
de comprimento.

Por enquanto, as razfes seno, cosseno e tangente estdo definidas para angulos no

intervalo (O,90°). E como esses angulos podem ser medidos em radianos, define-se o

Seno, 0 cosseno e tangente para qualquer namero real no intervalo (0,900).

De acordo com [13], sendo tomado um ponto P, no sentido positivo da
circunferéncia trigonométrica, sendo A(1,0), conforme a figura 13 e considerando-se o
angulo x como sendo formado pelos segmentos OA e OP, com 0(0,0), define-se o

cosseno de x como a abscissa de P, 0 seno de x como a ordenada de P e a tangente de x

~_ Senx
como a razdo ——, desde que cos x=0.
COSX

A (1:0)

Figura 13

E essa definigdo coincide com a anterior quando xe (0,90"). Como P pertence a

circunferéncia, pelo teorema de Pitagoras temos que sen*x +cos’ x =1, que é conhecida
como relacdo fundamental.

De acordo com [13], com a definicdo acima € possivel estender estas razdes
trigonomeétricas para todos os valores reais de x, definindo as funcdes trigonometricas

seno(x), cosseno(x) e tangente(x). E especificamente na funcdo tangente deve-se saber
a2 e : k -
que a mesma nao ¢ definida para todo x escrito sob a forma 7” com k sendo inteiro,

porque nesse caso cos X = 0.
A partir desta construgdo é possivel chegar a conclusdo de que para todo x real e

para todo k inteiro, tem-se: sen(x) =sen(x+2kz) e cos(x) =cos(x+ 2kz) . Esse fato
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significa que as fungdes seno e cosseno, definidas para todo x real, sdo periodicas, com
periodo 2.

Na circunferéncia trigonométrica, o professor tem a oportunidade de discutir sobre
o que significa a Funcdo ser Par e/ou Impar e suas simetrias, tendo em vista que
sen(x) = —sen(—x) e cos(x) = cos(—x).

O estudo da Trigonometria torna-se mais contextualizado quando o aluno aprende
as fungdes trigonometricas. A ideia do que é funcdo limitada fica evidente, pela propria
circunferéncia trigonométrica, quando se fala da funcdo seno e da funcdo cosseno,

representadas na figura 14.

Figura 14

De acordo com [23], pode-se usar, por exemplo, uma crian¢a numa roda-gigante
de um parque de diversdes para ilustrar o grafico das funcbes seno e cosseno, conforme
a figura 15.

Figura 15
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Se for analisado o deslocamento vertical da crianga, por exemplo, nessa roda
gigante, sera obtido o gréfico da fungdo seno. J& para o deslocamento horizontal, serd
obtido o gréafico da funcao cosseno.

Inevitavelmente a Trigonometria ira reaparecer na Matematica de nivel superior,
pois € uma ferramenta importante na resolucao de integrais e também na resolucéo de
equacdes e inequacgdes algébricas. Tem uma vasta aplicacdo também em outras areas,
principalmente na Fisica, pois todo movimento harménico pode ser descrito por Fungdes
Trigonometricas.

A seguir estdo listadas algumas propriedades trigonométricas Gteis na resolugédo
de problemas de méaximo e minimo que podem ser obtidas em [22] e [11]. Tais

propriedades serdo utilizadas nos problemas de aplicacdo da sec¢do 2.3 a seguir.

. —1<sen(x)<1

. —1<cos(x)<1

. c0s(2x)=1-2sen?( x)

. sen(2x)=2sen(x)cos(x)

. Sen(g + x) = cos(x)

AN O A W DN P

. sen(m-X)=sen(Xx)

2.3 Alguns problemas de aplicacéo

Nessa se¢do resolveremos um dos problemas apresentados no capitulo anterior de
uma maneira bem mais facil, mostrando que em alguns casos a trigonometria pode
agilizar o processo de obter uma solugdo. Outros problemas bem interessantes serdo
propostos e sua solucdo dependera do conhecimento visto na secao anterior.

A ideia passada nessa se¢do é abordar problemas modelados ou néo, e a partir dai
usar a trigonometria como uma estratégia para a maximizacdo ou minimizacdo da

grandeza em questdo, usando o fato da funcdo seno ou cosseno serem limitadas.

Aplicacéo 1:
Segundo o Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica (IBGE), produtos sazonais sdo
aqueles que apresentam ciclos bem definidos de producéo, consumo e prego.

Resumidamente, existem épocas do ano em que a sua disponibilidade nos mercados
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varejistas ora é escassa, com precos elevados, ora é abundante, com precos mais baixos,
0 que ocorre no més de producdo méaxima da safra. A partir de uma série historica,
observou-se que o preco P, em reais, do quilograma de um certo produto sazonal pode

TX— T

ser descrito pela fungéo P(x) = 8+5005( ] onde x representa o més do ano, sendo

x =1 associado ao més de janeiro, x =2 ao més de fevereiro, e assim sucessivamente,
até x=12 associado ao més de dezembro. Na safra, 0 més de producdo méxima desse
produto é: (questdo do Enem2015 vista em [21])

a) janeiro.

b) abril.

c) junho.

d) julho.

e) outubro.
Nesse problema entende-se que producdo é maxima quando o preco € minimo.

Observando a funcéo P(x), nota-se que isto ocorrera quando a fungdo cosseno atingir seu

valor minimo, ou seja, de acordo com a propriedade 2, quando cos[“xﬁ_“j:—L o)

menor valor positivo de um angulo para que seu cosseno seja minimo ¢ «t, logo tem-Se,

utilizando a propriedade de periodicidade da fungédo cosseno,

CO{”'X6_7Z'):COS7Z’:> E'X6_7T =r+2kr=x=12k+7,keZ.

Como xe{,2,3456,7,89,101112} segue-se que ke{_61—5,—4,_“,4,5} .
12'12°12""12'12
Como k é um ndmero inteiro, portanto k =0, logo x =7, e 0 més de producdo maxima

desse produto é julho.

Aplicagéo 2

Um satélite de telecomunicagdes, t minutos apo6s ter atingido sua Orbita, estad a r
quildmetros de distancia do centro da Terra. Quando r assume seus valores maximo e
minimo, diz-se que o satélite atingiu 0 apogeu e 0 perigeu, respectivamente. Suponha

que, para esse satélite, o valor de r em funcéo de t seja dado por:

r(t) _ 5865
1+0,15.cos(0,06t)
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Um cientista monitora o movimento desse satélite para controlar o seu afastamento do
centro da Terra. Para isso, ele precisa calcular a soma dos valores de r, no apogeu e no
perigeu, representada por S. O cientista deveria concluir que, periodicamente, S atinge
o valor de: (questdo do Enem 2010 vista em [21])

a) 12 765 km.

b) 12 000 km.

c) 11 730 km.

d) 10 965 km.

e) 5865 km.

Pelo fato da funcdo cosseno ser limitada (propriedade 2), pode-se substituir na

expressao seus extremos do conjunto Imagem.

Maior valor (cos (0,06t) = -1) = r(t) = — 20> _ 900
1+0,15.(-1)

Menor valor (cos(0,06t) = 1) = r(t) = —200>___
1+0,15.(1)

Dai, somando os resultados temos:
6900 + 5100 = 12000 (Opcéo B)

Aplicacéo 3

Um paisagista esta projetando um jardim de forma triangular com dois lados iguais
medindo 4 metros de comprimento. Qual deve ser o angulo entre esses lados para que a
area do jardim seja a maior possivel? (fonte [22])

Imaginemos o triangulo ABC, da figura 16, representando o jardim.

A

4m h
B/ }° O C
4m
Figura 16
. A . ) basex altura .
A area de um triangulo é obtida pela formula: A= Xf Consideremos

a altura h relativa ao lado BC de medida 4m. Pela trigonometria, sabemos que h = 4sené

. Dai a area pode ser obtida pela formula A=8send . Pela propriedade 1 vista
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anteriormente temos que —8 <8send <8, logo a area maxima que o jardim pode assumir
é 8mz2e, para isto, send =1, de onde se pode concluir que o &ngulo entre os lados iguais
deve ser de 90 graus.

Aplicacéo 4:

O administrador de um condominio avalia que, daqui a t meses, V por cento dos

~ - .t
apartamentos estardo vazios onde V(t) = 8 + 15sen? (’I—Z) parat € {1,2,...,12}. Em
que més o nimero de apartamentos vazios € maximo? Qual a porcentagem méxima de
apartamentos vazios? Em que més o nimero de apartamentos vazios € minimo? Qual o

percentual minimo? (problema da fonte [9])

De acordo com a propriedade 3 apresentada anteriormente, podemos escrever:

1—00{?) 31—15c0{7gtj
V(t)=8+1 — =V (t) B — '

Desta forma o més em que o nimero de apartamentos vazios € maximo é quando

co{%’tj = -1, pois valores negativos da funcdo cosseno, multiplicados por (-1), fazem

com que aumente V (t). Logo, para isso ocorrer, devemos ter t = 6. Assim, daqui a 6

meses, 0 numero de apartamentos vazios sera maximo e este percentual maximo sera de

23%, valor obtido substituindo-se t=6 na expressdo de V(t). Por raciocinio analogo, o

, . , ;. A .
ndmero de apartamentos vazlos € minimo quando CO ? =+1, ou Ss€ja, t =

12 meses e o percentual minimo sera V(12) = 8%.

Aplicacao 5:

Uma das obras da linha 4 do metrd que esta sendo construida na cidade do Rio de Janeiro
consiste em abrir um tunel num formato semicilindrico que integraria a zona sul a Barra
da Tijuca. O engenheiro responsavel pela obra deseja construir um retangulo na entrada
do tanel, de modo que esse retangulo formado tenha area maxima e sirva para auxiliar
na marcagdo das duas faixas de transito, indicando onde devem trafegar os veiculos e
qual a altura maxima permitida para eles, conforme a figura 17. Isso evitara acidentes e
proporcionara uma zona de seguranca caso haja algum incidente. Qual seria a area
maxima do retangulo que poderia ser inscrito num semicirculo de diametro 2r e quais as
suas dimensdes? (inspirado por um problema em [22])

35



Figura 17

Como ja foi descrito no capitulo anterior, onde este problema também foi apresentado,
para utilizar argumentos de Geometria Analitica de forma simples, o sistema de eixos

cartesianos sera considerado como mostra a figura 18 abaixo:

e
[ . ||
Figura 18

Seja (X;y) um ponto do semicirculo localizado no primeiro quadrante. Essas

coordenadas podem ser expressas em funcdo do raio r do semicirculo e do angulo 8 sob

aforma: x=rcosfe y=rsend.
Dessa forma a area do retangulo pode ser expressa sob a forma:
A =2xy = 2r cosé.rsend , que pela propriedade 4 podemos reescrever: A=r?.sen(26).
Como a func¢do seno é limitada, podemos escrever que

A=r%sen(20) <r?,jaque —1<sen(20) <1.

Logo, a area maxima do retangulo sera r? e ocorrera quando 26 = > isto e,

T . rv2 . . . R ,
0= Z . Assim x=y = T serdo as dimensdes do retangulo, que, de fato, serd um quadrado.

36



Aplicacao 6
Uma piscina com ondas artificiais foi programada de modo que a altura da onda varie

com o tempo de acordo com o modelo f(x)=35en(g+%xj sen[%xj sen(%xj em que

y =f(x) é a altura da onda, em metros, e x 0 tempo, em minutos. Dentre as alternativas

que seguem, assinale a Gnica cuja conclusio NAO condiz com o modelo proposto.
(Exame de admissdo a Academia da Forca Aérea — 2013 conforme [19])
a) A altura de uma onda nunca atinge 2 metros.
b) Entre 0 momento de detec¢do de uma crista (altura maxima
de uma onda) e o de outra seguinte, passam-se 2 minutos.
c) De zero a 4 minutos, podem ser observadas mais de duas
cristas.
d) As alturas das ondas observadas com 30, 90, 150,... segundos

sdo sempre iguais.

Podemos reescrever a funcao pelas propriedades 4 e 5 vistas na se¢éo 2.1
™ TX X X 3 T X X
f(x)=3 sen(— +—j sen(—j sen(—) ==.2-Cc0S| —-X sen(—) sen[—j =
2 4 4 2) 2 4 4 2
3 X X 3 2 [ TX
—-sen| — |-sen| — |=—=-sen“| —
2 2 2 2 2

[A] Verdadeira. O maximo que uma onda atinge € 3/2-1=1,5m.

[B] Verdadeira. O periodo da fungdo é — =2 min.

I
n
2

[C] Falsa. As cristas observadas para x sendo 1 ou 3 sdo iguais e para x sendo 0,

2 ou 4 também sdo iguais. Portanto, s6 podem ser observadas duas cristas.

[D] Verdadeira, pois 3052% min, 6032% min, 905:2 min e tem-se que sen? G) =

3 5
sen? (—) = sen? (—)
4 4

Aplicagéo 7
Um triangulo isosceles tem os lados congruentes com medida igual a 5. Seja « a medida
do angulo entre um dos lados congruentes e a base, para a qual a area do referido

triangulo é maxima. Podemos afirmar que: (questao inspirada por um problema em[16])
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a) 10° < a < 20°

b) 20° < a < 30°

C) 30° < a < 40°

d) 40° <« <50°

) 50° < a < 60°
Como o angulo entre cada um dos dois lados congruentes e a base mede «, segue
que o angulo formado pelos lados congruentes deve medir (180°-2a). Considerando-se
a base do triangulo como sendo um dos lados congruentes, tem-se que a altura em relagédo
a este lado sera o cateto oposto ao angulo (180° - 2a) de um tridngulo retangulo cuja
hipotenusa sera o outro lado congruente. Assim, a &rea do tridangulo pode ser obtida por

meio da expressao a seguir, utilizando-se a propriedade 6 vista anteriormente:

% .52 .sen(180° - 2a) = 2—25 -sen2a.

Sabe-se que a fungdo sen2a atinge seu valor maximo quando 2a =90°, Ou Seja,

a =45°. L0go, 40° < a < 50°.

38



3 O Método de Fermat aplicado a otimizagao

O objetivo principal desse capitulo é introduzir uma técnica que pode ser utilizada
na obtengdo de méximos e minimos, que é o Método de Fermat para tangentes a curvas.
A ideia ndo é explorar conhecimentos avancados de Calculo sem necessidade e sim
mostrar uma outra possibilidade de trabalhar com a otimizacdo no ensino médio,
utilizando conceitos ja ensinados anteriormente, que sdo revisitados neste trabalho, para
que fiquem completamente claros para os alunos, mostrando que o desenvolvimento da
Matematica se deu a partir da investigacdo de problemas. Tal método sera aplicado
exclusivamente em fungdes polinomiais e 0 corpo desse capitulo se baseia em [8], [9] e
[22].

A secdo 3.1 trata do contexto histérico, baseado em [3], em que surgiu o Método
de Fermat, partindo das motivacdes que levaram Fermat a cria-lo, levantando discussdes
sobre o infinito, sobre 0 que vem a ser uma reta tangente a uma curva e sobre as
aproximacoes lineares. Sera definida a razao que representa o coeficiente angular de uma
reta tangente ao gréafico de uma funcdo e a partir dessa razdo serdo levantados alguns
questionamentos feitos por Fermat para elucidar a ideia do seu método aplicado a
tangentes.

A secdo 3.2 apresentara alguns problemas de aplicacdo contextualizados que
abordam a otimizacgéo e a busca pela reta tangente. A aproximacdo linear feita por uma
reta tangente sera discutida numa das aplicagdes, com o auxilio do Excel (visto em [25])

e de outros softwares matematicos que plotam graficos, vistos em [24] e [26].

3.1 Contexto histérico e um pouco de teoria

A pesquisa por métodos matematicos poderosos que pudessem ser utilizados para
encontrar maximos e minimos de funcdes foi impulsionada no século XVII, de acordo
com Boyer (ver [3]), pelo tratado chamado de “Método para achar Maximos e Minimos”,
escrito por Pierre de Fermat (figura 19). Ele estudou Direito e trabalhou no parlamento
local. N&o era um matematico profissional, mas estudava por prazer. Viveu numa época
de ouro da Matematica, onde se destacaram inimeros matematicos importantes, tais como

René Descartes, Cavalieri, Blaise Pascal e outros.
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Figura 19

Um dos interesses de Fermat era o estudo das propriedades algébricas e
geométricas das funcGes polinomiais do tipo y=x". Por isso hoje as curvas que

representam geometricamente estas fungdes sao chamadas de “parabolas de Fermat” se n
for inteiro positivo ou “hipérboles de Fermat” se n for inteiro negativo.

Fermat ndo conhecia o conceito de limite, mas a ideia do infinito estava presente
em seu trabalho.

O foco principal do interesse dele era estudar valores de x em que as fung¢Ges
polinomiais da forma y = x" assumem um valor maximo ou um valor minimo. Para isto

desenvolveu um método baseado numa reta tangente a curva, grafico da funcédo
polinomial escolhida.

Antes de apresenta-lo vamos esclarecer o conceito de reta tangente a uma curva
grafico de uma func¢éo continua.

Definir uma reta tangente ndo é tio simples quanto parece. E muito comum o
aluno ter a ideia de que a reta tangente esta associada somente ao circulo, pois se aprende
que a reta tangente a um circulo é aquela que o intercepta em apenas um ponto, como
mostra a figura 20. Dai, a partir desse momento cria-se a ideia de que a reta tangente a

uma curva qualquer € uma reta que a intercepta em apenas um ponto. E isso é equivocado!
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Figura 20

Euclides (330 a.C), no livro intitulado Os Elementos, afirmava que se uma reta €
tangente a uma circunferéncia, entdo ela encontra o circulo em apenas um ponto e é
perpendicular ao raio por esse mesmo ponto. Observa-se que essa no¢do passa longe da
ideia de aproximacéo.

Na verdade a reta tangente a uma curva C em um ponto Po(Xo,Yo) toca C em Pg e
fornece a melhor aproximacgédo para pontos P(x,y) da curva, quando x e Xo estdo bem
préximos . Aguela velha ideia de que a tangente tem que tocar a curva num Unico ponto

é errada, como mostram as figuras 19 e 20 a seguir.
Na figura 21 esta representado o grafico da funcdo f(x) = x° +1e da reta tangente

ao grafico no ponto de abcissa 1. Pode-se notar que a reta tangente intercepta o grafico
em mais de um ponto. Fica bem claro que a ideia da tangente é de que para um conjunto
de pontos da curva bem préximos ao ponto de abcissa 1, a reta fornece uma boa
aproximacao desses pontos, ja que a impressdo que se tem é que nos pontos com abcissas

bem proximas de 1 os graficos se confundem.

Figura 21
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Na figura 22, onde esta representado o grafico da funcdo f(x)= |x| percebe-se

que a reta y = 0 ndo é tangente ao grafico no ponto (0,0), pois ela ndo esta proxima dos
pontos do gréfico em nenhuma vizinhanga deste ponto, apesar de tocar o grafico num

unico ponto.

Figura 22
Vale lembrar que, de acordo com [22], a equacdo da reta tangente a uma curva

num ponto (Xo,Yo) é dada por y—y, = m.(X—X,), onde m é o coeficiente angular da reta.

De acordo com [3], o coeficiente angular da reta tangente ao gréfico da curva no ponto é
obtido através da anéalise da sequéncia dos coeficientes angulares da reta secante a curva.

Sabemos que é simples determinar o coeficiente angular de uma reta r, secante a
curva gréfico da fungdo f, que intercepta dois pontos dois pontos, (x, f(x)) e (x +

_f(x+E) - f(¥)

E,f(x + E)), definido pelo quociente m =tga como mostra a

E

figura 23 a sequir:

F(X+EX

00 ¢ -2

Figura 23

42



A ideia engenhosa de Fermat, no caso particular em que f(x) é uma fungéo

f(x+E)— f(x)
E

zero, 0s pontos X e X +E estariam tdo proximos a ponto da reta secante r se tornar uma

polinomial, era supor que na razéo tga =

, quando E se aproximasse de

reta tangente, conforme a figura 24.

1 Cla)

X

Figura 24

Encontrar o coeficiente angular da reta tangente entdo consiste em determinar o
coeficiente angular da secante, ja definido anteriormente, e substituir depois E por 0. O
resultado final devera ser o coeficiente angular m da reta tangente ao grafico de y=f(x),
no ponto (Xo,f(Xo)).

Para encontrar Maximos e Minimos de fungdes polinomiais, Fermat observou que
quando eles ocorrem, a reta tangente ao grafico da funcdo no ponto dado é horizontal, isto
é, seu coeficiente angular é zero. Assim, para obter a abscissa x do ponto candidato a ser
maximo ou minimo segue-se 0 seguinte algoritmo:

1°) Calcula-se F(x+ EE) —

2°) Substitui-se E por zero, tendo a ideia de que E é um nimero muito pequeno,

de modo a obter o coeficiente angular da tangente, m(x).
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3°) Iguala-se o resultado obtido a zero, para obter a(s) possivel(is) abcissa(s) do(s)
ponto(s) da curva em que a reta tangente ¢ horizontal. Estes pontos sdo os “candidatos”
a serem pontos de méaximo ou de minimo da fungao.

E importante deixar bem claro, ao falar do método de Fermat, que podem existir
funcBes polinomiais que ndo tenha maximo ou minimo ou nenhum dos dois. O método
nos permite refinar a procura aos possiveis candidatos. Na verdade, um resultado
poderoso estudado no curso de Célculo (consulte [22] ou [8]), determina que se a fungdo
for polinomial, definida num intervalo fechado e limitado, ela sempre admitira valor
maximo e valor minimo, 0s quais ou ocorrerdo nos pontos em que a reta tangente é
horizontal, ( que podem ser obtidos via método de Fermat, por exemplo ) ou nos pontos
cujas abcissas sdo os extremos do intervalo.

Vamos utilizar entdo a aplicacdo 2 ja apresentada na secdo 1.2 para apresentar o

método de Fermat.

Aplicacéo

Uma empresa de turismo aluga um énibus com capacidade para 50 pessoas a grupos de
35 ou mais pessoas. No caso de grupos de 35 pessoas, cada pessoa paga R$60,00. No
caso de grupos maiores, 0 preco por pessoa € reduzido de R$1,00 por cada pessoa que
exceder 35. Qual é o tamanho do grupo para o qual a receita da empresa €
maxima?(fonte [22])

A modelagem desta situacdo—problema ja foi feita na secdo 1.2 e a concluséo foi
que a funcdo R(k)= (35+k)(60-k)= -k?+25k+2100 representa a receita da empresa em
funcdo do nimero k de pessoas que excedem a quantidade 35. Como a capacidade do
onibus € de 50 pessoas, 0 numero de excedentes de 35 pode variar entre 0 e 15. Este entdo
é o intervalo de definicdo da funcdo R(k). Com isto sabemos que existira um valor Unico
maximo para a receita. Mas somente se fosse uma funcédo continua de k, e ela é discreta.
Por isso ap0s utilizar toda a teoria, o resultado proposto deve ser analisado e interpretado
para servir ao problema real. Para usar o Método de Fermat, seguiremos o algoritmo ja
apresentado:

Etapa 1) O célculo direto de R(xo) e de R(xo+E) resulta em
R(X,) = —XZ +25x%, +2100
R(X, + E) = (X, + Ef’ +25(x, + E)+2100=—x2 — 2X,E — E? + 25x, + 25E + 2100

Calculando a diferenca, obtemos:
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R(X, + E)—R(x,)=—2x,E —E? + 25E

Dividindo a expressao por “E” obtém-se a expressdo -2Xo-E+25.

Etapa 2) Substituindo-se “E” por zero, encontra-Se a expressao m(xo)= -2xo+25.
Etapa 3) Iguala-se a expresséo obtida na etapa 2 a zero, obtendo xo=25/2=12,5.

Se o problema envolvesse uma funcdo R(K) continua, agora deveriamos comparar
os valores R(12,5), R(0) e R(15), para encontrar o valor maximo e o valor minimo.
Entretanto, como k é um inteiro ndo negativo, utilizaremos o raciocinio ja empregado no
capitulo 1, portanto realizamos analise dos valores de R para valores inteiros proximos

de 12,5, além dos valores extremos, como mostra a tabela da figura 25.

k R(K)=(35+k) x(60-k)

0 R(0)=35x60=2100

11 R(11)= 46x 49= 2254

12 R(12)= 47x 48 = 2256

13 R(13) = 48x 47 = 2256

14 R(14) = 49 x 46 = 2254

15 R(15)=50x45=2250
Figura 25

Assim, conclui-se que o nimero de pessoas que excedem 35 e que maximizam a
receita pode ser 12 ou 13.

De fato, trabalhar com méximos e minimos no Ensino Médio usando o método
de Fermat pode ser feito de uma forma agradavel, mostrando a Matematica de uma forma
dedutiva e criativa.

De acordo com [3], a ideia contida no trabalho de Fermat originou o processo hoje
chamado de diferenciacdo, pois o método de Fermat equivale a achar o limite

y f(x+E)— f(x)
E—0 E

, caso ele exista. Esse procedimento de mudar ligeiramente a

variavel e considerar valores vizinhos é a esséncia da Analise Infinitesimal.

Falar da importancia do conceito de Infinito é falar da importancia do Célculo na
Matematica e da importancia da propria Matematica. O infinito € um dos ingredientes
fundamentais para a construgéo da ponte entre o pensamento discreto da teoria entre o
que é discreto e 0 que € continuo, ja que a ideia de considerar cada vez numeros mais

proximos leva ao raciocinio do infinito.
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3.2 Alguns problemas de aplicacao

Nessa secao serdo apresentados trés problemas relacionados ao Método de Fermat
para tangentes, sendo dois problemas de otimizagdo e um envolvendo reta tangente. Nas
duas primeiras aplicacfes a modelagem recai numa fungéo polinomial de grau trés, que
impossibilita usar as formulas de maximo e minimo, geralmente memorizadas no ensino
médio, para funcbes quadraticas. Vale ressaltar que, nesse método, as funcbes
polinomiais de grau maior do que trés provocam equacdes de grau superior a dois e isso
pode complicar a discusséo em sala.

O problema da reta tangente que serd apresentado destacard a equacao da reta
tangente como uma aproximacao linear de pontos de uma curva na vizinhanca de um
ponto dado. E, nessa questdo, serd apresentada uma tabela com algumas imagens de
valores proximos a abcissa do ponto dado, confirmando de fato que a reta tangente é a

melhor aproximacao linear.

Aplicacéo 1:

Durante varias semanas, a secretaria de transito da cidade do Rio de Janeiro vem
registrando a velocidade dos veiculos que passam por um certo trecho proximo a cidade
olimpica. Esse estudo faz parte de uma série de projetos que estdo sendo feitos para que
na Olimpiada, que ocorrera ainda esse ano, ndo ocorram problemas. Os resultados

mostram que entre 1 e 6 horas da tarde, a velocidade média neste trecho é dada
aproximadamente por v(t) = (t3 —10,5t% + 30t + 20)km/h, onde t € o numero de horas

apos o meio-dia. Qual o instante, entre 1 e 6 horas da tarde, em que o fluxo de transito é

mais rapido? E quando é mais lento? (adaptado da fonte [8]).

Nesse problema a fungdo é definida no intervalo [1,6]. Para usar o Método de Fermat,

seguiremos o algoritmo ja apresentado:

Etapa 1) O calculo direto de v(t) e de v(t+E) resulta em:

v(t) =t* -10,5t* + 30t + 20

V(t+E)=t>+3t’E+3E*+ E®-10,5t* — 21tE —10,5x E* + 30t + 30E + 20
Fazendo a diferenca entre v(t+E) — v(t) obtemos:
V(t+E)—v(t) =3t°E +3tE* + E® —21tE -10,5x E* + 30E .

Dividindo a expresséo obtida por E, obtém-se: 3t* +3tE + E* — 21t —10,5x E + 30.
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Etapa 2) Substitui-se “E” por zero e obtém-se: m(t)=3t* — 21t + 30

Etapa 3) Iguala-se a expressio a zero, obtendo 3t* — 21t +30 =0, que resulta em t= 2 ou
t = 5, que pelo método sdo os possiveis candidatos para minimizar ou minimizar o
problema. No entanto, como a funcdo € definida num intervalo fechado e limitado,
devemos testar esses dois valores obtidos e os extremos do intervalo onde a funcéo esta

definida. Para isso, os dados seréo organizados na tabela da figura 26.

v(t) v(t) =t3 —10,5t* + 30t + 20

v(1) 1-10,5+30+20=40,5km/h

v(2) 8—42+60+20=46km

v(5) 125-262,5+150+20=32,5km/h

v(6) 216—378+180+20=38km/h
Figura 26

A partir desses testes, fica claro que o instante em que o fluxo do transito fica mais rapido
é quando t= 2, ou seja, as 14 horas. E 0 momento em o fluxo do transito fica mais lento €

quando t= 5, ou seja, as 17horas.

Aplicacéo 2:

A partir de uma chapa metalica quadrada de lado 1m, deseja-se formar uma caixa sem
tampa, removendo quadrados, de lado x menor do que 1/2, nos quatro cantos, conforme
a figura 27. Qual deve ser o valor de x, para que a caixa a ser formada tenha o maior

volume possivel? (adaptado da fonte [8])

Figura 27
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Nesse problema, a caixa formada tera dimensdes 1-2x, 1-2x e X. Logo, seu volume

seréd obtido pela formula: V(x) = x.(1—2x)2, que pode ser reescrita como uma fungao
polinomial de grau 3: V(x) = 4x® —4x” + x, definida no intervalo {O; ﬂ

De acordo com Fermat, seguiremos o algoritmo:
12 Etapa) O calculo de V(x) e V(X+E) resulta em:

V(X) = 4x® —4x° + X
V(x+E)=4x®+12x°E +12xE® + 4E® —4x*> —8XE —4E? + x+ E
Efetuando a diferenca entre V(X+E) e V(X) obtém-se:

V(x+E)-V(x) =12x*E +4E® —8xE-4E’ +E agora , dividindo essa

expressao por E, resulta em:

VOX+E)-VX) 1042 4E2 _gx_4E +1

2% Etapa) Fazendo E =0, chega-se na expressdo: m(x)= 12x2—-8x+1.

3 Etapa) Ao igualar a expressio a zero obtém-se 12x° —8x+1=0, que € a

equacao que fornece os candidatos a maximizar ou minimizar o problema.

< 1 . -
Resolvendo a equacdo, obtemos x = 5 (fornece a caixa de volume minimo, zero)

1 . x
e x= . Os valores do volume em cada extremo do dominio, quando x=1/2 e x =0 séo

resultados que conduzem a um volume minimo, na verdade ndo havera uma caixa real.
Logo, para o lado do quadrado sendo 1/6, temos a caixa de volume maximo. E isso pode
ser verificado também usando a andlise grafica da funcdo quadrética

m(x) =12x* —8x +1 como mostra a figura 28.

++++ A+

1/6 1.2

Figura 28
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De fato, para valores de x menores do que 1/6 os resultados s@o positivos, isto e,
temos coeficientes angulares m(x) positivos o que significa que as retas tangentes ao
gréafico da fungdo V(x) sdo crescentes e para valores maiores do que 1/6 e menores do que
Y sd0 negativos, logo os coeficientes angulares das retas tangentes sdo negativos, ou seja,
estas retas sdo decrescentes. Assim, a curva V(x) tem um méaximo no ponto de abcissa
1/6.

Aplicacéo 3:
Considere o grafico da funcdo f(x) = x3, na figura 29. Encontre a equagio da reta

tangente ao gréafico em um ponto P de abscissa 1. (adaptado da fonte [22])

Figura 29

Nesse problema podemos usar 0 Graphmatica, software matematico desenvolvido para o

ensino de Matematica, para alterar a escala dos eixos, conforme a figura 30.
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Figura 30

Pelo gréafico pode-se estimar que no ponto de abscissa 0, a tangente é horizontal
e que a reta y = 0 é uma boa aproximacédo do grafico da curva, quando se consideram
pontos da curva com abcissas muito proximas de 0.

Pelo Método de Fermat, podemos encontrar o coeficiente angular da reta tangente
no ponto de abscissa 1, realizando as duas etapas do método.

Para isso, aplica-se algoritmo de Fermat num ponto Xo de seu dominio.

12 Etapa) Calcula se os valores de Xo e Xo+E, sendo Xo e Xo+E dois pontos muito
préximos do dominio.

f(x) =x%,°3

f (X, + E) = X,3+3%,2E +3x,E2+ E?®

Efetuando-se a diferenca entre f(xo+E) e f(xo) obtemos:
f (X, +E)— f(X,) =3%,2E +3x,E2+E®.

E dividindo-se essa diferenca por E, obtém-se:

f(xo+E)—f(x)
E

=3X,2+3X,E +E?.

22 Etapa) Ao fazer E =0, obtemos como resultado m(xo)=3x,".

Esse resultado mostra que o coeficiente angular da reta tangente num ponto Xo
qualquer do seu dominio é dado por 3x¢?.

Logo, no ponto (1,1), de abcissa 1, o coeficiente angular da reta tangente é 3. Por
[20], temos que a equacdo da reta tangente € dada por y—1=3(x—1), que reescrita é
y=3Xx-2.

Com o auxilio do Graphmatica, o grafico da funcdo f (x)=x>com a reta tangente

no ponto de abscissa 1 pode ser construido, conforme a figura 31.
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Figura 31

Aumentando-se a visualizagdo em torno dos pontos proximos do ponto de abscissa
1 da figura 31, obtemos o grafico da figura 32.

2 7 /
¥
13, 8 /
11, 6 /
11, 4 /

1,z

1
o, 8 /

0,6

0,4

o,z

-1, 5 -1 -0, 5 0 0,5 /¢ 1 1,5 2 2,5 3 3,5

Figura 32

Observa-se inicialmente que a reta tangente a curva no ponto dado (1,1) toca o
grafico em outro ponto, pela figura 29. E que numa vizinhanca em torno do ponto dado,
a reta tangente fornece uma aproximacdo linear para as imagens da funcéo
correspondentes a pontos do dominio préximos ao valor 1 da abcissa do ponto dado.

Pelo Excel, é possivel calcular as imagens das funcgdes f (x) = x3 e g(x) = 3x -2,
onde o grafico de g(x) é a reta tangente ao grafico de f(x) no ponto de abscissa 1. Para
entender como montar a tabela da figura 33, no Excel, basta analisar [24].
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1 1 1
0,999 0,997003 0,997
0,998 0,994012 0,994
0,997 0,991027 0,991
0,996 0,9880479 0,988
0,995 0,9850749 0,985
0,994 0,9821078 0,982
0,993 0,9791467 0,979
0,992 0,9761915 0,976
0,991 0,9732423 0,973

0,99 0,970299 0,97
0,989 0,9673617 0,967
0,988 0,9644303 0,964
0,987 0,9615048 0,961
0,986 0,9585853 0,958
0,985 0,9556716 0,955
0,984 0,9527639 0,952
0,983 0,9498621 0,949
0,982 0,9469662 0,946
0,981 0,9440761 0,943
1,001 1,003003 1,003
1,002 1,006012 1,006
1,003 1,009027 1,009
1,004 1,0120481 1,012
1,005 1,0150751 1,015
1,006 1,0181082 1,018
1,007 1,0211473 1,021
1,008 1,0241925 1,024
1,009 1,0272437 1,027

1,01 1,030301 1,03
1,011 1,0333643 1,033
1,012 1,0364337 1,036
1,013 1,0395092 1,039
1,014 1,0425907 1,042

Figura 33
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4 Programacao Linear e Otimizacao

O objetivo desse capitulo é apresentar uma introdugdo a Programacdo Linear,
conforme [13], que é uma das técnicas mais utilizadas para resolver problemas de
otimizacdo, de uma forma construtiva utilizando topicos trabalhados ao longo do Ensino
Médio. A programacao linear € uma matéria ensinada em cursos de graduacéo, que pode
facilmente ser introduzida, no seu estagio inicial, no Ensino Médio, ja que os pré-
requisitos sdo estudados. A grande vantagem é que ela possibilitard resolver questdes
mais aplicaveis e com mais informacGes, motivando o aluno na tomada de decisdes ao
modelar a situacdo-problema.

Nesse capitulo a secdo 4.1 apresentara algumas consideracdes tedricas, baseadas
em [13], sobre a programagcdo linear, o contexto historico, 0s pre-requisitos necessarios
para 0 entendimento e suas aplicacdes em diversos ramos da ciéncia. Serédo feitas duas
aplicacdes com resolucdo grafica e em seguida serdo resolvidos de uma outra forma,
baseada no Teorema Fundamental da Programacéo Linear.

Na secdo 4.2 sera apresentado 0 método Simplex, baseado em [18], acompanhado
de problemas de aplicagdo amparados por recursos computacionais para a analise da
situacdo modelada. Serd apresentada a ideia do método simplex associada ao seu
algoritmo de formacdo. Nessa secdo o uso do Excel, conforme [25], sera apresentado
como uma ferramenta para a solucdo de problemas ja modelados, sendo um ingrediente

fundamental para aliar a Matematica com a Computacao.

4.1 Introducéo a teoria

Como visto nos capitulos anteriores, € possivel modificar a forma de ensinar,
mostrando ao aluno uma maneira de encarar problemas, de criar estratégias de
modelagem amparadas por recursos computacionais e/ou por teoremas apresentados.

Uma das técnicas mais usadas para solucionar problemas de Otimizagdo é a
Programacdo Linear. O enfoque da Programacdo Linear & otimizar (maximizar ou
minimizar) uma funcg&o linear ou afim, de varias varidveis, chamada de funcéo objetivo,
sujeita a uma série de condicionantes, chamados restri¢Oes, fornecidas por equacdes (ou
inequacdes) lineares, como visto em [13] e [18]. A programacéao Linear € ensinada em

cursos de graduacdo, principalmente na Engenharia de Produgdo, mas pode ser
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introduzida no Ensino Médio, ja que os pré-requisitos basicos sdo estudados, tais como
Equacdes e Inequagdes do Primeiro Grau, Funcdo Afim e Geometria Analitica. A
insercdo da programac&o linear no ensino médio permitiria aos alunos o contato com
problemas interessantes e reais, justificando e motivando amplamente o estudo dos
topicos mencionados acima.

Historicamente a Programacéo Linear € um ramo muito jovem da Matematica que
surgiu em 1947, quando George B. Dantzig inventou e desenvolveu um método chamado
Simplex para resolver problemas de otimizacdo formulados a partir de questbes de
logistica da Forca Aérea dos E.U.A., durante a segunda Guerra Mundial.

George B. Dantzig, na figura 34, foi um matemaético estadunidense que elaborou
a teoria para a resolugéo de um problema relacionado aos Transportes e a sua resolucéo
“computacional” foi baseada no método Simplex, em 1947. Por este feito também é
considerado "pai da programacdo linear". Entre 1941 e 1945 Dantzig trabalhou no
Pentagono, 6rgdo de defesa americano, como especialista em planejamento e
programacdo de atividades militares, época em que trabalhava intensamente com

calculadoras de mesa.

-4

Figura 34

Nos capitulos anteriores encaramos a otimizacdo usando 0S recursos Vvistos ao
longo do ensino fundamental e médio, mas a proposta agora é tratar outros problemas de
otimizacgdo, cujas solugcdes se caracterizam por calculos baseados na execucdo de
operacdes relativamente simples, beneficiando-se do advento do computador e com uso
de softwares, citados em [24], [25] e [26].

A proposta de inserir a Programac&o linear no 3° ano do ensino médio é fazer com
que novos problemas de otimizacdo sejam apresentados, aproveitando conteudos ja

trabalhados ao longo da vida escolar do aluno. A ideia é apresentar novos problemas que
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de fato podem surgir no cotidiano de qualquer pessoa, seja na loja de um comerciante, no
planejamento financeiro de um trabalhador que visa otimizar seus gastos, na gestédo de
uma empresa e etc.

Segundo [13], “De uma forma simplificada, pode-se dizer que a utilizacdo de
modelos de Programacéo Linear compreende as etapas de formulacdo do Problema de
Programacdo Linear (PPL), resolucdo e validagdo dos resultados. A primeira etapa
corresponde & representacio matematica do problema que estd modelando. E a etapa
basica da programacdo linear, onde serdo definidas as variaveis e suas relacdes,

reconhecidas as restricdes relevantes ao acaso e expresso(s) seu (s) objetivo(s)”.

Em todo problema de Programacéo Linear (PPL), conforme [13] e [18] destacam-
se 0s seguintes elementos:

* Variaveis de decisdo: sdo as variaveis relevantes ao problema, que podem ser
quantificadas.

* Funcéo Objetivo: € uma funcédo, modelada com auxilio das variaveis de decisao
multiplicadas por coeficientes que expressam a maximiza¢cdo ou a minimizacéo de uma
situacdo-problema.

*RestricOes: correspondem aos elementos restritivos que todo problema possui,
por exemplo, podem representar a escassez de recursos produtivos ou a necessidade de
uma variavel de decisdo ser um ndmero inteiro limitado a intervalo dado. Enfim, as
restricdes variam de problema a problema e devem estar bem claras na modelagem do

problema.

Esses elementos do PPL serdo identificados em duas aplicacdes abaixo, inspiradas
em problemas de [13] e [18]. Cada uma das aplicacbes sera resolvida pelo Método

Gréfico.

Aplicacdo 1

Uma empresa de fantasias, visando a proximidade do carnaval, fabrica dois tipos
de méascaras: as do tipo 1 que reproduzem a imagem mais real e em trés dimensfes e as
do tipo 2 que sdo mascaras mais simples, moldadas num papel apropriado. Na
fabricacdo da mascara do tipo 1 a empresa gasta nove horas-homem e trés horas-
maquina, onde a tecnologia utilizada € intensiva em méo-de-obra. Na fabricacdo do

produto 2 a empresa gasta uma hora-homem e uma hora-maquina, onde a tecnologia é
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intensiva em capital. Sabendo-se que a empresa dispde de 18 horas-homem e 12 horas-
maquina e ainda que os lucros por unidade fabricada dos produtos 1 e 2 sdo $4 e $1
respectivamente, quanto a empresa deve fabricar de cada produto para obter o maior

lucro possivel? E qual é o maior lucro que pode ser obtido?(problema inspirado em [13])

Nesse problema identifica-se como X, a quantidade de méascaras dotipoley, a
quantidade de mascaras do tipo 2, com x e y nimeros naturais.

Deve-se maximizar a expressdo que representa o lucro, definida pela funcéo
objetivo L(x,y) = 4x + y, denominada funcdo objetivo, onde x, y estdo sujeitos as

seguintes restri¢oes:
Quantidade de horas-homem : 9x + y <18 (%)
Quantidade de horas-maquina: 3x + y <12 (**)
As quantidades X e y devem ser nlmeros naturais.

Como o problema apresenta duas variaveis e as funcdes e inequacdes sdo lineares,
podemos obter uma solugéo raciocinando geometricamente.

Vejamos inicialmente a regido admissivel (regido hachureada na figura 35), que
de acordo com [13], é a figura geométrica determinada pelas restricGes lineares que
definem o conjunto de pontos admissiveis, nos problemas onde h& somente duas
variaveis. Nessa regido admissivel devemos considerar os pontos cujas coordenadas sdo

ndmeros naturais.

] "y=-9x+18

Figura 35
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Na funcdo L(x,y)=4x+Yy que queremos maximizar, consideremos o valor
L(x,y) = L fixado. Obteremos entdo uma funcédo afim, y(x) = L —4x, cujo gréfico é
uma reta cujo coeficiente angular € - 4, conforme visto na secdo 3.1 e cujo coeficiente
linear é o valor L.

Seja 6 a inclinacgdo, isto é, o angulo entre a reta e 0 eixo X, marcado no sentido
anti-horario, da reta y — 9x + 18, obtida da condi¢&o (*), B como sendo a inclinacéo da
retay = —3x + 12, obtida da condic¢do (**) e a como a inclinacdo daretay = L — 4x,
obtida da funcdo objetivo. Temos que 6, B e o sé&o angulos maiores que /2, com
tangentes negativas: —9,—3 e — 4, respectivamente. Como a tangente é uma funcgéo
crescente para angulos entre /2 e e tg(e) < tg(a) < tg (), temosquee < a <
B.

Entdo, a cada valor de L, estdo associados os pontos (x,y) daretay = L — 4x
que estiverem dentro da regido admissivel, como mostra a figura 36 a seguir.

\

2o

12

Figura 36

Examinando o que ocorre na figura 36 fica claro que o valor de L serd& maximo
quando ele for o maior valor possivel do coeficiente linear de umareta y = L — 4x que
contenha pelo menos um ponto dentro da regido hachureada admissivel. Isto vai ocorrer
exatamente no ponto de abscissa 1 e ordenada 9, logo o lucro maximo sera o valor da
funcdo objetivo L(1,4) = 13, correspondente a reta y = 13 — 4x, como mostra a figura

37 a seguir.
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Figura 37

Isso quer dizer que o Lucro serd maximizado quando for produzida uma unidade
da mascara do tipo 1 e nove unidades da mascara do tipo 2.

Esse problema inicia uma discussdo bem interessante em problemas de
programacdo linear, que € a questdo de que para maximizar o lucro ndo se deve vender
ou produzir o maximo de produtos. E isso é quase um censo comum na cabeca daqueles
que ndo entendem desse assunto.

Nos problemas de programacéo Linear de duas variaveis o método gréfico é eficaz
e simples, pois possibilita ao aluno visualizar de maneira clara e incontestavel a solugédo
do problema, utilizando conhecimentos vistos ao longo da vida escolar. Vale lembrar que

nenhum assunto novo é introduzido até esse momento.

Aplicacao 2

Um vendedor ambulante vende um tipo de hamburguer e um tipo de cachorro-
quente. Ele nunca vende mais do que 18 hamburgueres e 50 cachorros-quentes. Cada
hamburguer é vendido por 5 reais e tem um custo de R$1,50 e cada cachorro-quente é
vendido por 3 reais e tem um custo de R$1,80. Sabendo que o vendedor disponibiliza um
gasto maximo de 108 reais por dia, determine a quantidade de hamburgueres e
cachorros-quentes que o vendedor deve vender para maximizar seu lucro. (problema

inspirado em [13])

Atribuindo x para a quantidade de hamburgueres e y para a quantidade de cachorros-

quentes que devem ser vendidos, o problema se resume a maximizar a funcéo objetivo:
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L(x,y) = 35x+12y, onde X e y estdo sujeitos as restricdes:

15x+1,8y <108 Custo

x<18 com x,ye N

y <50

Como o problema também apresenta duas variaveis e a funcao objetivo com as
inequacdes de restri¢do sdo lineares, podemos investigar se ha uma solugdo graficamente.
Vejamos a regido admissivel na figura 38 (Considerar os pontos da regido

hachureada cujas coordenadas sdo nimeros inteiros)

120

cusTo
y= 60 - 5x/6

g 18,45)
40

20
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-20

Figura 38

A expressao que devemos maximizar é L =3,5x+1,2y . Se pensarmos num valor

: L 3 . - .
de L fixado, teremos a reta y = 2 —%x, cujo coeficiente angular € —i’—g, de acordo

com [20].

A inclinacdo da reta correspondente a inequacdo custo é igual a —5/6, logo é

. T . . x . . 5 35
maior do que a inclinacdo das retas associadas a funcao objetivo, pois 5 > 1 logo,

por raciocinio analogo ao utilizado na aplicagdo anterior, teremos que o angulo
correspondente a reta associada ao custo € maior que o correspondente as retas associadas
a fungéo objetivo. Isso fard com que a funcdo objetivo se maximize no vértice de abscissa

18 e ordenada 45, conforme visto na figura 39.
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Isso significa que o lucro do vendedor sera maximizado quando forem vendidos
18 hamburgueres e 45 cachorros-quentes. Assim, o lucro obtido sera de 117 reais.

Isso significa que o lucro do vendedor sera maximizado quando forem vendidos
18 hamburgueres e 45 cachorros-quentes. Assim, o lucro obtido seré de 117 reais.

Nesse problema, a regido admissivel é fechada (contém a sua fronteira). Nesse
caso a reta associada a funcdo lucro poderia conter um dos lados da regido. Isto
aconteceria, por exemplo, se a funcéo lucro fosse L(x,y) = 5x + 6y. Nesse caso 0
coeficiente angular das retas associadas a funcdo objetivo seria igual a -5/6 também. Dai,
teriamos mais solugdes 6timas. Portanto, devemos verificar as coordenadas de todos 0s
vértices da regido admissivel para verificar qual (quais) ponto(s) maximizam o lucro. Se
dois vértices adjacentes maximizarem ou minimizarem a funcao objetivo, teremos mais
do que uma solucdo 6tima, podendo inclusive haver uma infinidade delas (nos pontos do
segmento entre os dois vértices), se ndo houver restricdo sobre x e y serem nimeros
naturais.

Esse fato é descrito no resultado a seguir.

Teorema Fundamental da Programacéo Linear (de acordo com [13])
O minimo ou 0 maximo na solucéo de um problema de programacéo linear de solucdes
vidveis na regido admissivel fechada e limitada ndo vazia M seré atingido em ao menos

um dos vértices de M..
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Pelo teorema acima, cuja demonstracao se encontra em [13], podemaos verificar se
as solugdes encontradas nas aplicacfes 1 e 2 sdo validadas. Para isso, deve-se encontrar
0s Vvértices das regides admissiveis obtidas nas figuras 35 e 38, respectivamente, construir
as tabelas das figuras 40 e 41 e usa-las para encontrar o ponto que maximiza a fungéo
objetivo em cada caso.

Na aplicagdo 1, a tabela da figura 40 indica qual € o par ordenado que maximiza
a funcéo objetivo.

X y Obijetivo:
Lx,y)=4x+y
0 0 0
2 0 8
1 9 13
0 12 12
Figura 40

Na aplicacdo 2, a tabela da figura 41 indica qual é o par ordenado que maximiza

a funcdo objetivo da aplicacéo 2.

X y Objetivo:
L(x,y) =3,5x + 1,2y

18 0 63

0 0 0

18 45 117

12 50 102

0 50 60

Figura 41

O método gréfico, validado pelo Teorema Fundamental da Programacéo Linear,
para resolver problemas de otimizacdo, € o mais simples e eficiente quando se trata de
regibes admissiveis em duas variaveis. E perfeitamente possivel aborda-lo no Ensino
Médio, como aplicacgéo de topicos que fazem parte do curriculo, reforgando a importancia
destes.

Quando as regides admissiveis estdo em trés dimensdes, ou seja, existem trés

variaveis de decisdo, conhecimentos mais avancados de geometria analitica e espacial e
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0 uso do computador como ferramenta para esbocar de forma precisa a regiao tornam-se
necessarios para obter de forma simples todos os vértices e assim, poder usar o Teorema
Fundamental para determinar o maximo ou o minimo da funcéo objetivo.

Cabe mencionar que, se a regido admissivel ndo satisfizer a alguma das hipdteses
do Teorema Fundamental, 0 maximo ou minimo da funcéo objetivo podem ndo existir.
Isto ocorre, por exemplo, em alguns problemas onde a regido admissivel ndo € limitada.

Pode-se observar também que, no caso em que as solucbes dos problemas forem
nUmeros naturais, mas a modelagem matematica e a teoria basica de Programacao Linear
so fornecer “solucBes ndo inteiras”, para obter as solucfes corretas sera necessario

desenvolver um pouco da teoria de Programacéo Linear Inteira.

4.2 O Método Simplex e algumas aplicacdes

Com mais de trés variaveis ndo h4 como imaginarmos a regido admissivel. Surge
a necessidade de um método matematico capaz de resolver tais problemas. O principal e
o primeiro método desenvolvido é o Simplex. O nome “simplex”, segundo [18], vem do
fato do conjunto de restrices lineares representarem geometricamente uma figura
chamada simplexo, que é o equivalente aos poliedros no espaco ou poligonos no plano.

De acordo com [13], “O método Simplex é uma técnica que esquematiza os
problemas de programacao linear em formas de matriz e que através de combinacdo
entre linhas e colunas possibilita a encontrar uma solugcdo Otima (se existir), que
maximiza ou minimiza a funcdo objetivo. E uma técnica bem cansativa e que possui
muitas variacoes”.

Essencialmente, 0 método Simplex se baseia num algoritmo que chega a solugéo
por aproximacgdes sucessivas. As restricbes dadas por inequacdes lineares sao
transformadas em equacdes lineares, com a introducdo de mais variaveis no problema,
chamadas de “variaveis de folga” ou “varidveis de excesso”.

O objetivo nesse trabalho é apresentar a ideia do método simplex em problemas
com até trés variaveis, organizando de forma sistematica o algoritmo.

A seguir serd refeita uma aplicacdo apresentada na secdo anterior e sera

apresentada também uma aplicacdo com 3 variaveis.
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Aplicacao 1

Um vendedor ambulante vende um tipo de hamburguer e um tipo de cachorro-quente.
Ele nunca vende mais do que 18 hamburgueres e 50 cachorros-quentes. Cada
hambdrguer é vendido por 5 reais e tem um custo de R$1,50 e cada cachorro-quente é
vendido por 3 reais e tem um custo de R$1,80. Sabendo que o vendedor disponibiliza um
gasto méximo de 108 reais por dia, determine a quantidade de hamburgueres e
cachorros- quente que o vendedor deve vender para maximizar seu lucro. (problema

inspirado em [13])

Consideremos x,como a quantidade de hamburgueres vendidos e x, como a quantidade
de cachorros-quentes vendidos. Para resolver devemos:
Maximizar: 3,5x, +1,2x,
15x, +1,8x, <108 Custo
X, <18
X, <50
X, X, € N

Com as restricdes:

A primeira ideia € inserir as “variaveis de folga” nas restricdes, de acordo com
[14]. Na primeira restricdo sabemos que a soma deve ser menor ou igual a 108. Entdo

existe uma folga entre a soma e 108. Seja x, essa folga. Dai, podemos escrever
X, =108-1,5%, —1,8x,. Podemos definir x,e x.de forma analoga, a partir da segunda e

da terceira restrigéo.

Logo, aideia € sempre escrever essas “variaveis de folga” em func¢ao das varidveis
iniciais, utilizando as restricdes obedecidas pelas variaveis de decisdo, isto é, as variaveis
originais do problema.

X; =108-1,5%, —18X%,
X, =18—X; 0
Xs =50-X,

Como o método se baseia em aproximacdes sucessivas até chegar a solucéo,
precisa-se de uma solugdo (aproximada) inicial. Inicialmente pode-se considerar
X, =X, =0. Isso implica que X, =18, xs=50 e x3=108.

Mas se observa imediatamente que essa solugdo (aproximada) inicial faz com que
o lucro obtido com a venda seja 0. O que néo resolve o problemal! O caminho agora é

buscar uma solugéo factivel melhor. Mantendo x, =0, o valor de x; sera aumentado.
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Observa-se as equacdes em () e as restrices fornecidas pelas trés inequacoes
iniciais:
X, =108-15x, —1,8x, =108-15x, 20=x, <72
X, =18—-x, =>18-x, 20=x, <18
Xg =50—X, 20= X, <50

Assim, a restricdo que satisfaz as trés condigdes é dada por

X, <18.

Tomando x, =18e x, =0 teremos X, =X, =0, X, =81e x; =50.

O que deve ser feito agora é repetir 0 processo e escrever todas as variaveis nao
nulas em funcédo das varidveis nulas.

Para isso, sera utilizado o sistema (I) para obter o sistema equivalente (11):

X, =18-x,

=81 3 18
Xs =950—X,
Assim a funcdo objetivo fica do seguinte modo:

Z =3,5%, +1,2X,
Z =35(18—-x,)+12x,

Observa-se nesse momento que ndo é vantagem aumentar a variavel x,, pois isso
fara diminuir a fungdo objetivo. Entéo, repetindo o processo inicial, manteremos x, =0
e aumentaremos X, .

Vejamos as restri¢cdes de X, no sistema (11)

X, =18-X,

Xq :81+§x4 -18x, 20=x, <45

Xg =50-X, 20= X, <50

Atendendo simultaneamente as restri¢ces, temos: x, <45 . Tomemos entdo
X, =45. Isso implicaraem x, =5, X, =x, =0e x, =18.

Agora, novamente é possivel escrever o sistema (111) a partir do (11), de modo que

as variveis ndo nulas estejam em funcédo das nulas:

X =18-x,
10
X, =45——X
2 12 4
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Dai a funcdo objetivo fica sob a forma:
Z =35(18-x,)+12(x,)

Z =117-35x, —10x,
Evidentemente ndo é vantagem aumentar as variaveis x,e x,. Logo, a solucéo

X, =18 e x, =45 é oOtima, observando claramente que Z <117 . Portanto, para 0

vendedor maximizar seu lucro, ele deve vender 18 hamburgueres e 45 cachorros- quentes.

Aplicacao 2

Um artesdo vende a beira de uma estrada cadeiras, mesas e tabuleiros de Xadrez. Obtém-
se um lucro de 5% por cada cadeira, 4% por cada mesa e 3$ por cada tabuleiro de Xadrez.
Cada cadeira gasta duas tabuas de madeira, demora quatro horas para ser montada e
trés horas para ser acabada. Uma mesa gasta trés tabuas de madeira (as mesas devem
ser maiores do que as cadeiras), passa uma hora para serem montadas e quatro horas
no acabamento. Por fim, um tabuleiro de xadrez gasta uma tabua de madeira, leva duas
horas para ser montado e duas horas no acabamento. O artesdo tem disponivel 5 tabuas
de madeira, onze horas de trabalho de montagem e oito horas de acabamento. Qual deve
ser a quantidade de cadeiras, mesas e tabuleiros de xadrez que devem ser fabricadas de
modo que o artesdo obtenha o maximo de lucro? (problema inspirado por [18])

Inicialmente podemos definir x, como o nimero de cadeiras produzidas, X, como o
nimero de mesas produzidas e x, 0 nimero de tabuleiros de xadrez produzidos.
Para resolver o problema do arteséo se deve atentar para os elementos de um PPL.:
Maximizar a fungéo Objetivo: z = 5%, + 4X, + 3X,
2X, +3X, + X, <5
4%, + X, +2X, <11

3X, +4x, +2X, <8
Xy Xy, X3 20

Com as restri¢des:

Novamente a ideia ¢ inserir as “varidveis de folga” nas restrigdes. Na primeira

restricdo sabemos que a soma deve ser menor ou igual a 5. Entdo existe uma folga entre
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a soma e 5. Seja X, essa folga. Dai, podemos escrever x, =5-2x, —3x, —X,. Podemos
definir x,e x, de forma analoga, na segunda e na terceira restri¢éo.

Dai, temos a seguinte situacéo:

X, =5—2X —3X, — X,

I
Xs =11-4X, — X, —2X%, M
Xg =8—3X, —4X, —2X,
O objetivo é maximizar a funcéo: z=5x, +4x,+3%X, , onde

Xy s Xoy Xgy Xgs X5, Xg 20 .

A principal ideia do método simplex é a seguinte: dada uma solucdo(aproximada)
(X, X,, X5, X, X5, X ) Qe satisfaz todas as condigdes (que é chamada de factivel ou viavel)
devemos encontrar uma solugo (x,,X,,Xs, X,. X, X; ) melhor, no sentido de que

z :5x_1+4x_2+3x_3> 5%, +4X, +3X,.

E, repetindo esse processo por um certo namero finito de vezes, chegaremos a

uma solucdo 6tima, que torna z maximo (.ou minimo dependendo do problema).

Vamos iniciar a nossa busca com a solugdo mais trivial: fazendo x, =X, =x; =0
X, =5X; =11e x, =8. Nesse caso, z=0.

Vamos agora procurar uma solucéo factivel melhor. Podemos aumentar x,,
mantendo x, = X, =0, que de fato aumenta o valor de z =5x, +4x, +3x,. Notemos que,
pelas restricdes:

X, =95—=2X% —3X, =X, =>5-2x, 2 0= X, 32:2,5

Xg =11-4X, — X, —2X; =>11-4x, 20= X, 3111:2,75

Xg =8—3X, —4X, —2X; = 8-3x, 2 0= X, 32:2,666...

Al ~ . ) . - 5 . .
Pelas trés inequagdes acima, sera escolhida a restricdo x, < i pois ela satisfaz

todas simultaneamente.

x 5 . . 1 :
Tomando entéo x, = i Isso acarretard em x, =0,x, =1le X, = rh De fato, foi

obtida uma melhora, pois z = % :
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Dando continuidade ao algoritmo a ideia agora é procurar uma solucédo melhor.

Para isso é preciso escrever as variaveis X;,Xs € X, ndo nulas em fungdo das

variaveis nulas, no caso X,,X;€ X, .

Reescrevendo o sistema (l) obtemos: z=§—zx2 +1x3—gx4. Agora é

2
necessario buscar uma nova solucéo.

Basta observar que ndo é vantajoso aumentar o valor de Xx,e X,em (I), pois
diminuira o valor de z. Entdo, sera aumentado o valor de x,, fazendo x, =X, =0.
Vejamos no sistema (11):

X, :g_gxz_%xs—%x4 :g—%x3 >20=X; <5

X =1+ 5X, +2x, = Ndao restringe X,

Xq :14_1)(2 _1)(3-|-§X4 :>E—EX3 >20=>x; <1
2 2 2 2 2 2

Tomando entdo x, =1, obteremos x, =2,X, =0,X;, =1,X, =0,X;, =1e x, =0.
Com isso, o valor da funcéo objetivo serd: z=13.
Reescrevendo as variaveis x;, X;e X, ndo nulas em fungéo das variaveis nulas, no
caso X,, X,e X, obtém-se:
X; =1+ X, +3X, —2X;
X, =2—2X, —2X, + X Assim z=13-3X, — X, — X;.
Xs =1+5X%, +2X,
Observe agora que se buscarmos uma solucdo melhor devemos alterar as variaveis
X,, X,€ Xs.Mas se elas aumentarem o valor de z ira diminuir. Isto quer dizer de fato que
ja encontramos o maior valor possivel para z. Logo, a ultima solucdo é G6tima, pois
devemos ter x, = x, =X, =0. Comisso, X, =1, X, =2e x; =1.

Assim, para o artesdo obter o maximo de lucro ele deve produzir 2 sofas e 1
cadeira. E o lucro méximo sera de 13 reais.

Uma observacdo importante a ser feita € que o método utilizado nas duas questdes

anteriores é geral e pode ser aplicado em todo tipo de problema de programacao linear.
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De acordo com [13] h& procedimentos bem determinados a serem seguidos na

aplicacdo do método, conforme mostra a figura 42.

ALGORITMO SIMPLEX
(1) Introduzir variaveis de folga.
(2) Encontrar uma solugéo trivial e montar o sistema associado a essa solucao.
(3) Escolher uma variavel ndo nula para ser aumentada. Se nao houver uma
variavel que possa ser aumentada, entdo a solucéo € otima.
(4) Se a variavel puder ser aumentada devemos verificar as restri¢oes.
(5) Por fim devemos escrever as variaveis ndo nulas em funcéo das nulas e voltar

ao passo (2)

Figura 42

Aplicacao 3

Uma metallrgica deseja maximizar sua receita bruta. A tabela a seguir ilustra a
propor¢cdo de cada material na mistura para a obtencdo das ligas passiveis de
fabricacdo, assim como a disponibilidade de cada matéria prima (em toneladas) e os
precos de venda por tonelada de cada liga, conforme a figura 43. Qual deve ser a

guantidade produzida de cada liga?(problema inspirado em [18])

Ligal Liga 2 Disponibilidade
Cobre 0,6 0,4 15 toneladas
Zinco 0,4 0,6 12 toneladas
Preco 3000 5000
Figura 43

Vejamos a solugdo usando o Simplex:
Considerando x,como o nimero de toneladas da ligal e X, como o nimero de
toneladas da liga 1, o problema consiste em maximizar a fungdo objetivo:

Z =5000.x, +3000x, , sujeita as restri¢des:
0,6x, +0,4x, <15

0,4x, +0,6x, <12

Novamente inserimos as variaveis de folga x,e x,, de modo que:
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0,6x, +0,4x, + X, =15

0,4x, +0,6x, +x, =12
Dai, podemos iniciar com uma aproximacao para a solu¢do. Tomamos a solugéo
trivial fazendo x, =x, =0,x; =15e x, =12.
Observe que essa solugdo faz com que a fungdo objetivo seja zero, 0 que néo
resolve o problema.
A ideia agora € reescrever as variaveis ndo nulas em fungéo das nulas.

Xy =15-0,6x, —0,4x,

)
X, =12-0,4x, — 0,6x,

A partir dai, é possivel aumentar o valor de x, e mantendo x, =0.

Verificando as restricdes em (I), obtemos

X, =15-0,6x, —0,4x, 20=15-0,6x, 20= X, <25

X, =12-0,4x, —0,6x, 20=12-0,4x, 20= x, <30
Seratomado x, =25, satisfazendo as duas restrigdes, e X, =0.
Isso implicard em: x, =0e x, = 2. Dai, Z =5000(25)+3000(0)=125000.

Reescrevendo (1) de modo que as variaveis ndo nulas estejam em funcédo das nulas
obtemos:

xl:25—§x2 —gxa

1 2
x4:2—§x2+§x3

1000 25000
Xp ==X

Da definicdo da funcdo objetivo pode-se observar que ndo adianta aumentar o

Dai, temos Z =125000-

valor de x,e x,, pois o valor de Z tende a diminuir.

Logo, para a metalurgica maximizar sua receita ela deve produzir 50 toneladas da
liga 1 e nenhuma tonelada da liga 2, e a receita maxima sera de 125.000 reais.

Para confirmar essa solugdo, podemos agora construir a regido admissivel na
figura 44 e aplicar o Teorema Fundamental da Programacéo Linear visto na secéo 4.1,

obtendo a tabela com os resultados na figura 45.
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55(20,0)

(21,6)

20 10 0 10 20 (30\0) 30 40 50 60 70 80 20 100 110

Figura 44
X, X, Z =5000.x, +3000x,
0 0 0
25 0 125.000
21 6 123.000
0 37,5 112.500
Figura 45

Pelos resultados da figura 45, observa-se que a funcdo objetivo sera maximizada
quando forem produzidas 25 toneladas da liga 1 e nenhuma tonelada da liga 2. E isso
reafirma a importancia tanto do teorema quanto do método simplex.

Na Aplicacdo 3, ao comparar a solucdo pelo método simplex com a solucéo pelo
Teorema Fundamental da Programacdo Linear, percebe-se que é bem mais facil encontrar
a solucéo visualizando a regido admissivel e determinando seus vértices. Porém devemos
salientar que na grande maioria das vezes isso ndo sera possivel. Basta aumentarmos o

ndmero de variaveis.
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Quando o problema for de Minimizagdo podemos facilmente adaptar a funcao
objetivo de modo a cair no mesmo método da maximizagédo, visto que determinar o
minimo de uma funcdo f é equivalente a achar o méximo da fungdo -f. O grande
problema sera apenas quando a Regido Admissivel ndo for fechada ou limitada, quando
alguns problemas podem possuir infinitas solugdes viaveis ou até nenhuma solucao.

De acordo com [13] tem-se que:

Ao solucionar um problema de PL, h algumas situacfes possiveis, em termos dos
tipos de solugdo encontrada:

* Solugdo unica otima finita;

* Infinitas solugoes otimas finitas;

* Solugdo “no infinito”;

* Conjunto factivel vazio.

Fica claro nessa secdo que o método simplex é um método que utiliza um
algoritmo fechado e que o processo de resolucdo € caracterizado pelo excesso de
operacdes aritméticas. Portanto, o uso da computacao é de extrema importancia pois serve
para facilitar os calculos.

E possivel introduzir uma ferramenta do software Excel, chamada Solver,
desenvolvida a partir do algoritmo Simplex, cujo tutorial de uso se encontra em [25], que
possibilita resolver problemas de programacdo linear de forma mais rapida. A ideia é
mostrar ao aluno a importancia de valorizar tanto os métodos matematicos quanto 0s
computacionais.

Isso vai ao encontro do objetivo principal do professor, que é fazer com que o
aluno valorize a modelagem matematica da situacdo-problema, obtida através do
raciocinio logico dedutivo, ja que a solucdo pode ser obtida com o auxilio do software.

Vejamos agora a resolucéo da aplicacdo 4 utilizando o Solver. Para isso alguns
passos deverdo ser seguidos:

1° passo) Montar uma planilha para o problema no Excel, conforme mostra a

figura 46.
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A B C D E F G H

I Problema da Metaldrgica
2 |
3|
| 4 |Dados de Entrada Tipos de Liga
[ 5 |Quantidades 1 2 Total Usado Disponibilidade
i Zinco 0,6 0,4 1 15
e cobre 0,4 0,6 1 12
8 |
9 RECEITA OBTIDA
| 10 | Preco por tonelada 5000 3000 8000
11
12|
13 Ligas produzidas
(14 Tipo1 Tipo 2
15 | Plano de producgio 1 1

Figura 46

2° passo) Definir algumas células que fornecem as formulas para o célculo de
Receita e Producéo.

Na célula F6, por exemplo, utilizaremos a formula;

=SOMARPRODUTO(D6:E6;$D$15:$E$15).

Essa formula mostrard a quantidade de zinco e de cobre utilizada para cada
quantidade de liga 1 e liga 2, que séo colocadas nas células D15 e E15.

Na célula F10, utilizaremos a formula:

=SOMARPRODUTO(D10:E10;D15:E15).

Essa formula calculara a Receita obtida com as quantidades colocadas nas células
D15e E15.

E importante ressaltar que a tabela pode ser montada sob qualquer formato, mas a
localizacdo correta dessas duas formulas no Solver é fundamental para a solucdo do
problema.

Aplicando o Solver, conforme mostra a figura 47 a seguir, com as devidas
restricdes e as variaveis com as localizagGes corretas na tabela (fonte [25]), é possivel

encontrar a solugdo 6tima, se existir.
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Parametros do Solver —Ea

Definir Objetivo: |
Para: @ Max. ) Min. () valor de: o |

Alterando Células Varigveis:
&D§15:6E615

Sujeito s Restriches:

SD515:5E515 >=0 i ’ Adidonar ]
$FES7ST <= $G56:587 =
’ Alterar ]
I Excluir ]
I Redefinir Tudo ]
- I Carregar fSalvar ]
Tornar Variaveis Irrestritas Nao Megativas
Seledonar um Método de Solugdo:  |LP Simplex |Z| ’ Opches ]

Método de Solucdo

Seledone o mecanismo GRG M3o Linear para Problemas do Solver suaves e ndo lineares. Seledone o
mecanismo LP Simplex para Problemas do Solver lineares. Seledone o mecanismo Evalutionary para
problemas do Solver ndo suaves.

Ajuda Resolver Fechar

Figura 47
Nota-se que a solucdo obtida confirma o resultado encontrado pelo método

Simplex. Basta observar a figura 48.

A | B BRI R F G H
E1Y Problema da Metaluargica
| 4]
fa]
_ 4 |Dados de Entrada Tipos de Liga
5 |Quantidades 1 2 Total Usado Disponibilidade
i Zinco 0,6 0,4 15 15
EZ3 cobre 0,4 0,6 1 12
8 |
K9 RECEITA OBTIDA
10| Prego por tonelada 5000 3000 125000
11
12
f13 Ligas produzidas
14| Tipo 1 Tipo 2
15 | Plano de producio 25 0

Figura 48
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O valor maximizado seré para 25 toneladas da liga 1 e nenhuma tonelada da liga2.
Basta observarmos as células D15 e E15 da tabela acima. Feito isso, temos a Receita
maxima obtida, que sera de 125.000 reais.

Assim, com a utilizacdo desse recurso computacional, fica claro o objetivo de se
apresentar ao aluno do Ensino médio a Programacdo Linear: a Modelagem da situacéao-
problema, empregando raciocinio lo6gico-dedutivo, por si s6 € a parte mais importante
visto que a solucdo do problema ja modelado matematicamente pode ser encontrada,

quando possivel, de diversas formas.

74



5 Relato de Experiéncias de aplicacdo da proposta

A minha experiéncia ao aplicar o conteido desse trabalho em sala de aula, para
um grupo de 12 alunos do 2° ano do Ensino Médio, foi surpreendente. O surgimento do
debate na resolucdo das questfes e o olhar atento durante a explicacdo dos assuntos ja
conhecidos, mas vistos sob nova perspectiva, confirmou o acerto da proposta deste
trabalho. Devemos apresentar a Matemética de forma mais relacionada com suas
aplicacbes, de modo que a apresentacdo de problemas interessantes anteceda a
apresentacdo de definicbes e propriedades tedricas e a resolucdo posterior desses
problemas seja um objetivo importante, justificando e motivando o0 processo de

aprendizagem de conteddos mais abstratos.

Figura 49

Esse grupo de alunos, conforme mostra a figura 49, para quem apresentei a

proposta desse trabalho, ja estuda comigo no contra turno, no Centro Federal de
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Educacao Tecnologica Celso Suckow da Fonseca (CEFET/RJ) na unidade de Itaguai,
pois fazem parte de um grupo de estudantes que preparo para a prova das Olimpiadas de
Matematica das Escolas Publicas (OBMEP), ja que sou bolsista do Instituto de
Matematica Pura e Aplicada (IMPA) para a implementacdo desse projeto. Esses
estudantes sao selecionados, ndo pelo rendimento académico apresentado, mas sim pela
vontade de estudar mais Matematica. Talvez isso também tenha contribuido para o
resultado positivo da minha experiéncia.

Para aplicar tal proposta eu dividi o conteddo em dois encontros, de 4 horas de
duracdo, em duas semanas. Nesses dois encontros decidi seguir rigorosamente 0s quatro
capitulos dessa dissertacdo. No primeiro encontro falei sobre as médias aritmética,
geométrica, harménica e quadratica com suas aplicacbes em problemas de maximo ou
minimo. Propus atividades onde os alunos pudessem resolver as aplicacdes 1,2, 4 e 5.
Praticamente todos conseguiram modelar e chegar préximo a solucdo. Ainda apresentei
as aplicagdes 3 e 5 do capitulo 2, que usam Trigonometria para encontrar maximos e
minimos. Nesse primeiro encontro pude perceber que, mesmo falando de assuntos ja
vistos por eles em séries iniciais, eles ficaram surpresos em usar tal conteudo para resolver
0s problemas de otimizacdo e se sentiram motivados em observar a aplicabilidade da
Matemética em assuntos do cotidiano.

No segundo encontro, ao apresentar o Método de Fermat e a Programacéo Linear
pude perceber que, mesmo ndo sendo assuntos ensinados no Ensino Médio, a
aprendizagem dos conteudos tedricos envolvidos ndo foi um problema para os alunos.
Para motivar o método de Fermat apresentei as aplicacfes 1 e 2 do capitulo 3, enfatizando
que esse método funciona para estas questdes porque as fungdes envolvidas sdo
polinomiais e limitadas num intervalo fechado. Foi bem valiosa a apresentacdo do
método, pois ficou claro que quando falamos de maximo ou minimo, ndo estamos falando
sempre das funcGes quadraticas.

Devido ao pouco tempo disponivel, ndo usei 0 método como motivador natural
para apresentar aos alunos as ideias de limite e derivada, inclusive como forma de resolver
outros problemas de maximo ou minimo em que as fun¢fes ndo fossem polinomiais.

Quanto a Programagcdo Linear, os alunos apresentaram facilidade na montagem da
regido admissivel, mas a dificuldade maior mesmo foi a modelagem. Talvez a falta de
problemas que estimulem a modelagem no ensino médio seja a principal razéo para tal
dificuldade. Apresentei ainda 0 Geogebra como recurso para montar a regido admissivel,

quando se trata de uma regido do plano limitada por retas e discutimos situa¢6es onde néo

76



é possivel visualizar a regido admissivel. Enfim, essas 8 horas foram curtas para discutir
tudo o que eu pretendia, mas serviram como uma experiéncia pedagogica inicial.

Uma proxima experiéncia certamente envolvera pelo menos 3 encontros de quatro
horas, ou mais encontros com menor duracgdo, para que se possa explorar os contetdos
teoricos e praticos com mais profundidade.

A possibilidade de trabalhar com problemas mais préximos da realidade fez com
que os estudantes apresentassem um maior empenho na compreensdo dos aspectos
teoricos. A utilizacdo de recursos computacionais, existentes até em celulares, tornou
possivel apresentar e resolver problemas sofisticados, mostrando o perfeito casamento
entre o contetdo tedrico Matematico e a moderna tecnologia.

No proximo més apresentarei um minicurso na Semana de Pesquisa e Extenséo
(SEPEX) do CEFET com o titulo “Analise de Problemas de Otimizacdo com técnicas
mais rebuscadas” e nesse minicurso pretendo utilizar o conteddo da minha dissertacao
acrescentando outros problemas de otimizagdo baseados em [13] e [18]. O publico alvo
desse minicurso sera os alunos do primeiro periodo do curso de Engenharia de Producéo
e alguns alunos do 3° ano do curso técnico em Mecéanica Integrado ao Ensino Médio.

A partir desse minicurso pretendo pesquisar mais sobre os temas apresentados,
planejando novas aulas, voltadas para uma Matematica mais aplicavel, e que nela a
Otimizacao esteja mais presente.

A minha experiéncia nesses quase doze anos de magistério, principalmente em
turmas preparatorias de concurso, era com a associacdo equivocada, feita pelos
estudantes, da palavra otimizar com a funcdo quadratica. Eles aplicavam formulas
relacionadas com ela de forma mecanica para a resolugdo dos problemas, em geral
desinteressantes, de maximos ou minimos que apareciam. Esse trabalho apresenta aos
colegas professores do ensino médio uma outra maneira de trabalhar com otimizacdo em
sala de aula, propondo problemas interessantes cujas solugdes podem ser obtidas, seja
utilizando de forma mais criativa conceitos de Matematica ja ensinados no Ensino Médio,
seja utilizando teorias mais rebuscadas, mas acessiveis a compreensdo dos alunos e muito
simples de aplicar. Espero que esse material tenha cumprido o objetivo de apresentar a
Otimizagdo de uma forma mais simples, porém mais abrangente.

De acordo com [15], “A compreensdo e a tomada de decisées diante de questdes
politicas e sociais também dependem da leitura e interpretacdo de informacoes

complexas, muitas vezes contraditérias, que incluem dados estatisticos e indices
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divulgados pelos meios de comunicacao. Ou seja, para exercer a cidadania, € necessario
Saber calcular, medir, raciocinar, argumentar, tratar informagoes estatisticamente, etc”.

O trabalho mais profundo com problemas de otimizac&o pode ajudar os alunos a
exercer futuramente sua cidadania, porque depende exatamente da leitura e interpretacédo
dos dados e a solucéo de um problema de otimizacéo é essencial para tomada de decisdes.

Tudo que foi apresentado neste trabalho reforca a ideia de que podemos e devemos
buscar novas estratégias para melhorar o ensino, utilizando recursos computacionais,
técnicas ndo ensinadas em geral ou incentivando a criatividade do aluno propondo que
ele mesmo crie problemas que possam ser modelados matematicamente.

Tendo atingido o objetivo inicial, surgem outros para o futuro, porque nao s6 o0s
temas deste trabalho podem ainda ser aprofundados, como outros temas podem ser
abordados com os mesmos enfoques escolhidos. Além disso, ao utilizar o material ja
obtido e o por obter para motivar alunos, eles provocardo alteracdes, que sem duvida

enriquecerdo o material, provocando mais pesquisa e assim por diante.
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