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RESUMO

Apresentamos neste trabalho uma proposta de insercao da Geometria Fractal nos en-
sinos fundamental e médio, servindo como base de consulta e orientacao para professores
que atuam nestes segmentos, com fins de explorar seus aspectos de autossemelhanca,
contagem e infinito, sequéncias e séries geométricas, logaritmos e também indugao ma-
temdtica, sendo cada um desses conteidos apresentados dentro do respectivo segmento
de ensino.

Utilizaremos, neste processo, recursos manuais, como régua e compasso, manipulacao
de material concreto, como espelhos, material dourado, malha quadriculada, planilhas
eletronicas, aplicativos para Geometria Fractal e software de Geometria Dinamica (Geo-
gebra), de forma a facilitar a visualizagao, a experimentacao e a construc¢ao de conjecturas
e obtencao de imagens mentais que fixem conceitos geométricos e matematicos na mente
de nossos educandos.

Pretendemos, desta forma, proporcionar aos estudantes atividades concretas, ludicas e
experimentais, com apoio das tecnologias existentes em ambientes virtuais, como o Google
(busca, drive, formuldrios, etc.) e as redes sociais de comunicagdo da atualidade (Face-
book e Whatsapp), que funcionam aqui como agregadores e disparadores motivacionais.

O trabalho se realizard em escola ptublica, com ptblico alvo de alunos do 9° ano do en-
sino fundamental e do 2° ano do ensino médio, utilizando-se do laboratoério de informatica
da escola e de ferramentas de tecnologia e comunicagao, como notebooks, tablets e/ou ce-
lulares, conforme a demanda e as possibilidades presentes e possiveis no ambiente escolar
ou de posse dos alunos. Caso algum aluno nao possua equipamento ou conta nos aplica-
tivos utilizados, podera trabalhar em dupla ou trio, de forma colaborativa. O importante
aqui é que o aluno manipule, visualize e verifique determinadas propriedades das figuras
construidas e assimile seus conceitos.

Inicialmente, falaremos da importancia do ensino da Geometria para a visao de mundo
dos alunos, as orientacoes curriculares dos PCNs e a motivagao para inserir uma geometria
nao euclidiana na grade curricular. Abordaremos a importancia da manipulacao, experi-
mentacao e visualizagao em geometria para a construgao de um conhecimento sélido, com
a criacao de imagens mentais acerca das figuras e objetos trabalhados.

Em seguida, abordaremos um pouco da histéria dos fractais, seu conceito, dimensao,
principais figuras, como os encontramos na natureza e as suas principais aplicacoes em
varias areas do conhecimento humano. Apresentaremos, entao, atividades a serem de-
senvolvidas com alunos envolvendo a exploracao dos contetidos matematicos do ensino
fundamental e médio que podem ser abordados a partir dos fractais.

Durante o trabalho, pretende-se disponibilizar material e conteido para os educandos
em um blogue da turma, através da ferramenta Drive (do Google), disparar imagens e
questionamentos através do facebook e do whatsapp, como forma de distribuir o material
e motivar a apresentacao dos fractais.



Ao final, faremos um fechamento do trabalho, apresentando os resultados alcancados
em sua realizacao, com os conteidos matematicos de cada série, bem como o interesse e
a motivagao gerados em sua aplicagao com a Geometria Fractal.

A sua relevancia se da por viabilizar esta aplicacao no segundo segmento do ensino
fundamental e ensino médio, por destinar um momento dentro da carga horaria de ma-
tematica para o ensino da Geometria, e por buscar levar o aluno a enxergar a Geometria
como parte integrante e inerente a matematica e a sua importancia na visualizacao, ex-
ploragao, reflexao e abstracao do mundo real.

Palavras Chaves: Educagao, Ambiente virtual de aprendizagem, Geometria, Geome-
tria Dinamica, Fractais, Geometria Fractal.



ABSTRACT

This work presents a proposal for inclusion of Fractal Geometry in primary and secon-
dary education. This research will serve as basis of consultation and guidance to teachers
who work in these segments for purposes of exploring aspects of self-similarity, counting
and infinity, geometric series and sequences, logarithms and also mathematical induction,
each of these contents presented within the respective educational segment.

The research process used manual resources (i.e., compass and ruler), manipulative
materials (concrete models) (i.e., mirrors and golden beads materials), mesh grid, spre-
adsheets, applications for Fractal Geometry and Dynamic Geometry software (Geogebra).
This process leaded to facilitate visualization, experimentation and construction of con-
jectures and attainment of mental images which established geometric and mathematical
concepts in the minds of the students.

Therefore, this study intends to provide the students with concrete, ludic and experi-
mental activities with the support of existing technologies in virtual environments, such
as Google (i.e., search, drive, sheets, etc.) and social communication networks (i.e., Face-
book and WhatsApp), that function as aggregators and motivational triggers.

This work took place in a public school, with students from the 9th grade of the ele-
mentary school and the 2nd year of high school, using the computer laboratory of the
school and technology and communication tools, such as laptops, tablets and /or cellular
phones, according to demands and feasible opportunities at the school or the monetary
conditions of the students. In the case of lack of equipment or apps accounts, the students
worked in collaborative pairs. The main point was to encourage the student to manipu-
late, visualize and verify certain properties of the constructed figures and assimilate its
concepts.

The significance of teaching Geometry in a worldwide point of view of the students, the
direction of the national curriculum guidelines and motivation to insert a Non-Euclidean
Geometry in the curricular program was discussed. The importance of manual handling,
experimentation and visualization to build a solid knowledge in geometry with the crea-
tion of mental images concerning the worked figures and objects was approached.

The history of fractals, its concept, size, key figures, such as found in nature and its
main applications in various areas of human knowledge were approached. Activities to be
developed with students involving the exploitation of mathematical contents of elemen-
tary and high school that can be addressed from fractals are presented.

During this research, material and contents were supplied to the students through a
blog created by them using the Google Drive tool, pictures and questions were launched
through Facebook and WhatsApp as a way to distribute the material and motivate the
display of fractals.

The closing of the work presented results achieved in its implementation, with the
mathematical content of each series, as well as the interest and motivation generated in



application with Fractal Geometry.

The relevance of this work was the feasibility of applying this procedure in the second
segment of the elementary and high school education, for devoting a time within the math
course load for teaching Geometry, and the search to lead students to view Geometry as
an integrated part of mathematics and the importance in visualization, exploration, re-
flection and abstraction of the real world.

Keywords: Education, Virtual learning environment, Geometry, Dynamic Geometry,
Fractals, Fractal Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho visa apresentar uma proposta de estudo de conteidos matematicos da
educagao bésica, para as séries finais do do ensino fundamental (9° ano) e séries inici-
ais do ensino médio (1* e 2?), através da inser¢do da Geometria Fractal como elemento
motivacional, utilizando-se de uma metodologia interativa e colaborativa, com auxilio
das tecnologias da informacao e da comunicacao vigentes e de aplicativos de construcao
geométrica, juntamente com alas diversificadas de pesquisa, manipulacao de material
concreto, construcoes, etc., apoiada em uma area da matemética nao comum e pouco
explorada para as referidas séries.

Tem por objetivo abordar aspectos da Geometria Euclidiana e da matematica em si,
contidos em uma Geometria Nao-Euclidiana, mais especificamente na Geometria Fractal
(razao, proporgao, congruéncia, semelhanga, ampliagao e reducao, fator de semelhanga,
infinito, contagem, perimetro, area, volume, progressoes e séries geométricas, logaritmos,
inducao matematica), devido a sua importancia na representagao e descrigado de um mundo
repleto de formas estilo fractais, que muitas vezes nao podem ser explicadas, ou mesmo
compreendidas, dentro da geometria tradicional, abordada na educacao basica, nestas
séries.

Para tal, serao utilizados: recursos mididticos para a apresentagao de imagens e con-
ceitos da Geometria Fractal, projecoes e reproducgao de alguns fractais matematicos mais
famosos, a realizagao de pesquisa por significado e de imagens por parte dos alunos, a
reproducao em malha quadriculada e em aplicativos do tipo planilhas eletronicas, a ma-
nipulacao com material dourado ou similares, a producao com dobraduras e recortes e
colagem, a visualizacao e experimentagao de fractais em Geometria Dinamica com auxilio
do software Geogebra e aplicativos préprios para este fim.

A investigagao aqui proposta visa estimular o ensino e a aprendizagem da Geometria,
com a utilizacdo de ambientes tecnoldgicos fixos (laboratérios de informética) e mdveis
(celulares e tablets), com auxilio das tecnologias e seus recursos e a visualizagao, experi-
mentacao e construcao de conjecturas que conduzam o estudante a formar, em sua mente,
imagens que facilitem a construcao de seu conhecimento geométrico.

Pretendemos apresentar o ensino da Geometria, em particular dos conteidos pro-
postos, de forma interativa, com insercao de atividades e estimulos a partir de tecno-
logia movel e redes sociais, contetido disponibilizado na internet em apostilas através



do Drive (ferramenta Google de armazenamento de documentos), acessadas através do
blogue, atividades realizadas com régua e compasso e com o Geogebra (online ou nos
laboratérios de informética/Sala SESI do colégio), realizacao de pesquisa de interagao
constante com alunos e educadores a respeito do ensino da Geometria e apresentagao de
uma proposta/metodologia diferenciada para abordagem e aprendizagem da Geometria,
que leve o aluno a construir, manipular, observar, questionar, argumentar, inferir, analisar
e concluir, de forma a adquirir uma aprendizagem construtiva.

Também serao propostas atividades, com relacao aos fractais, de identificacao de
semelhancas e suas razoes, de contagem dos seus elementos, de elaboracao de séries e
progressoes geométricas e de calculo de suas dimensoes, utilizando as propriedades das
operacgoes com logaritmos.

O trabalho se desenvolverd no segundo segmento do ensino fundamental (turma de 9°
ano) e no ensino médio (turma da 2* série), em uma escola piblica da rede estadual do
municipio de Nova Friburgo/R.J.

Partindo da hipétese verificada por quem estd em sala de aula, e muitas vezes com-
provada pelos resultados obtidos pelos estudantes em testes e exames de acesso as univer-
sidades, de que o ensino de Geometria em nossas escolas ¢é falho e desmotivante, podemos
nos embasar e buscar solugoes a partir da colocacao do préprio Benoit Madelbrot, em seu
livro “The Fractal Geometry of Nature” (ver [20]):

“Why is geometry often described as “cold ™ and “dry ?”
Traduzindo:

“Por que a geometria € muitas vezes descrita como fria” e “seca "?”
Onde ele mesmo nos apresenta a possivel causa:

“One reason lies in its inability to describe the shape of a cloud, a mountain,
a coastline, or a tree. Clouds are not spheres, mountains are not cones, co-
astlines are not circles, and bark is not smooth,nor does lightning travel in a
straight line.”

Traduzindo:

“Uma das razoes reside na sua incapacidade de descrever a forma de uma
nuvem, uma montanha, um litoral, ou uma drvore. Nuvens ndo sdao esferas,
montanhas nao sao cones, linhas costeiras nao sao circulos, e casca nao € lisa,
nem o relampago viaja em uma linha reta.”

Outra razao reside na forma como a Geometria é exposta e cobrada nas escolas atu-
almente.

Observamos que o excesso de aulas expositivas, focadas muitas das vezes num alge-
brismo intenso, deixando a geometria para o final do ano letivo (ao invés de integré-la ao
conteido abordado) e a apresentagao de figuras estéticas dos livros didéticos podem ser
fatores que dificultam o aprendizado da geometria, apresentada desfocada de sua esséncia



visual, experimental e dedutiva.

E preciso investir na formacgao, capacitacao e valorizacao de professores, bem como na
adequagao de curriculos e nas metodologias de ensino, gerando estimulos diversificados
que motivem e levem o educando a busca da construgao de seu conhecimento.

Aulas diversificadas, com exposicoes orais, acompanhamento de livro diddtico ou apos-
tilas, devem ser complementadas com apresentacoes de videos e animacoes, atividades de
construcao e visualizacao, recorte, colagem, dobradura, etc. Para isso as tecnologias
devem fazer parte da sala de aula, com ambientes virtuais, tanto para disponibilizacao
e orientacao de contetudo, quanto para praticas educativas mais dinamicas e colaborativas.

Ambientes virtuais de aprendizagens, ambientes diversificados de e-mails, blogues,
grupos, etc e mesmo redes sociais como WhatsApp e Facebook sao importantes para es-
tabelecimento de comunicacao e de aproximagao entre docentes e discentes, no ato de
compartilhar e produzir colaborativamente e interativamente o conhecimento.

Enfim, devem-se utilizar blogues, ferramentas de Geometria Dinamica (como o Geo-
gebra), recursos de origami e dobradura, recorte e colagem e tudo o que a imaginagao
permitir criar, favorecendo a visualizacao e a operacionalizacao de materiais, que visem a
elaboracao de imagens mentais e, consequentemente, a geragao e apropriacao do conheci-
mento.

Ensinar e aprender geometria com recursos midiaticos variados e de forma comparti-
lhada, colaborativa e interativa - esta é a chave!

H4 uma péginal! na internet no site? do autor dedicada a divulgacao das atividades
realizadas no desenvolvimento deste trabalho, bem como um blogue® criado com a turma
do 9° ano do Ensino Fundamental, onde podemos verificar as atividades realizadas e ilus-
tradas através de fotos.

thttp:/ /wjerthal.wix.com/home#blank /cr2d
2http:/ /wjerthal.wix.com/home
3http://ceje2015mat9.blogspot.com.br/2015/08 /5-bimestre-atividades-extras.html



Capitulo 2

Ensino de Geometria

Neste capitulo, abordaremos os parametros curriculares nacionais e as diretrizes curri-
culares estaduais, apontando-os como norteadores dos contetidos a serem ministrados
na educacao basica. Abordaremos a Teoria de Van Hiele, no que se refere ao embasa-
mento necessario para o ensino e a aprendizagem de geometria, assim como as geometrias
euclidianas e nao-euclidianas, caracterizando-as, para mostrar que é possivel desenvol-
ver contetidos matematicos pertinentes a educagao béasica através da Geometria Fractal,
utilizando-se desta como um elemento de aumento do interesse e da curiosidade do aluno
para com a Geometria.

2.1 Geometria e PCNs

Os fractais, objetos deste estudo, nao aparecem com destaque nos PCNs como um contetido
a ser trabalhado, tanto no ensino fundamental como no ensino médio, mas, sim, como
ilustracdo de uma matemédtica que evolui em uma multiplicidade de sistemas (teorias),
quando cita:

“(...)essa multiplicidade amplia-se, nos tempos presentes, com o tratamento
cada vez mais importante dos fenomenos envolvendo o acaso - a Estatistica e
a Probabilidade - e daqueles relacionados com as nocoes matemdticas de caos
e de conjuntos fractais.” ||

O tema fractais volta a aparecer no livro PCN+ vol 2 [(] - orientagdes curriculares
para o ensino médio (Matemédtica-Quimica-Fisica-Biologia), pdg. 92 -, quando aborda,
no ensino da geometria, as propriedades geométricas que podem explicar ‘como as coisas
funcionam’ (teodolito, macaco de carro, brinquedos de uma praga infantil, periscépio,
méquina fotografica, projetor de imagens, etc.) e temas que possibilitam o trabalho
interdisciplinar com a Matematica (os poliedros e os cristais, as simetrias nos seres vivos,
a concha de Nautilus e a espiral de Arquimedes) e diz que:

“(...) Na dire¢ao da valorizagdo da Matemdatica, no seu aspecto estético, exis-
tem alguns videos que podem servir como ponto de partida de assuntos tais
como simetria, fractais, o nimero de ouro, etc.” [0]

Como podemos comprovar, os fractais estao citados aqui como um conteido a ser
abordado no ensino médio, tal qual simetria e nimero de ouro, porém apenas em carater



ilustrativo ou introdutério, com videos.

Baseados nos PCNs, os estados apontam suas diretrizes curriculares para a aplicagao
em sala de aula. Chamou a atencao, durante a fase de pesquisa para a realizacao deste
trabalho, o fato de o Estado do Parand inserir o contetido de fractais no 8o ano (antiga
7a série) do ensino fundamental, constando ‘Geometria Nao-Fuclidiana’ como conteido
basico e tendo, como objetivo, fazer com que o aluno ‘conheca os fractais através da
visualiza¢ao e manipula¢ao de materiais e discuta suas propriedades’ [31]. Da mesma
forma, quanto ao ensino médio, a avaliagao objetiva que o aluno ‘Perceba a necessidade
das geometrias Nao-Fuclidianas para a compreensao de conceitos geométricos, quando
analisados em planos diferentes do plano de Fuclides; Compreenda a necessidade das geo-
metrias nao-Fuclidianas para o avanco das teorias cientificas; Articule ideias geométricas
em planos de curvatura nula, positiva e negativa; Conheca 0s conceitos bdsicos da Geo-
metria Eliptica, Hiperbdlica e Fractal’ [31].

Para tal, propoe um livro Didético Publico:

“(...) No livro, hd inclusive alguns capitulos reservados a Geometrias Nao-
Fuclidianas, em especial o capitulo 11 ‘A beleza das formas’ [72], que trata do
assunto de fractais.” [31]

O contetuido é proposto no curriculo dos estudantes dos anos finais do Ensino Funda-
mental e do Ensino Médio, anexado a outros temas e relacionado a area de Geometria
Nao-Euclidiana. De acordo com o DCE/PR (Diretrizes Curriculares Estaduais/PR), com
relacao aos fractais:

“No Ensino Fundamental (...) o aluno deve compreender: (...) noc¢do de ge-
ometria dos fractais. (...) No Ensino Médio, (...) na geometria dos fractais,
pode-se explorar: o floco de neve e a curva de Koch; triangulo e tapete de
Sierpinski, conduzindo o aluno a refletir e observar o estético presente nestas
entidades geométricas, estendendo para suas propriedades, através da ‘requla-
ridade harmoniosa nas suas proprias irreqularidades’. [31]

Embora nao abordado diretamente nos PCNs como um contetido a ser trabalhado nos
ensinos fundamental e médio, inserir as nocoes de fractais e suas propriedades principais
no trabalho com alunos destas séries, guardados e preservados os respectivos niveis de
aprofundamento e entendimento, é importante, pois trata-se de um conteuido que influ-
encia na capacitacao e na formacgao do aluno, na ampliacao de sua visao de mundo e da
prépria matemaética.

Como os fractais fazem parte do contetiido de geometria, cabe a nés respaldar a im-
portancia de que a prépria geometria nao fique relegada em segundo plano na grade
curricular de nossas escolas.

“Quanto aos contetdos, apresentam um aspecto inovador ao explord-los, nao
apenas na dimensao dos conceitos, mas também na dimensao de procedimentos
e atitudes. (...) e evidenciam a importancia da geometria e das medidas para
desenvolver as capacidades cognitivas fundamentais.” [5]



2.2 Visualizacao e Experimentacao em Geometria

A visualizacao em Geometria é importantissima para a formulagao de conjecturas que
fujam da mera decoracao de formulas e conceitos da teoria, das aulas expositivas e dos
livros didaticos. Visualizar, experimentar faz com que nosso aluno se aproprie e colabore
na construcao de seu proprio conhecimento acerca da geometria. Possibilita que o aluno
crie imagens mentais do conhecimento a ser apropriado e permite operar com as imagens
e abstrair mentalmente, criando novas imagens e situagoes que conduzem ao raciocinio
légico e construtivo.

Costa [10] cita Alsina [1], que escreve a respeito da Geometria no curriculo da ma-
tematica:

“Nao servem nem os Elementos de Fuclides, nem os tratados de Bourbaks,
nem os livros sabios da geometria métrica, nem os mais sofisticados livros de
dalgebra linear. O siléncio e o esquecimento menos servem. Fazer geometria
na sala de aula ndao € repetir a historia. A geometria no ensino de matemdtica
deve ser 1util para todos: o conhecimento matemdatico do espaco. Uma geome-
tria baseada na intuicao e na experimentacao aconselhada pelo sentido comum,
rica em temas de representacao e interpretagao; capaz de ordenar, classificar
e mover figuras planas e espaciais; audaz na combinagao de linguagens di-
versas (grdficas, analiticas e simbdlicas...); apoiada no rigor das defini¢oes e
das deducgoes sobre factos relevantes; com técnicas diversas para medir, cons-
truir e transformar, induzindo a compreensao do didlogo plano-espaco; aberta
a interdisciplinaridade com as ciéncias e as artes; paradigma de modelizagao
matemdtica; predicadora de aplicagoes assombrosas e relacoes interessantes
(...) esta € a geometria com a qual gostariamos de educar todos.”

Uma geometria com experimentacao, visualizacao espacial, raciocinio dedutivo e medicao.

Um dos principais problemas encontrados no ensino de geometria € a dificuldade de visu-
alizagao de objetos geométricos, sejam eles planos ou espaciais, sendo esta importante na
construcao e exploracao de conceitos matematicos, pois enquanto

“observacao das formas geométricas, constitui-se em espaco que exige a des-
cricao e a comparacao das formas geométricas, resgatando as suas seme-
lhangas e diferencas, possibilitando, dessa forma, a construc¢do da imagem
mental, o que possibilitard ao aluno pensar no objeto geométrico, na sua
auséncia, distinguindo as suas caracteristicas conceituais e figurais.” (GAR-

CIA, 2006 [30]) [51]

Itzcovich [22] nos expoe que

“B imperioso esclarecer que os alunos nao identificam as propriedades das
figuras pelo simples fato de olhar os desenhos que as representam. Aquilo que
um aluno pode reconhecer ao observar o desenho de uma figura nem sempre é
0 mesmo que o pretendido pelo docente que esse aluno identifique com o olhar,
ja que ambos, docente e aluno, partem de um volume de conhecimentos bem



diferentes. E, muitas vezes, se cai na ’tlusao’ de que, pelo fato de mostrar
o desenho de uma figura aos alunos, estes reconhecerao aquelas propriedades
que se supoem ali representadas.”

E exemplifica:
“(...) um desenho, como o sequinte, muito provavelmente, para um professor

de matemdtica, pode representar um circulo ou uma circunferéncia com quatro
diametros marcados.

Figura 2.1: Circunferéncia dividida/fatiada - o que é7

“Esse mesmo desenho, para uma pessoa afastada do conhecimento matemdtico,
pode representar qualquer outro objeto, como uma roda ou uma pizza cortada
em oito pedacos. O que o olho observa depende dos conhecimentos que o
observador coloca em funcionamento.”

E aponta um caminho, quando coloca que:

“(...) as situagdes que forem propostas aos alunos com a finalidade de indagar,
identificar ou reconhecer propriedades das figuras devem fomentar os processos
intelectuais que permitam tornar explicitas as caracteristicas e as propriedades
dos objetos geométricos, para além dos desenhos que os alunos utilizem para
representar tais figuras.”

Quando desenhamos um cubo no quadro, o aluno entende que se trata de uma figura
tridimensional? Visualiza um dado? Ou apenas enxerga um emaranhado conjunto de
segmentos de reta continuos e pontilhados?



Figura 2.2: Forma como normalmente desenhamos um cubo no quadro

Quando planificamos e montamos o cubo, nosso aluno consegue enxergar a relacao
entre os objetos - planificacao e cubo em si - enquanto figuras planas e espaciais? A
ponto de compreender, visualizar e montar mentalmente as possibilidades de planificagao
do cubo que remontam o objeto espacial original?

Figura 2.3: Planificacao do cubo

Figura 2.4: Planificacao do cubo - formas

Quando destacamos, nas relagoes métricas do triangulo retangulo, os triangulos en-
volvidos nas relagoes, ele consegue visualizar a transformacao de translacao no plano e
entender que se trata do mesmo triangulo deslocado?



Figura 2.5: Relagoes métricas no triangulo retangulo

Na manipulacao da figura abaixo, construida no Geogebra, é possivel ao aluno, ao
manipula-la no formato ‘caixa preta’, deslocar e recolocar os triangulos na figura original,
movimentando os vetores de deslocamento (translacao), visualizando a possibilidade de
deslocamento do objeto no plano, diferentemente das figuras estaticas dos livros didaticos,
e treinando seu cérebro para a possibilidade de movimentar, criando uma imagem mental
e se apropriando de um conhecimento desta possibilidade, e procurar ver, sob um outro
angulo ou mesmo uma outra posi¢ao, determinadas figuras, de forma que encontre a me-
lhor posigao para visualiza-la e trabalhar sobre suas propriedades.

Figura 2.6: Relacoes métricas no triangulo retangulo - translagao

A visualizacao em matematica é necessaria porque exibe a organizacao das relagoes:

““A diferenca entre a atividade requerida pela matemdtica e aquela requerida
em outros dominios do conhecimento nao deve ser procurada nos conceitos”
(Duwal, 2008, p.13), mas, sim, na importincia da visualiza¢io e na grande
variedade de representacoes utilizadas em matemdtica. A representacdo e a
visualizagao estao no nicleo de sua compreensao e o papel de ambas € funda-
mental no pensar e aprender matemdtica.” (ALMEIDA, 2010, p.68) in [30])
51

Sabemos que a palavra geometria (geo+metria) tem significado de ‘medigao da terra’
e, a partir dai, é fundamental reconhecer o que esta presente no mundo fisico e visualizar
o que nos ¢é apresentado de forma tridimensional para avancar na construcao de conceitos
geométricos e no entendimento daquilo que vemos.



Kaleff (2003) in [30] [53] cita os estudos de Van Hiele, que abordaremos mais adi-
ante, em que ‘a visualizagao, a andlise e a organizacao informal (sintese) das propriedades
geométricas relativas a um conceito geométrico sao passos preparatorios para o entendi-
mento da formalizacao do conceito’. A preocupacao com a visualizacdo em geometria é
citada pela autora, baseada em pesquisas em Educacao Matemética que ‘(...) apontaram
para a importancia de se incentivar nos meios educacionais o desenvolvimento de habili-
dades de visualizar’.

Estudar geometrias nao euclidianas, como os fractais, nos ensinos fundamental e médio,
nao significa apresentar todos os seus conceitos e elementos em profundidade, mas apresen-
tar como algo existente, com suas principais caracteristicas e possibilidades exploratorias
no nivel em que se esta observando: fundamental, médio ou superior.

Hoje em dia, os curriculos de matematica das escolas estao cada vez mais enxutos,
talvez por conta da aprendizagem voltada para concursos e exames, como vestibulares
e enems. H& escolas que ja nao exploram conceitos de fungoes no final do ensino fun-
damental, deixando para introduzir todos os conceitos no ensino médio. Antigamente,
cobravam-se conceitos de limite e derivadas no final do ensino médio e, atualmente, tais
conteudos nao fazem mais parte dos curriculos e dos livros didaticos. Com isso, vemos
as faculdades de engenharia e ciéncias exatas tendo que dar um reforgo aos seus calouros
acrescentando disciplinas como o Pré-Célculo.

2.3 Teoria de Van Hiele - Niveis de Van Hiele

A Teoria de Van Hiele [9], baseada no ensino e na aprendizagem de geometria, tem suas
bases nas teses de doutorado do casal Dina e Pierre Van Hiele, na Universidade de Utre-
cht, Holanda, em 1957. A tese de Pierre tentava explicar o porqué dos alunos terem
problemas ao aprender Geometria. Dina, por sua vez, pesquisava em cima de um experi-
mento educacional e acabou sendo mais prescritiva com relagao a ordenagao do conteido
de Geometria e atividades de aprendizagem dos alunos.

O casal apontou como principal razao da falha do curriculo de geometria tradicional
o fato deste ser apresentado em um nivel mais alto do que o dos alunos, gerando um
conflito entre professores e alunos por um nao entender o que estava sendo apresentado
e o outro nao saber por que nao estava sendo entendido. Esta observacao é importante,
principalmente se considerarmos que a cada ano nossos jovens estudantes ingressam mais
cedo no contexto escolar, chegando a concluir o ensino fundamental em torno dos 14 anos
e o ensino médio ao redor dos 17 anos.

Citamos resumidamente:

e As quatro caracteristicas da teoria:

1. ordem fixa: A ordem na qual os alunos progridem por meio dos niveis de
pensamento nao varia. Em outras palavras, um aluno nao pode estar no nivel
n sem ter passado pelo nivel n-1.
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2. adjacéncia: Em cada nivel de pensamento que era intrinseco no nivel anterior
se torna extrinseco no nivel atual.

3. disting¢ao: Cada nivel possui seus proprios simbolos linguisticos e sua propria
rede de relacionamentos que conecta tais simbolos.

4. separag¢ao: Duas pessoas com raciocinio em niveis diferentes nao podem en-
tender uma a outra.

e Os cinco niveis de pensamentos com relacao ao desenvolvimento de compreensao
dos alunos em relagdo a geometria (os quatro primeiros sdo mais relevantes para o
ensino médio):

— Nivel 1: reconhecimento - Os alunos reconhecem as figuras visualmente
por sua aparéncia global. Reconhecem triangulos, quadrados, paralelogramos,
entre outros, por sua forma, mas nao identificam as propriedades de tais figuras
explicitamente.

— Nivel 2: andlise - Os alunos comecam a analisar as propriedades das figu-
ras e aprendem a terminologia técnica adequada para descreve-las, mas nao
correlacionam figuras ou propriedades das mesmas.

— Nivel 3: ordenagao - Os alunos realizam a ordenacao légica das proprieda-
des de figuras por meio de curtas sequéncias de dedugao e compreendem as
correlagoes entre as figuras (por exemplo, inclusoes de classe).

— Nivel 4: deducgao - Os alunos comecam a desenvolver sequéncias mais longas
de enunciados e a entender a significancia da deducao, o papel dos axiomas,
teoremas e provas.

— Nivel 5: rigor - Os alunos sao capazes de registrar as demonstracoes dentro
do rigor exigido pela escrita matematica. Nao se espera que o aluno atinja este
nivel no ensino médio.

Além dos niveis, hd também cinco fases dentro da teoria de Van Hiele que o individuo
deve vivenciar para progredir nos diversos niveis:

1. da informacao - diversas observagoes devem ser realizadas, perguntas necessitam
ser formuladas e um vocabulario especifico do nivel em que se encontra deve ser
adquirido;

2. da orientacao dirigida - o material a ser utilizado necessita ser ordenado de
maneira que o individuo adquira as estruturas caracteristicas do nivel,

3. da explicagao - nessa fase o professor precisa auxiliar o individuo no uso de lin-
guagem apropriada ao nivel,

4. da orientacao livre - os individuos comegam a questionar e procurar solugao para
problemas propostos;

5. da integracao - o individuo consegue rever o que aprendeu e integrar com outros
conteudos.
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2.4 Geometria Euclidiana X Geometria Nao-Euclidiana

2.4.1 Geometria Euclidiana - Postulados de Euclides

A Geometria Euclidiana, com seus objetos, elementos e conceitos, foi utilizada, por varios
séculos, para descrever o mundo em que vivemos. Em duas e trés dimensoes, baseia-se
nos 5 postulados [14] elaborados pelo célebre matemético da antiguidade classica Euclides
de Alexandria:

1. Dados dois pontos distintos, hd uwm unico segmento de reta que 0s une;
2. Um segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir uma reta;

3. Dados um ponto qualquer e uma distancia qualquer, pode-se construir uma circun-
feréncia de centro naquele ponto e com raio iqual a distancia dada;

4. Todos os angulos retos sao congruentes;

5. O “Postulado de FEuclides”: ‘Se uma linha reta corta duas linhas retas de forma
a que a soma dos dois angulos internos de um mesmo lado sejam menores que dois
angulos retos, entao as duas linhas retas, se forem prolongadas indefinidamente,
encontram-se num ponto no mesmo lado em que os dois angulos sao menores que
dois angulos retos.’

Na Geometria Euclidiana, as figuras existem segundo as dimensoes espaciais percebidas
pelo ser humano e sao caracterizadas por numeros inteiros. Um cubo, um paralelepipedo
e as figuras espaciais em geral apresentam trés dimensoes espaciais: comprimento (a),
largura (b) e altura (c).

Figura 2.7: Paralelepipedo em 3 dimensoes - comprimento, largura e altura

Um quadrado, um retangulo e as figuras planas, em geral, apresentam duas dimensoes
espaciais: comprimento (a) e largura (b).
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Figura 2.8: Retangulo em 2 dimensoes - comprimento e largura

Uma reta, um segmento de reta, apresentam apenas uma dimensao espacial: compri-
mento (a).

a

Figura 2.9: Linha 1 dimensao - comprimento

O ponto nao apresenta dimensao espacial mensuravel, possuindo dimenséo nula (igual
a zero).

A

.

Figura 2.10: Ponto adimensional

2.4.2 Geometria Nao-Euclidiana

Uma Geometria Nao-Euclidiana é, basicamente, um sistema axiomatico que admite, por
exemplo, um axioma de nao existéncia ou de nao unicidade de paralelas, negando o 5°
Postulado de Euclides, ou mesmo o “playfair” (axioma que pode ser usado em vez do
quinto postulado de Euclides - postulado paralelo) na formulacao axiomatica de Hilbert.

Assim, uma Geometria que nao contemple um ou mais dos postulados de Euclides ou
que seja baseada em um sistema de axiomas distintos da Geometria Euclidiana é chamada
de Geometria Nao-Euclidiana.

As geometrias Hiperbdlica e Eliptica baseiam-se na modificagao do axioma das parale-
las, que postula que por um ponto exterior a uma reta passa exatamente uma reta paralela.

Na Geometria Hiperbdlica, considera-se que por um ponto passam infinitas retas pa-
ralelas a um reta dada (o que rompe com o 5° postulado de Euclides), que a soma dos
angulos internos de um triangulo é menor que a soma de dois angulos retos e que a cir-
cunferéncia de um circulo é maior que 7 vezes o diametro.
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Figura 2.11: Geometria hiperbdlica

J& na Geometria Eliptica, considera-se que por um ponto nao ha nenhuma reta pa-
ralela a inicial (o que também rompe com o 5° postulado de Euclides), que a soma dos
angulos internos de um triangulo é maior que a soma de dois angulos retos e que a cir-
cunferéncia de um circulo é menor do que 7 vezes o seu diametro.

Figura 2.12: Geometria Eliptica

A soma dos angulos internos de um triangulo depende da curvatura geométrical:

e soma igual a 180°, se a curvatura geométrica for nula
e soma maior que 180°, se a curvatura geométrica for positiva

e soma menor que 180°, se a curvatura geométrica for negativa

Thttp://www.miniweb.com.br/ciencias/artigos/a_geometria_dos_espacos_curvos.pdf
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Curvatura nula Curvatura positiva Curvatura negativa

Figura 2.13: Tipos de curvaturas geométricas

Na ilustragao abaixo, os insetos simulam as situagoes de retas paralelas em cada uma
das superficies citadas.

CURYATURA NULLA CURVATURA POSITIVA CURVATURA NEGATIVA

Figura 2.14: Retas e tipos de curvaturas

Sao matematicos importantes na descoberta das geometrias nao-euclidianas: Carl Fri-
edrich Gauss, Nikolai Lobachevsky, Janos Bolyai, e Bernhard Riemann.

A Geometria Fractal, base deste trabalho, estuda certos subconjuntos (“fractais”) de
um espaco métrico o qual pode ou nao ser euclidiano, e onde a dimensao de seus objetos
pode assumir valores diferentes das dimensées topoldgicas (que correspondem a valores
inteiros zero, um, dois, trés, etc.), ou seja, pode assumir também valores intermedidrios
entre 0 e 1, entre 1 e 2, entre 2 e 3, etc.

Dimensao Euclidiana Dimensao Fractal

{(ponto) 0 - == 04

WX\—’ 14
1

| {;a@! w

Figura 2.15: Tipos de dimensoes
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Novos objetos, elementos e conceitos surgiram com a descoberta das Geometrias Nao-

Euclidianas, como as geometrias Eliptica, Hiperbdlica e Fractal. Os fractais sao consi-
derados como as estruturas que podem melhor representar as formas e os fenomenos da

natureza: [15]
“A Geometria Fractal é chamada a Geometria da Natureza nao apenas por
descrever os objetos naturais mas, pelo fato de vdrios fenomenos da natureza

apresentarem uma estrutura fractal: formacao a partir de repeticao de proces-
sos, auto-organizacao e autossemelhanca em niveis de escala variados além de

apresentarem dimensao fraciondaria.”

Maior aprofundamento em relagao as Geometrias Nao-Euclidianas, principalmente
referente aos conceitos de dimensao, dimensao topoldgica e de curvaturas geométricas,
conceitos estes sofisticados pertencentes as suas respectivas areas de estudo, pode ser ob-
tido, inicialmente, através das referéncias bibliogréficas citadas neste trabalho.
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Capitulo 3

Geometria Fractal

Neste capitulo faremos uma breve abordagem a respeito da histéria dos fractais. Trata-
remos de seu conceito e definicao, algumas de suas classificacoes, bem como aspectos da
dimensao das figuras fractais e seu calculo. Buscaremos também mostrar que os conceitos
elementares dos fractais, como autossemelhanca e iteracao infinita na geracao de suas
imagens e objetos, podem ser encontrados no senso comum da populagao, propagados
em textos e poesias, ou na pura observacao da natureza. Apresentaremos uma breve
explanacao com relacao a sua importancia e aplicacao em varias areas do conhecimento
humano. Os fractais ainda possuem beleza e aspectos artisticos que aparecem em imagens
e logomarcas, também mostradas neste capitulo. Além disso, mostraremos questoes de
livros didaticos que abordam os fractais, embasando, desta forma, nossa proposta de tra-
balho com os fractais na educacao basica e provando que podemos explora-la um pouco
mais no curriculo escolar.

3.1 Um Pouco de Historia

A ideia dos fractais teve a sua origem no trabalho de alguns matematicos, entre 1875 e
1925, constituindo hoje uma area importante de investigacao matematica.

O mundo nos parece ser constituido por conhecimentos adquiridos e outros existentes
e desconhecidos, que dependem apenas de uma questao de tempo para serem descobertos,
decifrados, assimilados e, enfim, conhecidos.

No final do século XX, surgiu uma nova ciéncia: o ‘Caos’. Com ela, passam a existir,
ao mesmo tempo, o determinismo e a imprevisibilidade - a ordem e o caos. A teoria do
Caos esta presente, praticamente, em tudo o que encontramos ao nosso redor. Trata-se de
uma das leis mais importantes do universo. Sua ideia central nos da conta de que peque-
nas, minusculas mudancgas, no inicio de um evento, podem trazer grandes consequéncias,
totalmente desconhecidas, no futuro, de forma completamente cadtica e imprevisivel.

O exemplo mais simples e difundido desta teoria seria o ‘Efeito Borboleta’, citado
pelo meteorologista Edward Lorenz, na década de 60, quando diz que é como se “o bater
das asas de uma borboleta no Brasil causasse, tempos depois, um tornado no Texas”
[25]. Lorenz percebeu que fenomenos, aparentemente simples, tém comportamento tao
cadtico quanto a vida e chegou a esta conclusao quando diminuiu a quantidade de casas
decimais de um dos niimeros que alimentava os calculos de um programa de simulador do
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movimento de massas de ar, esperando que o resultado mudasse pouco, mas tal alteracao
mudou completamente o padrao das massas envolvidas.

Na Teoria do Caos temos os Sistemas Dinamicos' que discutem analiticamente os
fenomenos cadticos e a geometria fractal, que se utiliza da linguagem matematica para
descrever, analisar e modelar as formas e os fenémenos existentes na natureza.

Ja na década de 70, Benoit Mandelbrot percebeu que os estudos, as equacoes de Lo-
renz, casavam com as que ele mesmo havia elaborado quando desenvolveu os fractais.
‘Lorenz e eu buscavamos a mesma verdade, escondida no meio de uma grande montanha.’
O caos parece entao estar na esséncia de tudo, moldando o Universo - é o que indica a
uniao dos experimentos de Lorenz com a matematica de Mandelbrot.

Figura 3.1: Benoit Mandelbrot - considerado o pai dos fractais

Com seu trabalho, Benoit Mandelbrot contribuiu para a compreensao da geometria e
dos fendmenos naturais, através de férmulas mateméticas que melhor explicam a natureza
e sua complexidade. Suas descobertas foram aplicadas a varios dominios do conhecimento.
Os fractais podem representar desde galhos de brécolis a cérebros ou agoes na bolsa de

valores. Segundo ele, “Fractais sao formas igualmente complexas no detalhe e na forma
global.”

1Um sistema é um conjunto de componentes interconectados, que apresentam certas relacoes de causa
e efeito e que atuam como um todo com determinado objetivo. O estudo dos sistemas dinamicos envolve
a modelagem matematica, a analise e a simulagao de sistemas fisicos, como sistemas mecanicos, elétricos,
hidraulicos, pneumaticos e térmicos, ou mesmo sistemas hibridos resultantes da combinacao de dois ou
mais destes, ligados a engenharia, ou mesmo de outros tipos de sistemas como bioldgicos, ecoldgicos,
econdémicos, de informagao, de transito, etc. Um sistema estitico é aquele em que as propriedades
descritivas do sistema nao variam com o tempo, podendo variar espacialmente, como uma viga carregada
estaticamente, com cargas constantes, pois o deslocamento de seus pontos variam espacialmente, mas
nao com o tempo. Em um sistema dindmico, tais propriedades variam no tempo e podem variar também
espacialmente, como uma viga carregada dinamicamente, com cargas que mudam com o tempo, pois o
deslocamento de seus pontos variam também com o tempo.[47]
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3.2 O Que é um Fractal?

Benoit Mandelbrot recorreu ao dicionario quando pretendia dar um nome aos objetos
com os quais trabalhava e encontrou o termo fractal, que provém do termo adjetivo
em latim “fractus”, do verbo “frangere”, que significa quebrado ou fraturado. Po-
derfamos também, inicialmente, por curiosidade, proceder como Mandelbrot e procurar
nos dicionarios ou na internet por uma definicdo para fractais.

Para darmos prosseguimento a este trabalho precisamos ter uma ideia clara do que
vem a ser um fractal. Podemos citar algumas defini¢oes para os fractais, como:

e Fractais sao objetos onde as formas se repetem infinitamente, repetindo padroes, e
cada parte repetida se revela mais complexa do que a anterior, em um ciclo infinito.

e Um fractal é um objeto geométrico que pode ser replicado de forma ampliada ou
reduzida, cada uma das quais semelhantes a figura original, infinitamente.

e Fractal é uma figura geométrica, nao-euclidiana, dotada de autossimilaridade, re-
cursividade, holismo e amplificacao.

Eduardo Colli? explica que os fractais sao figuras que “contém, dentro de si, cépias
menores deles mesmos. Essas copias, por sua vez, contém cépias ainda menores e assim
sucessivamente”. [50)]

Trata-se de figuras geométricas incrivelmente interessantes, que nao perdem a sua
definicao de forma na medida em que sao ampliadas, mantendo sempre sua estrutura se-
melhante a original, produzidas por equagoes matematicas e que podem ser interpretadas
como formas e cores através de programas computacionais.

Para Mandelbrot, citado em Barbosa [3], “Um fractal é, por defini¢ao, um conjunto
para o qual a dimensao Hausdorff-Besincovitch excede estritamente a dimensao topolégica

2017

Entende-se por dimensao topoldgia o nimero inteiro que caracteriza a geometria de
um objeto euclidiano: 0 - um ponto (adminensional); 1 - uma linha (1* dimensao); 2 -
um retangulo (2* dimensao); 3 - um bloco retangular (3* dimensao); 4 - hipercubo (4*
dimensao); etc.;

J. Feder (1988), também citado em Barbosa [3], que acrescenta a este conceito que
“um fractal ¢ uma forma cujas partes se assemelham ao seu todo sob alguns aspectos”,
de forma a nao excluir alguns objetos da fisica considerados fractais.

Barbosa [3] também cita K. J. Falconer (1985 e 1990), que nos sugere o entendimento
de fractais por caracterizacoes, quando nos diz que um conjunto F é considerado um frac-
tal se: “F possui alguma forma de ‘autossimilaridade ainda que aproximada ou estatistica;
A dimensao fractal, definida de alguma forma, é maior que a sua dimensao topoldgica; O
conjunto F pode ser expresso através de algum procedimento recursivo ou interativo”.

2Professor do Instituto de Matemética e Estatistica da Universidade de Sao Paulo (IME-USP)
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A dificuldade de se conceituar e definir com clareza um fractal nao deve ser um
obstaculo para a realizacao de nosso trabalho junto a educagao basica. Baseado no ex-
posto, para fins diddticos junto aos alunos, neste trabalho, utilizaremos como defini¢ao
para os fractais:

Definicao 3.2.1 Um fractal é uma figura geométrica construida sequndo uwma lei de
formagao simples, que se repete infinitamente, de forma a gerar figuras semelhantes (am-
pliadas ou reduzidas) a figura original (autossemelhantes), dada um razdo de semelhanca
constante.

Podemos agrupar os fractais em trés categorias principais, que levam em consideragao

o modo como o fractal é formado ou gerado:

e Sistemas de Funcgoes Iteradas: Sao construidos baseados em uma regra fixa de
substituigdo geométrica (fractais geométricos).

— Fractais pela Fronteira: As iteragoes acontecem dentro de uma fronteira
limite. Exemplos: Curva de Hilbert, Curva de Peano, Curva de Koch, Floco
de Neve (Ilha de Koch), Dragao de Harter-Heighway.
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Figura 3.3: Curva de Peano
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Figura 3.4: Curva de Koch
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Figura 3.5: Ilha de Koch (Floco de Neve)

Figura 3.6: Dragao de Harter-Heighway
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— Fractais por Remocgao: As iteracoes ocorrem por retirada de parte da fi-
gura. FExemplos: Conjunto de Cantor, Triangulo de Sierpinski, Tapete de
Sierpinski, Piramide de Sierpinski, Esponja de Menger.

0

Figura 3.7: Conjunto de Cantor
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Figura 3.8: Triangulo de Sierpinski
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Figura 3.10: Piramide de Sierpinski
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Figura 3.11: Esponja de Menger

— Fractais tipo Diirer: Sao criadas n cépias do poligono regular de n lados
dentro do poligono, para cada poligono novo gerado. Exemplos: Fractal Pen-
tagonal, Fractal Hexagonal.

Figura 3.12: Fractail Pentagonal do tipo Diirer

Figura 3.13: Fractail Hexagonal do tipo Diirer

— Fractais tipo Arvore: O fractal se ramifica como uma arvore a cada nova

iteracao. Exemplos: Arvore Pitagorica, Arvore Bindria.

Figura 3.14: Arvore Bindria

23



Figura 3.15: Arvore Pitagorica

e Fractais definidos por uma relagao de recorréncia: em cada ponto do espago
(tal como o plano complexo): Também chamados de fractais de fuga no tempo.
Exemplos: Conjunto de Mandelbrot; Conjunto de Julia; Fractal de Lyapunov; den-
tre outros.

Figura 3.16: Conjunto de Mandelbrot

Figura 3.17: Conjunto de Julia
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Figura 3.18: Fractal de Lyapunov

e Fractais aleatorios: gerados por processos estocdsticos ao invés de deterministicos
(processos recursivos, os quais podem apresentar caracteristicas encontradas em for-
mas da natureza). Exemplos: terrenos fractais; voo de Lévy; etc.

Figura 3.19: Fractais aleatéios/computacionais

3.3 A Dimensao Fractal

Nossa percepcao de mundo se d&, essencialmenrte, em trés dimensoes e por muitos anos
se ensinou a geometria partindo das noc¢oes dos entes geométricos: ponto, reta e plano
para o espaco. Atualmente, nas escolas, busca-se uma visao do espaco para o plano, ou
seja, a partir de um objeto tridimensional, como um cubo, apresentam-se aos alunos os
objetos de dimensao 2 - suas faces (os planos), de dimensao 1 - suas arestas (os segmentos
e as retas), e de dimensao 0 - seus vértices (os pontos).

Entretanto, a dimensao fractal pode ser dada nao somente por um ntimero inteiro mas,
também, por uma fracao entre estes. Os fractais possuem também dimensao com valores
intermediarios entre 0, 1, 2, 3, etc. Suas diemensoes encontram-se também entre 0 e 1,
1e2, 2e3, etc. Da mesma forma que em um intervalo numérico encontramos infinitos
nimeros racionais e irracionais e como entre a raiz quadrada exata de dois nimeros raci-
onais ha infinitos niimeros irracionais.

Desta forma, a dimensao fractal ndao é somente um numero inteiro, conforme a da

Geometria Euclidiana, mas pode também ser uma fragao entre dois inteiros consecutivos.
“Essa fracao esta relacionada com a quantidade e a escala de ampliacao das cépias da
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figura contidas dentro dela mesma”, diz Eduardo Colli®. Ela est4 ligada & aspereza, es-
pessura densidade, textura, etc., da figura. Representa o grau de ocupacao do fractal no
espaco, relacionado ao seu grau de irregularidade.

Sabemos que ha outras formas e férmulas para se calcular a dimensao fractal de uma
figura, depedendo principalemnte de sua complexidade. No entanto, para os objetos deste
trabalho, vamos utilizar o calculo que se utiliza do nimero de pecas (n) e do fator de au-
mento (escala de ampliacao) (f) da figura.

Consideramos o nimero de pegas (n) como sendo igual ao fator de aumento (f) elevado
a dimensao (d):

n= f (3.1)

Entao, para calcularmos a dimensao fractal (d), aplicamos logaritmos:

Pela formula 3.1 temos:

log(n) = log(f?)
= d.log(f)

Desta forma,

_ log(n)

log(f)

O segmento de reta, o quadrado e o cubo podem ser divididos em figuras autosseme-

lhantes. Podemos dividir um segmento em 10 partes, um quadrado em 64 partes e um

cubo em 27 partes, todas (cada pega da divisao) autossemelhante ao objeto original. Para

que cada peca se torne igual ao objeto original, esta deve ser ampliada segundo um fator
de aumento.

(3.2)

Como exemplo, vamos calcular a dimensao de um segmento de 10 cm:

e Tamanho do segmento maior: 10 cm
e Tamanho do segmento menor: 1 cm
e Fator de redugao: 1/10

e Fator de aumento: 10

3Professor do Instituto de Matemadtica e Estatistica da Universidade de Sao Paulo - IME-USP
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Figura 3.20: Ex dimensao 1 - régua

Vamos agora calcular a dimensao do tabuleiro de xadrez:

e Numero de pegas do quadrado maior: 64

Dimensao lateral do quadrado menor: 1

Dimensao lateral do quadrado maior: 8

Fator de redugao: 1/8

Fator de aumento: 8
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Figura 3.21: Ex dimensao 2 - tabueiro xadrez

E a dimensao do cubo magico:

e Numero de pecas do cubo maior: 27

Dimensao lateral do cubo menor: 1

Dimensao lateral do cubo maior: 3

Fator de reducao: 1/3

Fator de aumento: 3
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Figura 3.22: Ex dimensao 3 - cubo magico

Vamos ver agora o que ocorre com as figuras que nao ficam totalmente preenchidas.
Observe um quadrado preenchido com 9 quadrados de uma redugao linear de 1/3 da me-

dida original, que possui dimensao igual a 2.
Se removermos o quadrado central, teremos 8 copias reduzidas do quadrado original.

Como fica entao o calculo de sua dimensao?

9 =34 8 = 397
d=2 d="

_ log8
" log3

d= 0,903090
T 0,477121

d = 1,892790

Observe agora um cubo preenchido com 27 cubos menores em uma reducgao linear de
1/3 da medida de sua aresta original, que possui dimensao igual a 3.
Se removermos o cubo menor central de cada uma de suas faces, e também o cubo menor
central do cubo maior, teremos 20 cépias reduzidas do cubo original.
Como fica entao o calculo de sua deimensao?
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_ log20
d= log3

J — 1301030
= 0477121

d = 2,726834

Mandelbrot introduz a idéia de que a dimensao de um fractal ndao é necessariamente
inteira através do seguinte exemplo:

ke 12 ILLUSTRATES PAGH 204

Figura 3.23: Ex dimensao 1 a 3 - novelo de la
“Qual a dimensao de um novelo de fio?

Para Mandelbrot, isto depende do ponto de vista. Visto de grande distancia, o novelo
nao é mais do que um ponto, com dimensao zero. Visto mais de perto, o novelo parece
ocupar um espago periférico, assumindo assim trés dimensoes. Visto ainda mais de perto,
o fio torna-se visivel, e 0 objeto torna-se de fato unidimensional, ainda que essa dimensao
unica se enovele em volta de si mesma, de tal forma que ocupe um espaco tridimensional.
A nocao de quantos nimeros sao necessarios para especificar um ponto continua a ser
util. De muito longe, nao é preciso nenhum - o ponto é a tUnica coisa que existe. Mais
perto, sao precisos trés. Mais perto ainda, um é suficiente - qualquer posicao especifica
ao longo do fio é unica, por muito que o fio esteja enovelado.”
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A Curva de Koch possui dimensao 1,261858... (o cdlculo serd mostrado mais adiante).
Isto significa que sua dimensao estd entre o espago unidimencional (maior que uma linha
reta) e o bidimensional (menor que uma figura plana).[23]

Em Janos [23], encontramos um exemplo de objeto entre os espacos bidimensional e
tridimensional:

“Peque uma folha de papel 5 x 10 cm e amassae-a até formar uma bola de
papel. Esta bola de papel tem dimensao entre 2 e 3. A tentativa de construir
objetos de 3 dimensoes a partir de objetos de 2 dimensoes produz estruturas
fractais quebradigas, com espacos vazios irregulares, como a bola de papel.”

Quanto mais ‘endentada’ estiver uma curva, mais proximo de trés sera a sua dimensao,
e quanto menos ‘amassada’ for a bola de papel, mais proxima de dois sera a sua dimensao.

Vamos agora calcular a dimensao, como exemplo, de alguns fractais. Mais a frente,
veremos uma atividade explorando o uso de logaritmos no ensino médio, com calculo de
dimensao de fractais.

Curva de Koch:

Mivel 0 MNivel 1 Mivel 2 Mivel 3 Nivel 4 Mivel 5

o
A e AW e

Figura 3.24: Curva de Koch

Um segmento vira 4 pegas (n = 4) e o fator de aumento é 3 (f = 3) - um dos segmentos
menores multiplicado por 3 resulta do segmento original.

Obs: fator de aumento 3 = fator de redugao 1/3

Assim,

~—

log(n
0g(f)
log(4)
log(3)
0,602059
0,477121

o~

= 1,261858

(A dimensao da Curva de Koch esta entre 1D e 2D)



Triangulo de Sierpinski:

AL L

Figura 3.25: Triangulo de Sierpinski

Cada triangulo de determinada iteracao é repartido, para a iteracao seguinte, em 3
triangulos (com remogao do triangulo central). J4 o fator de aumento, que faz a figura
da iteracao seguinte virar a figura original é, 2.

Temos, entao, n = 3 e f = 2:

~—

log(n
og(f)

log(3)
log(2)
0,477121
0,301029

o~

= 1,584966

Note que a dimensao do Triangulo de Sierpinski esta entre 1D e 2D.

Esponja de Menger:

Figura 3.26: Esponja de Menger

Cada cubo de uma iteracao anterior é dividido em 27 cubinhos de onde sao removidos
7 unidades, restando 20. O fator de aumento da dimensao linear do cubo menor para o
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maior é 3. Assim:

Temos, entao, n = 20 e f = 3:

~ log(n)
T = log(s

log(
log(20)
log(3)
log(2 - 10)
log(3)
(log(2) 4 log(10))
log(3)

(0,301030 + 1)
0,477121

1,301030
0,477121

O —

= 2,726834

(A dimensao da Esponja de Menger esté entre 2D e 3D)

Fractal tipo Durer (hexagonal):

Figura 3.27: Fractal Tipo Durer - Hexagonal

Cada hexagono se transforma em 6 novas figuras em seu interior, com fator de au-
mento da figura gerada para a anterior igual a 3.

Temos, entao, n =6 e f = 3:
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(log(2) +log(3))
log(3)
(0,301030 + 0,4777121)
0,477121

0, 778151
0,477121

= 1,630930

(A dimensao do fractal tipo Durer Hexagonal estd entre 1D e 2D)

3.4 Onde Encontramos os Fractais

3.4.1 Senso Comum

Alvaro de Campos
(Heterénimo de
Fernando Pessoa)

Portugal
n. 15 Out 1890

Wikipedia
7 Textos 100 Poemas 101 CitagBes

Figura 3.28: Fernando Pessoa

Em um poema de Fernando Pessoa[33], sob o pseudénimo de Alvaro de Campos, ‘Nao,
nao é cansaco’, século XIX, o poeta, em um de seus trechos, e provavelmente desconhe-
cendo fractais ou mesmo a Geometria Fractal, apresenta uma visao de construgao do
mundo baseado em ‘desdobramentos’ e ‘copias iguais’, meio que intuindo a autosseme-
lhanca e a reproducao infinita, mesmo que de forma estatistica, como ocorre na natureza,
que tal geometria propoe para representar a natureza:

“E também o mundo,

Com tudo aquilo que contém,

Como tudo aquilo que nele se desdobra

E afinal é a mesma coisa variada em copias tguais”
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Este trecho do poema nos apresenta uma percepcao de mundo que muitas vezes temos,
mas que nao sabemos explicar ou mesmo ignoramos.

3.4.2 Musica Classica

ijj.i..d! "

MOUNTAIN MUSIC was composed by Villa-Lobos on graph paper on which
he had first (fop) traced the outline of a Brazilian range, Serrada Piedade. Notes,
transferred to orthodox music paper (bottom), roughly follow shape of hills.

Figura 3.29: Mountain Music - Villa Lobos

Barbosa [3] cita Martin Gardner (1992) para lembrar de Villas Lobos e sua musica
fractal quando este diz:

“since mountains range aproximate random walks, one can create mountain
music by phtographying a mountain range and translating its fluctuating
heights to tone that fluctuate in time. Villa Lobos actually did this using
mountains skylines around Rio de Janeiro”

Traduzindo:

“desde que os contornos das montanhas aproximam caminhos aleatoérios, alguém
pode criar musica da montanha fotografando estes contornos e traduzindo esta
flutuacao de alturas ao tom que flutuam no tempo. Villas Lobos, na verdade,
fez isso usando contornos das montanhas nos arredores do Rio de Janeiro.”

Villa Lobos criou um sistema de composicao com o intuito de incentivar a inspiragao
de alunos para a musica de suas vidas diarias. Em 1938, na peca “Melodia da Monta-
nha”, ele utilizou essa técnica que consiste em transportar a imagem dos contornos das
montanhas paras as pautas musicais, em escalas milimétricas que continham eixos para
tom e ritmo, conforme a figura abaixo. Ele marcava os pontos mais importantes, ao longo
da montanha, resultando em uma melodia que continha arremessos e ritmos definidos.
Em seguida, harmonizava e ajustava a um metro.
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Bem similar a técnica fractal utilizada para definir em cartografia os contornos de
continentes e ilhas.

The Millimetric Chart
for Melodia da Montanha
by Heitor Villa-Lobos
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Melodia da Montanha
(Serra da Piedade de Bello Horizonte)

Figura 3.30: The Milimetric Chart - Mountain Music - Villa Lobos

Na préxima figura, podemos ver os contornos utilizandos para a musica “New York
Skyline Melody™”.

Figura 3.31: New York Skyline Melody - Villa Lobos
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3.4.3 Natureza

Figura 3.32: Fractais na natureza - arvores e seus galhos e ramos

Um desafio importante para Mandelbrot e que o levou a desenvolver a Geometria
Fractal: podemos representar ou descrever a natureza através da Geometria Euclidiana?

“Responding to this challenge, I conceived and developed a new geometry of
nature and implemented its use in a number of diverse fields. It describes many
of the irreqular and fragmented patterns around us, and leads to full-fledged
theories, by identifying a family of shapes I call fractals. The most useful
fractals involve chance and both their irregularities and their irreqularities are
statistical. Also, th shapes described here tend to be scaling, implying that the
degree of their irreqularity and;or fragmentation is identical at all scales. The
concept of fractal (Hausdorf) dimension plays a central role in this work.”

Traduzindo:

“Respondendo a este desafio, eu concebi e desenvolvi uma nova geometria da
natureza e implementei o seu uso em um numero de campos diversos. Ela des-
creve muitos dos padroes irrequlares e fragmentados em torno de nds, e leva
a teorias de pleno direito, através da identificacao de uma familia de formas
que eu chamo fractais. O melhor uso-estudo dos fractais envolve numa opor-
tunidade e tanto suas irreqularidades, e suas irreqularidades sao estatisticas.
Além disso, as formas aqui descritas tendem a ser de escala, o que implica que
o seu grau de irreqularidade e/ou fragmentagao € idéntica em todas as escalas.
O conceito de dimensao fractal (Hausdorf) desempenha um papel central neste
trabalho.”
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Como podemos observar nos escritor de Mandelbrot, o forte motivo de a geometria
parecer tao distante de nossos estudantes é o fato de nao podermos descrever a natureza
que nos rodeia através dela, como uma nuvem ou uma planta, por exemplo. A Geometria
Fractal vem preencher esta lacuna deixada pela Geometria FEuclidiana.

De fato, encontraremos poucos elementos na natureza com formas claras de uma esfera
(olho humano, laranja, globo terrestre), de um quadrado ou de um circulo perfeitos.

Quando observamos a imagem de um brécoli e a ampliamos, é praticamente impossivel
distinguir qual é a imagem do brdcolis inteiro e a de sua parte, pois suas pequenas partes
sao semelhantes ao todo, sao autossemelhantes.

Figura 3.33: Autossemelhanca no brécolis

Se observarmos com aten¢ao a natureza ao nosso redor, podemos verificar que estes
fenomenos de semelhanga estdo provavelmente muito mais presentes do que imagina-
mos, na estruturas das plantas, nas bacias hidrograficas, nas cadeias de montanhas, nas
galdxias, no universo, nas estruturas organicas (cérebro, sistema circulatdrios, sistema
respiratorio), etc.

Contudo, os fractais encontrados na natureza nem sempre sao amplia¢oes ou redugoes
fiéis em todas as suas partes. Dizemos entao que os fractais naturais se assemelham esta-

tisticamente - sao fractais aproximados.

Abaixo, vemos varias imagens onde encontramos elementos da natureza com for-
mas/estruturas fractais:
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Das pequenas coisas a imensidao do universo:

Figura 3.34: Espiral nas pequenas e grandes coisas do unverso

Nos elementos do ecossistema

Figura 3.35: Forma dos raios e das bacias hidrograficas

Nas estruturas dos organismos dos seres vivos:

Figura 3.36: Estruturas do coracao e do pulmao humanos
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3.4.4 Aplicacgoes e Atualidades

A Geometria Fractal, com os computadores da atualidade e com o advento da computagao
grafica, extrapolou o campo da Matemadtica e tornou-se uma tecnologia de ponta, com
aplicacao nas mais variadas areas do conhecimento humano.

Encontramos exemplos de aplicacao dos fractais na quimica do estado sdlido, onde
modelos fractalizados possuem papel importantissimo no desenvolvimento de microchips,
que sao importantissimos para os sistemas computadorizados e para a eletronica como
um todo.

Na industria farmacéutica, os modelos fractais tém possibilitado a descoberta de novos
estados e processos de cristalizagao, utilizados na purificacao de ativos, o que representa,
na pratica, medicamentos mais efetivos e de menor custo de producao.

Na medicina, sao utilizados na analise da textura de pele, do crescimento de tumores
cerebrais in vitro, no calculo da dimensao fractal da irregularidade do contorno de células
e estruturas que formam os tumores malignos.

Na climatologia, Lorenz percebeu que variagoes na terceira casa decimal de seus ex-
perimentos faziam com que as previsoes climéticas se observavam cadticas, ou seja, nao
era possivel determinar, com precisao, o tipo de clima que teriamos, baseados em uma
sequencia pré-existende de, chamemos assim, “padroes climaticos”. Pequenas variagoes
interferiam fortemente nas pré-condi¢oes observadas e propciavam um clima diferente do
estimado.

Atualmente, pesquisadores do Instituto Niels Bohr, Peter Ditrevsen e Zhi-Gang Shao
(colaborador) da Universidade do Sul da China - Guanzhou em Kina, nos apresenta-
ram um trabalho divulgado na internet em 16 de margo do corrente ano de 2016, sob o
titulo Climate variations analysed 5 million years back in time* [15] (Analisadas variagoes
climaticas de 5 milhoes de anos atrds), no qual nos dizem que as variagoes naturais, ao
longo de um determinado periodo de tempo, dependem da duracao deste periodo, de ma-
neira muito particular, que é caracteristica dos fractais, e pode ser conferido nos resultados
do trabalho dos pesquisadores publicados na revista cientifica Nature Communications.

Sabemos que o sistema climatico da Terra é caracterizado por interagoes complexas
entre a atmosfera, oceanos, camadas de gelo, massas de terra e a biosfera. Fatores as-
tronomicos também desempenham seu papel em relacao as grandes mudancas, como as
mudancas entre as eras glaciais, que normalmente duram cerca de 100000 anos e periodos
interglaciais, que tipicamente duram cerca de 10 a 12000 anos, conforme a matéria dis-
ponivel no link acima.

Os célculos do pesquisador mostram que podemos ver o clima como fractais, como
padroes ou estruturas que se repetem em versoes menores e menores, indefinidamente, e
nao conforme nos experimentos de Lorenz, que observava padroes repetitivos e/ou con-
gruentes para tentar determinar a previsao do clima.

‘http:/ /www.nbi.ku.dk/english/news/news16/climate-variations-analysed-5-million-years-back-in-
time/
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Segundo Peter Ditlevsen,® “Vocé pode olhar para o clima como fractais, ou seja,

padroes ou estruturas que se repetem em versoes menores indefinidamente. Se vocé esta
falando sobre tempestades de 100 anos, ha 100 anos seguidos entre elas? - ou vocé de
repente descobre que existem trés tempestades durante um curto periodo de tempo?(...)”

Ainda segundo o pesquisador: “Na verdade, vemos que o clima da era do gelo é o
que chamamos de ‘multifractal’, que é uma caracteristica que vocé vé nos sistemas muito
caoticos, enquanto o clima interglacial é ‘monofractal’ Isto significa que a relagao entre
os valores extremos do clima em periodos de tempos diferentes comporta-se como a razao
entre as proporcoes mais normais de diferentes escalas de tempo”.

Questoes e aplicacoes como estas nos levam a refletir e pensar e reforcam a importancia
deste trabalho: por que nao introduzir conceitos da Geometria Fractal no curriculo de

matematica da educacao basica? Vamos mostrar, mais a frente, de que forma, com que
procedimentos e estratégias, podemos fazer isto.

3.4.5 Logomarcas

E possivel encontrar diversas logomarcas de organizagoes que se baseiam em imagens frac-
tais. Por exemplo, a logomarca da SBM (Sociedade Brasileira de Matemaética) faz alusao
a espiral aurea:

"% sBm

SOCIEDADE BRASILEIRA
DE MATEMATICA

Figura 3.37: SBM

O Profmat retrata em sua logomarca uma pequena iteragao do Triangulo de Sierpinski.

A
VoV
PROFMAT

Figura 3.38: Profmat

5Peter Ditlevsen is associate professor of Niels Bohr Institute, with a Ph.D in theoretical physics and
a doctoral degree in Turbulence and Climate Dynamics.
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Os doodles do Google sdo péaginas de startup (paginas iniciais), onde, de forma irre-
verente, divertida e muito criativa, destacam datas, homenagens e/ou ocasides especiais
em cima de alteragoes em sua logomarca. Em 2 de fevereiro de 2004, homenageou os 111
anos do nascimento do matematico francés Gaston Julia com o doodle da imagem.

2= +C r
Figura 3.39: Doodle do Google em homenagem aos fractais

3.4.6 Livros Didaticos e Apostilas Escolares

Observamos na capa do livro das Diretrizes Curiculares da Educagao Bésica do Estado do
Parand, a imagem de um Triangulo de Sierpinski, ja apontando para Geometria Fractal
como uma de suas possiveis abordagens.

Secretaria de Estado da
DIRETRIZES CURRI
DA EDUCACAO BASICA

Figura 3.40: Diretrizes Curriculares da Educagao Bésica - Parana
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Os fractais aparecem em livros didaticos, em geral, como textos complementares ou
em questoes de séries geométricas (progressoes):

(UEL-PR) [27] A figura construida segundo a sequéncia abaixo é denomi-
nada Esponja de Sierpinski ou Esponja de Menger. Representa um fractal
gerado a partir de um cubo. Partindo-se do cubo inicial, obtém-se outros cu-
bos menores, com arestas iguais a % da aresta deste. O cubo central e os cubos
do centro de cada face sao removidos. O procedimento se repete em cada um
dos cubos menores restantes. O processo ¢ interado infinitas vezes, gerando a
Esponja.

Fig. 4

Figura 3.41: Imagem da questao

Supondo que a medida da aresta do cubo inicial seja igual a 1m, qual a area,
em m?, de uma face da figura 307

DEP WP )@Y DEN oY

Solugao:

interacao inicial: Ay = 1.1 = 1m?2. Ao retirar um quadrado em cada iteracao
temos 8 quadrados com area (%)2 Assim a razao de semelhanga de area entre
as interacoes ¢ (3)2.8 = 3. Logo:

la interagao: A; = Ag.(2) = Ag.(3)!
2a interagao: As = A1-(§) = Ao-(§)2
3a interacao: Az = Ay.(5) = Ag.(8)3
4a interagao: Ay = A3,(§) - Ao-(§)4

()

29a intera(;éo: A29 = AQg.(%

N—
|
D
o
—
Nelfo e}

)29

Paramos na iteracao 29, pois nesta encontramos a figura numero 30 (a etapa
0 conta como a primeira figura). Obtendo como resposta a problema: (5)*
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(VUNESP) Considere um triangulo equilatero cuja medida do lado é 4cm.
Um segundo triangulo equilatero é construido, unindo-se os pontos médios
dos lados do triangulo original. Novamente, unindo-se os pontos médios dos
lados do segundo triangulo, obtém-se um terceiro triangulo equilatero, e assim
por diante, infinitas vezes. A soma dos perimetros da infinidade de triangulos
formados na sequéncia, incluindo o triangulo original, é igual a:

a) 16cm  b) 18cm  ¢) 20cm  d) 24cm ) 32cm

Figura 3.42: Imagem da questao

Solucao: Construindo os trés primeiros triangulos formamos a sequéncia:
1° triangulo: perimetro = 4.3 = 12 cm;

2° triangulo: perimetro = 2.3 = 6 cm;

3 triangulo: perimetro = 1.3 = 3 c¢m; etc.

PG infinita (12, 6, 3,...) de razdo % A soma é:
S=12Ar=2=122=2

1_2 2

(UFRN) As éreas dos quadrados abaixo estdo em progressao geométrica de
razao 2. Podemos afirmar que os lados dos quadrados estao em:

a) progressao aritmética de razao 2.

b) progressao geométrica de razao 2.

c) progressao aritmética de razao V2.

d) progressio geométrica de razdo v/2.

AN
\

re

Figura 3.43: Imagem da questao
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Solucdo: Sabemos que 42 = 2 e que a area do quadrado é A = L?. Entdo

1
2
L2

2
= 2. De onde (é—f) = 2. Assim f—f = /2. Portanto os lados estio em
PG de razao q = V2

Nos livros didaticos, também encontramos pequenos textos, aboradando, conceitu-
ando, ou mesmo apresentando alguns fractais, como o texto sobre a Ilha de Koch:

Consideremos um triangulo equilatero de lado 1. Dividimos cada um de seus
lados em trés partes iguais. No terco médio de cada lado, construimos novos
triangulos equilateros. O resultado ¢ uma linha poligonal fechada de 12 lados.
No estéagio seguinte, fazemos a divisao de cada um dos 12 lados da poligonal
em trés partes iguais e construimos novos triangulos equilateros sobre os tercos
médios e, assim, sucessivamente. A medida do lado dos triangulos construidos
em cada etapa forma uma sequéncia. Determine os cinco primeiros termos
dela, diga que tipo de sequéncia é essa e dé a razao.

Figura 3.44: Imagem da questao

111 1
73797277 81"

Solugao: Trata-se de um P.G. de razao %, cujos primeiros termos sao: 1
A curva do floco de neve de Koch

Continuando indefinidamente o processo do exercicio anterior, encontramos a
curva criada pelo matemdatico Helge von Koch, em 1904. FEssa curva é cha-
mada curva do floco de neve, porque seu contorno é serrilhado e irreqular,
parecendo um floco de gelo. Por apresentar esse contorno irreqular, a curva
de Koch é, também, considerada um fractal.

Figura 3.45: Fractal Ilha de Koch
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Ou o texto a respeito do Triangulo de Sierpinski:

Um fractal primitivo

Waclaw Sierpinski (1882-1969) foi um grande matematico polonés. Em 1916,
criou uma curva muito interessante chamada triangulo de Sierpinski.
Vejamos sua construgao: Comegamos com um triangulo equilatero e tomamos
os pontos médios de seus trés lados. Encontramos, assim, quatro triangulos
congruentes, dos quais retiramos o central.

AL

Figura 3.46: Primeiras iteracoes do Triangulo de Sierpinski

Os trés triangulos restantes tém os comprimentos dos lados exatamente iguais
a medida do comprimento do lado do triangulo original. Agora, procederemos
de modo andlogo com esses trés triangulos e, assim, sucessivamente.

Figura 3.47: Demais iteragoes do Triangulo de Sierpinski

ENEMSYS: Questao 54

Fractal (do latim fractus, fragdo, quebrado) - objeto que pode ser dividido em
partes que possuem semelhanca com o objeto inicial. A Geometria Fractal,
criada no século XX, estuda as propriedades e o comportamento dos fractais -
objetos geométricos formados por repeticoes de padroes similares, O triangulo
de Sierpinski, uma das formas elementares da Geometria Fractal, pode ser
obtido por meio dos seguintes passos:

1. comece com um triangulo equildtero (figura 1);

2. construa um triangulo em que cada lado tenha a metade do tamanho do
lado do triangulo anterior e faca trés copias;

3. posicione essas copias de maneira que cada triangulo tenha um vértice co-
mum com um dos vértices de cada um dos outros dois triangulos, conforme
ilustra a figura 2;

4. repita sucessivamente os passos 2 e 3 para cada copia dos triangulos obtidos
no passo 3 (figura 3). De acordo com o procedimento descrito, a figura 4 da
sequencia apresentada acima é
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AL L

Figura 1 Figura 2 Figura 3

Figura 3.48: Iteragoes iniciais do Triangulo de Sierpinski

Figura 3.49: Opcoes de respota

Solugao: O aluno deverda marcar a letra C. Observe que neste caso o triangulo de
Sierpinski é construido colando triangulos em escala menor e nao por remogao.

Vestibular UFPR: [1(]

(UFPR-2008) Uma figura é construida a partir de um segmento de reta de
comprimento 1, da seguinte maneira (veja ilustracdo a seguir): na 1* fase
divide-se o segmento em trés partes iguais, constroi-se um triangulo equilatero
cuja base seja o segmento do meio e em seguida apaga-se a base; nas fases
seguintes, repete-se a construcao da 1* fase, em cada um dos segmentos obti-
dos na fase anterior. Indicando por S a soma dos comprimentos de todos os
segmentos obtidos na 5* fase, calcule (243.S)/64.

Inicio

1® fase:

2! fase:

3! fase:

0o

4" fase:

assim sucessivamente...

Figura 3.50: Iteragoes da Curva de Koch

SENEM 2008 - Prova 1 - Amarela - P4gina 16



Solu¢ao: Chamemos de S;, a soma dos segmentos na fase k. Entao, Sp =1 e:

S = 4G =)
Si= 4GP =)
S = 4G s =)

Note que S = S5, entao:

243 - S 243-(3)°  3-(3°

64 64 26
2
B 35.(2?)5—210
T 26 T 96
= 16

Colecao Profmat’

(MA12-U6-Q23) A curva de Koch é obtida em estagios pelo processo seguinte:
i) No estagio 0, ela é um triangulo equilatero de lado 1

ii) o estdgio n + 1 é obtido a partir do estégio n, dividindo cada lado em trés
partes iguais, construindo externamente sobre a parte central um triangulo
equilatero e suprimindo entdao a parte central (ver figura abaixo). Sendo P,
e A, respectivamente o perimetro e a area do enésimo estagio da curva de
Koch, determine:

a) P, b) A, ¢ lim P, d) lim 4,

n—oo n—oo
A LN RS T E'”h?ﬂn g
;r. __.-\ 'x_ ;r. ,;_-' L L x? P " L.E '}.m 3 Eﬂn
AN g 4 K F & m &
v o/ N § 7 2 I g i ’j3
i NN/ VY W taamy e b g ~y
v ; W B I"'kf ¢ E¥ IVUJ

Figura 3.51: Iteracoes da Ilha de Koch

Solucao: Perimetro da Ilha de Koch: (triangulo equildtero de lado 1)

Primeiramente elaboramos uma tabela para os valores das iteragoes da Curva de Koch:

"No livro da disciplina de Matemdtica Discreta (MA12) do Profmat, na unidade 6 do tema Progressoes
Geométricas, nos exercicios complementares, temos a questao de nimero 23.
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Tabela 3.1: Perimetro da Curva de Koch

Iteragao | N° segmentos | Comprimento do segmento | Comprimento total
0 1 1 1
! i : r
2 £ Ok £(L)?
3 # Gk B3
i 4 (3 #(py!
n ¥ Ok ()

Observando a tabela temos que o comprimento dos segmentos tende a zero, porém o

comprimento total da curva diverge. Note, também que a tabela acima nos da o com-
primento da Curva de Kock, ou seja obtemos a iteracoes a partir de um dos lados do
triangulo inicial. Logo para obter o perimetro na fase n-esima da Ilha de Kock, devemos
multiplicar por 3 (3 segmentos do triangulo) o valor obtido na fase n-esima do perimetro
da curva conforme a tabela acima. Assim:

4
P,=3-(3)"
3

4
lim P, = lim 3- (g)" = 400

n—o0 n—oQ

Pois % > 1 e ao elevar a uma potencia seu valor aumenta indefinidamente.

Solugio: Area da Ilha de Koch: (triangulo equildtero de lado 1)

V3

Comegamos com um triangulo equilatero de lado 1. entao, sua altura é h = %> e dai

sua area é A = \/Tg. Para calcular A,,, a area da Ilha de Koch, devemos reparar que esta é
obtida como a soma da édrea da fase anterior (A,,_;) mais a drea dos triangulos equildteros
adicionados. Logo, é necessario conhecer a quantidade de triangulos adicionados e a area
de cada um deles. Para isto, observe que na primeira fase, obtemos o triangulo incial

49



adicionando 3 triangulos de lado % (ver Figura 3.51). Logo, a proporgao das areas é o

quadrado da proporcao do lado, ou seja, %. Note que cada triangulo adicionado esta sobre
cada lado do triangulo inicial, logo na proxima etapa os triangulos serao adicionados em
cada um dos segmentos obtidos ao modificar os lados do triangulo inicial, sendo estes 3 -4,
assim no passo n temos que adicionar 3 - 4"! triangulos ao passo anterior e o fator de
reducao da area dos novos triangulos obtidos é %. Desta forma, obtemos a seguinte tabela:

Tabela 3.2: Area da Ilha de Koch

Iteragao | Triangulos gerados Area de um dos triangulos Area dos triangulos da iteragao

0 1 V3 /3

L 3 (54 3.40 (1)1 L2
2 3.4 (3242 3.41.(Ly2. 8
3 3.4.4 (%)3_\/75 3.42.(5)3'\/?3
4 3.4.4.4 (%)4_\/?3 3_43.(%)4‘\/?5
n 34! (3" 3471 (Lyn 3

Seja T,, a area dos triangulos de determinada iteracao n, n € N, n > 1. Entao:
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9 4
= sty
— 3Gy 8
R RL
— \/g 4 n—1
- B

Note que Ty = \/Tg. Logo a area da Ilha de Koch é:

A= 3o
V3
EROY
V3 V3 A
T
Vi VE
4 12 9

k=1

Note que a soma acima representa a soma dos termos de uma PG, de onde:

Z(g)k—l - (Z)n__ll
_ G-t
9 4
= —g'((g) - 1)
Assim
V3 V39 4
A = T (5" =1
V3 3V3 4,
= 7—2—0'((5) -1)
V3 3V3 33 4
= T )
C2v3 3v3 4,
=5 w0 W



2v3 3v3 4, 2V3
o =75

Profmat?8:

(ENQ2013-2/Questao 1) [16]Considere um triangulo equildtero de lado 3 e
seja Ay sua area. Ao ligar os pontos médios de cada lado, obtemos um se-
gundo triangulo equilatero de area A inscrito no primeiro. Para este segundo
triangulo equilatero, ligamos os pontos médios de seus lados e obtemos um
terceiro triangulo equilatero de area Ajs inscrito no segundo e, assim, sucessi-
vamente, gerando uma sequéncia de areas (A4,), n =1,2,3...

Usando o Principio de Indugao Finita, mostre que a férmula A,, = 94%5 é ver-

dadeira para todo n > 1.

Figura 3.52: Imagem para a quastao do ENQ 2013-2
Solugao:

Para um triangulo equilatero de lado 3, aplicando o Teorema de Pitagoras, temos que
sua altura sera:

3 9 36-9 27
=32 _(22_9g_-_2"7_ =0
! (2) 4 4 4
De onde,
27 33
hy =4/ =2Y°

Logo, a area do primeiro triangulo, sera:

base - altura  3-hy 3-% B 9v3
2 2 2 4
8Questdo 1 do Exame Nacional de Qualificacio do Profmat(ENQ) de 2013.

A =
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Como a razao de semelhanca linear ¢ = 1, entao a razao entre as dreas serd (3)? = 1.
Logo, utilizamos o principio da inducao finita:

Para n = 1 temos que A; = %3 = %g, verificando a validade da férmula.

Vamos supor, por hipdtese, que a formula seja valida para algum k, ou seja, Ay = 94%3

Devemos mostrar que, pelo principio da inducao finita, que ela é valida para k + 1.
Como cada triangulo inscrito tem &area, pela razao de semelhanca entre areas, igual a i
da area do triangulo anterior, temos entao que:

) L, 19v3  9V3
() = 00 = Tk T kD)

Portanto, pelo principio da inducao finita, esta garantida a validade da férmula

9v3

A, = TR Para todo niimero natural n > 1.
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Capitulo 4

Conceitos Matematicos Explorados

Voltamos a ressaltar que o objeto deste trabalho é apresentar aplicagoes para o ensino de
contetdos de matematica dos ensinos fundamental e médio, através da Geometria Fractal.

Desta forma, buscamos estabelecer um elo de ligagao entre a Geometria Fractal e a
Geometria Euclidiana, que é a que consta nos curriculos atuais dos ensinos fundamental
e médio.

Podemos abordar, nas séries finais do ensino fundamental, principalmente no 9° ano,
temas como:

e Transformagoes no plano;

— Simetrias (axial/reflexao e central)
— Ampliacao e redugao
— Rotacao

— Translagao
e Congrueéncia;
e Semelhanca (autossemelhanga);
e Escala (fator de redugdo/aumento);
e Contagem,;
e Poténcias;
e Notacao cientifica;
e Nogoes de infinito;
e Perimetro e area de figuras planas;

e Volume.

Tais nocoes podem ser trabalhadas em atividades operatorias concretas e com a uti-
lizagao de recursos tecnolégicos que levem a abstracao do raciocinio.
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Atividades de visualizacao e construcao podem ser desenvolvidas também no 8° ano
do ensino fundamental.

No ensino médio, os fractais ganham aplicacoes mais aprofundadas e, além de se po-
der trabalhar todos os itens relatados para o ensino fundamental, podemos abordar ainda:

Triangulo de Pascal;

Logaritmos e suas propriedades (célculo das dimensoes);

Séries geométricas;

Recorrencia;

Limites;
e Inducao.

Na formagao de professores, é importante desenvolver o estudo de temas que fogem ao
conteudo padrao curricular como forma de mostrar uma matematica em evolugao e com
conceitos e aplicagoes importantes para o desenvolvimento da humanidade e estimular a
abordagem, mesmo que conceitual, junto a seus alunos como forma de despertar a curio-
sidade para o tema e para a propria matematica em si, visando despertar o interesse de
novos matematicos do futuro.

E muito importante que, na formacao de professores de matematica, estes sejam pre-
parados para o conhecimento e o ensino da geometria e adquiram formagao para o uso
das tecnologias existentes no ensino da matemaética.

Nos préximos capitulos, detalharemos algumas atividades que podem ser desenvolvi-
das no ensino bésico (fundamental e médio), com base na Geometria Fractal.

O material impresso utilizado com os alunos podem ser conferidas clicando no link
TCC-Profmat/Uff! [75] para a pagina do site? [54] do autor dedicada a este trabalho.

1. Pesquisa sobre Fractais

2. Trabalho - Autossemelhanca e Espelhos

3. Apresentacao em Aula Expositiva

4. Reproduzindo Fractais em Malha Quadriculada

5. Construindo Fractais com Excel

6. Construindo a Esponja de Menger (Dobradura, Encaixe e Colagem)

7. Construindo a Piramide de Sierpinski (Recorte e Colagem)

Thttp://wierthal.wix.com /home#blank /cr2d
2http:/ /wjerthal.wix.com/home
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8. Explorando Semelhanga com a Arvore Pitagorica
9. Atividade Avaliativa sobre Fractais - 9° ano
10. Atividade Avaliativa sobre Fractais - 9° ano (Online)
11. Explorando o Triangulo de Pascal com Fractais
12. Explorando Logaritmos com Fractais (Dimensao Fractal)
13. Explorando Perfmetro-Area-Volume (Pré-requisitos)
14. Explorando Perfmetro-Area-Volume: Curva, Triangulo e Piramide de Sierpinski

15. Explorando Perimetro-Area-Volume: Curva e Tapete de Sierpinski e Esponja de
Menger

16. Explorando Inducao Matematica com Fractais

4.1 Perimetros, Areas e Volumes

4.1.1 Triangulos e Tetraedros Regulares
Definicoes e conceitos

Nesta secao, vamos conceituar e definir algumas das informagoes que serao utilizadas ao
longo do desenvolvimento deste trabalho.

Definicao 4.1.1 Triangulo € um poligono com 3 vértices, 3 lados e 3 angulos.

Classificamos os triangulos quanto a medida de seus lados:
e Equilatero: possui trés lados congruentes (com a mesma medida).
e Isdsceles: possui dois lados congruentes (com a mesma medida).

e Escaleno: possui os tres lados com medidas diferentes.

Equlatero [sosceles Escalenc
Figura 4.1: Classificacao de triangulos quanto a medida dos lados
Classificamos também os triangulos quanto a medida de seus angulos internos:
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e Acutangulo: é todo triangulo que possui os trés angulos agudos (com medida menor
que 90°).

e Obtusangulo: triangulo que possui um angulo obtuso (com medida maior que 90°).

e Retangulo: tridngulo que possui um angulo reto (com medida igual a 90°).

AN

acutingulo retangulo obtusdngulo

Figura 4.2: Classificacao de triangulos quanto a medida dos angulos internos

Definicao 4.1.2 Altura de um triangulo € o segmento de reta perpendicular a um lado
do triangulo ou ao seu prolongamento, tragcado a partir do vértice oposto a este lado.

/:\C ___;_BMC

h = altura em relacio ao vértice A

Figura 4.3: Altura de um triangulo

Definicao 4.1.3 Mediana de um triangulo é o segmento de reta tracado de um dos
vértices do triangulo ao ponto médio do lado oposto a este.

Definicao 4.1.4 Baricentro do triangulo € o ponto de encontro das suas trés medianas.

Figura 4.4: Baricentro de um triangulo
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Definicao 4.1.5 Altura do tetraedro reqular € o segmento de reta que liga um de seus
vértices ao baricentro do triangulo da face oposta.

Figura 4.5: Altura do tetraedro regular

Elementos do Triangulo Equilatero

A
,
1/ !
h
/,, %
cd e \B
2 2
!

Figura 4.6: Triangulo Equilatero

Perimetro do Triangulo Equilatero

P = [+1+1
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Altura do Triangulo Equilatero

(—)2+h2 — l2
l2
Z+h2 = I
12
2 2 v
he =1 1
412 — 2
h? =
4
312
h = -
4
poo W3
T2
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Figura 4.7: Tetraedro Regular

Altura do Tetraedro Regular
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Volume do Tetraedro Regular

V= (1/3).(areadabase).(alturadotetraedroregular)
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4.1.2 Quadrados e Cubos
Definicoes e conceitos

Definicao 4.1.6 Quadrado ¢ um quadrildtero reqular constituido por quadro vértices,
quatro lados congruentes e quato angulos retos.

Definicao 4.1.7 Diagonal do quadrado é o segmento de reta que liga dois de seus vértices
nao consecutivos.

I

Figura 4.8: Quadrado

Definicao 4.1.8 Cubo é o poliedro formado por seis faces planas quadradas, onde cada
vértice une trés quadrados. Também conhecido como hexaedro.

Definicao 4.1.9 Diagonal do cubo ¢ o segmento de reta que liga dois vértices de faces
nao consecutivas.

Perimetro do Quadrado
P = 1+1l+1+1
= 4
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Figura 4.9: Cubo
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Figura 4.10: Diagonal do Cubo

Area do Quadrado

A = 11
= 2
Diagonal do quadrado
& = P+
d = VE+12
d = V22
d = W2
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Diagonal do cubo
D? = PP4d°

D2 _ l2+(l\/§)2

D? = 2427
D? = 37
D = V32

Volume do Cubo

4.2 Razao de Semelhanca

Na figura vemos a imagem de um triangulo sendo ampliado, a partir de um ponto fixo,
num processo denominado homotetia. As figuras geradas, neste processo, sao semelhantes.

a

74 B
ka 531

0

Figura 4.11: Homotetia - Semelhanca de dois triangulos

Definicao 4.2.1 Duas figuras sao semelhantes quando uma € a ampliagao, ou a redugao,
da outra. Possuem lados correspondentes proporcionais e angulos correspondentes con-
gruentes.
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Na figura a seguir, podemos visualizar quadrilateros semelhantes.

Figura 4.12: Semelhanca entre poligonos

Definigao 4.2.2 A razao entre as medidas de duas linhas homdlogas (que possuem a
mesma posicao relativa) de figuras semelhantes € denominada de razio de semelhanga.

/;\\\
™ zf/ \\\
\ y, -,
/ \\\ N\ e
\‘\‘ \/) \"x /
',
L L
L ¥
r =k E:) razio de semelhanga

Figura 4.13: Razao de semelhanca

A razao entre os perimetros de figuras semelhantes é igual a razao de semelhanca.

5,

L
L3' /S 2
r / ,
13\ 12 / .
™ .,
/ \\\ \ ~
\/ La' \/
L4 L1 L1

W1 W wszemee P
11 12 138 L4 Ll+L2+L3+l4 P

Figura 4.14: Razao de semelhanca - perimetro

A razao entre as areas de figuras semelhantes é igual ao quadrado da razao de se-
melhanga, obtida entre os comprimentos correspondentes (por exemplo, ao dobrar-se o
tamanho do lado de um quadrado ou o raio de um circulo, multiplica-se sua area por qua-
tro - ou seja, por dois ao quadrado). Quando ampliamos uma foto trés vezes, a area da
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foto é ampliada 3% = 9 vezes a 4rea da foto original. Sendo f o fator de aumento/reducao
da figura, a drea aumentard/diminuird f? vezes em relagao a figura original.

o &

~

e
A

{4

razdo entre areas

Figura 4.15: Razao de semelhanca - area

A razao entre os volumes de figuras semelhantes é igual ao cubo da razao de seme-
lhanga, obtida entre comprimentos correspondentes (por exemplo, ao dobrar-se o tamanho
da aresta de um cubo ou o raio de uma esfera, multiplica-se seu volume por oito - ou seja,
por dois ao cubo). Quando ampliamos um objeto duas vezes, o volume do objeto é am-
pliado 2% = 8 vezes o volume do objeto original. Sendo f o fator de aumento/redugao do
objeto, o volume aumentard,/diminuird f? vezes em relagao a figura original.

Valume V
Volume V°
L (] x]ﬂ'
H_ R kg ¥ i
H R V

Figura 4.16: Razao de semelhanca - volume

4.3 Teorema de Pitagoras
O Teorema de Pitagoras, desenvolvido por Pitagoras de Samos (fildsofo grego que viveu

no século VI a.C.), pode ser aplicado em qualquer triangulo retangulo, com o objetivo de
se descobrir uma de suas medidas, tendo as outras duas. O teorema nos diz que:
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Teorema 4.3.1 Em todo triangulo retangulo, o quadrado da medida da hipotenusa € igual
a soma dos quadrados das medidas dos catetos.

Na figura abaixo, que ilustra o Teorema de Pitagoras através da construgao dos qua-
drados sobre as medidas de seus lados, temos que c¢ representa a medida da hipotenusa e
a e b representam as medidas dos catetos.

5
5
4
1 4
€ b
a L
3
3
c*=a*+b?

Figura 4.17: Teorema de Pitagoras

4.4 Logaritmos

O logaritmos de um numero real é o expoente a que outro nimero, denominado base,
deve ser elevado para produzir este niimero.

Por exemplo:

3?2 =9 < logs9 =2
e 2 é o expoente que resulta 9 na base 3

e 2 é o logaritmo de 9 na base 3

e 9 ¢ o logaritmando

Generalizando: logya = x <= b* = a

Definicao 4.4.1 Para numeros reais positivos a e b, com b # 1, denomina-se logaritmo
de a na base b (logya) o expoente real z, tal que b* = a.
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Propriedades dos logaritmos: (Considere M =" e N = bY)

Tabela 4.1: Propriedades dos logaritmos e das poténcias

Logaritmo Poténcia

1) logsl =0 =1

2) logy(M.N) = logyM + logy N | M.N=b".b"

M.N = b*tV

3) logb% = logyM — log,N

4) logyM™ = n.log, M M" =

5) logy VM = LlogyM VM =

T n

logya = x
b* =a
log.b™ = log.a

x.log:.b = log.a

_ logca

T logcb
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4.5 Progressao Geométrica

Uma Progressao Geométrica (PG) é toda sequéncia de nimeros nao-nulos na qual é cons-
tante o quociente da divisao de cada termo (a partir do segundo) pelo termo anterior.
Esse quociente é chamado de razao (q) da progressao. Assim,

Uma Progressio Geométrica (PG) é uma sequéncia numérica na qual a taxa
de crescimento (ou decrescimento) de cada termo para o sequinte é sempre a

mesma.
(an) = (a,a.q,a.¢*,a.¢*, ..., a.q")
Onde:
aq aq¢ a.q’ a.q"
— s == =
q a.q a.q a.qn — 1
Classificagao:

e Crescente: ¢ > 1 e termos positivos ou 0 < ¢ < 1 e termos negativos

e Constante: ¢ =1

e Decrescente: () > 1 e termos negativos ou 0 < ¢ < 1 e termos positivos

e Alternante: g < 0

Termo geral:

n—
an = a1.q

ou

n—k
Ap = Af.q

Soma dos termos:
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Sp=a1+ay+az+ ...+ a,—1 + ay(I)

Multiplicando (/) por ¢, temos (I1):

q.S, = q.ay + q.as + q.az + ... + q.a,_1 + q.a

q.Sp=as+as+ag+ ...+ a, + a1 (I1)

Subtraindo I de I, temos:

1—qg"
Sy, =a
n 1 1— q
Exemplo 1:
No livro “Diabruras da Matematica”, de Malba Tahan [39], encontramos uma histéria

a respeito da origem do jogo de xadrez. Diz a lenda que o jogo foi criado para entreter
um rei da India. Seu inventor pediu, como recompensa, 1 grao de trigo pela primeira casa
do tabuleiro, 2 graos pela segunda, 4 pela terceira e assim por diante. Sempre dobrando
a quantidade a cada casa nova. Como o tabuleiro de xadrez tem 64 casas, o nimero
de graos pedidos pelo inventor do jogo é a soma dos 64 primeiros termos da progressao
geométrica 1,2,4,8... O valor dessa soma é:

= 2% -1
18.446.744.073.709.551.615

Se —1 < g < 1, temos que lim,,_,,, ¢" =0
_ 1

Sn = al.ﬂ

Exemplo 2:

Na figura abaixo, mostre que a série coverge para 2:
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Figura 4.18: Soma de areas convergentes

Concluimos, entao, que a série converge para 2.

4.6 Inducao Matematica

A inducao matematica, embora nao fazendo parte do curriculo do ensino médio, pode
também ser explorado em uma atividade, a parte, a titulo de curiosidade, ou mesmo
como um conteudo a ser trabalhado na formacao e atualizacao de professores.

O axioma da indugao de Peano é a base de um eficiente método de demonstragao de
proposicoes referentes a nimeros naturais, utilizado em demonstracoes por inducgao, ou

por recorréncia.

Podemos enuncia-lo sob a forma de propriedades na forma a seguir:

Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural n. Suponhamos que:
i) P(1) € vdlida

ii) Para todo n € N, a validez de P(n) implica a validez de P(m’), onde
n’ € o sucessor de m.

Entao, P(n) € vdlida qualquer que seja o nimero natural n.

Exemplo:
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Provar, por inducao matematica, que para todo nimero natural n, é véilida a igualdade:
Pn):1+5+..+2n—1)=n?

Usaremos a indugao.

P(1):1=12
1=1
(Verdadeiro!)

Vamos entao supor, por hipdtese, que P(n) seja verdadeira para um certo valor de n,
n=k.

Pk):1+5+ ...+ (2k—1) =k
Vamos provar que é valida para n=k+1.
Pk+1):1+54+...+2k—1)+2k+1)—1)=(k+1)?
Pk+1):1+5+..+2k—1)+Q2k+2-1)=k"+2k+1
Pk+1): 145+ ... +Q2k—1)+2k+1)=k>+2k+1
Pk+1):k*+2k+1 =k +2k+1
(Verdadeiro!)
Temos entao que:
P(k)= P(k+1)
P(n)= P(n+1)
Desta forma, P(n) é vélida para todo n € N.

Podemos entao afirmar que a soma dos m primeiros nimeros primos € igual ao qua-
drado de n.
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Capitulo 5

Atividades Realizadas

Neste capitulo, iremos detalhar as atividades realizadas com os alunos para atingir os
objetivos deste trabalho que é explorar conceitos matematicos da educacao bésica que se
encontram na Geometria Fractal.

Primeiramente, abordaremos a proposta de pesquisa apresentada a turma de 9° ano,
como atividade de partida e conceituacao.

Em seguida, falaremos a respeito das questoes de semelhanca e autossemelhanca na
atividade realizada com espelhos, em sala de aula, também no 9° ano.

Tendo abordado e familiarizado os alunos com aspectos iniciais da Geometria Fractal
e da semelhanca e autossemelhanca, detalharemos a aula de apresentacao em si da Ge-
ometria Fractal, seus elementos e principais abordagens. Esta aula/apresentagao levou
cerca de duas horas/aula e trata de assuntos, superficialmente e introdutoriamente, sobre
caos e determinismo, que nos levam da Geometria Euclidiana para a Geometria Fractal, e
a apresenta como uma geometria abstrata da prépria matematica, mas presente também
de forma estatistica na natureza em geral.

Nos capitulos seguintes, partiremos para as atividades de visualizagoes, construcgoes e
manipulacoes concretas, dos fractais, com utilizagao, inclusive, de tecnologia, com a fina-
lidade de realizar a observacao de padroes, contagem, e aplicar os conceitos matematicos
existentes.

Os principais fractais explorados nas atividades serao o Triangulo e o Tapete de Sier-
pinski e a Curva e a Ilha de Koch, bem como a Piramide de Sierpinski e a Esponja de
Menger. Também exploraremos a Arvore Pitagorica e a semelhanca entre seus triangulos.

Todas as atividades realizadas com os alunos podem ser conferidas clicando no link
TCC-Profmat/Uff! [55] para a pagina do site? [51] do autor dedicada a este trabalho.

Thttp://wjerthal.wix.com/home#blank /cr2d
Zhttp:/ /wierthal.wix.com/home
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5.1 Pesquisa - O Que Sao Fractais?

Ao introduzirmos um conceito novo para nossos alunos, é interessante que estes ja te-
nham tido um contato prévio e informal com o tema a ser proposto. Ao se trabalhar com
fractais, ou Geometria Fractal, ¢ importante ressaltar que este assunto nao faz parte do
dia a dia deles. Entao, um trabalho inicial de pesquisa prévia visa fazer com que eles
tenham uma visao incial do que sera abordado, através de pesqusia na internet ou mesmo
em livros e dicionarios.

Para este trabalho, foi proposto um formuldrio® pré-formatado abordando intencional-
mente o que se desejava que eles conhecessem inicialmente. Este formulario encontra-se
disponivel na pagina! [55] dedicada a este trabalho no site® [51] do autor, primeiro item
da lista de atividades.

Foi proposto, primeiramente, que eles procurassem em um dicionario, assim como o
fez Benoit Mandelbrot, o significado para o termo fractal. Em seguida, que buscassem o
conceito na internet e destacassem as suas principais caracteristicas. Procurar saber um
pouco sobre o pai dos fractais também fez parte da pesquisa, bem como buscar e apresen-
tar algumas aplicagoes dos fractais. Foi proposto da mesma forma buscar imagens para
ilustrar a pesquisa e o conceito: um quadro para o conjunto de Julia ou de Mandelbrot,
um quadro para um fractal geométrico, um quadro para um fractal na natureza e um
quadro para um fractal do agrado do aluno, segundo a sua pesquisa.

Por fim, o aluno deveria relatar suas primeira impressoes no contato e conhecimmento
a respeito dos fractais explorados/pesquisados.

Apds a realizacao da atividade, constatou-se, mais a frente, a importancia de uma
leitura prévia de um contetido a ser abordado, de forma a manter o aluno sempre a par
do que esta por vir sobre o assunto.

5.2 Pesquisa - Autossemelhanca (Jogo dos Espelhos)

Apds o contato com o assunto fractais através da pesquisa, um segundo momento foi
proposto por meio da atividade elaborada para trabalhar os conceitos envolvidos com os
fractais, tais como: autossemelhanca, diversidade de iteracoes e complexidade infinita.

Os questionamentos deveriam surgir a partir do conhecimento a respeito do signifi-
cado de congruéncia e de semelhanca estudados em sala. Novamente foi proposta uma
pesquisa, desta vez por imagens, na internet, e estas deveriam se inseridas no trabalho em
situagoes com visualizacao “normal”, ampliada, reduzida e “distorcida”, servindo para
destacar o conceito de semelhanca e de sua nao ocorréencia.

3http://media.wix.com/ugd/26a34b_aae9c29b7dcd4958beda26951580ef26.pdf
“http://wjerthal.wix.com /home#blank /cr2d
Shttp:/ /wjerthal.wix.com/home

73



Figura 5.1: Imagens pesquisadas - reducao, ampliagao e distor¢ao

Também, neste trabalho, foi proposto realizarmos uma atividade concreta com dois
espelhos, onde, através da posicao angular relativa entre os espelhos, eram geradas diver-
sas imagens congruentes de um determinado objeto.

Ao ser realizada, os alunos acharam interessante o fato de o nimero de imagens au-
mentar a medida em que eles aproximavam os espelhos, diminuindo o angulo entre eles.
Mas as figuras/imagens geradas nos espelhos se mantinham “congruentes”com o objeto
original. Alguns alunos atentaram para o fato de a imagem espelhada ser uma inversao
no que diz respeito ao lado direito e esquerdo de uma pessoa, por exemplo. Mas todos
perceberam que figuras congruentes sao aquelas que apresentam mesma forma, mesmas
dimensoes lineares e mesmos angulos correspondentes.

Figura 5.2: Imagens Semelhantes - prendedor de cabelo

Figura 5.3: Imagens Semelhantes - celular
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Figura 5.4: Imagens Semelhantes - batom

Figura 5.5: Imagens Semelhantes - escova de cabelo

Na atividade seguinte, o objetivo foi buscar uma posicao entre o objeto e os espelhos
que gerasse uma situacao de autoimagens semelhantes (autossemelhanca), de forma que
as imagens fossem se reproduzindo, de um espelho para o outro, infinitamente, num pro-
cesso de geracao de imagens semelhantes, parecido com as dos fractais.
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Figura 5.6: Imagens Autossemelhantes - cola bastao

Figura 5.7: Imagens Autossemelhantes - garrafa

Surgiram boas imagens durante a aplicagao desta atividade com os alunos e a avaliagao
foi positiva, pois gerou motivacao e interesse da parte deles, na sua execucao e na geragao
das imagens adequadas ao propédsito.

O formulério® desta atividade também encontra-se disponivel na pagina’ [55] do site®
[541] do autor, segundo item da lista de atividades.

Shttp://media.wix.com/ugd/26a34b_7604a28b7d4b45a391bcdb3775775¢68.pdf
Thttp://wjerthal.wix.com/home#blank /cr2d
8http://wjerthal.wix.com/home
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5.3 Aula Expositiva - Apresentacao sobre os Fractais

Apoés as duas atividades iniciais, preparamos uma apresentacao com utilizacao de textos,
imagens, animacoes, videos, etc., onde abordamos, entao, com os alunos, em uma aula
expositiva, o tema fractais.

Esta agao foi realizada com as turmas, tanto do ensino fundamental quanto do ensino
médio, utilizando uma sala de apresentagoes (tipo auditério) e também uma sala multi-
meios do SESI-Matematica existente no colégio.

Figura 5.8: Apresentagao realizada na Sala SESI Matematica

A apresentacao®, em formato pdf, também encontra-se disponivel na paginal® [75] do
site!! [54] do autor - terceiro item da lista, bem como links para os videos e animagoes
utilizados na apresentacao.

Inicialmente, através da apresentacao, relatamos para os alunos a respeito da Geo-
metria Euclidiana, seus principais elementos e a forma como é apresentada em sala de
aula e das dificuldades de se descrever a natureza com tal geometria. Expomos também
slides com as nogoes de congruéncia e semelhanca, incluindo autossemelhanca (exata e
estatistica, conforme encontramos os fractais na natureza), e explicamos as atividades de
pesquisa realizadas até entao.

Fizemos a conceituacao de caos e determinismo aos alunos, que por sinal acharam o
tema muito interessante e pareceram estar muito atentos ao que lhes era apresentado.
Relatamos o exemplo de uma menina jogando bola e o que poderia ocorrer a partir de
sua distragao gerada por uma borboleta (deixar a bola correr para a rua; ir busca-la, dis-
traidamente; um caminhao se desviar para nao atropeld-la, bater em uma &rvore/poste;
um pneu se soltar e incendiar-se, gerar uma fumaca que, em contato com a atmosfera,
viesse a gerar uma chuva mais adiante). O fato inicial, distracdo com borboleta, teria
determinado a chuva, contudo, caso nao tivesse ocorrido a distracao, nao teria ocorrido

9%tp://media.wix.com/ugd/26a34b_8b2d26ec92ed4ab69ad80550fd2adcca. pdf
Ohttp:/ /wjerthal.wix.com/home#blank /cr2d
http: //wjerthal.wix.com/home
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o encadeamento de fatos que geraram a ocorréncia da chuva. Os alunos perceberam o
conceito e associaram tal idéia as decisoes que tomamos em nossas vidas, diariamente: o
que pode ocorrer no futuro em fungao de decisdes tomadas, como um simples sim ou nao
para uma possibilidade de estudo ou emprego, por exemplo; como o ato de estudar ou
nao e realizar ou nao o sonho de cursar uma universidade; de ir ou nao a um encontro
com uma pessoa; de realizar ou nao uma tarefa. Nesta atividade, foi apresentado também
um video [58], ilustrando a situagao de caos e determinismo e as observagoes quanto a
previsao de tempos de Lorenz.

Em seguida, mostramos o conceito de fractal, segundo o dicionario, seguindo os passos
da definicao de Mandelbrot, e aproveitamos para apresenta-lo.

Abordamos, também, o conceito de semelhanca, através de uma figura gerada por
homotetia, e de autossemelhanca, tanto a exata quanto a aproximada ou estatistica, com
imagens de fractais. Visualizamos uma imagen animada do Triangulo de Sierpinski se
autoconstruindo, em uma projecao infinita, para destacar a complexidade infinita dos
fractais.

Apresentamos as construgoes de diversos fractais, inclusive os Conjuntos de Julia e
de Mandelbort, destrinchado o conceito de autossemelhanca, iteragoes e complexidade
infinita. Exibimos um video [57] que ilustrava como o Conjunto de Mandelbrot ia se mos-
trando ao ser aproximado em “zoom”, onde os alunos puderam observar como um fractal
se comporta infinitamente e como as pegas originais vao ressurgindo de forma semelhante,
num processo de iteracgoes inifinitas.

Exibimos fractais geométricos e animacoes em formato gif, onde também era possivel
a visualizagao da construcao infinita de um objeto para dentro de si nas diversas iteragoes
que iam ocorrendo - desta forma os alunos puderam perceber os Triangulos e o Tapete de
Sierpinski, a Curva e a Ilha de Koch, o Dragao de Harter-Heighway, dentre outros.

Mostramos os fractais do tipo Diirer, as arvores Bindrias e Arvore Pitagérica, bem
como imagens de fractais 3D, como a Esponja de Menger e a Piramide de Sierpinski.

Introduzimos o conceito de dimensao fractal, exemplificando com barbante, fio de 14,
novelo, etc. e folha de papel plana e amassada no formado de uma bola de papel, para
exemplificar as dimensoes intermediarias.

Abordamos a forma fractal estatistica como a natureza se comporta, uma vez que os
elementos da natureza apresentam formas semelhantes, como os fractais, mas nao tao
exatamente semelhantes, como aqueles gerados por formas matematicas, construindo a
ideia/conceito de semelhanga estatistica. Exibimos, aqui, um pequeno video [50] a res-
peito de fractais na natureza.

Concluimos a exposicao apontando as possibilidades de aplicacao dos fractais em di-
versas atividades, como: computacao, games, fotografia, medicina, imagens diagndsticas,

economia, geologia, cartografia, etc.

Para o ensino médio, ainda ilustramos com um video [59] sobre o perimetro do
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Triangulo de Sierpinski, que mostrava a montagem de uma tabela com o nimero de
triangulos de cada iteracao e seus respectivos perimetros, servindo de base para as ativi-
dades que seriam realizadas posteriormente.

5.4 Produzindo Fractais - Material Concreto

E possivel construirmos fractais de diversas formas e com os mais variados recursos. Uma
atividade interessante realizada foi aproveitar de objetos concretos, como os tradicionais
Material Dourado e Material de Cuisenaire, ou mesmo as pecas Lego, para propor aos
alunos que elaborassem objetos fractais a partir dos conceitos estudados.

>
@'@ﬂ A

Figura 5.9: Materiais de Cuisinaire, Dourado e Lego

Nesta atividade, realizamos as montagens manuais, em sala de aula, de alguns fractais,
como os elaborados na atividade com a planiha eletronica, que sera abordada mais adiante.

Os fractais gerados com esses materiais podem podem ser trabalhados, posteriormente,
na elaboracao de contagem da quantidade de pecas utilizadas em cada iteragao, dentre
outras abordagens.

5.5 Produzindo Fractais na Malha Quadriculada

Prosseguindo com a idéia de fazer com que o conceito de fractais seja bem assimilado
pelos alunos e propondo atividades diversas para este fim, propusemos, entao, a atividade
de reproduzir os fractais em uma malha quadriculada/triangular, que também repetiu
as construcoes que seriam geradas mais adiante, no trabalho realizado com a planilha
eletronica.

O formuldrio'? desta atividade também encontra-se disponivel na pagina'® [55] do
site!® [54] do autor, quarto item da lista de atividades.

Ao trabalharmos artisticamente os fractais na malha quadriculada (construgao, dese-
nho e pintura), estamos gerando imagens mentais com nossos alunos e associando o nome
e as propriedades do fractal aplicado, de forma com que o aluno os assimile com maior
facilidade.

2http://media.wix.com/ugd/26a34b_8f12a9437a0549b9a2bbatb445cc639d.pdf
B3http: / /wjerthal.wix.com /home#blank /cr2d
“http: / /wjerthal.wix.com/home
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Na atividade com o Triangulo de Sierpinski, utilizamos uma malha triangular, onde,
partindo-se de um triangulo maior pintado de uma determinada cor, (amarelo, por exem-
plo), vai-se pintando de cores diferentes as remogoes de cada iteragao, até se visualizar os
triangulos restantes e as remocoes que foram pintadas de cores diferentes.

E possivel aproveitar a figura final para trabalhar processos de contagem, célculo de
areas, etc.

Também podemos realizar o processo na malha quadriculada (desta vez com o Tapete
de Sierpinski), e aproveitar os trabalhos anteriores realizados com o triangulo.

5.6 Produzindo Fractais - Planilha Eletronica

No laboratério de informatica, com o auxilio de uma planilha eletronica e com uma malha
de linhas e colunas quadriculadas, trabalhamos com os alunos o processo de criacao de
fractais, através de processos iterativos e recorrentes, de forma similar ao que realizamos
com os materiais concretos e com a malha quadriculada manual.

O arquivo'® desta atividade também encontra-se disponivel na pagina'® [55] do site!”
[51] do autor, quinto item da lista de atividades.

Inicialmente, confeccionamos alguns fractais béasicos e o Tapete de Sierpinski e, poste-
riormente, deixamos tema livre para a criagao de fractais por parte dos proprios alunos.

Através da malha quadriculada e da planilha eletronica, tornou-se possivel explorar a
apuracao do processo de contagem dos quadrados gerados, em cada iteragao, e o trabalho
com férmulas na propria planilha eletronica. Cada quadrado é preenchido com uma cor
da preferéncia do aluno (preto por exemplo), e o contetido da célula preenchida fica sendo
o valor 1, na mesma cor do preenchimento da célula. Desta forma, nos foi possivel somar a
quantidade de quadrados (soma dos uns) de uma determinada area construida, utilizando
os recursos do aplicativo.

A partir dai, tornou-se possivel construirmos uma tabela de iteracao-quantidade de
quadrados, levando a formulagao de conjecturas a respeito da quantidade de quadrados
utilizados na construgao de cada iteracao e projetar, através de uma férmula, o que ocor-
reria em iteracoes futuras.

Conseguimos atingir a apuragao do processo de contagem de quadrados de cada
iteragao e levantamos questoes, como:

e formula de poténcia apropriada,

e quantos quadrados hd em determinada iteragao, a partir das formulas

Bhttp://media.wix.com/ugd/26a 34b_4alf10ed45b04a6d8e6458ad80472863.xlsx?dn=excel explorando
fractais.xlsx

http: / /wjerthal.wix.com/home#blank /cr2d

Thttp:/ /wjerthal.wix.com/home
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em que iteracao se tera determinada quantidade de quadrados

Foram construidos os seguintes fractais:

Triminé

Pentamino T

Pentaminé X

Heptamino H

Tapete de Sierpinski

Tapete de Sierpinski (variagao)

Producao dos alunos

Tabela 5.1: Fractais gerados em planilha eletronica

Iteracao | Tri Penta-T Penta-X Hepta-H Prod.Aluno T.Sierp. T.Sierp.2
1 1 1 1 1 1 1 1
2 3 5) 5 7 4 8 12
3 9 25 25 49 16 64 144
4 27 125 125 243 64 512 1728
) 81 625 625 2401 256 4096
6| 243
n 3n—1 5n—1 5n—1 7n—1 4n—1 8n—1 12n—1

Assim, podemos observar as poténcias do niimero de novos quadrados que sao geradas
a cada iteracao, a partir da tabela.

Para o Trimind, o nimero de quadrados gerados a cada iteracao é tal que n = 3771,
paran € N.

Confira, nas figuras abaixo, as imagens geradas, na planilha eletronica, para cada
fractal descrito acima.

D) 1K LMNOP QRS T UV Y ZAAIAAIALAAA A ANAA AAAA A A AN A AAABBINEIBE
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Figura 5.10: Trimino, gerado na planilha eletronica

e
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ABCDEFGH I JKLMNOPQRSTUVWX Y ZAAIAAIAL
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Figura 5.11: Pentaminé T, gerado na planilha eletronica
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Figura 5.12: Pentaminé X, gerado na planilha eletronica
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Figura 5.13: Produgao de alunos, gerada na planilha eletronica
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Figura 5.15: Tapete de Sierpinski, gerado na planilha eletronica
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Figura 5.16: Uma variacao do Tapete de Sierpinski, gerado na planilha eletronica
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5.7 Explorando Fractais com (Geogebra

A geometria dinamica foi utilizada, neste trabalho, através de atividades prontas do site
geogebra.org!®, onde buscou-se manipular construcoes, nas quais, & medida em que se
alterava o numero da iteragao, a figura ia se projetando com suas variagoes, como no caso
do Triangulo de Sierpinski'® e do Tapete de Sierpinski®’.

Com estas atividades, é possivel também se medir, através do aplicativo, o perimetro
e a area das figuras geradas, projeta-las, em tabelas, por iteragoes, e realizar conjecturas
a respeito delas e se chegar a padroes e formulas. Pode-se, inclusive, utilizar as planilhas
eletronicas para a construcao destas tabelas.

Os alunos puderam manipular as figuras construidas, a partir de notebooks, e explo-
rar, entao, suas propriedades e forma de construcao, a partir de cada iteracao.

&« GealGebra

Triingulo de Sierpinski

.iﬁ:i

Figura 5.17: Geogebra: Triangulo de Sierpinski

Bhttp: //www.geogebra.org/
Yhttp: / /www.geogebra.org/m/QsbbeDZx?doneurl=%2Fsearch%2F perform %2Fsearch%2F tri%25C3%25A 2ngulo%
2Ohttp: //www.geogebra.org/m/QsbbeDZx?doneurl=%2Fsearch%2F perform%2Fsearch %2F tri%25C3%25A 2ngulo%
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« GeaGebra

Sierpinski carpet

Figura 5.18: Geogebra: Tapete de Sierpinski

5.8 Construindo a Esponja de Menger (Origami)

Visando chegar a construcao de cubos que pudessem ser utilizados na montagem de parte
da Esponja de Menger em atividade posterior, a construcao dos cubos a partir de do-
braduras e encaixes possibilitou a interacao e a descontracao da turma, bem como o
compartilhamento das construgoes, uma vez que, dispostos em duplas, cada aluno deveria
construir trés pecas para a confeccao do cubo e, em seguida, juntar com as trés pecas do
companheiro para, a partir dos encaixes, se chegar a confeccao do cubo de fato.

Figura 5.19: Construgao dos cubos
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X

Figura 5.20: Montagem da Esponja de Menger

O formuldrio® desta atividade também encontra-se disponivel na pagina®* [55] do
site?® [54] do autor, sexto item da lista de atividades.

A confecgao do cubo ajuda na visualizagao concreta em 3D da figura do cubo menci-
onada no inicio deste trabanlho como uma figura que necessita de uma visualizagao para
o seu melhor entendimento e assimilagao de conceitos e propriedades.

A partir do cubo construido, é possivel explorar calculos com os alunos, como os da
diagonal da face e da diagonal do cubo e, também, da area da face, da area total de todas
as faces e do volume do cubo.

Na péagina?? do blogue? da turma, é possivel verificar algumas fotos dessa atividade
e de outras realizadas para este trabalho.

5.9 Construindo a Piramide de Sierpinski (Recorte e
Colagem)

Outra atividade realizada foi o recorte e colagem para a confecgao de quatro tetraedros re-
gulares por aluno que, juntos, formaram a Piramide de Sierpinski. Esta atividade também
ajudou na descontracao da turma e na interacao, pois envolveu atividade de recorte, do-
bra e colagem, assim como como coordenacao motora. Alguns alunos, mais caprichosos,
apaixonados por atividades artisticas, chegaram a pintar as faces dos tetraedros.

O formuldrio®® dessa atividade também encontra-se disponivel na pdgina®’ [55] do site
[54] do autor, sétimo item da lista de atividades.

2http: //media.wix.com/ugd/26a34b_544f0893192d475ebacdefccd075a303.pdf
2http://wjerthal.wix.com /home#blank /cr2d

Zhttp://wierthal.wix.com/home

24http://ceje2015mat9.blogspot.com.br/2015/08 /5-bimestre-atividades-extras.html
Zhttp://ceje2015mat9.blogspot.com.br

26http: //media.wix.com/ugd/26a34b_c179b57h277845d9851d89c12ae5262e.pdf
2Thttp: / /wierthal.wix.com/home#blank /cr2d
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Figura 5.22: Montagem da Piramide de Sierpinski

Na pédgina® do blogue?® [13] da turma, é possivel verificar algumas fotos dessa ativi-
dade e de outras realizadas para este trabalho.

Zhttp://ceje2015mat9.blogspot.com.br/2015/08 /5-bimestre-atividades-extras.html
http://ceje2015mat9.blogspot.com.br
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Figura 5.23: Piramide de Sierpinski e Esponja de Menger construidas pelos alunos

5.10 Explorando a Arvore Pitagoérica

A arvore Pitagorica é uma estrutura fractal de uma beleza e aplicagao fascinantes. Com
sua estrutura baseada nos triangulos retangulos e quadrados que nos remetem ao Teorema
de Pitagoras, pode ser explorada nos aspectos de razao de semelhanca entre os lados dos
triangulso retangulos gerados, que acabam, ora por ser cateto de uma iteracao anterior,
ora hipotenusa de uma iteracao posterior.

Entao, a razao de semelhanca linear, calculada entre a hipotenusa e o cateto, que sera
hipotenusa no trangulo retangulo imediatamente seguinte, é calculada facilmente através
da arvore.

Com a razao de semelhanca linear, podemos calcular a area de qualquer triangulo
da arvore a partir da area do triangulo retangulo inicial, aplicando corretamente a razao
entre areas das figuras.

Figura 5.24: Arvore Pitagorica
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O formuldrio® dessa atividade também encontra-se disponivel na pagina®' [55] do
site3? [54] do autor, oitavo item da lista de atividades.

5.11 Verificando a Aprendizagem - Questionario

Apoés as pesquisas, apresentacoes, construgoes e visualizacoes nas aulas tedricas e nas ati-
vidades praticas, foi proposto para a turma a realizagao de uma atividade avaliativa para
nota abordando os conhecimentos a respeito de fractais estudados até entao.

Figura 5.26: Alunos do 9°EF resolvendo a atividade avaliativa

O formulério®® dessa atividade também encontra-se disponivel na pagina®! [75] do site
[541] do autor, nono item da lista de atividades.

30http://media.wix.com/ugd/26a34b_6b49acfbba7bde4badf3bb33bee7b6be.pdf
3thttp:/ /wierthal.wix.com /home#blank /cr2d

32http:/ /wjerthal.wix.com/home

33http:/ /media.wix.com/ugd/26a34b_1252bad71a724212acf29d73626ca870.pdf
34http://wierthal.wix.com /home#blank /cr2d
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Também foi elaborado um formuldrio online® com o Google Docs, idéntico & atividade
para nota aplicada em sala de aula, para experimentar a realizacao de um teste online a
respeito do estudo feito, que encontra-se disponivel na pagina® [55] do site [541] do autor,
décimo item da lista de atividades.

A atividade avaliativa foi elaborada com 30 questoes sobre os fractais e observou-se
que a aprendizagem foi consistente, uma vez que constata-se, na tabela da figura abaixo,
que boa parte dos alunos que a realizaram, acertaram, aproximadamente, entre 50% e
65% das questoes apresentadas.

Na figura abaixo, podemos verificar, através da cor verde, a “area”das questoes que
mais foram acertadas nessa proposta e que vai rareando, a medida em que se aprofunda
na abrangéncia e dificuldade do contetido explorado.

1 2 3 4 5/ 6| 7 8 910111213 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
2002120/ 26) 26| 201211 23| 13| 23|19 7| 5| 9|15 6| 4| 6| 6| 3| 8 7 7 1 5 4/14/10] & 4/12

Figura 5.27: Quadro analitico do niimero de acertos por dupla e por questao

Nesse questionario, foram utilizadas questoes: simples de identificacao dos fractais; de
identificagao da razao de semelhanca entre as figuras; de contagem de elementos da figura
fractal; abordando o perimetro, a area e o volume dos fractais baseados em sua razao de
semelhanca; e de identificacao dos fractais segundos suas caracterisiticas de recorréncia
das iteracoes, autossemelhanca, complexidade infinita.

35https://docs.google.com /forms/d /1cVteKV-y57SISUNOD3x9bRoR-w_aeTVemojsE7TAFPs /viewform
36http://wierthal.wix.com /home#blank/cr2d
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Figura 5.28: Grafico do nimero de acertos por questao

Nas questoes iniciais, de 1 a 7, do formulatrio avaliativo, buscou-se apurar o conhe-
cimento bésico adquirido pelos alunos apds o contato com os fractais, tais como princi-
pais personalidades envolvidas e principais figuras observadas/estudadas. Na questao 8,
explorou-se o conceito de contagem e multiplicagao dos triangulos do Triangulo de Sier-
pinski. Na 9, a razao de semelhanca linear entre os triangulos gerados em cada iteracao.
Na 10, o conteido de area de um triangulo equildtero e a razao de semelhanca entre areas.
Na questao 11 o conceito de observacao de padrao e geragao de féormula. Na questao 12,
observaram-se os elementos de um triangulo equilatero, como altura, area e drea da la
e 2a iteracoes, baseadas na razao de semelhanca. Na 13, o conceito de perimetro do
triangulo e da soma dos perimetros da 2a iteracao. Nas questoes 14 a 19 buscaram-se
situagoes semelhantes as questoes 8 a 13, sé que agora com o Tapete de Sierpisnki e seus
quadrados. Na 14, a contagem de quadrados do Tapete de Sierpinski. Na 15, explorou-se
a razao de semelhanca linear. Na 16, a razao de semelhanca de dreas. Na 17, a observagao
de padroes e a geracao de formulas. Na 18, os elementos de um quadrado e a area da la
e 2a iteracoes. Na 19, a soma das areas removidas até a 2a iteracao. Na questao 20, os
elementos da Piramide de Sierpinski. Na 21, procurou-se identificar que o volume se da
através do cubo da razao de semelhanca, além da razao de semelhanga linear envolvida.
Na 22, identificar a razao de semelhanca do cubo e, nas questoes 23 e 24, a contagem
e observacao dos cubos gerados e removidos. Na questao 25, explorou-se a area de um
triangulo retangulo destacado na Arvore Pitagérica. Nas 26 e 27, as areas dos triangulos
retangulos gerados na Arvore Pitagorica em funcao da razao de semelhanca de cada ramo.
E, por fim, nas questoes 29 e 30, buscou-se identificar as propriedades e caracteristicas
dos fractais na expiral dos niimeros irracioanais e na espiral de Fibonacci.

Podemos obervar, pelo grafico das respostas, que os alunos tiveram um bom entendi-
mento do contetdo explorado nas atividades propostas. A maior nota obtida na realizacao
do trabalho foi 63 para 19 acertos e a menor, 23 para 7 acertos. A excessao de uma dupla,
as demais acertaram mais do que a terca parte do trabalho aplicado, obtendo, no minimo,
nota 33 para 10 acertos. Observou-se que as questoes mais simples de conceituacao e co-
nhecimento dos fractais foram acertadas pela maioria das duplas e encontram-se na regiao
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Figura 5.29: Grafico da porcentagem de acertos por questao

verde da figura. Verificou-se também que, a medida em que se aplicava conhecimentos
mais detalhados de semelhanca e razao de semelhancga, comecava a aparecer uma certa
dificuldade na resolucao, onde, justamente, ha uma queda no nimero de acertos de cada
questao, e isto ocorre a medida em que vai se aproximando o final do teste.
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Figura 5.30: Grafico do nimero de acertos por trabalho

Dos vinte e seis trabalhos realizados 9 (35%) obtiveram nota acima de 50 inclusive,
10 (38%) tiveram nota acima de 40 inclusive e menor que 50, 5 (19%) tiveram nota
acima de 36 inclusive e menor que 40, 1 teve nota 33 e 1 teve nota 23, este dois tltimos
correswpondendo a 8% das notas apuradas. A nota média da turma foi 45. Os 4 trabalhos
com nota 36, se tivessem acertado mais uma questao teriam atingido a nota média de
aprovacao do colégio que é 50, e elevariam a porcentagem de aprovados para 50

Foi uma atividade muito importante, que fez o fechamento para o ensino fundamental
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Notas dos trabalhos realizados
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Figura 5.31: Gréfico das notas dos trabalhos realizados

do projeto, e indicou que os alunos estao aptos a, através das nogoes de Geometria Frac-
tal, compreender um pouco mais além da Geometria Eucidiana aplicada normalmente nos
curriculos do ensino fundamental e médio.

Todo o trabalho realizado com a turma teve carater motivacional, tanto as pesquisas
quanto as contrucoes e o trabalho final avaliativo. As vezes, uma pontuacao extra era
utilizada para a realizacao das tarefas.

Embora nao recebessem uma nota total pelo cumprimento das atividades, houve en-
volvimento dos alunos e aprendizagem de fato daquilo que foi proposto. Isto pode ser
constatado através da analise feita anteriormente, onde, se fossemos avaliar com nota, a
maioria da turma (96%) teria acertado mais de um terco da atividade e teriamos como
nota méaxima 63 pontos, que se encaixa dentro dos padroes de notas obtidas em processos
avaliativos.

5.12 Explorando a Ilha de Koch (Planilha Eletronica)

As planilhas eletronicas sao 6timas ferramentas para trabalharmos com os fractais, ex-
plorar e visualizar o que ocorre com seus numeros, valores e tendéncias a medida em que
elevamos o numero de iteragoes. Escolhemos realizar esta atividade com a Ilha de Koch.

5.12.1 Explorando Perimetro com a Ilha de Koch

No primeiro experimento, elaboramos uma planilha onde estipulamos o valor do segmento
inicial do lado do triangulo equilatero. Criamos colunas para observarmos o nimero da
iteracao, a quantidade de segmentos existentes na iteracao, o tamanho de cada segmento
da iteracao e o perimetro total da iteracao.
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A medida em que aumentamos o numero de iteragoes, calculamos, automaticamente,
as outras medidas, até chegarmos a uma planilha como a da figura:
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Figura 5.32: Explorando a Ilha de Koch - perimetro - parte 1

i3
9 Tende a infinito (*1) Tende arero("2)
30
3 {*1) Observamos que o ndmero de segmentos tende a um ndmero muito grande
32 Nio hi numero final

Quanto maior o nimero de iteragies malor o ndmero de lados
Tende aum numerd muite, muito grande. Cada ve: maior
Tende ainfinito

{*2) A cada nova I’Ieﬁﬁ&ﬂ tarmanho do segmento & redulido a teca parte

Quanto mals aumentamos o nimero de iteragdes, menor o tamanho do segmento
Tende a um tamanho cada ver menor, sempre a terta parte do anterior

Tende a um tamanho cada ver mais proximo de zero

O tamanho do segmento tende a zero

{*3) Embora o tamanho do segmento seja cada vez menar

O ndmero de segmentos & cada vez maior

© que faz com que o perimetro aumente, e muito, a cada nova iteragdo

Farendo com gue o valor do perimetro também seja muito, muito grande, cada vez malor
Ou seja, também tende a infinite

rAAGRELREEERBYUERED

0,6928203230 (2*raiz(3)}/5

Figura 5.33: Explorando a Ilha de Koch - perimetro - parte 2

E facil visualizar o que ocorre com o nimero de segmentos de uma iteracao quando
aumentamos muito o nimero de iteracoes - este tende a um nimero muito alto, tende ao

infinito. O mesmo ocorre com o perimetro da figura.

J& o tamanho do segmento, a medida em que aumentamos o nimero de iteracoes re-

alizadas, diminui consideravelmente e tende a zero.
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Uma atividade como esta serve para ilustrar, nas séries finais do ensino fundamen-
tal, a nocao de nimero muito grande e de nimero muito pequeno, podendo, incluise, ser
utilizada no 9° ano para trabalhar com ntmeros na notacao cientifica, encontrando, nos
fractais, um bom lugar para a sua aplicacao.

Um outro conceito visualizado na planilha seria o de tendéncia e limite. De forma
intuitiva, o aluno percebe como um nimero vai se tornando cada vez maior, tendendo
ao infinito, ou cada vez menor, tendendo a zero. De forma simples, com a montagem de
uma tabela e da geragao de formulas apropriadas, consegue-se experimentar esta vivéncia.

5.12.2 Explorando Area com a Ilha de Koch

No segundo experimento, elaboramos uma outra planilha onde também estipulamos o
valor do segmento incial do lado do triangulo equildtero inicial. A partir dai, calculamos
a area do primeiro triangulo equildtero. Criamos colunas para observarmos o ntimero da
iteracao, a quantidade de segmentos existentes na iteracao, a area dos triangulos gerados,
e a area total dos triangulos da iteragao.

A medida em que aumentamos o numero de iteragoes, calculamos, automaticamente,
as outras medidas, até chegarmos a uma planilha como a da figura.

A E C o E F

1 |Explorando Area da |lha de Koch com Planilha Eletréinica

2

3 |Medida do lado 1,0000

4 |Area do 1o tridngulo equildtero 0,4330 [ I1"2*raiz(3)) /4

5 |Fator de redugdo linear 0,3333 1/3

& |Fator de reducdo de drea 0,1111| [1/3)"2

i

5 | Iteracdo Nro de segmentos da Iteracio  Nro de Tridngulos Gerados  Area dos Tridngulo Gerados  Area Total dos Tridngulos da Iteracio
9 1] 3 1 0,4330127019 0,4330127019
10 1 12 = 0,0481125224 0,1443375673
11 2 48 12 0,0053458358 0,0641500299
12 3 192 48 0,0005939818 0,0285111244
13 4 768 192 0,0000659980 00126716108
14 5 3072 768 0,0000073331 0,0056318270
15 6 12288 3072 0,0000008148 0,0025030342
16 7 49152 12288 0,0000000905 0,0011124597
17 ] 196608 48152 0,0000000101 0,0004944265
13 9 786432 196608 0,0000000011 0,0002197451
19 10 3145728 786432 0,0000000001 0,0000976645
0 20 12582912 3145728 0,0000000000 0,0000000000
21 30 50331648 12582912 0,0000000000 0,0000000000
22 an 201326592 50331648 0,0000000000 0,0000000000
23 50 205306368 201326592 0,0000000000 0,0000000000
24 60 3221225472 805306368 0,0000000000 0,0000000000
25 70 12884901888 3221225472 0,0000000000 0,0000000000
26 80 51539607552 12884901888 0,0000000000 0,0000000000
27 1] 2,06158E+11 51539607552 0,0000000000 0,0000000000
28 100 B,24634E+11 2,06158BE+11 0,0000000000 0,0000000000
29
30 Tende a infinito (*1) Tende a infinito (*2) 0,6927421914 |(*3)

M
irf

Figura 5.34: Explorando a Ilha de Koch - area - parte 1

O numero de segmentos das iteragoes e sua analise é idéntico para o caso do perimetro
da ITha de Koch. Nesta planilha observaremos o que ocorre com os triangulos e suas dreas.
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E)

34 (*1) Observamos que o numerc de segmentos tende a um nUMero muito grande
35 N&o ha numera final

36 Quanto maior o numero de iteragdes maior o ndmero de lados

37 Tende a um namero muito, muito grande. Cada vez maior

3

8 Tende a infinito
40 (*2) & cada nova iteracdo o numero de tridngulos gerados aumenta
4 Quanto mais aumentamos o numero de iteragdes, maior o numero de tridngulos gerados
42 Tende a um ndmero muito, muito grande. Cada vez maior
43 Tende a infinito
44
45 (*3) Embora o tamanho dos triangulos gerados seja cada vez menor
46 0 numero de tridngulos gerados & cada vez maior
47 0 que faz com que a nova area gerada va ficando cada vez menor, tendeno a zero
43 A soma das dreas geradas em todas as iteracdes tendem, portanta, 3 um valor fixo
49 este valor limite &'(2*raiz(3))/5
50

Figura 5.35: Explorando a Ilha de Koch - area - parte 2

Também é facil observar que, a medida me que aumentamos o nimero de iteragoes,
o numero de triangulos gerados vai tendendo a um nimero muito alto, tendendo a infinito.

Ja as com relagao as areas dos triangulos gerados a cada iteracao, estas se tornam
cada vez menor, tendendo a zero.

E a area da Ilha de Koch como um todo, isto é, copnsiderando todas as areas dos
triangulos gerados e adicionados a figura em cada iteracao, esta vai tendendo a um valor
convergente, a um valor fixo.

5.13 Explorando o Triangulo de Pascal

Na atividade realizada com o Triangulo de Pascal, gerado a partir de quadriculados preen-
chidos com seus respectivos valores associados as propriedades que o geram, propusemos
praticar e aprofundar as propriedades do referido triangulo e, ao final, apresentar a cu-
riosidade que surge ao colorirmos diferenciadamente os numeros pares e impares - surge
em seu interior o fractal Triangulo de Sierpinski.

Nessa atividade, se desejarmos, podemos também deixar os quadriculados em branco
e pedir para que os alunos os preencham, segundo as regras de formagao do Triangulo de
Pascal e realizem, posteriormente, a sua pintura, identificando o surgimento do Triangulo
de Sierpinski.

O formulario®” desta atividade também encontra-se disponivel na pagina®® [55] do site
[54] do autor, décimo primeiro item da lista de atividades.

3Thttp:/ /media.wix.com/ugd/26a34b_3449fda43aaad6ba81ba25eb003530d9.pdf
38http://wierthal.wix.com /home#blank/cr2d
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Figura 5.36: Triangulo de Pascal e Triangulo de Sierpinski

5.14 Explorando Logaritmos com a Dimensao Fractal

Baseado nos conceitos de calculo de dimensao fractal, com esta atividade podemos apli-
car os conceitos de logaritmos e suas propriedades, no calculo das dimensoes dos fractais
propostos. Desta forma, estes conceitos ja devem ter sido trabalhados com as turmas e
relembrados antes da aplicagao da atividade.

Aqui, trabalhamos o célculo de dimensao fractais para o Triangulo de Sierpinski, o
Tapete de Sierpinski, a Ilha de Koch, o Dragao de Harter-Heighway, o Conjunto de Can-
tor, a Curva de Peano, a Esponja de Menger e a Piramide de Sierpinski.

O formulério® desta atividade também encontra-se disponivel na pagina®® [75] do site
[54] do autor, décimo segundo item da lista de atividades.

Os alunos gostaram de conhecer o conceito de dimenscao fractal como uma inter-
mediaria entre as dimensoes que normalmente conheciam e também acharam interessante
praticar as propriedades dos logaritmos para realizarem os calculos. Conseguiram enxer-
gar uma aplicagao para conhecimento de logaritmos aprendido em sala de aula, gostaram
da revisao do assunto. Os grupos trabalharam com interesse e motivagao. Conseguiram
realizar os calculos propostos e chegar corretamente a dimensao de cada fractal proposto.

5.15 Explorando Séries Geométricas

Nas séries geométricas temos a aplicagao mais encontrada nos livros didaticos do ensino
médio, quando se faz alusao aos fractais, que seriam o cédlculo de progressoes geométricas.

3%http:/ /media.wix.com/ugd/26a34b_6678d0fa546544d5b5f97823ff36661.pdf
40http:/ /wierthal.wix.com /home#blank /cr2d
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Os formulérios desta atividade sao trés: 1:pré-requisitos?! - 2:curva, triangulo e piramide
de Sierpinski*? - 3:curva e tapete de Sierpinski e Esponja de Menger®3, e também encontram-
se disponiveis na péagina®® [55] do site [54] do autor, décimo terceiro, décimo quarto e
décimo quinto itens da lista de atividades.

Nesta atividade, podemos aproveitar para desenvolver atividades envolvendo os ele-
mentos do triangulo equilatero (perimetro, drea, altura, baricentro) e do tetraedro regular
(altura e volume) para trabalhos realizados com o Triangulo e a Piramide de Sierpinski, e
também elementos do quadrado (perimetro, diagonal, drea) e do cubo (volume e diagonal
da face e do cubo) para trabalhos realizados com o Tapete de Sierpinski e a Esponja de
Menger.

A partir dai, podemos construir tabelas com elementos de contagem da Curva, Triangulo
e Piramide de Sierpinski, como nimero de triangulos e tetraedros, perimetros, area e vo-
lumes por meio de séries geométricas e realizar indagacoes do tipo:

e Para a Curva de Sierpinski,

— numero de segmentos de cada iteragao
— comprimento do segmento de cada iteracao
— numero de segmentos até uma determinada iteracao

— soma das medidas dos segmentos até determinada iteracao
e Para o Triangulo de Sierpinski,

nimero de triangulos de cada iteragao

— perimetro dos triangulos de cada iteracao

— perimetro total até uma determinada iteragao

— area de um triangulo de uma determinada interacao

— soma das dreas de um triangulo de uma determinada iteracao

— somas das areas dos triangulos até uma determinada iteragao
e Para a Piramide de Sierpinski,

numero de tetraedros de cada iteracao

volume dos tetraedros de cada iteracao

volume total dos tetraedros até uma determinada iteracao
soma dos volumes dos tetraedros de uma determinada iteragao
soma dos volumes dos tetraedros até uma determinada iteragao

— &rea total dos tetraedros de determinada iteracao

4http://media.wix.com/ugd/26a34b_06£611fb46a445949fc5ccddfOaecTec. pdf
42http:/ /media.wix.com /ugd/26a34b_fd0c508ca62745c082229936efac91b0.pdf
43http:/ /media.wix.com/ugd/26a34b_0a533ded58cb44b9a8cb231234eb677e.pdf
4http://wierthal.wix.com/home#blank /cr2d
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Os mesmos trabalhos podem ser desenvolvidos para:

e Para o Tapete de Sierpinski,

— numero de quadrados de determinada iteracao

— perimetro dos quadrados de uma determinada iteracao

— area dos quadrados de cada iteracao

— soma dos perimetros dos quadrados de determinada iteracao

— soma das deras dos quadrados de determinada iteragao

— numero de quadrados gerados até uma determinada iteragao

— soma dos perimetros dos quadrados gerados até determinada iteracao

— soma das dreas dos quadrados gerados até determinada iteracao
e Para a Esponja de Menger,

— numero de cubos de cada iteracao

— numeros de cubos até determinada iteracao

— volume de cada cubo de determinada iteracao

— volume dos cubos de determinada iteracao

— soma dos volumes dos cubos até determinada iteracao

— area total dos cubos de determinada iteragao

Como essas atividades ja sao frequentemente encontradas em livros do ensino médio
e, por uma questao de tempo para realizacao deste trabalho, estas atividades nao foram
desenvolvidas com os alunos, fica aqui o registro das propostas de trabalho como sugestao
para aplicacao em sala de aula para professores.

5.16 Explorando Inducao Matematica

Apresentamos também, neste trabalho, a inducao matematica como uma proposta de
contetdo para aprofundamento dos estudos, tendo em vista que este nao é um conteido
da educagao basica, mas que pode agucar a curiosidade dos jovens estudantes ou mesmo
dos professores envolvidos com a matéria.

O formuldrio® desta atividade também encontra-se disponivel na pagina®® [75] do site
[51] do autor, décimo sexto item da lista de atividades.

Inicialmente, fizemos uma apresentacao do conceito de indugao através do axioma da
inducao de Peano. Mostramos, através de inducao matematica, como exemplo, que a soma
dos n primeiros nimeros primos ¢ igual ao quadrado de n: P(n) = 14+3+5+..+(2n—1) =
n?. Como um segundo exemplo, aproveitando uma questao do ENQ2013/2 (2° Exame Na-
cional de Qualificagao 2013) e mostramos, através da indugao matemética, que a férmula

45http://media.wix.com/ugd/26a34b_b8e2cf1886234f4e82a0ch8101e07d76.pdf
46http:/ /wierthal.wix.com /home#blank /cr2d
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A, = 9%? ¢é valida para calcular a area de todo triangulo equidtero inscrito, gerado a partir
dos pontos médios de um triangulo equilatero inicial de lado 3. Os triangulos equilateros
das iteracoes subsequentes sao gerados sempre a partir dos pontos médios dos triangulos

gerados anteriormente.
Esses dois exemplos servem de modelo para os exercicios propostos a seguir:

1) Provar, por indugao matemaética, que, para todo nimero natural n, é vélida a igual-
dade: P(n):2+4+ 6+ ..+ 2n = n? + n, ou seja, que a soma dos n primeiros nimeros
pares é igual n? + n.

2) Uma proposta adaptada da questao do ENQ do Profmat, apresentada no exemplo,
desta vez para um quadrado inscrito nos pontos médios de um quadrado inicial de lado
5. Mostrar entao que a area de um quadrado inscrito, gerado a partir dos pontos médios
de um quadrado inicial de lado 5, é dado pela férmula A,, = #31)

Esse trabalho foi realizado no final do dia da atividade com alunos do 2° ano do ensino
médio, ja para um grupo reduzido de cerca de 6 alunos, que se mostraram interessados
com o tema e a proposta. Contudo, devido ao final do periodo de aulas do dia, foi possivel
apenas apresentar a esses alunos o conceito de inducao e trabalhar os exemplos. Em se-
guida, os alunos realizaram o primeiro exercicio baseados no exemplo e nao houve tempo

para trabalhar o segundo exercicio.

Os alunos se mostraram, como em todo o trabalho realizado, motivados, interessa-
dos e atentos aos temas e atividades propostas. Acharam interessante a demonstracao
de validade das férmulas e proposicoes através da indugao matematica e gostariam que
houvesse mais tempo para terminar as as atividades propostas, o que, infelizmente, nao
foi possivel.

A atividade nos mostrou que, além do que foi realizado com os alunos, também ser
possivel e interessante trabalhar esse tema com professores que atuam na respectiva série
- 2° ano do ensino médio, para que, em atividades como essas, repassem este contetudo
para os seus educandos.

5.17 O Projeto na Visao de Alunos e da Escola

A ideia base deste projeto teve inicio e foi realizada a partir dos alunos do 9° ano do
ensino fundamental - as pesquisas, as atividades concretas e construgoes, a palestra, a in-
ser¢ao do conteiddo de semelhanca/autossemelhanca e a atividade avaliativa. Nesta série,
as atividades foram desenvolvidas ao longo do ano letivo, em sala de aula, paralelamente
ao conteudo programético normal da série.

Com as turmas do ensino médio, o trabalho partiu de um encontro, tipo palestra, com
a apresentacao desenvolvida para o 9° ano, e culminou com a realizacao de atividades,
pelos alunos, apoiadas no conteido programatico da série, em aula ministrada fora da
sala de aula “normal”. Com os alunos da 1? série do ensino médio foi utilizado um sabado
letivo de atividades matematicas (Projeto Matematica 360°) em que foram realizadas ati-
vidades a partir da apresentacao. Com os alunos da 2% série do ensino médio, utilizou-se
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um dia letivo em que foram selecionados 4 a 5 alunos de cada turma da 2* série. Ini-
cialmente apenas os alunos que tinham alguma afinidade com a matematica aceitaram
participar do encontro, mas outros alunos foram sendo despertados pela curiosidade de
ver o que iria acontecer e se surpreenderam com o que vivenciaram. Interessante e curioso
destacar que no encontro de sdbado, com a 2 série do ensino médio, o que deveria ser um
encontro de duas aulas acabou por utilizar as 4 aulas anteriores ao recreio e varios alunos
pediram para que o projeto continuasse também nas duas aulas apds o recreio, o que foi
prontamente aceito pelo professor, dado o interesse despertado.

O bom entrosamento e a boa relacao entre professor e alunos trabalhados nos encon-
tros propiciaram que as explicagoes e as atividades fossem sendo desenvolvidas natural e
espontaneamente, o que trouxe de retorno para o professor alguns elogios pelo projeto,
pelas propostas realizadas e pelo desenvolvimento das atividades, bem como pela comu-
nicacao e pela 6tima relagao professor-aluno.

E possivel observar o interesse despertado nos alunos, através dos comentarios fei-
tos por eles ao final dos encontros, como o relatado por uma das alunas: “A aula de
Matemadtica sobre Geometria Fractal (...) foi interessantissima, pois, com explicagoes
simples e com uma aula dindmica, nos mostrou como a Geometria Fractal esta presente
em nosso cotidiano. Assim, despertando o interesse dos alunos por uma matematica que
nao ¢ muito conhecida por eles”. Ou ainda, por outro aluno: “Gostei muito desse projeto,
foi muito interessante porque mostrou coisas que eu nao tinha visto ainda. A apresentacao
foi muito boa e os trabalhos excelentes. Aprendi bastante. Espero poder assistir mais
aulas e aprender mais coisas novas”. E mais um dos alunos: “A aula foi bem interessante,
explicativa e ‘complementativa’ as minhas aulas do cotidiano. E uma 6tima agao que a
escola esta fazendo em permitir que tenhamos este tipo de aula para complementar as
aulas do dia-a-dia. Aprendi sobre os fractais, relembrei sobre semelhanca e suas carac-
teristicas, além de poder entender varias formas de aplicacao da tal matéria aprendida, da
area de Geometria Fractal, podendo exercer (praticar) as matérias aprendidas em aula e
perceber a ligacao entre a Geometria Fractal e as matérias aprendidas em aula. A direcao
permitindo oficinas assim ira possibilitar a evolucao da educagao complementando os nos-
sos estudos e possibilitando que exercitemos a nossa mente e o nosso aprendizado.”

Podemos verificar, nas declaragoes aqui descritas, e em outras mais que nao constam
neste trabalho, nas avaliacoes dos alunos a respeito do encontro e nas atividades reali-
zadas, que surgiram palavras, verbos e termos como: interessante, diferente, relembrei,
mostrou, ‘nao tinha visto”, compreender, aprendi, surpreendido, ver coisas novas, aula
dinamica, aula diferente, aula didatica, aula educativa, “complementativa”, participacao,
atrativa, interatividade, exercer, praticar, forma diferenciada, muito legal, curiosidades e
aprendizado, “doreiiii”, “#querodnv” (quero de novo), “aula produtiva”, “nova visao”, etc.

Esses comentarios, bem como o entusiasmo que foi contaminando os grupos ao longo
do desenvolvimento do trabalho, nos mostram que a utilizacao de elementos motivacio-
nais, como os elementos tecnoldgicos, a mudanca de ambiente tradicional da sala de aula
para um ambiente diferenciado e mais motivador e a insercao de um projeto que norteie e
signifique o conhecimento adquirido e a ser aprendido fazem com que os alunos se tornem
mais atentos e motivados para o desenvolvimento de sua aprendizagem, deixando de ser
meros expectadores do ensino e passando a atuar como protagonistas ativos na construgao
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de seu conhecimento.

Vale ressaltar que a direcao do colégio apoiou as atividades realizadas e disponibilizou
a sala SESI Matematica para o desenvolvimento do projeto, o que agucou a curiosidade
de outros alunos que viram a movimentagao na referida sala e se sentiram motivados a
participar, tendo, inclusive, perguntado quando haveria mais encontros como esse. Sendo
a sala SESI uma ambiente elaborado para a utilizacao com turmas de ensino médio, a
diregao escolar convidou o professor para trabalhar com este segmento no ano seguinte,
dependendo tnica e exclusivamente da opgao do professor.

Foi observado também, em conversas realizadas com alguns professores, que estes re-
lataram como tendo sido muito interessante a visao dos fractais, no ensino fundamental e
médio, a partir das razoes de semelhanca, uma vez que, sempre que pensavam em fractais,
eram conduzidos a visao de séries e sequéncias geométricas.

O trabalho realizado na escola rendeu ainda uma entrevista’ ao professor para o
Jornal do Professor (pagina de noticias do Portal do Professor, do MEC - Ministério da
Educagao e Cultura), quando este abordava a temética “Cultura Digital na Escola”, que
foi replicada em outras escolas e jornais da regiao.

Foi realizada também uma apresentagao para professores de uma escola particular de
Nova Friurgo e estes se interessaram pela proposta do trabalho e ressaltaram sua im-
portancia e significancia, querendo se informar mais a respeito do tema e utilizar algumas
das atividades em suas aulas futuras. Houve, inclusive, um convite para realizar a pales-
tra, juntamente com algumas das atividades, em algumas escolas da regiao.

4Thttp:/ /portaldoprofessor.mec.gov.br /conteudoJornal.html?id Conteudo=3994
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Capitulo 6

Conclusao

Figura 6.1: Ciéncia e Fé

Vivemos em um mundo em constante conflito entre razao e fé, entre ciéncia e religiao,
entre evolugao e criagao, entre evolugao cadtica (desconhecemos a origem e o fim), deter-
ministica (tudo ja estd pronto para ser descoberto) e criadora (Deus tem um propdsito
para tudo), entre a fé no homem e a fé no criador...

Nao se propoe este trabalho a discutir e discernir entre a fé e a razao, temas tao
conflitantes, mas abre uma parénteses para filosofar com os matematicos e cientistas de
outrora, como Pitdagoras, que afirmou: “Tudo sao numeros!”, ou como Galileu, que disse:
“A matematica é o alfabeto com o qual Deus escreveu o Universo”, ou mesmo como Eins-
tein: “Deus nao joga dados com o universo.”

O que ¢ inegavel é como a Matematica, enquanto ciéncia, nos encanta e nos permite
cada vez mais compreender este mundo em que vivemos, seja ele cadtico ou deterministico.

Em cada tempo, a humanidade foi dotada de suas certezas, que de uma forma ou
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de outra, foram sendo substituidas por novas convicgoes, a partir da geracao de novos
conhecimentos ou da descoberta de novos saberes.

Assim como torna-se quase impossivel para as geragoes atuais imaginar um mundo
que nao esteja equipado com as tecnologias contemporaneas, também ¢é praticamente im-
possivel se imaginar um mundo sem as descobertas cientificas atuais.

Muito se caminhou até se chegar as geometrias nao euclidianas e mesmo a euclidiana
e, a cada novo conhecimento incorporado a humanidade, ora de forma deterministica, ora
de forma cadtica, mais um passo foi dado na construcao de um mundo em plena evolucao.

Agregar a escola todo esee conhecimento gerado, aprendido e apreendido ao longo
da existéncia humana é crucial e importantissimo, de forma que nossos alunos possam
compreender os processos, as fases e o tempo gasto para a geracao, criacao e descoberta
desses saberes, bem como a sua aplicabilidade, que lhes permite usufruir de tudo o que
o conhecimento humano possa oferecer, nao sé nos conhecimentos de histéria e geografia,
mas também nos campos da tecnologia e da matematica, que nos levam constantemente
a construcao de um mundo novo.

Conforme abordado neste trabalho, hé diversos aspectos da Geometria Fractal que po-
dem e devem ser apresentados aos alunos, de acordo com seus niveis escolares, e mesmo
aos professores que se formam para exercer esta dignissima profissao. Desde aspectos
simples de contagem do numero de pecas a cada iteracao, as questoes de congruéncia
e semelhanca, autossemelhanca, razao de semelhanca linear, quadratica e cubica, séries
matematicas, infinito, limites, inducao, etc., que podem ser realizadas com atividades con-
cretas e abstratas, tecnoldgicas, recorte, colagem, origami, planilhas, geometria dinamica,
quadriculados, etc, que agucem a curiosidade de nossos educandos e lhes permita visua-
lizar, experimentar, arguir, conjecturar, definir, buscar solugoes e alternativas, na cons-
trucao de seu conhecimento e, quem, sabe, que possam no futuro vir a acrescentar novos
saberes ao conhecimento humano.

A aplicagao deste trabalho aos alunos do 9° ano do ensino fundamental e aos alunos
da 22 série do ensino médio foi muito proveitosa e contou com a atencao e o interesse dos
educandos na realizacao das tarefas, pois estes apresentaram retorno positivo nas ativi-
dades realizadas e cobradas.

E importante ressaltar que nao foi uma atividade estanque sobre os fracrais, mas,
sim, tratou-se de um projeto construido ao longo das aulas ora com pesquisa, ora com
aula expositiva, ora com atividades concretas, ora com atividades baseadas na tecnologia,
sempre focando nos contetidos da matematica, que podiam ser resgatados e trabalhados
a partir dos fractais.

Com o ensino médio nao foi diferente. Apods trabalhar as questoes de pesquisa e aula
expositiva, abordaram-se os contetidos que sao proprios deste segmento de ensino - do
mais rotineiro e que mais normalemente aparece nos livros didaticos, tratando das séries
geométricas, até aqueles que trabalham com logaritmos, na dimensao fractal, e com a
indugao matematica.
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O que se constata,com este trabalho, é que hé espaco para a insercao de fractais no
curriculo da educacao basica, principalmente nas séries finais do ensino fundamental e no
ensino médio, onde podemos ir além de projetos como este ora apresentado, inserindo-
os em ambitos nacional e estadual nas orientacoes de parametros e diretrizes, para que
ocupem mais espaco inclusive nos livros didaticos, e levem mais conhecimento aos nossos

educandos.

“A luz do dia os matemdticos conferem suas equagoes

e demonstragoes, sem deixar pedra sobre pedra em sua busca pelo rigor.
Mas, a noite, sob a lua cheia, eles sonham,

eles flutuam pelas estrelas e admiram o milagre dos céus.
Eles se inspiram.

Sem sonhos nao hd arte,
nao hd matemdtica,

nao ha vida.”

Michael Atiyah[!1]

Figura 6.2: Fractal Samambaia de Barnsley
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