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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma proposta de ensino de Numeros Complexos através
de resolucdo de problemas. Nosso intuito € criar um material com aplicac¢do direta na sala
de aula de Matematica na educacdo bdasica, contribuindo para o enriquecimento do ensino de
Numeros Complexos. Reconstituimos parcialmente a sua histéria destacando motivos que
levaram os matematicos da época a descoberta destes nimeros. Sdo propostos problemas
que envolvem conceitos basicos que sao resolvidos usando Nimeros Complexos. Estes pro-
blemas envolvem Algebra, Geometria Plana e Analitica, Trigonometria, Séries e Aritmética.

Palavras Chaves: Equacdes Algébricas, Numeros Complexos, Aplicacdes de Nimeros
Complexos.
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Abstract

In this work we propose a problem-solving approach to teaching Complex Numbers.
Our aim is to create a material with direct application in the mathematics classroom in Se-
condary school, to contribute to enrich the teaching of Complex Numbers. We reconstructed
partially their history leading the reader to feel the real reasons why mathematicians of that
time discovered such numbers. We present some problems involving basic concepts that are
solved by using Complex Numbers. These problems are related to Algebra, Plane Geometry,
Trigonometry, Arithmetic and Series.

Keywords: Algebraic Equations, Complex Numbers, Applications of Complexs Numbers.
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Capitulo 1
Introducao

Na obra “Exames de Textos: Anélise de livros de Matemadtica para o Ensino Médio”,
de autoria de Elon Lages Lima et al [5], doze colecdes de livros didaticos de Matemética
para o Ensino Médio foram analisadas por oito matematicos. Apds a leitura das criticas e

sugestoes, senti-me desafiado a ministrar minhas aulas de acordo com a seguinte orientagao:

“A andlise dos livros-textos para o ensino da
Matemdtica na Escola Média deve levar em
conta, acima de tudo, sua adequacdo as trés
componentes bdsicas desse ensino, a saber:

Conceituagdo, Manipulagdo e Aplicagdo.”

Percebi que, na maioria dos livros didaticos do Ensino Médio, o capitulo sobre Nu-
meros Complexos, limita-se a mostrar que esse conjunto é fechado em relacio as operacdes
de adi¢ao, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo e radiciacdo, ndo mostrando, no

entanto, situagdes em que eles podem ser aplicados.

Ministro o assunto de Nimeros Complexos a alunos do Ensino Médio da rede publica
e privada de Campina Grande hd mais de uma década, e a experiéncia da sala de aula tem
me mostrado que este modo de apresentar o assunto deixa inimeras perguntas na mente do
aluno, tais como: “Numeros Complexos existem?”, “Esse assunto serve para alguma coisa?”,

“H4 algum problema fisico no qual eles podem ser aplicados?”

Com o intuito de responder afirmativamente as perguntas feitas acima, apresento neste
trabalho algumas aplicagdes dos Numeros Complexos, usando-os como recurso para resol-

ver problemas de Geometria Plana.

Ao revisar a bibliografia para elaboracdo deste trabalho, observei que as proprieda-

des graficas e algumas aplicagdes importantes dos nimeros complexos ndo sdo abordadas



nas escolas. H4 também pouco contetido em livros didédticos. Encontra-se alguns teoremas
que associam Geometria Analitica com Numeros Complexos em algumas apostilas e mate-
rial resumido, na internet. Em geral, esses materiais estdo destinados a um publico restrito:
em alguns casos sdo para alunos que pretendem participar de olimpiadas de matematica ou
vestibulares do ITA e do IME; em outros, parecem destinar-se a professores em cursos de
formagdo ou em congressos matemdticos.

Acreditamos que, a auséncia de aplicacdes dos nimeros complexos a Geometria nos
livros didéticos do ensino médio, deve-se ao fato de ndo haver essa exigéncia explicita nos
PCN. Alids, os nimeros complexos sequer sdo mencionados nos PCN. Porém, em nosso
entender, ressaltar o vinculo entre Numeros Complexos e Geometria Plana, explicita sua

aplicabilidade e sua funcionalidade.

Outro problema comum nos livros didaticos do Ensino Médio, nos capitulos sobre Nu-
meros Complexos, estd relacionado ao seu surgimento. Grande parte dos livros de Ensino
Médio ou ndo trazem a histéria ou afirmam que seu surgimento estd relacionado as equagdes

algébricas de grau 2, e ndo as de grau 3.

Analisando os livros de Ensino Médio mais adotados nas escolas brasileiras, os pro-

fessores Augusto César Morgado e Eduardo Wagner, [5], questionam:

“Certamente os complexos ndo teriam sido
criados se o motivo fosse esse: fazer com que
todas as equagoes do segundo grau tivessem
solucdo. Por que ndo respeitar a historia e
mostrar que eles surgem para que se possa
usar a Formula de Cardano no caso de a
equacdo do terceiro grau ter trés raizes re-

ais?”

Com o objetivo de resolver o problema da apresentagao da histéria dos Nimeros Com-
plexos, comum em muitos livros do Ensino Médio, escrevemos o Capitulo 2 deste trabalho,
onde propomos uma atividade cujo objetivo € reconstruir a histéria através dos problemas e
das solucdes encontradas pelos matematicos da época.



1.1 Carater Inovador do Trabalho

Queremos, neste Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC) do PROFMAT/UFCG, de-
senvolver uma estratégia metodoldgica mais eficaz no ensino de Nimeros Complexos, tra-
zendo uma abordagem histérica (Conceituacao), sugerindo problemas que visam a cons-
truir os conceitos basicos sobre o assunto (Manipulagdo) e apresentando algumas aplicacdes

(Aplicagdo).

Este trabalho segue a seguinte orientacdo dos Parametros Curriculares Nacionais, [2]:
“Os objetivos do Ensino Médio em cada drea do conhecimento devem envolver, de forma

combinada, o desenvolvimento de conhecimentos prdticos, contextualizados, que respondam

as necessidades da vida contempordnea, e o desenvolvimento de conhecimentos mais amplos
e abstratos, que correspondam a uma cultura geral e a uma visdo de mundo. Para a drea das
Ciéncias da Natureza, Matemadtica e Tecnologias, isto é particularmente verdadeiro, pois a
crescente valorizacdo do conhecimento e da capacidade de inovar demanda cidaddos capa-
zes de aprender continuamente, para o que é essencial a uma formagdo geral e ndo apenas

um treinamento especifico.”

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo desenvolver uma metodologia de ensino que visa a
melhorar a abordagem dos Numeros Complexos no Ensino Médio. Para isso, propomos uma
sequéncia de atividades, que contém problemas resolvidos e comentados, distribuidos em
trés capitulos, em que aparecem respectivamente, a histdria, conceitos basicos e aplicacdes
dos Numeros Complexos a Geometria Plana. Alguns dos problemas propostos sdo de nossa
autoria, outros, foram retirados de vestibulares. As resolugdes foram de nossa autoria (ex-

ceto os problemas 17b, 17c, 17d, 25 e 26) e tem o objetivo de auxiliar o professor.

1.3 Organizacao

Este TCC estd organizado da seguinte forma: além desta Introducio (Capitulo 1), o
Capitulo 2 apresenta uma lista de problemas com abordagem histérica do surgimento dos
Nimeros Complexos. O Capitulo 3 apresenta uma lista de problemas sobre conceitos ba-
sicos de Numeros Complexos. O Capitulo 4 aborda uma lista de problemas de Geometria
Plana, em cuja resolugdo, aplicam-se os conceitos de Nimeros Complexos. Em cada pro-
blema proposto nos Capitulos 2, 3 e 4, hda um comentério com indicacdes de dificuldades
esperadas dos alunos no desenvolvimento da resposta e orientacdes para o professor sobre



como lidar com as mesmas. Em seguida, estdo as Conclusoes, as Referéncias e o Apéndice.

1.4 Materiais e Tecnologias

Os problemas propostos nos Capitulos 2 e 3 podem ser resolvidos em sala de aula,
utilizando apenas lapis e quadro. Alguns dos problemas propostos no Capitulo 4 envolvem
manipulagdes algébricas com representacdes geométricas. Por isso, torna-se trabalhoso para
o professor que utiliza apenas o ldpis e o quadro, representar os complexos no Plano de
Argand-Gauss e esperar que o estudante “imagine” a rotacdo, a translacdo etc, entre tais nu-
meros. Portanto, recomendamos o uso de “softwares” de geometria dinamica. O Problema
18 (Pag. 38) requer o uso de uma planilha por envolver uma operacdo com grandes quanti-
dades de dados numéricos.

1.5 Recomendacoes Metodologicas

Recomendamos que este material seja aplicado pelo professor em sala de aula do en-
sino médio, para alunos que tenham conhecimentos de Geometria Plana, Geometria Anali-
tica e Trigonometria. O professor deve resolver todos os problemas na sequéncia em que

estao dispostos, pois os problemas trazem consigo a progressividade dos conceitos.

Para o desenvolvimento das atividades propostas no Capitulo 2 sdo necessdrias trés
aulas de 50 minutos cada. Para o Capitulo 3, sdo necessdrias sete aulas de 50 minutos cada.

E, para o Capitulo 4, sdo necessdrias oito aulas de 50 minutos cada.
O professor deve estar atento ao fato de os Numeros Complexos serem mais eficientes
para resolucao de certos tipos de problemas, mas podem gerar dificuldades em problemas

que admitem solu¢des mais diretas utilizando outros métodos.

Outras recomendacgdes serdo feitas ao longo do trabalho.



Capitulo 2

Um Pouco de Historia e os Numeros
Complexos

Comegamos aqui a reconstitui¢do da histéria dos Numeros Complexos. Recomenda-
mos que este Capitulo seja apresentado da seguinte maneira: na medida em que o professor
for resolvendo os problemas, deve ir contando a histéria das equacdes algébricas e dos nu-
meros complexos. Os problemas obedecem uma sequéncia didatica e, nem sempre, cronolo-
gica. Isso se deve ao fato de nos preocuparmos primordialmente com o aprendizado do aluno
sobre o assunto. Acreditamos que 3 aulas de 50 minutos sejam suficientes para exposi¢ao
completa deste Capitulo, cujo objetivo € fazer o aluno sentir a necessidade da criagdo de um

conjunto que também fosse capaz de realizar a radicia¢cdo com radicando negativo.

AULA 1: Na primeira aula, o professor deve comentar o modo como os matematicos
resolviam as equacgdes e qual o entendimento que eles tinham sobre os tipos de solucdes que

eles encontravam. A partir dai, comentar o problema introdutério e resolver o Problema 1.

AULA 2: Na segunda aula, o professor deve resolver apenas o Problema 2, onde ird de-
monstrar a férmula de Cardano-Tartaglia para resolugio de equagdes do tipo y> + py+g = 0.
E importante que o professor faca cada passo detalhadamente para que os alunos néo tenham
duvida de que tudo foi feito corretamente, e, quando chegarem ao Problema 3, eles nao

achem que o método esta errado, por encontrar uma solugdo “estranha”.

AULA 3: Na terceira aula, o professor deve resolver os Problemas 3 e 4. O Problema
3 foi crucial no descobrimento (aceitacdo!) dos numeros complexos. O professor deve
estar preparado para lidar com o fato polémico: \3/ 24+ —121+ \3/ 2++/—121 = 4. Foi
exatamente este o fator determinante do surgimento dos complexos. Provavelmente os alunos

ndo o aceitardo com naturalidade. As duvidas serdo esclarecidas na resolu¢ao do Problema

4, com a ideia da unidade imagindria.



21 Aulal

Apresentamos um problema introdutério que ndo menciona o assunto que serd estu-
dado, mas a resolugdo o requer. A ideia aqui € propor aos alunos um problema que resulte
numa equacao algébrica do 3° grau. Caso o professor ache necessario, ele pode comegar a

aula demonstrando a férmula para resolucdo de equagdes do 29 grau.

Problema introdutério: Em geral, as equagdes algébricas mais antigas tinham moti-
vacdes geométricas. Os povos da Babildnia deixaram em seus tabletes de escritas cuneifor-
mes varios exemplos de que eles dominavam o uso de equagdes. Num tablete babilonico que

se encontra no museu britanico, em Londres, aparece o seguinte problema:

“Da drea de um quadrado, eu subtrai um terdo de seu lado e o resultado é 1/12.

Quanto mede o lado do quadrado?”

Naturalmente a drea e o lado de um quadrado ndo podem ser somados por serem entes
diferentes, o que este problema quer dizer é que foram somados os respectivos valores nu-
méricos. Em notacdo atual, o problema seria representado por "encontre um nimero real x

2 1n

tal que x° — %x =15 » em que x € a medida de um lado do quadrado.

Imaginemos, agora, o seguinte enunciado:

“Do volume de um cubo, eu subtrai quinze vezes o seu lado e o resultado é 4. Quanto

mede o lado do cubo?”

Em notacdo atual, o problema seria representado por "encontre um nimero real x tal-
quex’ —15x =4 < x> —15x—4=0".

Comentarios: Obviamente os alunos ndo saberdo resolver esta equagdo porque s
conhecem, até este estdgio, a férmula para resolu¢dao de equacdo do 2° grau. Esta é uma
hora oportuna para o professor comentar com os seus alunos que os matemaéticos do passado
sentiram estas mesmas dificuldades. Logo apds, ele deve ir mostrando como foi possivel
resolver situacdes como estas, passando para resolu¢@o dos problemas a seguir que levam a

féormula de Cardano-Tartaglia para resolugdo deste tipo de equacao.
Problema 1: Considere a equagio geral do 3° grau, ax® + bx* +cx+d =0, na varidvel
x, com a, b, ¢ e d reais, a # 0. Mostre que ela pode ser transformada em uma equacio do

tipo y> + py + g = 0 (Sugestdo: faca a mudanga de varidvel x = y3;ab).

Solucao:



Subsitituindo x por x = 3;;’ na equacao de 3° grau dada, obtemos:
a(52P + b5 +c(52) +d =0.

Desenvolvendo os parénteses, obtemos:

(y3—3y2b+3yb2—b3) y2—2yb+b2)+c(y—b
a 27a3 9a2 3a

Multiplicando os dois membros da equagio (2.1) por 274, temos que

+b( )+d=0 @2.1)

¥} = 3y?b + 3yb? — b3 + 3y*b — 6yb? + 3b> + 9acy — 9ach + 27a*d = 0, donde segue
que y* + (9ac — 3b%)y+ (2b> —9ach +27a*d) = 0.

Fazendo p = 9ac — 3b? e ¢ = 2b> — 9ach +27a*d, teremos y° + py+q = 0.

Comentarios: O objetivo deste problema é convencer os alunos de que, numa equa-

¢do geral do 3° grau, sempre podemos eliminar o termo x?

. Sendo assim, saberemos re-
solver qualquer equagdo geral do terceiro grau se soubermos resolver equacdes do tipo

y? + py+q =0. A ideia de Tartaglia foi supor que a solucio procurada é do tipo y = A + B.



2.2 Aula2

Problema 2: Considere a equacao:

Y +py+q=0. (2.2)

(a) Sejam A e B dois numeros reais € y = A 4+ B. Prove que se y € uma raiz da equagao
(2.2), entdo 3AB = —p e A3 + B> = —¢. (Sugestdo: note que y°> = A3 + B> + 3ABy).

Solugdo: Como y* = A3 + B3 + 3ABy entio, temos que y*> — 3ABy — (A3 4 B%) = 0.
Comparando com a equagio y> + py+ ¢ = 0, obtemos que 3AB= —p e A3+ B> = —g.

Comentarios: O fato curioso na estratégia de Tartaglia foi considerar a solu¢do da
equacgdo como soma de duas incégnitas, y = A + B. Na maioria dos casos, o que se faz é exa-
tamente o0 oposto, trocam-se duas incdgnitas por uma para tornar a solu¢ao mais simples. Foi
0 que outros matemadticos fizeram, porém, ndo tiveram sucesso. Foi necessario que alguém
tivesse uma ideia aparentemente ruim para se obter uma férmula que resolvesse equagdo de

grau 3.

(b) Prove que, nas condicdes do item (a), A> e B sdo solugdes da equagio
3
wrtgw—5b=0eque A’ = -2+ ,/(1)2+ (5P e B =—-%—,/()2+(§)? (Sugestdo:

resolva a equacdo do 2 grau).

3
Solucdo: Do problema anterior, temos 3AB = —p, donde segue que A’B> = %.
Como também temos que A> + B> = —¢, segue que w; = A> e wy = B> sdo as solugdes

3
de w? +gw—5- =0.

Se resolvermos a equacdo do 2° grau acima usando a férmula para encontrar raizes de

equacgao do 2° grau, temos que:

w=8 ==+ [P+ ¢ wm=F=—1-/dr+ (),

(c) Mostre que uma raiz da equagdo do 3¢ grau (2.2) é dada por
y= -4+ @R @+ -4 JaP R

Solucao: Basta substituir os valores de A e B, obtidos no item (b), para obter que

y= {4+ B+ B+ -1 + B

10




Comentirios: Este é um resultado importantissimo! E a férmula para encontrar uma
solug¢do para equacdo do 3¢ grau, descoberta por Tartaglia, mas que aparece no livro Ars
Magna (A Grande Arte), publicado no ano de 1545, escrito pelo matematico italiano Gi-
rolamo Cardano [3]. As raizes x; € x de uma equacgdo do tipo ax? + bx+ ¢ = 0 sdo ob-

—b+vb2—4ac e xr = —b—V/b2—4ac
2a 2= 2a :

tidas fazendo x| = Para se obter as trés raizes de uma

equacio do tipo y* 4+ py 4+ ¢ = 0 usando a férmula de Tartaglia, deve-se considerar que

Azi/—%%—\/(a—z)—i—(g—;) e B:i/—%—\/(%zﬂ—(’z’—;) tem trés raizes distintas cada, e

que, a combinagio destas raizes geram as trés solugdes da equacio, pois A> = wj e B> = w;

geram, cada uma, pelo menos dois nimeros complexos. Isso serd visto com mais clareza no

Capitulo sobre a férmula complexa da raiz ctibica usando a forma polar.

11



2.3 Aula3

Problema 3: Retorne ao problema introdutdrio.

a) Mostre que x = 4 é solugio da equacdo x> — 15x —4 = 0.

Solucdo: 4° —15-4 —4 =64 —60—4 = 0.

b) Divida x> — 15x — 4 por x — 4.

Solucdio: x* — 15x —4 = (x —4) (x> +4x+1).

c¢) Encontre as outras duas solucdes da equagio e verifique que sao nimeros reais.

Solugdio: x>+ 4x+1 =0 4 x = —DEVETALL —42v3 54 /3

Comentarios: O professor pode comentar com seus alunos que uma equagdo do 3°
grau tem necessariamente uma raiz real (Teorema do Valor Intermediério) e, decompondo,
basta achar esta raiz que as outras duas sao raizes de uma equacao do 2° grau.

d) Tente usar a férmula de Tartaglia para obter as solucdes da equagio x> — 15x—4 =0.

Solucdo: Observe que a equagio jd estd na forma x> + px+¢g =0, com p = —15 ¢

q = —4. Substituindo p e ¢ naforma de Tartaglia, obtemos:

x= /24 V=12l + /2 - V=121,

Comentarios: O professor deve refletir com seus alunos se, aparentemente, ndo ha
algo de errado com o uso da férmula de Tartaglia. Comentar também que solugdes “estra-
nhas” como esta surgiram na idade média e ndo podiam ser ignoradas. Além da extracdo de
raizes quadradas de nimeros negativos, eles também se deparavam com a extracdo de raizes
cuibicas de niimeros de natureza desconhecida. Quando, nas equagdes de grau 2 a férmula
levava a raiz quadrada de ndmeros negativos, era facil dizer que aquilo indicava a ndo exis-

téncia de solugdes, porque os problemas tinham motiva¢des geométricas.
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“Agora, entretanto, nota-se que hd equacoes de grau 3 com solucoes reais conhecidas,
mas cuja determinagdo passava pela extragdo de raizes quadradas de niimeros negativos.
Isto ndo ocorre s6 com esta equacdo! Ndo havia como negar que os niimeros reais eram
insuficientes para se tratar de equacoes algébricas. O que estava acontecendo no século
XVI era semelhante ao que ocorreu no tempo dos gregos antigos, quando se verificou a in-
suficiéncia dos niimeros racionais com a constru¢do do niimero V2, que ndo era racional:

o conceito de niimero precisava ser estendido.” [4]

Problema 4: Supondo que v/—1 é um niimero conhecido e que, com ele, opera-se do
mesmo modo que com os outros nimeros que ja conhecemos, inclusive com a propriedade
que (v/—1)? = —1, mostre que (2++/—1)}  =2+11y/~Te 2—/—1) =2 —-11/—1.
Conclua que ¥ 24+—121+ V2 — V—121 = 4.

Solugo: (2+v/—1)3 =23 4+3.22y/=1+3-2- (V=1) + (V=1)* =24+ 11/=1 =
2+ +/—121.

Analogamente, mostra-se que (2 — \/—_1)3 =2—-11/—1=2—+/—121.

Extraindo as raizes ctibicas e somando os dois resultados, obtemos que

6/2+\/—121+</2—\/—121:4.

Comentarios: Foi o matematico italiano, chamado Rafael Bombelli (1526-1572),
em sua obra L’Algebra [1], quem encontrou uma forma de lidar com esse aparente ab-
surdo. Ele decidiu considerar as raizes quadradas de nimeros negativos como verdadeiros
nimeros. Sua proposta levaria a seguinte representacao: V24+vV—121=A+By—1e¢
V/2—+/—121 = A — Bv/—1. Dai, ele teve a ideia de que os préprios radicais poderiam ser
relacionados, que, como dirfamos agora, eles sao imagindrios conjugados, com parte real A
e partes imagindrias B e —B, respectivamente, que, ao serem somados, levam ao nimero real
4. E evidente que se a soma das partes reais é 4, entdo a parte real de cada um é A = 2; e
se um ndmero da forma 2 + B\/—1 foi a raiz ctibica de 2 — 11y/—1, entio (2 —|—B\/—_1)3 =
23 4+3.22(By/—1)+3.2(By/—1)>+(By/—1)} = (8 —6B%)+ (12B—B*)y/—1=2—11y/—1.

Comparando esta tltima igualdade, obtemos que 8 — 6B> =2 e 12B— B> = —11. Re-
solvendo o sistema, B = —1. Dai ele percebeu a viabilidade de sua proposta. Foi assim, de
forma ndo totalmente confortdvel, que os matematicos passaram a usar as raizes quadradas
de niimeros negativos. A facilidade de tratar v/—1 como um nimero levava & solucio, mas
ainda com uma sensa¢do de desconfianca. Nao por acaso, este nimero € conhecido como

unidade imagindria.
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Capitulo 3
Conceitos Basicos

Nos Problemas e Comentdrios deste Capitulo, exploraremos os conceitos basicos so-
bre nimeros complexos. Apresentaremos a classificacdo, a representacdo desses ndmeros e
algumas regras operatdrias (sem muito rigor!). Queremos, apenas, abrir os horizontes para
novas aplicagdes dos nimeros complexos, que se encontram no Capitulo seguinte. Sugeri-
mos que sejam feitos todos os Problemas na sequéncia em que estio postos. Para isso, serdo
necessdrias 7 aulas de 50 minutos cada, para o desenvolvimento deste Capitulo.

AULA 1: O professor deve resolver do Problema 5a ao Problema 7. Em seguida, in-
troduzir a definicdo de nimeros complexos. Os Problemas 5a e 5b t€m como objetivo levar
os alunos a perceberem a insuficiéncia dos ndmeros reais na radiciacdo quando o radicando é
negativo. O professor deve aproveitar este momento para comentar que, historicamente, tem
ocorrido a ampliagdo de um conjunto numérico sempre que se constata a impossibilidade de
se efetuar uma certa operacdo no conjunto ou de se resolver um problema nesse conjunto.

Veja a citacdo de manoel Paiva em [24].

“A impossibilidade de se efetuarem certas subtracoes em N, por exemplo, 3 — 5, moti-
vou a criagcdo do conjunto 7, dos niimeros inteiros, a impossibilidade de se efetuarem certas
divisoées em 7, por exemplo 3 =2 provocou a cria¢do do conjunto Q dos niimeros racionais;
o problema da incomensurabilidade, por exemplo a medida da diagonal em um quadrado
de lado unitdrio, exigiu a criagdo do conjunto R dos niimeros reais. O conjunto R por sua
vez, se mostra insuficiente para a extragdo de certas raizes como, por exemplo /—1; isso
demanda a criagdo de um novo conjunto, que serd chamado de conjunto dos niimeros com-

plexos, denotado por C.”

AULA 2: O professor deve resolver do Problema 8 ao Problema 9b. Aqui serdo apre-
sentadas as regras operatorias de nimeros complexos na forma algébrica. Uma maneira
simples de o professor orientar os alunos é dizer que estas operacdes sdo semelhantes as

operacdes com polindmios. Também € interessante destacar a propriedade ciclica da poten-
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ciacdo da unidade imagindria para expoentes naturais.

AULA 3: O professor deve resolver do Problema 10 ao Problema 11b. Estes Proble-
mas tratam da representacio geométrica dos niimeros complexos. E importante destacar que
os numeros reais sdo representados pelos pontos de uma reta enquanto que os complexos sao
representados pelos pontos de um plano. O professor deve dar especial atencdo ao célculo

do médulo e do argumento.

AULA 4: O professor deve resolver apenas o Problema 12. Este Problema pede para
que nimeros complexos na forma algébrica sejam escritos na forma trigonométrica (ou po-
lar), que € a forma usada para se calcular potenciagdo e radicia¢do. Portanto, devem-se tirar
todas as dividas dos alunos antes de passar para os Problemas seguintes. E comum os alunos
terem dificuldade para lembrarem certas regras da Trigonometria. Sendo assim, o professor,
caso ache necessdrio, pode relembrar os conceitos que for usar adiante, tais como: circun-
feréncia trigonométrica, angulos notdveis e seus correspondentes, congruéncia de angulos,

formulas de adi¢ao de angulos, etc.

AULA 5: Nesta aula, devem ser resolvidos do Problema 13a ao Problema 13c. Aqui,
o professor deve demonstrar, ainda que intuitivamente, a 14 formula de Abraham de Moivre.

AULA 6: O professor deve resolver do Problema 14a ao Problema 14c. Ao resolver o
Problema 14a, o aluno ja comeca a vislumbrar a férmula para radiciacdo. O professor deve
ir resolvendo esses problemas direcionando os alunos para esta férmula. Nos Problemas 14b
e l4c, o professor deve comentar sobre a distribuicdo das raizes de um nimero complexo
sobre uma circunferéncia. Ele deve comentar o fato de que os angulos entre duas raizes con-

secutivas sdo congruentes e que elas se repetem apds uma volta, em tal circuferéncia.
AULA 7: Deve-se resolver apenas o Problema 15 ja direcionando o raciocinio para

as aplicacdes em Geometria Plana que serdo expostas no Capitulo 4. Por isso, nessa aula,

deve-se comentar a relagcdo entre a dlgebra e a geometria dos nimeros complexos.
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3.1 Aulal

Problema S5a: Em 1545, o matematico italiano Girolamo Cardano propds em um de
seus livros o seguinte problema: “Divida o nimero 10 em duas partes de modo que seu pro-

duto seja o nimero 40”. Encontre tais nimeros.

Solucdo: Resolugdo feita por Cardano (em notacao atual): Se chamarmos de z 0 com-
primento de uma das partes, a outra terd comprimento 10 — z e o problema se traduz na equa-
¢d0 z(10 — z) = 40 que é equivalente a z2 — 10z +40 = 0, cujas solugdes sdo z = 54 +/—15.

Comentario: Ele reconheceu que o problema dado ndo tinha solu¢cdo. No entanto,
percebeu que as solugdes encontradas satisfaziam as condi¢des do problema, ao que excla-
mou: “deixando de lado as torturas mentais envolvidas, somando 5++/—15 com 5 — v/—15
obtém-se 10 e, multiplicando 5+ +/—15 por 5 — v/—15 obtém-se 25 — (—15), que é 40!”

Problema 5b: Resolva a equacio z° — 147> + 58z = 0, considerando o conjunto uni-

verso: a) dos ndmeros reais; b) dos niimeros complexos.

Solucao: Colocando z em evidéncia obtemos z = 0 ou 72— 147458 = 0. Assim, a
solugdo do item a) é S = {0} e doitem b) é S = {0,7+v/—9,7 — v/—9}.

Comentario: Veja o Comentario de Lima, [5]: “Embora, historicamente, tenha-se
usado o simbolo /—1 para representar a unidade imagindria i, é preferivel ndo usd-lo, pois
ao escrever i = \/—1 cometem-se dois erros: afirmar que existem dois valores diferentes
para i, pois existem duas raizes quadradas de —1, e, contrariar a propriedade transitiva da
igualdade (ver comentdrio sobre radiciagdo de niimeros complexos, no Problema 14c). Por
isso, a op¢do para definir a unidade i como sendo um niimero tal que i* = —1. Deve-se evitar
expressoes do tipo: “Equacdo do segundo grau com solucdo impossivel”. “Para simplificar
a notagdo, criou-se o niimero i, de modo que o quadrado desse niimero fosse igual a —1.” A

existéncia do niimero i ndo é uma questdo de notacdo”

O professor deve mostrar aos alunos que, uma vez introduzida a unidade imagindria i,
a solugdo do Problema 5a pode ser escrita z = 54-i1/15 e a solugio do Problema 5b, item b),
pode ser escrita S = {0,7+3i,7—3i}. O professor deve aproveitar este momento para definir
nimero complexo e classificar os nimeros complexos como: real, complexo com partes real

e imagindria nao nulas ou imagindrio puro. Enfatizar que R C C.

Problema 6: Sabendo que i> = —1, encontre o valor real de k de modo que o niimero
7= (k* — 5k +6) + (k—2)i seja:

16



a) real;
b) complexo com partes real e imagindria nao nulas;

¢) imagindrio puro.

Solucao: a) para que z seja real devemos ter k —2 = 0, donde segue que k = 2.

b) para que z seja complexo com partes real e imagindria nao nulas devemos ter k —
2= 0ek?—5k+6= 0, obtendo que k = 2.

C) para que z seja imagindrio puro devemos ter
k—2= 0ek?>—5k+6=0. Resolvendo esta tiltima equagio, obtemos k = 3 ou k = 2. Como
k# 2, entdo k = 3.

Comentario: Observe que os valores de k que mudam o tipo do nimero complexo z
sdo 2 e 3. Um erro comum neste Problema € os alunos confundirem em qual situagdo k deve
ser igual ou diferente destes nimeros. Este € 0 momento adequado para definir a nog¢do de
igualdade de nimeros complexos.

Problema 7: Determine os valores dos numeros reais de a € b de modo que
(a—2b)+ai =3+ (3b—2)i.

Solucao: Para que os niimeros complexos sejam iguais devemos impor a —2b =3 e

a = 3b — 2. Resolvendo este sistema nas variaveis a € b, obtemos a = 13 e b = 5.

Comentario: Apesar de parecer 6bvio o fatode a+bi =c+di<a=ceb=d, deve-
se comentar que se tivéssemos b = d, entdo o nimero i seria um nimero real, pois caberiam
os cdlculos a seguir: a+bi =c+di< a—c= (d—Db)i < i= 4= , ou seja, i é dado pelo
quociente de dois nimeros reais, logo i seria real. Como i ndo € real, devemos terd = b, e, a

partir dai, que a = c.
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3.2 Aula2

Para esta aula, o professor deve introduzir as operagdes elementares com nimeros
complexos da seguinte maneira: Dois nimeros complexos quaisquer z; = (x1,y1) €
72 = (x2,y2) tém soma e produto, denotados respectivamente por z; + 2 € 722, definidos

como os nimeros complexos dados pelas férmulas:

z1+22 = (x1,y1) + (x2,32) = (x1 +x2,y1 +¥2) 3.1

2122 = (x1,¥1)(x2,¥2) = (X1X2 — y1y2,X1y2 +X2)1). (3.2)

O quociente entre z; € z2, denotado por % ¢ definido como o nimero complexo dado

pela férmula:

2 XX tyiyzy L Y12 — X1y
— = (3.3)
) ( X3 +y3 )+l x3+y3 )
Em particular, tem-se (x,0) + (0,y) = (x,y) e (0,y) = (»,0)(0,1). Assim, cada nimero
complexo, que ndo € real, pode ser escrito como soma de um ndmero real € um nimero

imagindrio puro:

z=(x,y) =x+yi. (3.4)

2 — —1.Em vista da

De acordo com a definicdo (3.2), tem-se (0,1)> = (—1,0), isto é, i
equacdo (3.4), a formula (3.2) pode ser escrita (x; + y1i)(xp + y2i) = x1x0 — y1y2 + (x1y2 +

x2y1)i. O professor deve também mostrar os valores que i assume, para n natural.

Problema 8: Dados os nimeros complexos z =2 —4i, w = 5i e v = —1+ 61, calcule o
valor de %

Solucao: Apds introduz o conceito de conjugado, o professor pode mostrar a seus

alunos que este problema seria resolvido mais facilmente fazendo:

zw  (2—4i).(5) 204100 (—1-6i) —20—120i—10i— 60> 40— 130i

v (—146i)  —1+6i (—1—6i) (—1)2 = (6i)2 37

Comentario: Logo em seguida, deve-se mostrar as propriedades do conjugado. Outro

v

&% serd feita fazendo €* - £. O professor pode aproveitar

fato importante € que a divisdo <~

este momento para relembrar racionalizacdo de expressdes do tipo coma,b,c € R,

C
Va+vb’
usando o conceito de conjugado. Para facilitar a compreensdo, pode-se dizer que as opera-

coes de adicao, subtraciao e multiplicacdo de nimeros complexos da forma a + bi, com a e b
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reais, comportam-se, em relacao a essas operagdes, como se fossem polindmios.

. . o L 91 52 48
Problema 9a: Determine a parte real e a parte imagindria do nimero z = %

Soluc¢ao: Subsituindo cada exponte pelo resto da divisdo por 4, tem-se que:

Pl42p?2 348 342030 —j4+2-3 1+1,
= = = = — —1.
£7 73,1002 5400 3250 35 8 '3

Donde segue que Re(z) = 1m(z) = %

Problema 9b: Se z =i"+i ™, m € Z e i é a unidade imaginaria, entdo qual o nimero

total de possiveis valores diferentes de z?

Solucao: O nimero z = i" +i ™ pode ser reescrito da seguinte maneira:

. 2m R —1)"+1 .
z=i"+ lim = l.,,‘,H. Como 2 = —1, segue que 7 = (% Para m impar tem-se z = 0. Para
m par, tem-se duas possibilidades: i = 1 ou i = —1, obtendo z = % =2o0uz= %1 =-2.
Logo, o nimero total de possiveis valores diferentes de z € trés: z =0,z =2ez= —2.

Comentario: No Problema 9b é normal que os alunos achem que o nimero z dado
possa assumir infinitos valores, pelo fato de Z conter infinitos elementos. Talvez outros alu-
nos achem que " + i~ possa assumir exatamente 4 valores devido ao ndimero de valores
que ", n natural, pode assumir (Problema 9a). Esse € um excelente Problema para o profes-
sor introduzir a ideia de padrdo de repeticdo, mostrando que i apresentard uma sequéncia
ciclica. O professor pode aproveitar a ocasido para comentar sobre fendmenos periddicos. O
objetivo desta atividade € levar os alunos a identificar padroes numéricos e/ou principios de
contagem.
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3.3 Aula3

Aqui, o professor deve introduzir a representagdo geométrica dos nimeros complexos

e 0 médulo de um nimero complexo.

Problema 10: Represente geometricamente no plano os nimeros complexos e calcule

seus médulos: z; = 1 +v/3i,20 = =2 —2i,23 = Ti,24 = —i,25 = 5.

Solucao: Acompanhe a representagdo geométrica na Figura 3.1.

& Z3=7i

=1+ . f3i

=5 Re(z)
Yz =i

L =-2-12

Figura 3.1: Representacdo geométrica de alguns nimeros complexos.

21> = P+ (V3 & || = 2.

22 = (—2)2+ (-2)% & |z =2V2.

‘23‘2 = 02+72 = |Z3‘ =17.

24> =524+ 0% & |z4| =5.

Comentario: Muitos textos dos livros didaticos do Ensino Médio brasileiro confun-
dem afixo com imagem. Mas, afixo e imagem nao sio sindnimos. A imagem de um com-
plexo € o ponto que o representa, e o afixo de um ponto € o complexo por ele representado.

Aqui deve-se introduzir a forma polar.

Problema 11a: Calcule o argumento dos nimeros complexos z; = 1 + V3i,

7p=—2—-2i,73 =Ti,z4 = —i,75 = 5.
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Solucao: Deve-se observar o quadrante a que z pertence para determinar o valor cor-

reto do argumento.
cos[arg(z1)] = 3 e senlarg(zi)] = \/T§ Logo, arg(z;) = 30°.

coslarg(z)] = 2‘—\% = %ﬁ e sen [arg(z2)] = % = %ﬁ Logo, arg(zp) = 225°.

cos[arg(z3)] =9 =0 e senlarg(z3)] = 7 = 1. Logo, arg(z3) = 90°.

cos [arg(z4)] = % =1 esenlarg(z4)] = g.—) = 0. Logo, arg(z4) = 0°.

Comentario: O professor deve comentar sobre a variacdo do argumento: entre 0 e 27,
ou entre —7 e 7, ou entre Oy e Oy + 27. Introduzir a ideia de argumento principal. Alguns

livros do Ensino Médio restringem o argumento de um complexo ao intervalo [0,360°[, mas,

isso invalidaria a operacao de multiplicacdo e de divisao.
Deve-se introduzir as relagdes entre arg(z), arg(Z) e arg(—z).

Problema 11b: Sabendo que o argumento de um nimero complexo z € 60°, determine

o argumento de cada um dos seguintes nimeros: a) —z, b) Z, ¢) —Z.

Solucdo: Acompanhe na Figura 3.2.

Im(z)
_z z
B0° B0°
B0° B0° Re(z)

ra|

Figura 3.2: Relagdes entre arg(z), arg(Z) e arg(—z).
a)arg(—z) = 180 4 arg(z) = 240°.
b) arg(7) = 360° — arg(z) = 300°.

c)arg(—z) = 180° —arg(z) = 120°.
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Comentario: A partir deste ponto, o professor ja pode comentar com seus alunos so-
bre a maneira que os nimeros complexos podem ser aplicados em problemas que requerem

rotacdes no plano.
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34 Aulad

Problema 12: Obtenha a forma trigonométrica ou polar dos nimeros complexos
2=14+V3i,0=-2-2i;3="Ti,za = —i, 25 = 5.

Solucdo: Apds calcular o médulo e o argumento de cada um dos nimeros complexos,
obtem-se z; = 2(cos60° +isen60°), zo = 2v/2(cos225° +isen225°),
73 = 7(c0s90° 4+ isen90°), z4 = 1(cos270° +isen270°) e z5 = 5(cos0° 4 isen ().

Comentirio: E importante que os alunos tenham pratica com esse tipo de Problema,

porque as operagdes de potenciagdo e radiciacao serdo feitas usando a forma trigonométrica.
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3.5 Aulas

Problema 13a: Sejam os nimeros complexos z; = 6(cos240° + isen240°),
z2 = cos30° 4 isen30° e z3 = 2(cos 150° + isen 150°). Escreva na forma trigonométrica e
algébrica o niimero a) % eb) (z3)*

Solucio:
a)
71-22  6(cos240° +isen240°) - (cos 307 +isen30°)
I 2(cos 1500 4 isen 150°)
6(cos270° 4 isen270°)
= =3 120° +isen1207).
2(cos 1500 +isen1507) (cos Hisen )

b) (z3)* =23-23-23- 23
=2.2-2-2[cos (150° + 150° + 150° + 150°) + i sen (150° + 150° + 150° + 150°)]
= 2%[cos (600°) + isen (600°)] = 16(cos (600° — 360°) + i sen (600° — 360°)
= 16(cos240° 4 isen240°).

Comentario: Usando indugdo, podemos obter a primeira formula de Abraham De

Moivre, para potenciacdo de nimeros complexos.

Problema 13b: Considerando o nimero complexo z = 2(cos 150° + isen 150°), cal-

cule (2)%.

Solucio:
220 =2%cos (40 - 150°) + isen (40 - 150°)] = 2*[cos (6000°) + i sen (6000°)] =

2%[cos (6000° — 16 -360°) + i sen (6000° — 16 - 360°)] = 24[cos (240°) + i sen (240°)] .

Problema 13c¢: Dado o nimero complexo z = V3+i, qual é o menor valor inteiro

positivo n para o qual z* € um nimero real?

Solucdo: Escrevendo z na forma polar, tem-se que z = 2(cos30° + isen30°). Dai,
7" = 2"[cos (n30°) 4 i.sen (n30°)]. Para que z seja real devemos impor que sen(n30?) = 0,
donde segue que n30° = k360° ou n = 12k. Para que n seja o menor inteiro positivo devemos
fazer k = 1 o que implicaem n = 12.

Comentario: Esse Problema recai numa de equacao trigonométrica. Caso o professor

ache necessario, ele pode revisar o assunto.
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3.6 Aulaé6

Problema 14a: Resolva a equagio z° = 64, usando a 1¢ férmula de De Moivre.

Solucdo: Considerando w = 64 = 64(cos0° +isen0°) e z um nimero da forma z =
|z|(cos 6 +isen 6), tem-se que:

2% =7|%[cos (60) +isen (60)] = 64(cos0° + isen(°).

Dai, obtemos que

7|0 =64 < |z| =

{ 660 =0+ k360° < 0 =k60?,comk € Z.

Assim,
20 =2-(cos0° +isen0%) = 2;
71 =2+ (cos60° 4 isen60°) = 1+ iv/3;
722 =2-(cos120° 4+ isen120°) :—l+l\/§;
73 =2-(cos180° +isen180°) =
74 =2 (c0s240° +isen240%) = —1 —iV3;

[ 25 =2 (cos300° +isen300°) = 1 —iv/3.

Comentario: O professor deve comentar com seus alunos que se k > 5, as raizes se
repetirdo.

Deve ser introduzida a potenciacdo e a radicia¢do na forma polar.
Problema 14b: Calcule as raizes quartas do complexo z = —8 — 8+/3i.

Solucdio: Sabemos que z = —8 —8v/3i = 16(c0s + isen 4% ). Queremos encontrar

todos os niimeros w = |w|(cos@ + isen) tais que w* = z. Logo,
= |w|*[cos (40) +isen (40)] = 16(cos *E +isen *E).

Dai, temos que
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w* =16 < |w| =2,
40 =240° 4+ k360° < 6 = 60° +k90°,com k € Z

Assim,

2 (cos60° +i.sen60°) = 1+iV3;

2-(cos 150° +i.sen150°) = —/3 +1i;
2-(cos240° +i.sen240°) = —1 —i\/3;
2-( ) =+3—i.

wo
wi
w2

3

cos330° +i.sen330°

Problema 14c: Sabendo-se que uma das raizes quintas de um nimero complexo z é

w = 2(cos10° +isen10?). Determinar as outras quatro raizes quintas de z.

Solucao: As outras quatro raizes terdo modulo 2 cada uma e seus argumentos diferem

360°/5 = 72° da raiz consecutiva. Assim, as outras raizes so:
2(cos82° +isen82°), 2(cos154° +isen154?),

2(c0s226° +isen226°) e 2(cos298° +isen298?).

Comentario: O professor pode generalizar os resultados dos Problemas 14a, 14b e
14c demonstrando a 2¢ Férmula de De Moivre. Outra observacdo importante é feita por
Lima et al, [5]:

“A radiciagdo em C ndo é uma operagdo (por exemplo, hd trés raizes ciibicas com-
plexas distintas de 8 e, portanto, como o resultado ndo é vinico, a radiciagdo ndo é operagdo
em C), por isso ndo se deve usar o simbolo \/a para indicar as raizes complexas n-ésimas
de a. Por exemplo, se escrevermos V8 =2,vV8=—1+iV3,vV8=—1—i/3, podemos
concluir, equivocadamente, que 2 = —1 + iV3=—-1-i/3, (pela propriedade transitiva
da igualdade): assim, o simbolo /8 56 deve ser usado para indicar a raiz cibica real de 8.

Se quisermos indicar todas as raizes, devemos escrever por extenso “as raizes cubicas de 8.”
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3.7 Aula7

Problema 15: Represente no Plano de Argand-Gauss as operacdes de adicdo, subtra-
cdo, multiplicacdo, divisdo, potenciagdo e radiciagao.

Solucdo: Acompanhe na Figura 3.3

ke o 2 1" 2z

4 y

Re(z) Re(z)
Adicao Subtracao

Iy 2z

£

2
Produto Re(z)

Figura 3.3: Representacdo geométrica das operacdes com nimeros complexos.

Observe que a multiplicagdo de um complexo z = |z| - (cos 0 + isen 6) por um com-
plexo w = |w| - (cosa + iseno) permanece como resultado um representante vetorial de
mdédulo igual ao médulo do complexo original z multiplicado |w| vezes, rotacionado o
arg(z) = 6 de um angulo igual a a no sentido trigonométrico (anti-horario). Obviamente,
a divis@o de complexos também terd uma caracteristica de rotagdo, neste caso, um giro no
sentido anti-hordrio. O mddulo do vetor representante da divisdo serd o comprimento |z|
dividido em |w| vezes.

No caso da potenciacdo, temos que z" é o produto de z por ele mesmo n vezes, o que
implica em um vetor de tamanho |z|" e argumento n6.

No caso da radiciacdo, temos que +/z pode assumir n valores distintos, porém, todos

com o mesmo modulo. Assim, os afixos das n raizes n-ésimas de z sdo pontos da mesma cir-
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cunferéncia, com centro na origem do plano de Argand-Gauss e raio {’/ﬂ . Observe também
que os argumentos principais de \/z formam uma progressao aritmética que comega com % e
tem razao 27” Assim, os afixos das n raizes n-€simas de z dividem a circunferéncia de centro
(0, 0) e raio r = {‘/H em n partes congruentes. Ligando todos estes pontos, obtém-se um

poligono regular de n lados.

Comentario: A representagdo vetorial de complexos nos permite resolver problemas
de vetores com a ferramenta nimeros complexos e vice-versa. Quando multiplicamos um
nimero complexo por i, estamos rotacionando o ponto correspondente em 90° no sentido
anti-horario. Multiplicar um nimero complexo por —i significa rotaciond-lo 90° no sentido
horério. A soma de um complexo z por outro complexo w = a + bi, acarretard na translacao
do afixo z, sendo acrescentados a unidades a sua componente horizontal, e b unidades a sua

componente vertical.
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Capitulo 4
Aplicacoes dos Numeros Complexos

Neste Capitulo, apresentaremos algumas aplica¢cdes dos nimeros complexos que po-
dem ser apresentadas no Ensino Médio. Do Problema 16a ao Problema 17c apresentaremos
algumas aplicacdes a Geometria Plana e Analitica. Destacamos que as operagdes com es-
ses numeros estdo relacionadas a rotacdes, translacoes, simetrias, ampliacdes e redugdes no
Plano Complexo.

Os Problemas 18 até o 26 estdo relacionados a forma exponencial dos nimeros com-
plexos, dando uma ideia empirica da férmula de Euler e algumas aplicacdes.

O Problema 28 traz o teorema de Brahmagupta, uma belissima aplicacdo na Aritmé-
tica.

AULA 1: O professor deve resolver os Problemas 16a e 16b. Ao apresentar esses
Problemas, o professor pode indagar seus alunos se, num primeiro olhar, eles conseguem
perceber como os ndmeros complexos podem ser usados na resolu¢do. O professor deve
convencer os alunos de que esses Problemas sdo resolvidos mais facilmente usando nimeros
complexos do que usando outros recursos da Geometria Analitica, isso despertara o interesse
deles pelo assunto.

AULA 2: O professor deve resolver os Problemas 17a, 17b, 17c e 17d. A culminancia
desta aula € a resolucdo do Problema 17d, a demonstrag@o do teorema de Napoledo. Para ter
sucesso no aprendizado dos alunos, o professor deve resolver os Problemas 17a, 17b e 17¢c,

pré-requisitos para o Problema 17d.

AULA 3: O professor deve resolver apenas o Problema 18. Recomendamos que esta
aula seja ministrada em um laboratério de informédtica. Caso a escola ndo disponha de um,
pode-se utilizar um datashow em sala de aula. O professor pode apresentar a férmula para o
célculo da constante de Euler sem demonstra¢do porque isso requer conhecimentos de Cal-
culo Diferencial. Entretanto, consideramos fundamental que a programacao da planilha seja

feita com a participacdo dos alunos. Apds preparada a planilha, peca aos alunos para cal-
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cular os valores que sdo pedidos no Problema. Caso haja mais tempo, peca aos alunos que

calculem outros valores relacionados com a constante de Euler.

AULA 4: O professor deve resolver os Problemas 19 ao 22. O objetivo desta aula
¢ dar uma demonstracdo empirica da igualdade de Euler. Obviamente que a demonstracao
completa requer conhecimentos de Calculo. O que se quer € levar os alunos a terem uma

ideia da formula que serd usada posteriormente na resolucdo de outros Problemas.

AULA 5: O professor deve resolver os Problemas 23 e 24. No Problema 23, os alu-
nos ja comecam a perceber a importancia da férmula de Euler a partir do momento em que
passam a usd-la para demonstrar as férmulas de multiplicacdo, divis@o, potenciacao e radi-
ciacdo. No Problema 24, serd usada a féormula de multiplicacdo numa situacdo em que os

ponteiros de um reldgio sio representados por nimeros complexos.

AULA 6: O professor deve resolver apenas o Problema 25. Esta aula introduz a ideia
de que as conicas podem ser representadas usando propriedades dos nimeros complexos.
Faz-se necessario, pois, que os alunos ja tenham conhecimento das conicas e de seus princi-

pais elementos.

AULA 7: O professor deve resolver apenas o Problema 26. O objetivo desta aula é
identificar se uma curva do tipo Ax? + Bxy + Cy? + Dx + Ey+ F = 0 é uma elipse, uma pa-

rabola, uma hipérbole ou uma degeneracao.

AULA 8: O professor deve resolver os Problemas 27 e 28. Esses sdo os Problemas que
encerram o assunto. H4 ainda um Problema intitulado “uma brincadeira boa”. Todos esses
Problemas t8m um caréter de desafio, por terem respostas surpreendentes. E uma estratégia
para o professor finalizar o assunto despertando nos alunos o desejo de se aprofundar mais

no estudo dos nimeros complexos.
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41 Aulal

Problema 16a: Considere o quadrado ABCD cuja diagonal AC tem extremidades
A(2,2) e C(5,6). Determine as coordenadas dos vértices B e D.

Solucido: Vamos imaginar o problema no plano complexo. Acompanhe na Figura 4.1.

Iimfz)

B ]

2 7] Re(z)

Figura 4.1: Representacdo do quadrado ABCD.

O ponto A(2,2) do plano é uma representa¢io do niimero complexo 2 + 2i. Jd o ponto
C(5,6) representa o nimero complexo 5+ 6i. Representamos o ponto B por B(b;,b;) e
o ponto D por D(d;,d;), os quais sdo identificados pelos nimeros complexos b; + ib; e
dy + idy, respectivamente. Como o vetor R € obtido com uma rotacdo de 90° no sentido

. = <
horério do vetor BA. Em notagcdo complexa, teremos que:

BC=C-B que corresponde a (5—by) +i(6—by),
BA=A-B que corresponde a (2 —by)+i(2—by).

Dai, (5 —bl) —l—i(6—b2) = —i((2—b1) —|—i(2—b2)) = 2—b2+i(b1 —2)).

Assim,
5—b; =2—by,
6—by)=>b; —2.

Resolvendo esse sistema , obtemos b; — % eb, = % Portanto, B = (%, %)

Para encontrar as coordenadas do ponto D poderiamos proceder da mesma forma. Ou-

tra maneira, seria perceber que os vetores zﬁ e DC sio equipolentes (quando tém a mesma

direcdo, o mesmo sentido € 0 mesmo comprimento). Ou seja,
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zﬁ :D?, ou seja, B—A =C — D, donde segue que D=C—B+A = (%,%)

Comentario 16a: E importante lembrar que |z— w| representa a distancia entre as re-
presentacdes dos complexos z € w no plano. Também se faz necessario esclarecer que vetor
¢ um conceito matemaético, ndo fisico. Lembre que a multiplicacdo de nimeros complexos
produz uma rotacao do produto destes nimeros. Em particular, a multiplicacdo por um nu-

mero complexo de médulo 1 significa uma rotagao no plano.

Problema 16b: (IME 79/80) Um velho manuscrito descreve a localizagdo de um te-
souro enterrado: H4 somente duas arvores, A e B, em um terreno plano, e um canteiro de
tomates. A € uma mangueira, e B € uma jabuticabeira. A partir do centro K do canteiro, mega
a distancia em linha reta até a mangueira. Vire 90° a esquerda e percorra a mesma distancia
até o ponto C. Volte ao centro do canteiro. Meca a distancia em linha reta até a jabuticabeira.
Vire 90 a direita e percorra a mesma distancia até o ponto D. O tesouro estd no ponto
médio 7" do segmento CD. Um aventureiro achou o manuscrito, identificou as arvores, mas
como o canteiro desapareceu com o passar do tempo, ndo conseguiu localiza-lo, e desistiu da
busca. O aluno S4 Bido, do IME, nas mesmas condic¢des, diz que seria capaz de localizar o
tesouro. Mostre como vocé resolveria o problema, isto €, dé as coordenadas de 7 em func¢do

das coordenadas de A = (5,3) e B= (8,2).

Solucdo: De acordo com os dados, temos a seguinte representacao:

A

O ponto A(5,3) do plano é uma representagdo do nimero complexo 5 + 3i. Ja o ponto
C(8,2) representa o nimero complexo 8 +2i. Consideremos o sistema de coordenadas como
o plano complexo. Da perpendicularidade e o sentido da rotacdo dos vetores, podemos
escrever:

i

KA- R
1?7% (—i)

De onde segue que:
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Assim, temos que:

O manuscrito diz que 7' € o ponto médio de C e D. Entdo, das expressdes acima, po-

demos escrever:

7 _ CtD _ A(LH) K-t B-(1=i)+K-i _ A-(i+1)+B-(1-i)
=2 = 2 = 2 :

Observe que a posi¢do de T ndo depende da posicdo de K.

T (5+3i)~(1+i)i(8+2i)~(l—i) _64i

O tesouro tem posi¢do com coordenadas (6,1) no mesmo referencial de A e B.

Comentario 16b: Na resolugao deste Problema, é importante comentar com os alunos
que ha casos em que o vetor € representado por uma seta que ndo parte da origem, como no
caso do vetor AB representado na Figura 4.2, em que A(x4,y4) € B(xp,yp). Para encontrar-
mos um vetor P(x,y) que parta da origem e que tenha a mesmo médulo, diregdo e sentido do
vetor AB, basta fazer x =xp —xa €y = yg — ya.

Im(z)
"
A

_yren
o

nl Re(z)

Figura 4.2: Representagdo do vetor E

Dizemos que o vetor P é uma translagdo do vetor zﬁ
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4.2 Aula?2

Problema 17a: Usando a medida de dngulos em radianos e a 2¢ férmula de De Moi-
k7 1 isen (247)] para

vre, mostre que as raizes n-ésimas da unidade sio do tipo wy = [cos (= .

k=0,1,2,...n—1.

Solugdo: Da 24 férmula de De Moivre, temos: wy = {/|z[[cos (822 i sen (41241 )],
Como z =1 = 1(cos0+isen0), segue-se que as raizes n-ésimas de 1 sdo dadas por: wy =
[cos (2T) i sen (22)].

n n

Problema 17b: Prove que dois tridngulos Az1z2z3 € Awwows sdo semelhantes se, e

somente se,
z1 wp 1
22—121 Wi — Wi
= =\ 322 Wy 1|=0.
3 —1 w3 —Wwj
3 W3 1

Solucao: (Solugao feita por Motta, [6]) Dois tridngulos sdo semelhantes se, € somente
se, (caso LAL) as razdes entre as medidas de dois pares de lados correspondentes sdo iguais

e os angulos entre estes lados sdo iguais (incluindo a orientagdo).

Assim, Az1zz3 é semelhante a Aw;wows se, € somente se, 2%2 = %
1 Wi 1
22— Wy—Wp Z22—Z21  Wa—Ww]
arg =arg & = S|l wy 1 |=0.
23— 21 W3—Wwp  Z3—21  W3—W]|

3 ws 1

Comentario: Essa é uma boa oportunidade para o professor lembrar, da Geometria
Plana, que dois tridngulos sdo semelhantes quando os angulos correspondentes nos dois tri-
angulos sdo iguais, bem como as razdes entre os comprimentos de dois pares de lados cor-
respondentes forem iguais nos dois tridngulos. No caso de tridngulos com afixos complexos,
os angulos internos sdo dados por argumentos de diferencas entre complexos. Portanto é

necessario tomar cuidado com a orientagdo do tridngulo, assim Az zz3 # Az32271 .

Problema 17c¢: Prove que um tridngulo Az;z,z3 € equilétero se, e somente se for se-

melhante ao triangulo Alww?, em que w € uma raiz cibica da unidade, diferente de 1.

Solucio: (Solucio feita por Motta, [6]) As raizes ctbicas da unidade, diferente de 1,
1 V2

sd0 +5 — %57, que sdo as raizes da equagdo w24+ w+1=0.

O triangulo Az;z2z3 € equildtero se, e somente se, Az;zpz3 € semelhante a Az3z;2, que

ocorre se, € somente se
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71 3 1
2 z1 1|=0.
z3 20 1

O que implica em z% + z% +z% — 2073 — 2321 — 2122 = 0 se, e s0 se,
(21 +wzp +w?z3) - (21 + w222 +wz3) = O se, e 6 se,
(z1 +wzo +w?z3) =0 ou (z1 +w?z +wzz) = 0 se, e s6 se,

21 1 1 21 1 1
2 w 1 [=0 ou »n w? 1]=0.
zz w1 zz w1

Calculando o determinante, temos que Az;zpz3 € semelhante a Alww? ou Az12073 €

semelhante a Alw?w. Geometricamente, esta tltima caracterizacao € bastante intuitiva.

Figura 4.3: Representagdo das raizes ctbicas da unidade.

Comentario: Este Problema caracteriza os tridngulos equildteros e serd usado na re-

solu¢d@o do Problema seguinte.

Problema 17d: (Teorema de Napoledo): Sobre cada lado de um tridngulo arbitrario,
desenhe um triangulo equilatero (no exterior) como na Figura 4.4. Prove que os baricentros

desses trés triangulos equildteros sdo os vértices de um quarto triangulo equilatero.

Solucdo: (Solucdo feita por Motta, [6]) Sejam Az;zoz3 o tridngulo dado, Aw z3z; €
Azzwrz1, Azpziws os tridngulos equildteros com a mesma orientacdo que Alo®?. Com o
tridngulo Aw;z3z» é equildtero, entdo ele é semelhante ao tridngulo Al w®?. Logo,

w1 1 1

_ 2 2 _
7z O 1 |=wo+0°+20—-—200—w 0" —z3=0
22 ®? 1
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Figura 4.4: Representagcdo do Teorema de Napoledo

se, somente se,
wi(0— 0?) +z3(0> — 1) +22(1 — ®) = 0 se, somente se,
wio(1— o) —z3(1 —0)(1+ o) +22(1 — ) =0, se e somente se,
(1 - (1))[W1(1)—Z3(1 +a)) —l—Zz] =0.
Como (1 4+ ) = —w?, segue que 2o + w0 + w?z3 = 0.

Analogamente, ocorre com os tridngulos Azzw,z; e Azpziws. O que resulta nos sis-

tema:

w1+ Wz3 + 602Z2 =0,
73+ 0wy + 60221 = 0,
22+ Wz + CO2W3 =0.

Sejam uy,u;,us, os baricentros desses tridangulos. Para provarmos que Aujusus € equi-
ltero, basta mostrar que u; + ur® + w?uz = 0. Observe que, somando as equagdes do
sistema acima, membro a membro, tem-se:

2

1 0} [0}
§(W1 + 23 —l—Zz) +§(Z3+W2 —l—Z]) —l-?(Zz + 21 +W3) =

1
5[(w1 + 023+ ©°2) + (23 + Owr + ©%21) + (22 + Wz1 + ©*w3)] = 0.
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2
Como %(wl +z3+22) =uy, %(zg +wr+z1)=wwe %(Zz +21 +w3) = ®%u3, tem-se

u1+u2(0+(02u3 =0.

Portanto Aujususz € um tridngulo equilétero.

Comentario: Apds a resolugdo deste Problema, o professor pode usa-la para incen-
tivar seus alunos a gostar de Matemdtica, mostrando que ela tem um valor formativo, que
ajuda a estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha um pa-
pel instrumental, pois € uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e para muitas tarefas
especificas em quase todas as atividades humanas.
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4.3 Aula3

Problema 18: A constante de Euler, denotada por e, pode ser aproximada conside-

rando um ndmero finito de termos pela expressdo a seguir, tomando x = 1.

f PR S A SR x 41
c=ltato ot gttt ottt 4.1)
Use uma planilha eletronica para obter um valor aproximado de valor e, para N = 4,

para N = 10 e para N = 18.
Solucdo: Em uma planilha eletronica (Figura 4.5), considere as colunas A, B, e C.
Nessas colunas realize as seguintes operagdes:

e Na célula A2 digite 1, nas células A3 digite =(A2+1). Arraste a célula A3 até a célula

A19. Assim vocé tera os nimeros naturais de 1 a 18 na coluna A.

Digite =FATORIAL(A?2) na célula B2.

Arraste a célula B2, ao longo da coluna B, até o final dos valores digitados na coluna
A. Assim vocé obterd os fatoriais de 1 a 18 na coluna B.

Digite 1 na célula C1 e digite =(1"A2)/B2 na célula C2

Arraste a célula C2, ao longo da coluna C, até o final dos valores digitados na coluna

A. Assim voce obterd os valores dos 19 primeiros termos da forma 1, 1, % %,. . ILS"

Na célula C20, digite =SOMA(C1:C18) na célula C19. Vocé descobrird uma aproxi-
macao do valor de e através da soma dos 19 primeiros termos da expressao (4.1), com

x=1.

O valor encontrado é: 2,71828182845905 .

Comentario: Além do nimero 7, o numero irracional transcendente mais conhecido
e importante da Matematica € certamente a constante de Euler. Neste Capitulo explorare-
mos a forma exponencial de um nimero complexo devido a sua elegincia e facilidade de
manipulacdo. Embora o nimero e tenha um papel importante em Matematica superior, além
de intimeras aplicacdes na modelagem de problemas em diversas dreas, motivacdes para a
sua introduc@o no ensino bésico nao sdo muito difundidas - diferentemente do que ocorre
com o nimero 7, cuja definicdo como razdo entre o perimetro e a diagonal do circulo tem
forte apelo geométrico. No caso da constante de Euler, uma dificuldade estd no fato de que,
embora haja algumas formas equivalentes de definir este nimero, todas envolvem de alguma
forma o conceito de limite. O objetivo deste Problema é levar o aluno a entender como ¢é

calculada essa constante, obviamente que a férmula que a originou s6 serd demonstrada com
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1 1
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3 2 2 0.5
4 3 6 0,16667
5 a 24 0,04167
6 5 120 0,00833
7 6 720 0,00139
2 7 5040 0,0002
9 8 40320 2 5E-05
10 9 362830 2 8E-06
11 10 3628800 2 8E-07
12 11 39916800 2 5E-08
13 12| 4,79e+08 2 1E-09
14 13 6,23E+09 1,6E-10
15 14 8,72e+10 1,1E-11
16 15 1,31E+12 T7,6E-13
17 16 2,09e+13 4 8E-14
13 17 3,56E+14 2 8E-15
15 18 6,4E+15 1,6E-16
20 271828

Figura 4.5: Planilha Eletronica.

auxilio de conhecimentos de Calculo.
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44 Aulad

Problema 19: Substitua x por ix na expressdo (4.1) do Problema 18 e obtenha uma

expressdo para e, considerando que i> = —1.

. . . AN
Solucio: e’x:1+ix—§—2,—§+j—f+§—g—6,+---+(‘)Nj‘NJr---

Comentario: Geralmente, os alunos do ensino médio aceitam sem questionamentos o
fato de trocarmos x por ix, sem exigir explicacdes da validade dessa substituicdo. Um ma-
temadtico profissional sabe que essa troca requer uma demonstracdo. Demonstragdo essa que
requer resultados da Analise Complexa. Mas o que se estd buscando nesse Problema € dar

uma ideia empirica da férmula de Euler, e* = cosx + isenx.

Problema 20: Utilizando a expressdo obtida no Problema 19, chame de ¢(x) a soma
formada pelos termos que tem expoente par e de s(x) a soma formada pelos termos que
tem expoente impar, sem o i. Obtenha aproximagdes para ¢(1), s(1), ¢(x) e s(x), tomando

N = 18. Use os dados encontrados no passo anterior ¢ aproxime ¢' e e'”.

Solucao:
2 4 L6 N 2N
x* Xt X (—1)"x
S S PO S S HO
T TR T TV TR
s(x):x_x_3_|_x_5_x_7+...+—(_l)Nx2N+l_|_...’
3157 (2N+1)!
12 14 16 36
13 1° 17 37
s() = 1= gp gy =77+ 350,84,
2 4 6 36
Pl A T
=l a et
(m-n-ZT 4T T
) = _— _— —_
31 s 7 37!

Comentario: O que estd se buscando nesta questdo é fazer o aluno perceber, através de
casos particulares, a formula de Euler. Obviamente, que fazer esses cdlculos sem uso de uma
calculadora ou de uma planilha torna-se dificil e demanda muito tempo. O professor pode
adaptar a planilha do Problema 18 ou trazer os resultados prontos e apresentar para os alunos.

Acreditamos ser mais didatico que esses célculos sejam feitos com a participagdo dos alunos.
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Problema 21: Use uma calculadora cientifica para aproximar o valor do cosseno e do
seno de 1 radiano e de 7 radianos. Compare estes resultados com os resultados obtidos no

Problema 20. Podemos afirmar que e = cosx + isenx, para todo x real?
Solucdo: cos(1rad) ~ 0,54 ¢ sen(1rad) ~ 0, 84;
cos(mrad) ~ —1 e sen(mrad) ~ 0.

Comentario: Nesse ponto o professor pode introduzir a defini¢do de que e = cosx+

isenx. Depois de introduzir esta defini¢do, o professor deve mostrar, usando as identidades
. L. . . ix o ; i i\ L ix

trigonométricas que e¥e = ¢/t &= ¢! Y); ()" = " ¢ (¢¥)n = e . Estes resultados

sdo fundamentais para resolucao do Problema 23.
Problema 22: Agora descubra o valor da igualdade de Euler: ¢ +1 = ?
Soluciio: Como e = cosx + isenx, entio:
e+ 1=cosm+isent+1=—-1+0+1=0.

Comentario: O bom entendimento da Identidade de Euler auxilia, junto com outras
operacOes matematicas e estudos de fisica, na compreensao das equacdes que regem o fun-
cionamento de muitos fendmenos da natureza. Veja, por exemplo [11].

Esta féormula é considerada por muitos como uma das férmulas mais belas da Matema-
tica. Veja, por exemplo, o comentério em [10]: “A beleza da equagao € que ela relaciona os
cinco numeros fundamentais da matemadtica: e, 7, i, O e 1; e as operacdes base da matematica:
a adi¢do, multiplicacdo e exponencia¢do.”

Pode-se comentar com os alunos a frase atribuida a Benjamin Pierce (um dos principais
matematicos de Harvard no século XIX): “Cavalheiros, que isto certamente seja verdadeiro
¢ absolutamente paradoxal; nao podemos entender a férmula, ndo sabemos o que significa.

Mas conseguimos prové-la e, portanto, sabemos que deve ser verdade.”
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4.5 Aulas

Problema 23: Sabendo que todo nimero complexo z pode ser escrito sob a forma
z=z|(cos 0 +i.senB), em que |z| e O sdo, respectivamente, 0 médulo e o argumento de z,
obtenha férmulas para multiplica¢do, divisao, potenciacao e radiciacao de nimeros comple-
XO0S.

Solucgio: Considerando dois nimeros complexos z; = |z1|(cos 0; +i.sen6;) e
72 = |22|(cos 6, +i.sen 6,), temos que z; e 7, podem ser escritos sob a forma: z; = |z1e’® e
72 = |22|’®, assim segue-se que:
Multiplicagio: zizo = |z1]e®1|z|e®
2120 = |21][22]€®102) = |21 |22|[cos (8 + 62) +i.sen (6 + 65)].
2 _ |ale®
22 - ‘Z2|ei92

L — %ei(el_%) = @[cos(@l —6) +i.sen(6,+ 6,)].

2 2 2]

Divisao: Supondo z; # 0, temos que:

2N

Potenciagdo: 7! = (|z]e/®)" = |7|"e!%" = |z|"[cos (nB)) +i.sen (n6)].

Radiciagdo: zf = 2o < |z1|"[cos (nB)) + isen (n6;)] = |z2|[cos 6, + isen 6], donde se-
gue que:

n __ :n
21" = | 22| o da 21| = /2]

, para 0<k<n-—1; keN.
n91 = 92+2k7r 81 = —924;12]{7[ p

Portanto, temos que zf =z  se, e somente se, 21 = {/|z2|[cos (W) +i.sen (W)]
para 0<k<n—1; keN.

Comentario: O objetivo desse Problema é mostrar que a forma exponencial € facil de

manipular, podendo ser usada para resolver Problemas e demonstracio de propriedades.

Problema 24: (UFRJ 2005) Um jantar secreto é marcado para a hora em que as ex-
tremidades dos ponteiros do reldgio forem representadas pelos nimeros complexos z e w a

seguir: z = r[cos (r/2) +isen(x/2)],w = z2, sendo r um nimero real fixo com 0 < r < 1.

Determine a hora do jantar.

Solucdo: Observe que z tem médulo igual a r e argumento 77/2. Como w = 72, entio

w tem médulo igual a 72 e argumento 7. Pelo fato de 0 < r < 1, tem-se que 7> < r. Assim, z
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EIXC IMAGINARIO

EIXD REAL

Figura 4.6: Representacao de um relégio no plano complexo.

¢ o ponteiro dos minutos e estd apontando para o nimero 12 do relégio e w é o ponteiro das
horas e estd apontando para o nimero 9 do relégio. Logo, a hora do jantar € as 9 horas da
noite.

Comentario: O que torna esse Problema interessante e atrai a atencdo dos alunos € a
descoberta de que podem representar qualquer hora usando complexos. Com um pouco de
imaginagdo, podem ser criados outros problemas a partir deste, em que a posi¢ao dos pontei-
ros tenha certas propriedades. Por exemplo, dd-se a posicao de um ponteiro e a relacdo que
este se encontra com o segundo ponteiro, dai pergunta-se que horas sdo. Outro fato curioso
¢ o Problema nido mencionar quais dos niimeros z ou w representa os ponteiros das horas e o

dos minutos. Isso o aluno descobre pelo médulo dos complexos envolvidos.
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4.6 Aula6

Problema 25: (ITA 2003). Determine o conjunto dos nimeros complexos z para os
4242 pertence ao conjunto dos nimeros reais. Interprete (ou

quais 0 nimero w = ————
vV [z—1|+]z+1]-3

identifique) este conjunto geometricamente e faca um esbo¢o do mesmo.

Solucio: (Solucdo disponivel em [12]). Sejaz=x+yicomx,y € R. Comoz+Z+2 =
2x+2 € R, temos que:

_ 2x+2

W = e—_—
v |z—1]+]z+1|-3

real. Mas, isso é equivalente a dizer que |z— 1|+ |z+ 1| > 3, ou seja:

¢ um numero real se, e somente se, 0 denominador da fra¢ao for

Vx—=1)2+y2+/(x+1)2+y2 >3 & PF, +PF, > 3.

Onde P(x,y), F1(1,0) e F,(—1,0) o que define a regido externa de uma elipse de centro
(0,0), eixo maior 3, contido no eixo x, e distancia focal 2. Sendo b o0 semi-eixo menor, temos

b? = (%)2 — (%)2 S b= g Assim, o conjunto dos nimeros complexos z = x + iy para 0s

quais w € R satisfaz (3’/“—;)2 + ﬁ >1 & %2 + y; > % que graficamente esté representado
na Figura 4.7:
y(Im(z))
_ )
(_%; 0)(—1 0 | 0)% ; 59 x(Re(z))
=D

Figura 4.7: Disponivel em [12].

Comentario: O professor deve lembrar aos seus alunos que é possivel interpretar
o modulo da diferenga entre dois complexos como sendo a distdncia entre os afixos dos
mesmos no plano complexo. Dai, ele deve mostrar que muitos lugares geométricos (LG)
estudados em Geometria Analitica sdo definidos pelo conceito de distancia. Se os LG ja
foram estudados por esses alunos, o professor nao precisara se preocupar com propriedades
especificas desses LG, mas sim, como trabalhar no ramo dos complexos. O proximo passo é
analisar como descrever esses LG na forma de representacio no plano complexo. Como nos

exemplos a seguir:
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Circunferéncia: € o lugar geométrico dos pontos que equidistam de um mesmo ponto
fixo no plano. A expressdo que nos dd a no¢do de distancia é o médulo da diferenga entre

dois complexos.

Kz

Figura 4.8: |z —w| = R. Circuferéncia de centro em w e raio R. w € C,R € R,

Elipse: € o lugar geométrico dos pontos tais que a soma das distdncias desses pontos
a dois pontos fixos (os focos da elipse) € constante e igual a distancia entre os mesmos dois
pontos fixos.

Figura 4.9: |z— Fi| + |z — F»| = 2a. Elipse de focos F| e F; e eixo maior 2a. Fi,F> € C,a €
RT.

Hipérbole: € o lugar geométrico dos pontos tais que o médulo da diferenga das distan-

cias desses pontos a dois pontos fixos (os focos da hipérbole) é constante.

Mediatriz de um segmento: € o lugar geométrico dos pontos que equidistam de dois
pontos fixos no plano.
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Figura 4.10: |z — Fi| — |z — F>| = 2a. Hipérbole de focos F; e F> e eixo maior 2a. F|,F, €
C,acR".

Figura 4.11: |z —a| = |z — b|. Reta Mediatriz relativa ao segmento ab com a,b € C.

4.7 Aula’7

Problema 26: (IME 2011). Determine o valor da excentricidade da conica dada pela
equacio x> — 10v/3xy + 11y> +16 = 0.

Solucio: (Solugdo disponivel em [12]) Vamos aplicar uma rota¢io nos eixos de co-
ordenadas. Note que tal transformacao ndo altera a excentricidade da conica dada. A rota-
¢do de O graus no sentido anti-horério corresponde a multiplicar cada complexo (x,y) por
¢'® = cos O +isen®. Assim, as novas coordenadas (u,v) sio obtidas pela equagio

. _ 0 o
(u,v) = (xa}’)ele < (u+vi)(cos@ —isen0) & { X =ucost +vsen0,
y = —usen8 +vcos 0.

Nesse novo sistema de coordenadas, uma equacgdo da conica é:

(ucos @ +vsen 8)* — 10v/3u(cos 0 + vsen 0) - (—usen 6 +veos 6)+
11(—usen® +vcos0)>*+16 =0,
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4.2)

ou seja,
(cos20 4 11sen’6 + 10v/3sen Ocos 0)u*+

(—20sen Bcos @ — 10V 3cos?0 + 10\ 3sen’0)uv+
(sen’0 + 11cos0 — 10V 3sen Ocos 0)v> +16 =0.

Escolhamos 6 que torne o termo em u v nulo, ou seja, tal que
—20sen Ocos 0 — 10v/3cos%60 + 10v/3sen’6 = 0
ouseja, 1g(20)=—/3.

O que leva a
—10sen (26) — 10v/3cos (20) =0,
Podemos, entdo escolher 8 = —30°. Substituindo este valor de 8, na equacdo (5), ob-

temos
3 1 1 3
[(\/——)2+ (=) + 10f3(——)(£)]w2+ 16=0,
2 2 2702
ou seja,
2 2 ) W
—16z"4+64w“+16 =0, ouainda, z°~— =
(1/4)
1,b> = (1/4). Dai, obtemos

_

2

—iS )

Assim, chegamos a equacdo de uma hipérbole com a?

que 2 =a’+b* = % e a excentricidade ¢ dada por e = ¢
Comentario: O objetivo deste Problema consiste em criar um novo sistema de eixos
de mesma natureza, ortogonal, simplesmente rotacionando o sistema original de certa angu-

lacdo. Usar nimeros complexos para fazer essa rotagdo ¢ um método mais simples e mais

rapido do que usar uma matriz de rotagdo.
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4.8 Aula8

Para resolver o problema 27 seria necessdrio antes, definir expoente complexo, mas
isso seria algo que, em geral, alunos do ensino médio, teriam dificuldade de entender. Por
este motivo, ndo o faremos aqui. Essa definicao esta disponivel em [9].

Problema 27: Considerando que ™ = cosx +isenx, calcule o valor de i'.

Solugdo: Substituindo x por 7, segue que: ¢t = cos% +isen? =i. Dai,
(e7)i =i = e 20,207879576.

Comentario: Esse Problema tem como objetivo surpreender o aluno pelo fato de i* ser
um numero real. Além disso, o resultado envolve as constantes mais famosas da matematica,

7 e e. E de se esperar que eles contestem esse resultado!

Problema 28: Prove o Teorema de Brahmagupta [10]: Se a e b s@o nlimeros naturais
e cada um deles € a soma de dois quadrados perfeitos entdo ab também € uma soma de dois
quadrados perfeitos. Escreva (5% +62)(7% + 10?) como uma soma de dois quadrados perfei-

tos.

Solucdo: Sejam a,b € Ne p,g,r,s € Ntaisquea=p>+q>eb=r+s>,z=p+ige
w = r+is. Logo, ab = (p* + ¢*)(r? +s%) = (zZ) (wW). Assim:

ab= (p+iq)(p—iq)(r+is)(r—is)
= (pr+ips+iqr+i%qs)(pr —ips — iqr + i’gs)
= [(pr—gs) +i(ps+qr)[(pr—qs) —i(ps+qr)]
= (pr—qs)* —i*(ps+qr)?

(pr—gs)*+ (ps+qr)*.

Mostrando que ab é também a soma de dois quadrados perfeitos, o que conclui a de-

monstragdo.

Sep=5,g=6,r=7es =10, teremos:
(52+6%) (77 +10%) = (5.7 6.10)> + (5.10 4 6.7)% = 252 4+ 922
Obs.: Ha outra solucdo: 95% 4 82.

Comentario: Essa é uma aplicagdo dos nimeros complexos na Aritmética. Dificil-

mente um aluno de Ensino Médio perceberia que é possivel usar nimeros complexos para

resolver um problema relacionado a nimeros naturais.
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Uma brincadeira boa [10]: Encontre o erro da sentenga a seguir:

1=Vi=/1) () =/()-/(-1)=i-i=i=—1.
Solucdo: O erro é que: Va-b = +/a-/b se a e b sdo niimeros reaise a > 0e b > 0.
Comentario: Esse Problema tem um perfil de brincadeira; pode ser usado como de-

safio. E uma maneira de terminar o assunto de forma bem humorada e mostrando uma

propriedade importante da radiciacao.
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Capitulo 5
Conclusoes

Ao término desse trabalho, estou convicto de que o assunto de Numeros Complexos
pode ser ensinado no Ensino Médio abordando os reais fatos do seu surgimento bem como
podem ser exploradas suas aplicacdes. Afirmamos isto por acreditar que qualquer aluno de
Ensino Médio, que tenha conhecimentos basicos sobre geometria plana e analitica, é capaz

de entender os problemas e solugdes que estao sendo propostos neste trabalho.
Concordamos com Reis Neto ([9]) quando o mesmo afirma:

“Permanece como maneira mais comum de introduzir os complexos a abordagem pu-
ramente algébrica e formal: ‘Um niimero complexo é um objeto da forma a -+ bi, onde a e

2 = —1, e permanecem vdlidas as leis operatérias bdsicas da dlgebra.... Esta

b sdo reais, i
definicdo (correta) permite comecar logo a operar com complexos sem dificuldade, mas este
enfoque perde a magnifica oportunidade de apresentar os complexos imediatamente como
entes geométricos, e a experiéncia da sala de aula nos mostra que muitas vezes esta opor-
tunidade ndo se recupera, mesmo quando, mais tarde, aparece a forma trigonométrica. O
iniciante permanece com uma visdo excessivamente formal e algebrizante, e ndo lhe ocorre
aplicar conhecimentos de niimeros complexos a problemas de Geometria, como se faz desde

Gauss.”

Sinto-me satisfeito ao ver o resultado final do trabalho, pois, além de adquirir novos
métodos/estratégias de ensino, as aprendizagens foram muitas a cada vez que se tornava ne-

cessario fazer alteragdes, opcdes, modificagdes, correcdes e reajustes no texto como um todo.

Sabemos, com certeza, que ndo esgotaremos o assunto. Queremos apenas provocar
com nossa visdo sobre “Numeros Complexos para o Ensino Médio: uma abordagem com
historia, conceitos bdsicos e aplicagdes” que outras visdes surjam, € novos caminhos sejam

tracados, e que trabalhos posteriores nos completem e nos superem.
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Apéndice A
Um Pouco Mais de Historia

Em geral, os problemas matematicos mais antigos tinham motivagdes geométricas.
Problemas cujas solugdes resultassem em raizes de nimeros negativos eram tidos como in-
soliveis e qualquer resultado desta natureza era desprezado. Chama a aten¢do a maneira
com que foram tratados nessa primeira fase. Veja o que foi dito por alguns mateméticos:

“... como na natureza das coisas, um negativo ndao é um quadrado, ele ndo tem, por-

tanto raiz quadrada.” (Mahavira, matemdtico indiano, 850 d.C.);

“O quadrado de um afirmativo é afirmativo; e a raiz quadrada de um afirmativo é
dupla: positiva e negativa. Ndo hd raiz quadrada de um negativo; pois ele ndo é um qua-
drado.” (Bhaskara, matemdtico indiano, 1114-1185).

Para compreendermos esse fato € importante ver que o contexto historico, os concei-
tos disponiveis e os problemas considerados, foram limitantes importantes. Por exemplo, se
estamos procurando um retangulo de perimetro 4 e drea 7, e chamamos de x o comprimento
deste retingulo chegando a equagio de segundo grau x> — 2x+7 = 0, nada mais natural que

descartar raizes negativas concluindo que tal retangulo ndo existe.

Durante mais de dois séculos, suas propriedades foram desenvolvidas, mas eram trata-
das como algo sem sentido. Somente na virada do século XVIII para o século XIX, gracas
a Wessel, Argand e Gauss, se compreendeu que os complexos ndo t€ém nada de “intteis”
(como foram tratados por Girolamo Cardano em 1545). S@o apenas os pontos (ou vetores)
do plano, que se somam por composic¢ao de translagdes, e que se multiplicam por composi-
cdo de rotagdes e homotetias [23].

O simbolo /—1 foi introduzido em 1629 por Albert Girard. O simbolo i foi usado

pela primeira vez para representar v/ —1 por Leonhard Euler em 1777. O mesmo apareceu

impresso pela primeira vez em 1794 e se tornou amplamente aceito apds seu uso por Karl
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Friederich Gauss em 1801. Os termos real e imaginario foram empregados pela primeira vez
por René Descartes em 1637. A expressdao nimero complexo foi introduzida por Gauss em
1832.

Parece que prevendo o futuro dos niimeros complexos e a imensa quantidade destas
aplicagdes, o grande matematico Leibniz afirmou: “O Espirito Divino expressou-se subli-
memente nesta maravilha da Andlise, neste portento do mundo das ideias, este anfibio entre

o0 ser e o ndo ser, que chamamos de raiz imagindria da unidade negativa”.

Ainda restavam outras questdes importantes sobre as equacdes algébricas que ainda
ndo haviam sido respondidas. Serd que outros nimeros nao conhecidos poderiam vir a ser
necessdarios para que outras equacdes pudessem ser resolvidas? Vejamos quem colocou um

ponto final nessa questdo:

Depois que Euler mostrou que as equagdes do tipo z* = w tinham n solu¢des em C, os
matematicos passaram a acreditar que toda equagao de grau n deveria ter n raizes complexas.
Virios matematicos tentaram provar esta conjectura e Jean le Rond d’ Alembert publicou, em
1746, algo que considerou uma prova deste fato. Entretanto um jovem matematico mostrou
que tal prova era “insatisfatdria e iluséria” e apresentou uma demonstracdo correta. Este
matematico foi Karl Friedrich Gauss. Aos 21 anos, em 1799, Gauss apresentou o que ainda
hoje € considerado a maior tese de doutorado em Matemadtica de todos os tempos. Nela estd a
prova do Teorema Fundamental da Algebra, cuja denominagio foi dada pelo préprio Gauss.

Esse teorema afirma que:

“Toda equagdo polinomial de coeficientes reais ou complexos tem, pelo menos, uma

raiz complexa.”

A demonstragdo deste importante resultado nao € simples. A mais facil disponivel foi
produzida por Argand em 1815 e simplificada por Cauchy, e pode ser vista em [9]. Com o
teorema de Gauss, o procurado e esperado resultado sobre equagdes algébricas pode final-

mente ser provado.

53



