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RESUMO

Este trabalho propde a inclusdo do assunto vetores no curriculo da Matemética do Ensino
Médio com o auxilio do software de matemética dindmica GeoGebra. De acordo com a pesquisa
efetuada, a utilizacio de tecnologias digitais nas escolas publicas ainda € incipiente. Apesar
de um grande aporte recente de materiais e equipamentos para as salas de informética, pouco
esfor¢o se percebe no que concerne a formagdo continuada de professores para utilizacao das
ferramentas e aplicacdo para os alunos. Um método proposto para vencer esse obstaculo € a
criacdo de sequencias didéticas prontas para uso, de modo que os professores em sala de aula, ja
sobrecarregados com cotidiano escolar, oferecam menos resisténcia na utilizacao dos softwares
de educacgdo. A insercdo de vetores no ensino da matematica deste trabalho estd relacionada a
solu¢do de Sistemas Lineares 2x2 e 3x3. Introduz, desse modo, uma nova abordagem para o tema
Sistemas Lineares, produzindo resultados geométricos interessantes e dando significado a entes
matemadticos como determinantes, por vezes suprimidos do ensino e simplesmente apresentados
em sala de aula sem contexto. O software GeoGebra, que abrange assuntos desde Algebra até
Geometria, apresenta-se como uma op¢ao para utilizacdo em larga escala nas escolas publicas,
por sua versatilidade, disponibilidade em lingua portuguesa e gratuidade. Ademais, auxilia o
professor na construcdo geométrica das solugdes, na elaboracao de aulas mais inovadoras e desa-
fiadoras, além de tornar o estudante mais participe do processo de aprendizagem, incentivando a
interacao entre alunos dando-lhes mais autonomia.

Palavras-chave: Vetores. Sistemas Lineares. GeoGebra. Ensino Médio.



ABSTRACT

This paper proposes the inclusion of the subject vectors in high school mathematics curri-
culum with the help of GeoGebra dynamic mathematics software. According to the research
conducted, the use of digital technologies in public schools is still incipient. Despite a large
supply of materials and equipment for computer rooms in public schools, little effort is perceived
regarding the professional development for in-service teachers to use those tools for the benefit
of students. A method proposed to overcome this obstacle is provide prepared instructional
materials, so that teachers offer less resistance in the use of educational software, once they are
already overburdened with school routine. The insertion of vectors in mathematics teaching of
this work is related to the solution of systems of linear equation 2x2 and 3x3. By introducing a
new approach to the topic systems of linear equation, teachers can produce interesting geometric
results and they can introduce appropriately to mathematical entities as determinants, sometimes
omitted in learnings and simply presented in the classroom without context. GeoGebra software,
covering subjects ranging from algebra to geometry, is presented as an option for large-scale use
in public schools, for its versatility, availability in Portuguese and gratuity. In addition, it assists
the teacher in the geometric construction of the solutions, the development of more innovative
and challenging lessons, making the students more actives in learning process, encouraging
interaction among students and giving them more autonomy.

Keywords: Vectors. System of Linear Equations. GeoGebra. High School.
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1 INTRODUCAO

A Matematica é uma ferramenta indispensavel para a atividade humana, seja para
utilizacOes bésicas e triviais do cotidiano, seja para aplicacdes especificas de nossas necessidades,
cada vez mais complexas. Dificil imaginar uma area profissional ou social que ndo requeira
alguma competéncia em Matemadtica para depurar informagdes, tomar decisdes e resolver
conflitos. Uma area especialmente sensivel ao conhecimento matematico € a de tecnologia.

O avancgo das tecnologias se d4 num ritmo mais e mais frenético, de modo que as
habilidades de hoje para um usudrio destas tecnologias € bem diferente do que eram para seus
pais, e sera diferente para seus filhos. Estamos imersos num mar de informacgdes, e, embora
esteja mais f4cil beber dessa dgua, ela ainda vem salgada, imprépria, sem o devido processo de
filtragem.

Ademais, € necessdrio um aperfeicoamento continuo no processo de aprendizagem,
no ambiente de trabalho, de estudo, até mesmo nas tarefas cotidianas de lazer e em casa, pois
0s equipamentos e instrumentos do dia-a-dia exigem uma continua renovacao de saberes para
seu pleno uso. O impacto da tecnologia demanda do ensino da Matemética no Ensino Médio
uma renovacao de perspectiva curricular, onde se mostra necessaria a aparicao mais frequente
nas escolas dos instrumentos proprios dessa época, cujo representante mais notério hoje € o
computador, e ja se vislumbra o advento de concorrentes como tablets e smartphones.

O Conselho Nacional de Professores de Matemética (NCTM), organizagdo ameri-
cana considerada hoje como a maior associa¢cdo mundial de professores de Matematica, declarou
em Principios e Padroes para a Matemdtica Escolar que a tecnologia € um dos principios da
matemadtica escolar, afirmando que "tecnologia € essencial no ensino e aprendizagem da Mate-
matica; ela influencia a matemaética ensinada e aumenta o aprendizado dos estudantes"(NCTM,
2000, pag. 11, traducao nossa)

Outro impacto significativo na insercao de tecnologias no ensino das escolas e sua im-
portancia estratégica para o desenvolvimento de um pais pode ser visto pelo programa Computer
Science for All, langado pelo Presidente dos Estados Unidos, Barack Obama, visando empoderar
os estudantes desde o Jardim de Infancia até o Ensino Médio de habilidades computacionais em
programacao e codificacdo de softwares (THE WHITE HOUSE, 2016).

Nesse sentido, também concluem os Parametros Curriculares Nacionais que:

A presenca da tecnologia nos permitem afirmar que aprender Matemética no
Ensino Médio deve ser mais do que memorizar resultados dessa ciéncia e que a
aquisi¢@o do conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um
saber fazer Matemadtica e de um saber pensar matematico (BRASIL, 2001).

Desse modo, os conceitos matematicos a serem aprendidos ndo devem ser vistos
como um fim em si, mas um meio, uma ferramenta que se possa manter guardada para uso
posterior quando achar necessario. Para tanto, é preciso que seja ensinado ndo apenas a existéncia
de tal ferramenta, suas propriedades, suas limitacdes, mas também para que serve, qual sua
significincia no contexto histérico e/ou sua relevancia no mundo contemporaneo.



A inclusdo das tecnologias digitais € importante nesse processo de evolugdo do
ensino da Matematica por deixar o aluno cada vez mais participe do processo de aprendizagem,
e ndo um mero receptaculo passivo de informagdes, como s6i acontecer no método de ensino
atual. Assim, ajuda-se a formar um aluno mais colaborativo, reativo € com mais autonomia,
caracteristicas fundamentais para um crescimento social e profissional adequado.

1.1 Vetores: historico

O conceito de vetor € um conceito puramente matematico. Seu surgimento consta
do comecgo do século dezenove, a partir da representacdo geométrica dos nimeros complexos
(CROWE, 1967). Caspar Wessel, Jean Robert Argand , Carl Friedrich Gauss, estdo entre os que
conceberam os nimeros complexos como pontos em um plano de duas dimensdes, ou seja, um
vetor bi-dimensional.

Pode-se acrescentar também, como fontes primdrias dessas ideias, a regra do parale-
logramo, que pode datar de 300 A.C., a partir de um trabalho dado como perdido de Aristételes,
e certamente estd presente em Mechanicas, de Herdo de Alexandria, do primeiro século D.C.
Além disso, no século dezessete, podemos considerar duas contribuicdes destacaveis. Gottfried
Wilhelm Leibniz, escrevendo para Christiaan Huygens, propde a ideia (mas nao a publica) que
seria desejavel criar uma drea da matemaética que expressasse posi¢oes diretamente assim como
a Algebra expressa magnitude diretamente (CROWE, 1967).

Pouco tempo depois, Isaac Newton faz sua publicacdo, Principia Mathematica, e
expde sua ideia sobre o que ele entendia de paralelogramo de forg¢as: “um corpo, sob agdo de
duas forcas simultaneamente, descreverd a diagonal do paralelogramo ao mesmo tempo que
ela descreveria os lados pelas forcas separadamente” (CROWE, 1967, traducao nossa). Ainda
assim nao havia a ideia de vetor, mas Newton ja havia chegado bem pr6ximo ao conceito, porque
trabalhava com entidades do tipo for¢a, que possuem direcdo e magnitude, e precisava soma-las
e combina-las de modo a produzir novas forcas, utilizando o método vetorial.

1.2 Vetores no ensino médio

No ensino da Fisica, desde o final do Ensino Fundamental e o comec¢o do Ensino
Médio, ja podemos encontrar o assunto de vetores, expostos em praticamente todos os livros
didaticos, como preambulo ao assunto de Mecanica. Com a devida importincia, muitas vezes
com capitulo dedicado para s6 entdo introduzir a aplicagdo na Fisica. Nesse momento sdo
estudadas as propriedades de vetores, como adi¢do e produto interno, visto basicamente como
decomposi¢ao de vetores. Em Eletromagnetismo, vemos novamente o uso de vetores, dessa vez
utilizando inclusive o produto vetorial, apresentado como “regra da mao direita”

Os vetores utilizados no Ensino Médio na Matemética poderiam servir a uma vasta
série de assuntos. Como representacdo dos nimeros complexos, e sua no¢ao de magnitude e
dire¢do; na Algebra Linear, como solugio e significado geométrico de Sistemas Lineares; na
Geometria Analitica, auxiliando no estudo das coordenadas, retas e planos no espago, muitas



vezes simplificando calculos e demonstragdes.

Para o NCTM, € recomendada a utilizacdo de vetores no nono ano em diante,
combinando com operacdes com matrizes. As expectivas sdo de que os alunos dessa faixa
escolar desenvolvam um entendimentos sobre as propriedades e as representacdes da adi¢do e
multiplicacdo de vetores e matrizes (NCTM, 2000).

Curiosamente, ndo obstante toda a ampla possibilidade de inclusdo de vetores nos
assuntos ja consolidados no curriculo da Matematica do Ensino Médio, os livros de Matematica
no Brasil apresentam pouca referéncia ou muitas vezes uma completa omissao do assunto.

Como um local de vérios lagos onde se tem um barco a remo e uma lancha para
atravessar, os autores de livros didaticos insistem em utilizar apenas um meio de transporte (por
vezes 0 mais cansativo) para fazer a travessia, perdendo a oportunidade de enriquecer o passeio
com as opcdes disponiveis.

Tal dilema estéd presente no estudo que o matematico Elon Lages Lima faz sobre
os livros didéticos de Matemadtica do Ensino Médio mais presentes em salas de aula do Brasil.
Utilizando critérios como formulacao de defini¢des, enunciado de proposi¢des, habilidade no
manuseio de equacdes, interdisciplinaridade, etc., foram examinadas doze cole¢des de livros
didéticos e elogiadas suas boas aplicacOes, criticadas as corrupgdes textuais, omissoes e falhas e
elaboradas sugestdes de acordo com cada critério analisado.

Um dos assuntos a causar sempre uma procela verbal do autor € a auséncia de vetores
nos livros:

Por alguma obscura razdo, ou por nenhuma em especial, o importante conceito
matemadtico de vetor, que deveria ser o centro das consideracdes desses trés
capitulos, é personagem ausente deste e dos demais compéndios brasileiros,
sendo usado apenas pelos professores de Fisica. Com isto, fica impossivel
olhar para tais assuntos do ponto de vista geométrico, perdendo-se assim um
importante aliado do bom entendimento, que € a intuicao espacial. Fica-se
também impedido de falar das transformacdes geométricas simples que abun-
dam em nosso dia-a-dia, como rota¢des, translacdes e dilatacdes ou contragdes
(mudangas de escala), as quais dariam um significado concreto a nocdo de
matriz e as operagdes entre matrizes, principalmente a multiplicacio (LIMA,
2001).

Essa auséncia, segundo o matematico, € um erro grave, pois o conceito de vetor é
central, indispensdvel tanto sob o ponto de vista tedrico como nas aplicagdes (LIMA, 2001).
Além disso, perde-se a oportunidade de mostrar solu¢des mais simples e elegantes para problemas
da Geometria Analitica, Numeros complexos, entre outros.

Qual o motivo desta omissdao? Pode-se apenas superficialmente inferir, analisando
pelo histérico do surgimento do conceito de vetor. E possivel observar que as ideias de Isaac
Newton para a combina¢do de duas ou mais forcas atuando sobre um corpo eram aproximacoes
razoaveis do conceito de vetor. Como o estudo da Fisica no Ensino Médio se inicia com Mecanica,
para cujos problemas o uso de vetores auxilia em muito nas solucdes, torna-se necessario a
introdugdo do assunto. Nao havendo nos livros diddticos de Matematica, houve que se colocar a
matéria nos livros de Fisica. Por outro lado, nos livros de Matematica, quem sabe por desidia
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de seus autores, uma vez que a matéria ja estava contemplada nos livros de Fisica, ndo houve
interesse de se aprofundar ou sequer mencionar tal matéria.

Diante desses fatos, urge mudar o cendrio, do ponto de vista curricular. Vetores
devem estar presentes nos livros de matematica do Ensino Médio, com todo o destaque necessario
proprio, além de esporddicas apari¢des em outros assuntos, como geometria, nimeros complexos
e outros, ajudando na resolucdo de problemas com toda a elegancia, simplicidade e significancia
que faz tornar possivel.

Felizmente, € de se prever esse avango de paradigmas. O préprio Ministério da
Educacao, responsdvel por legislar a respeito em ambito nacional, ja preconiza a insercdo de

vetores nas salas de aula, através de suas Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (OCEM).
Desse modo, de acordo com a OCEM:

E desejavel, também, que o professor de Matematica aborde com seus alunos o
conceito de vetor, tanto do ponto de vista geométrico (cole¢do dos segmentos
orientados de mesmo comprimento, direcdo e sentido) quanto algébrico (ca-
racterizado pelas suas coordenadas). Em particular, é importante relacionar as
operacgdes executadas com as coordenadas (soma, multiplicagdo por escalar)
com seu significado geométrico. A inclusido da no¢d@o de vetor nos temas abor-
dados nas aulas de Matematica viria a corrigir a distor¢ao causada pelo fato de
que € um tépico matematico importante, mas que estd presente no ensino médio
somente nas aulas de Fisica (BRASIL, 2006, pag. 77).

Embora a orientacdo dada enfatize apenas a utilizacao do assunto nas salas de aula,
€ natural consequéncia supor que se deva fazer a respectiva colocagdo do assunto nos livros
didéticos, como ndo poucas vezes pontuou ao longo de suas piginas, Elon Lages Lima.

Este trabalho tem como objetivo estimular e propor altera¢des nos livros didaticos e
planos de aulas de professores do Ensino Médio, ao introduzir o estudo de vetores e aplicd-los
na solucdo de Sistemas Lineares 2x2 e 3x3, com ajuda das tecnologias digitais. Serd dada énfase
no software de matemadtica dindmica Geogebra, e, com o suporte oferecido pelo programa, serdo
elaboradas sequencias didéticas com a inten¢do de auxiliar professores na implementacao da
matéria.
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2 VETORES NO PLANO E NO ESPACO

O presente capitulo introduz o estudo de vetores no plano e servird de subsidio para
a posterior aplicacdo de vetores na solucao de Sistemas Lineares 2x2 e 3x3.

Para tanto, consideramos como ja conhecidos pelo leitor os conceitos de segmento
de reta, o comprimento do segmento de reta, coordenada e distancia na reta, um sistema de
eixos ortogonais OXY e as coordenadas no plano, além dos conceitos de coordenada e distancia
no espago, um sistema de eixos ortogonais OXYZ e as coordenadas no espaco. Também foi
considerado o conhecimento dos axiomas e dos principais resultados de Geometria Euclidiana
Plana, o Teorema de Pitdgoras, a Lei dos Cossenos e os casos de congruéncia de triangulos.

2.1 Equipoléncia de segmentos orientados

Giusto Bellavitis, em seu trabalho de 1832, introduz o conceito de equipoléncia, que
por sua vez originou a formaliza¢ao do conceito de vetor apresentada por Hermann Grassmann
em 1844 (DELGADO et al., 2013).

Dado um segmento AB, teremos um segmento orientado ao estabelecermos um
sentido de percurso de origem A e extremidade B. Desse modo, o segmento BA tera sentido de
percurso oposto ao segmento AB. Bellavitis entdo classifica os segmentos orientados a partir da
seguinte relacdo de equipoléncia:

Seja AB um segmento orientado de origem A e extremidade B. Isto €, no segmento
AB estabelecemos um sentido de percurso (orientagdo) de A para B. Nessa situagdo, dizemos
que o segmento BA estd orientado com o sentido de percurso oposto ao do segmento AB (Figura
1). Bellavitis classicou os segmentos orientados do plano a partir da relagdo de equipoléncia:

Definicao 2.1. Dizemos que os segmentos orientados AB e CD sdo equipolentes, e escrevemos
AB = CD, quando satisfazem as seguintes trés propriedades:

1. tm o mesmo comprimento;
2. sao paralelos ou colineares;
3. tém o mesmo sentido.

(a) mesmo sentido  (b) sentidos opostos  (c) mesmo sentido (d) sentidos opostos

Figura 1 — Segmentos colineares e paralelos AB e CD
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Na figura 1(a), os segmentos AB e CD sdo colineares, t€m o mesmo sentido e
comprimento; logo AB = CD. Jéa na figura 1(b), os segmentos AB e CD sdo colineares, t€ém o
mesmo comprimento, mas ndo o mesmo sentido. Logo, ndo sao equipolentes.

Quando temos segmentos paralelos de igual comprimento, como AB e CD nas
figuras 1(c) e 1(d), AB e CD terdo o mesmo sentido quando ABDC for um paralelogramo, caso
que ocorre somente na figura 1(c).

Proposicao 2.1. AB = CD =-ponto médio de AD = ponto médio de CB

Demonstracdo. Se AB || CD, a equivaléncia é verdadeira, pois ABDC é um paralelogramo e suas
diagonais cortam-se ao meio. Se AB e CD sdo colineares, seja r a reta que os contém provida de
uma orientagdo e uma origem O escolhidas de modo que B esteja a direita de A (figura 2).

Sejam a, b, c e d as coordenadas de A, B, C e D na reta r em relacdo a unidade de
medida escolhida.

(=) Se AB=CD, temos a < b e c < d, pois AB e CD tém o mesmo sentido,
e b—a=d—c, porque ||AB|| = ||CD||, onde ||AB|| e ||CD|| indicam os comprimentos dos
segmentos AB e CD, respectivamente. Logo,

a+d B b+c

2 2
<= ponto médio de AD = ponto médio de BC.

b—a=d—-—c <— a+d=b+c<+—=

(<) Se ponto médio de AD = 4t4 = 2¢ = ponto médio de BC, temos:
a+d=b+c<b—a=d—c.

Como b —a e d — c tém sinal e médulo iguais, os segmentos colineares AB € CD t€m o mesmo
sentido e 0 mesmo comprimento. Portanto, AB = CD.

]

Proposicao 2.2. Dados os pontos A, B e C, existe um tinico ponto D tal que AB = CD

Demonstragcdo. Ha dois casos, segundo os pontos A, B e C sejam ou nado colineares.

e A, B e C colineares.
O circulo de centro C e raio ||AB|| intersecta a reta que contém os pontos A, B e C em
exatamente dois pontos, mas apenas um deles, D, na figura 31), € tal que AB e CD tem o
mesmo sentido.

e A, B e C nao colineares.
Seja r a reta que passa por C e € paralela a reta que contém A e B. O circulo de centro C e
raio ||[AB|| intersecta a reta r em exatamente dois pontos, mas sé um, D, na figura 3ii), é tal
que ABDC € um paralelogramo e AB e CD tém o mesmo sentido. Ou seja, AB=CD .

]
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Figura3-AB=CD

Pode-se considerar um sistema de eixos ortogonais OXY no plano e os pontos
A= (ay;ap); B= (b1;b2); C = (c1;¢2) e D= (dy;d>), de modo a caracterizar a equipoléncia em

termos de coordenadas.

Proposicao 2.3. AB=CD <= by —a;j=d|—cieby—ay=dr—c;

Demonstragdo. Pela proposi¢do 2.2,

AB=CD <+—

—
—
—
—

ponto médio de AD = ponto médio de BC
ar+dy ap+d> bi+ci byt
( 2 2 )Z( 2 2 )
(a1+d1,a2+d2):(b1+cl,b2—i—cz)
ar+di=bi+ciear+dr=by+c>
bl—alzdl—clebz—aQZdz—Cz.




23

Pode-se concluir que a relacdo de equipoléncia € uma relacdo de equivaléncia,
considerando o conjunto de todos os segmentos orientados no plano. Desse modo a equipoléncia

7

c:

e Reflexiva: AB = AB,;
e Simétrica: AB=CD <— CD = AB;
e Transitiva: AB=CDeCD =FEF — AB=EF.

2.2 Vetores no plano

Serd usada a seguinte definicdo de vetor, a partir dos estudos de equipoléncia:

¢ o conjunto de todos os segmentos orientados
equipolentes a AB. Cada segmento equipolente a AB € um

Definicao 2.2. Sejam A e B pontos no plano. O vetor \
7=A —

representante do vetor z@ (figura 4). 4
\hé\q
A partir da defini¢do pode-se fazer as seguin- \ \

tes observacoes:

e AB=CD Iﬁ _ C—D> Figura 4 — Representantes de 1@

e

e O vetor nulo, ou o vetor 0 = AA € o vetor que representa um ponto A qualquer no plano

e Dado um vetor vV qualquer, um ponto no plano da origem a um tnico segmento orientado
representante do vetor.

Pode-se também estabelecer as coordenadas de um vetor em relacdo a um sistema
de coordenadas

Defini¢iio 2.3. Dados os pontos A = (aj,az) e B= (by,b;), os nimeros b —a; e by — a, sdo as
coordenadas do vetor V = AB, e se escreve V = (b] —ay,b, —ay).

Pela proposi¢@o 2.3 podemos concluir que as coordenadas de um vetor podem ser
calculadas a partir de qualquer segmento orientado equipolente.

2.2.1 Operagdo com vetores

Nesta secao, serdo definidas as operagdes de adi¢do de vetores e multiplicacao de
vetores por um numero real no conjunto de vetores do plano.

Definicao 2.4. A adigdo de vetores € a operagdo que, a cada par de vetores i = E ev= ﬁ,
associa o vetor R, designado por # + v e chamado soma dos vetores # e V (figura 5).

H4 duas maneiras de se visualizar geometricamente a adi¢do de vetores: pela regra
do poligono e pela regra do paralelogramo. Pela regra do poligono, figura 6(a), posiciona-se
a origem de um vetor na extremidade outro vetor, de modo que o vetor que representa a soma
serd o vetor que tem inicio na origem do primeiro e termina na extremidade do segundo. Pela
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Figura 5 — adicdo u +V

regra do paralelogramo, figura 6(b), a origem dos dois vetores ficam no mesmo ponto do plano;
tracam-se as paralelas de um vetor em relagdo ao outro, formando um paralelogramo. O vetor
soma serd entio o vetor que comega na origem e termina no ponto de encontro das duas paralelas,
a diagonal, passando pela origem, do paralelogramo formado (SOUZA, 2015).

(a) regra do poligono (b) regra do paralelogramo
Figura 6 — Operacgdo de adi¢do de vetores
A operacgdo de adi¢do de vetores pode também ser feita através da representacao dos
mesmo por meio de suas coordenadas em relagdo a um sistema de eixos ortogonais.

Proposicao 2.4. Sejam ii = (u1;up) e V= (vi;v2) vetores do plano expressos em termos de
coordenadas em relagdo a um sistema de eixos ortogonais OXY , entdo: i+v = (u; +v;us+v;).
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Demonstracdo. Sejam B = (uy,u;) e C = (vq,v;) tais que i = 0? ev= 0? (figura 7). Seja
D = (wy,w;) o ponto tal que w = OD.

ComoAB=CD << by—ay=di—cieby—ay =dy—cs.

(vi—=0,v2—0) = (w; —uj,wr —uy) , logo,

S=(wi,wa) = (u1 +vi,u2+v2)

u+v= 0?4—0?:0?4—3?:0?: (u1+u2,v1+v2).

Figura 7 — adicdo # + vV em termos de suas coordenadas

Definicao 2.5. O produto de A € R por v = AB 6 o vetor AT = /L@, representado pelo segmento
AC, tal que:

e A, B e C sao colineares;

e d(A,C)=| A |d(A,B);

e C=A,se A =0;

e Os segmentos AC e AB tém igual sentido se A > 0, e sentidos opostos se A < 0.

Proposicio 2.5. Seja V:zﬁ = (a1,a), e A € R, entdo AV = (Aay,ray).

Demonstracdo. Com efeito, seja OP o segmento orientado, de origem O, equipolente a AB.
As coordenadas do ponto P sdo (aj,az). Seja Q = (Aaj,Aay) os segmentos OP e OQ tém a

mesma inclinagdo 22, portanto O, P e Q, sdo colineares. Além disso, d(0,Q) = ||y, a?+aj =
[A1d(O, P).



E finalmente, OP ¢ OQ tém o0 mesmo
sentido ou sentidos opostos, conforme A > 0
A < 0. Segue-se que @ = AV = (Aa,Aap)
(figura 8). [

Sobre as operagdes do escalar 0 (zero) e o vetor 0

podemos fazer as seguintes observacoes:

./16:/1@:6
e 0AB=AA =0
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Q
/\(),2
A>0
[e5) P
/\G'l o (¢35} /\(]:1
A<O0
Q /\(},g

Figura 8 — Produto AV em coordenadas

Proposicao 2.6. Um ponto P pertence a reta r que passa pelos pontos A e B se e somente se

ﬁ = L@, para algum A € R.

Demonstragdo. Pela definicdo da multiplicacdo de A € R pelo vetor zﬁ, o ponto P tal que

AP = AAB pertence a reta r.

Reciprocamente, seja P um ponto per-
d(4.p)
d(4;B)

tencente a reta r e seja U =

Se o sentido de percurso de A para P
coincidir com o sentido de A para B, entdo AP =
/Lﬁ, onde A = u, pois o ponto P é o tnico ponto
da semirreta de origem em A que passa por B tal
que d(A,P) = ud(A,B).

Se o sentido de percurso, ao longo de
r, de A para P, for oposto ao sentido de A para B,
entio AP — Azﬁ, onde A = —pu, pois o ponto P
€ o Unico ponto da semirreta de origem A oposta
a semirreta de origem A que passa por B tal que
d(A,P) = ud(A,B) (figura 9).

2.2.2 Propriedades das operacdes com vetores

A=0

Figura 9 — Ponto P sobre a reta r

As operagdes de adicdo e multiplicacdo de um niimero real por um vetor satisfazem
propriedades similares as propriedades aritméticas das operacdes numéricas. Desse modo, é

possivel converter problemas geométricos em problemas algébricos e vice-versa. As seguintes

propriedades apresentadas sdo validas para quaisquer vetores i , i ¢ w do plano e quaisquer

nimeros reais A e i
Propriedades da adicao

e comutatividade: ¥ +vVv=vV+iu
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associatividade: i + (V+w) = (i +V) +w

existéncia do elemento neutro aditivo: o vetor zero 0 (ou vetor nulo) é tal que i +0=
O+i=i

existéncia do inverso aditivo:para cada vetor # existe um tinico vetor, o inverso ou simétrico aditivo
de ii, designado —i, tal que i 4 (—ii) =0

Propriedades da multiplicacao de escalares por vetor

associatividade: A (uu) = (Ap)u
existéncia do elemento neutro multiplicativo: o nimerol € R é tal que 1ii =i ;
propriedades distributivas: A (ii +V) = Aii+Ave (A + )i = Aii + Hid.

Combinacao linear de vetores

Definicao 2.6. As seguintes defini¢des sdo vdlidas para a combinacao linear de vetores:

O vetor V é mdltiplo do vetor i se existe A € R tal que v = Au
O vetor V é combinacéo linear dos vetores vi, v, ..., v, quando existem nimeros reais A,
A2,..., Ay, tais que

V=AM + 00+ + A 2.1)

A partir da Definicdo 2.6 podemos fazer as seguintes observacoes:

O vetor nulo 0 ¢ multiplo de qualquer vetor # , uma vez que 0 = 0i

Um vetor ndo nulo ndo é multiplo do vetor nulo, pois 20 =0,VA € R.

Se ¥ £ 0 é miltiplo de i , entdo i é também multiplo de ¥ . De fato, se A € R é tal que
V=i #£0 temos A ;éﬁeﬁ;éf).Logo,ﬁ:%\?’.

O vetor v é combinagdo linear dos vetores vy, V>, ..., v, quando € soma de multiplos desses
vetores.

Se A, B e C sao pontos distintos do plano, entdo vV = R € multiplo de i = E se, e somente
se, A, B e C sdo colineares.

Proposicao 2.7. Um dos vetores i = (a,b) e V= (d’,b") é miiltiplo do outro se, e s6 se,

a d

b b

a b

J Y =ab' —bd =0 (2.2)

Demonstracdo. (=) Se V= A para algum A € R, temos:

(d',b')=A(a,b) = (Aa,Ab) = d = Laeb = Ab.
Logo, ab' —bd' = a(Ab) — b(Aa) = 0.

(<) Suponhamos que ab’ — ba’ = 0. Consideremos separadamente os casos a # 0 e
Casoa#0: ab' —bd =0= b :b-%/. Logo:

i =%(a,b) = (%a,%b) = (d',b') =7V.
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Casoa=0: b =0=—=b=0o0ud =0. Logo:

b=0=ii=(0,0)=0= i =0v
a/:()eb#0:>(O,b/):%(o,b):>\7:%/ﬁ

Em qualquer caso, um dos vetores é multiplo do outro. [

Proposicao 2.8. Se nenhum dos vetores ii e vV é miiltiplo do outro, entdo todo vetor do plano se
escreve de uma tinica maneira como combinagdo linear de 1i e V . Isto é, para cada vetor w do
plano existem A , U € R, determinados de forma inica por w , tais que w = A+ Uy .

Demonstracdo. Sejam ii = (a,b) e V= (d’,b"). Dado o vetor ii = (a”,b"), sejam os valores de
A, u € R tais que

w= A+ uv

Em coordenadas, essa condi¢ao é:

(d',b") = Ala,b)+u(d,b)
= (Aa+ud,Ab+ub")

Ou seja, os nimeros A e y devem
ser solucdo do sistema:

Aa+ud =d" -
}Lb—l—,LLb/:b, At -
A solugdo desse sistema € Unica,
pois ab’ —ba' # 0 Figura 10 —w = Aii + uv

Resolvendo o sistema obtemos:

d'b—b'd

=27 7c
ab' — ba’ ©

ab//_ba//

H= ab' — ba’'

]

Quando os vetores i e vV, como definidos na proposi¢ao anterior, ndo sao multiplos
um do outro, também sdo denominados de linearmente independentes (LI)



29

2.2.4 Produto interno

Produto interno (ou produto escalar) € uma operagdo entre dois vetores que associa
a cada par de vetores um numeros real. De acordo com (DELGADO et al., 2013) o termo
produto interno aparece formalmente na literatura através de Edwin B. Wilson, em sua obra
Vector Analisis, em 1901.

Podemos definir o produto interno de duas maneiras: a definicdo geométrica e a
definicao em termos de coordenadas em relacdo a um sistema de eixos ortogonais.

Na defini¢do geométrica, faz-se necessdrio a apresentacao de dois conceitos: a norma
de um vetor e o angulo entre dois vetores.

Definicio 2.7. A norma ou médulo de um vetor ¥ é o ndmero ||V|| dado pelo comprimento de

um segmento que representa v .

As seguintes observacoes sao vélidas a respeito da norma de um vetor:

e A norma de_1>1m vetor independe da escolha do segmento representante. Com efeito, se
V= zﬁ = CD , entdo AB = CD e, portanto,

d(A,B) = d(C,D) =[] 23)
e Se A= (aj,a), B= (b1,by) e 7= AB , entao

9] = /(b1 —an)? + (by — a2)? 2.4)

e Se P = (x,y) é o ponto tal que Vv = (7’ entdo

V] =d(0,P) = /x> +? (2.5)

e Temos ||7]| =0« ¥=0. Além disso, ¥ £ 0 < |[¥]| > 0.

e Um vetor é chamado unitario se sua norma € igual a 1.

o Sev# 0 , 0 vetor H_g\l € um vetor unitario, chamado normalizado do vetor ¥ , com igual
direcdo e sentido que V.

Definicao 2.8. O angulo entre os vetores nao
nulos i e V é o menor angulo entre os segmen- -
tos AB e AC representantes de i e V , respec-
tivamente. Designamos 6 = /(ii, V) a medida
do anguloentre i e v .

=3

Figura 11 — Angulo entre dois vetores

Definicao 2.9. O produto interno dos vetores i e vV do plano é o nimero real definido da seguinte
maneira:

R 0 se iU
@n=1 :

2.6
]| 7] cos 6, se 26



As seguintes observacoes sdo vélidas para o produto interno:

e O produto interno é comutativo, isto €:

<1’77 ‘7> = <‘77 ﬁ>

e O produto interno de um vetor com si proprio € ndo negativo.

Com efeito, sendo 6 = Z(u,u) = 0:

- T )
(i, V) = |[ul| |[V[| cosO = [[u]| >0
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(2.7)

(2.8)

O produto interno pode ser também calculado a partir de suas coordenadas em

relagdo a um sistema de eixos ortogonais.

Proposicao 2.9. Sejam ii = (a,b) e V= (o, ) dois vetores no plano. Entdo,

(i,7) = ac+ bP

(2.9)

Demonstragdo. Se algum dos vetores i ou ¥ é nulo, temos (', V) = 0 e, também, acx + b = 0.

Logo, a identidade acima € satisfeita.

Sejam i = 0? ev= (ﬁ vetores
ndo nulos, com P = (a,b) e Q = (a, ). Entdo
(figura 12),

PO = 00- 0P

v —

= (x—a,p—0b)

<y

Seja 6 = Z(u,v). Aplicando a
lei dos cossenos no tridngulo AOPQ, obtém-
se: [V — > = (||| + [|9]]* — 2[l]|[| V]| cos 6.
Tem-se:

= 12, 2 S o2
2[[ull[[V]|cos & = [[a|" + [[V7[| — |V — i

Figura 12 -v—1u

(@ +b) + (& + %) — (e —a)*+ (B —b)?)
@+ b+ a?+p?—(a® —2aa+a* + B> —2Bb+b?)
@+ b+ o’ +p% — o’ +20a—a* — B> +2Bb—b?)

= 2aa+2Bb=2(ac+bp).

Portanto, (0, V') = ||i|||¥|| cos @ = aa + bp.
]
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A partir da proposicao anterior € possivel verificar as seguintes propriedades do
produto interno:

Proposicio 2.10. Sejam i, V e w vetores arbitrdrios do plano e A € R. Entdo:

o (@,7) = [dl[>*>0

o (il,) =0<=ii=0

o (AL, V) =A@, V)

o (i, AV) = A(ii, V)

o (ii+w, V) = (@) + (w,7¥)
o (il,7+Ww) = (@,v)+ (i, w)

Tomando médulo em ambos os lados da identidade que define o produto interno e
sabendo que |cosB| < 1 para todo 6, obtemos a desigualdade de Cauchy-Schwarz:

[ (@, V)| <[]l [[[V] (2.10)

Além disso, vale a igualdade se e somente se # e V s3o multiplos um do outro, pois |cos Z (i, V)| =
1 se e sése Z(i,¥) =0oum.

Proposicao 2.11. Para todos os vetores ui e V do plano vale a desigualdade triagular:
15+ < Jlal| +I¥1], (2.11)

valendo a igualdade se e somente se um dos vetores i ou vV é zero ou se u e V sdo miiltiplos
positivos um do outro.

Demonstracdo. Como as quantidades na desigualdade (2.11) sdo nimeros reais nao negativos,
ela equivale a desigualdade:
2
@+ 911> < (ll@ + 191)>

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz e da Proposicao 2.10, temos:

la@+3)1* = (i+7,id+7)
= (i) + (i@, V) + (V,d) + (V,V)
= || +24@,7) + |7
1@l -+ 211 7] + 1917 = (lall + 113]1)>.

IN

O

Com relacdo a condicao de perpendicularidade entre vetores podemos afirmar que:

Definicao 2.10. O vetor i é perpendicular (ou ortogonal) ao vetor v, e escrevemos i |V, se
i=0ouvV=0ou Z(#V)=90° Os vetores i ¢ V sdo ortonormais quando sdo unitdrios e
ortogonais .

A proposi¢do seguinte relaciona a condi¢do de perpendicularidade ao produto interno:
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Proposicao 2.12. Dois vetores sdo perpendiculares se, e so se, o seu produto interno é zero:
ilv<— (i,v)=0 (2.12)
Demonstracdo. Seii =0ouv=0,entdou L Ve (i,V) =0

Sejam i # 0,V # 0e 6 = Z(i,V), entdo:

(i, v) = |[u]| ||V|]|cos @ =0 <= cosO =0 <=0 =90° O

A projecao de um vetor sobre outro estd
intimamente relacionada com o produto interno deste
vetores.

Definicao 2.11. Sejam i = ABev—=AC # 0 veto-
res representados por segmentos orientados com a

mesma origem. Seja B’ o pé da perpendicular bai-
xada do ponto B sobre a reta que contém os pontos
A e C. A projecao do vetor # na direcdo do vetor V

v

AB' = Proj!

[ A
¢ o vetor Proj;; = AB Figura 13 — Projec¢do de i na dire¢ado de v

A proposicao seguinte caracteriza a projecdo em termos de seu produto interno:

Proposicao 2.13. A projecdo do vetor i na direcdo do vetor Vv # 0 é dada por:

i l/_i \7 —
Proji = T|‘_’:H2>V (2.13)
Em particular, se o vetor V é unitdrio, temos:
Projt = (ii, V)¥. (2.14)

2.3 Vetores no espaco

As principais propriedades dos vetores no plano, vistas anteriormente, continuam
vdlidas para os vetores no espago, salvo alguns acréscimos. A principio, definem-se segmentos
orientados equipolentes no espaco da seguinte maneira:
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Definicao 2.12. Os segmentos orientados AB e CD
no espaco sdo equipolentes, e escrevemos
AB = CD , quando satisfazem as seguintes condi-
coes:

e AB e CD tém igual comprimento:
|AB| =d(A,B) =d(C,D) = |CD|;

e AB e CD estdo contidos em retas paralelas ou
na mesma reta.

e AB e CD tém o mesmo sentido.

Figura 14 — Paralelogramo ABDC

As coordenadas de um vetor podem ser
calculadas através de um segmento orientado que o
represente. Dado um vetor v = (a, 3,7) e o ponto
P = (a,B,y) podemos considerar o vetor OP como
o representante na origem do vetor V.

Definicdo 2.13. Sejam A = (a,b,c) e B= (d',b,(’)
pontos no espago. Os nimeros reais ' —a, b’ —b e
¢’ —c sdo as coordenadas do vetor zﬁ no sistema de

Figura 15 — Segmentos equipolentes ao
eixos ortogonais OXYZ. Escrevemos: segmento AB
AB— (d —a,b'—b,c'—c) (2.15)

2.3.1 Operagcdo com vetores no espaco

Os mesmos procedimentos para se definirem as operagdes dos vetores (adi¢do de
vetores e multiplicacdo de vetor por um ndmeros real) no plano se aplicam para as operagdes de
vetores no espago, e as propriedades se mantém.

Definicao 2.14. Sejam i e V vetores no espaco E. Seja A um ponto qualquer no espago e sejam
AB e BC segmentos orientados representantes dos vetores ii € V , respectivamente. O vetor soma
dos vetores i e V , que designamos por i + V , € o vetor representado pelo segmento orientado
AC.

Em termos de coordenadas, considerando um sistema de eixos ortogonais OXYZ e
os vetores ii = (a,b,c) e V= (d',b',¢):

i+7v=(a,b,c)+(d,b,c)=(a+d,b+b,c+¢) (2.16)

Para a multiplicacdo de vetores por um ndmero real no espago, a definicao segue o
mesmo procedimento usado em vetores no plano



34

A

Figura 16 — Soma de vetores no espago

Deﬁni§_§>0 2.15. Sejam zﬁ um vetor do espag¢o e A um nimero real. O produto de A por zﬁ éo
vetor AB' = L@ , tal que:

e A, Be B’ sdo colineares;

e |AB'| =d(A,B') = |A|d(A,B) = |A||AB];,

e 0s segmentos AB e AB’ tém o mesmo sentido se A > 0 e sentidos opostos se A < 0.

Em termos de coordenadas, considerando um sistema de eixos ortogonais OXYZ e o
vetor i = (a,b,c):

Aii=A(a,b,c) = (Aa,Ab,Ac) (2.17)
As propriedades de adi¢ao de vetores e de multiplicacdo de vetor por um nimero
real no espago sdo as mesmas propriedades dos vetores no plano.

2.3.2 Colinearidade e coplanaridade de pontos no espagco

Trés pontos A, B e C no espaco sdo colineares se eles pertencem a uma mesma reta.
Analogamente aos vetores no plano, dois vetores no espago, ndo nulos, sdo colineares quando
um € multiplo do outro. Portanto:

A, B e C sdo pontos colineares = zﬁ e R sdo vetores multiplos. (2.18)

Por outro lado, trés pontos A, B e C no espago ndo colineares determinam um tnico plano 7 no
espago. Sabendo que a defini¢do de combinacao linear de vetores no plano se aplica também no
espago podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 2.1. Sejam A, B e C pontos ndo colineares no espago e seja T o plano que eles
determinam. O ponto D pertence ao plano T se, e somente se, o vetor AD é combinacdo linear
dos vetores zﬁ e R . Isto ¢,

D € w = existem x,y € R tais que ﬁ = xA?—f—yR (2.19)

Demonstragdo. (=) Suponhamos primeiro que D € 7.
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Seja r| a reta paralela a R que passa
por D e seja rp a reta paralela a E que passa por D.

Entdo, r estd contida no plano 7 e inter-
secta a reta que contém os pontos A € B num ponto
D;. Analogamente, r; estd contida no plano 7 e
intersecta a reta que contém os pontos A e C num
ponto D».

Como os pontos A, B e D; sdo colinea-

res, existe x € R tal que AD; = xAB . Figura 17 -4, B, C e D coplanares

. . —
Também, como A, C e D, sao colineares, existe y € R tal que AD; = yﬁ.

Logo, sendo AD; DD, um paralelogramo,

AD = AD) +ADj = xAB + yAC.

(=) Suponhag(})s agora que B € combinacao linear dos vetores @ e R . Isto é,
existem x, y € R tais que AD = xzﬁ + yﬁ .

Seja OXYZ um sistema de eixos orto-
gonais no espaco tal que a origem O é o ponto A e
os eixos OX e OY estejam sobre o plano 7. Assim,
neste sistema de eixos, T = Txy .

Sendo as terceiras coordenadas de A, B
e C iguais a zero e

ﬁ :xE—I—yR,

Figura 18 — Sistema OXYZ e D € mxy
Concluimos que a terceira coordenada

do ponto D é também igual a zero (figura 18). Logo,
D e nxy=m. O

Definicao 2.16. Dizemos que os vetores i :E v :1@ ew= IB sdo linearmente independentes
(LI) quando os pontos A, B, C e D ndo sdo coplanares, isto €, ndo pertencem a um mesmo plano.

Se os vetores ii = AB , V= AC e w = AD ndo sao linearmente independentes, dizemos que eles

sao linearmente dependentes (LD). Neste caso, os pontos A, B, C e D sdo coplanares.

Teorema 2.2. Sejam vi , V3 e Vi trés vetores linearmente independentes do espago. Entdo, para
cada vetor w do espaco, existem escalares tinicos x,y,z € R tais que:

W = XV} + V) + 23 (2.20)

Demonstracdo. Sejam A, B, C, D e P pontos do espago tais que vi = zﬁ, V) = R, V3 = ﬁ e
w = AP. Como os vetores v}, v> € v3 sdo LI, os pontos A, B, C e D ndo sido coplanares.
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Designamos 7; o plano que contém os pontos A, B e C, M o plano determinado
pelos pontos A, B e D e 73 o plano que passa pelos pontos A, C e D

Sejam 7{, 7} e T} os planos que passam
pelo ponto P e sdo paralelos aos planos 7y, 7, € 73
, respectivamente.

Como a reta que contém os pontos A
e D ndo esta contida no plano 7y, ela intersecta o

/ P / N A
plano 7}, num unico ponto D’. Entdo, AD" = zAD,
para algum nimero z € R, o qual é determinado de

forma tinica pelo ponto D' e, portanto, pelo ponto P.
Analogamente, a reta que passa por A e C ndo estd Figura 19 — Pontos B', C' e D'’
contida no plano m, e, portanto, intersecta o plano .

), paralelo a 7, num tnico ponto C’, de onde concluimos que AC' = yzﬁ‘ , para algum escalar
y € R, determinado de maneira tnica pelo ponto P.

Finalmente, a reta que passa pelos pontos A e B ndo estd contida no plano 73,
intersectando, portanto, o plano 75 num tnico ponto B'. Assim, existe um escalar x, determinado

. . H
de maneira tinica pelo ponto P, tal que AB' = xzﬁ.

Por causa do paralelismo estabelecido entre os planos, os segmentos AB’, AC' e AD’

sdo as arestas de um paralelepipedo no qual os pontos A e P sdo as extremidades de uma das
) . T T T
diagonais. Portanto, w = AP = AB' + AC' +AD/,

Ou seja,

_)
7 = XAB + yAC + ZAD, = XV, + y¥3 + 2%,
0

De acordo com o Teorema 2.2 € possivel afirmar que qualquer vetor do espaco pode
ser expresso como uma combinacdo linear de trés vetores LI. Dados i , V e w vetores LI no
espaco, sdo verdadeiras as seguintes afirmagdes:

e todo vetor do espaco se escreve de maneira tinica como combinacao linear dos vetores i ,
vew;

e seaii+fv+yw=di+pv+yw=a=a ,p=p,y=vy

esco+B+y=0,entioax=F=7=0;

e nenhum dos vetores i , V e w € combinacdo linear dos outros dois;

2.3.3 Produto interno

A defini¢do de produto interno para vetores no espaco, bem como a de norma e
angulo de um vetor no espago, € andloga a defini¢ao j4 vista para vetores no plano. Assim,
pode-se dizer que:
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Definicao 2.17. O produto interno entre os vetores i e V no espaco, é o nimero real

(id,v) = 0 oo (2.21)
u

[[al][[V]|cos 6, se

Analogamente, também pode-se caracterizar o produto interno entre vetores no
espaco em fun¢do de suas coordenadas em um sistema de eixos ortogonais OXY Z:

Proposicao 2.14. Se i = (a,B,y) ev=(a',B’,7) sdo vetores no espago, entdo,

(ii,v) = ao + BB +yy (2.22)

As propriedades decorrentes da caracterizagcdo do produto interno em termo de suas
coordenadas entre dois vetores no plano sao vélidas também para o produto interno entre dois
vetores no espago, bem como a regra de perpendicularidade entre dois vetores.

2.3.4 Produto vetorial

Nesta secdo é abordado um novo tipo de operacao entre dois vetores que nao foi
estudado na secao anterior, o produto vetorial. Diferente do produto interno, que associa um
nimero real entre dois vetores, o produto vetorial s6 faz sentido quando se trabalha no espago. O
resultado da operacao entre dois vetores serd outro vetor. Neste caso, hd que se definir a norma,
direcdo e sentido deste vetor resultado do produto vetorial.

Inicialmente, o produto vetorial serd definido algebricamente, e posteriormente serd
interpretado geométricamente. Considerando um sistema ortogonal de eixos OXYZ e o vetores
U= (x1,y1,21) e V= (x2,y2,22) , podemos dizer que:

Definicao 2.18. O produto vetorial de i por V é o vetor:

Ux V=122 —y221,— (X122 — X221),X1y2 — X2)1). (2.23)

Considerando os vetores da base candnica no espago e¢; = (1,0,0) ,¢> = (0,1,0) e
e3 =(0,0,1) , o produto vetorial pode ser definido algebricamente como segue:

— — —

ey ey e3
- = D2 S B X1 21 | > % N B
UXv=1|Xx1 y1 21 = ’ 1= ey = es. (2.24)
Y2 22 X2 22 X2 y2
X2 Y2 22

Propriedades do Produto Vetorial: Para quaisquer vetores no espacgo i = (x1,y1,21)
V= (x2,y2,22) ew = (x3,y3,23) ¢ A € R, valem as seguintes propriedades:

1. (i x Vi) = (i xV,V) =0, 1isto &, i x V € um vetor ortogonal a ii e a V.

2. U x V=0 se, e so se, um dos vetores # ou v € miltiplo do outro. Ou seja, i e V ndo sdo
multiplos se, e sé se, i X V# 0
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3. || x V|| = ||d]| ||V||sin 6 , onde O = Z(id,V).
4. Seﬁxﬁ#ﬁ,entﬁoﬁ,ﬁeﬁxﬁsﬁoLI.
5. Uxv=—(Vxi)
6. (Ai) x V=i x (AV) = A(4) x V)
7. (B+W)XV=UxV+wWxVeudXx (W+V)=udXw+ixV
8. (i x V,w) =det(ii,V,w) , onde
X1 )1
(ﬁv v, V_‘;) = X2 Y2 22 (2.25)
X3 Y3 23
€ a matriz 3x3 cujas linhas sdo as coordenadas dos vetores i,V € w , na ordem em que sdo
listados.
9. (U xV,w) =0 se, e somente se, i,V e w sdo vetores LD. Consequentemente, (ii X V,w) # 0

se, e somente se, i,V e w sdo vetores LI.

Interpretacdo geométrica da norma do produto vetorial

Pela propriedade 3 tem-se que a
norma do produto vetorial de dois vetores i e V
é ||iZ x ¥|| = ||i]|||¥|| sin 8. Sejam i = OA # 0
eV=0B# 06 vetores ndo colineares. Seja
C o ponto tal que o quadrilatero P = OACB é
um paralelogramo. Considerando o segmento
OA como base, a alturade P é

h = ||OB||sin Z(OA, OB),

*C

=L

logo,
8 Figura

Area(P)
[z [[V]] sin £(

|| 7],

20 — Paralelogramo OACB de altura h

— = — —
I|OA|| ||OB||sin £(OA, 0B)

u,v

)

) . R - £z
ou seja, a norma do produto vetorial de i = OA por vV = 0? ¢ a area do paralelogramo

que tem os segmentos OA e OB como lados adjacentes.

A propriedade 1 diz que o vetor resultado do produto vetorial de i e vV € um vetor

ortogonal a ambos, ou seja, ¢ um vetor perpendicular

ao plano 7w formado por # e V. J4 pela

propriedade 3 pode-se inferir que a norma do vetor é igual a ||i]|||V]| sin 6. Com este dados é
possivel encontrar dois vetores, sendo um o inverso aditivo do outro. E necessario definir entdo

o sentido do produto vetorial, que serd, geometricament:

Definicao 2.19. Seja ii, v, w um terno ordenado de veto

€, Como segue:

res LI. Dizemos que #,V,w é um terno

positivamente orientado se ele satisfaz a regra da mao direita, ou seja, ao esticar o dedo indicador
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no sentido do brago temos o vetor #; o dedo médio no sentido perpendicular a palma da méao
temos o vetor V; depois, o polegar esticado apontara na direcdo e sentido do vetor w.

Figura 21 — Regra da mio direita

2.3.5 Produto misto e Determinante

Ja visto anteriormente na propriedade 8 do produto vetorial, o produto misto de
trés vetores i, V e w no espago, caracterizado por [i,V,w] é o nimero real produto da operagio
(i x v,w). Como mostrado na secdo anterior, seu valor é o determinante da matriz 3x3 cujas
linhas sdo formadas pelos vetores i, V e w, nessa ordem. Ou seja:

[U,V,w] = det (i,V,w) (2.26)
Interpretagdo geométrica do produto misto

Sejam i, V e w vetores no espaco. Considerando os vetores #, Vv como lados do
paralelogramo 7 e os vetores i, V e w como arestas do paralelepido p ,sendo 7 a base de p ,
sabemos que:

Vol(p) = Area(7)h, (2.27)

onde & € a altura de p relativa a base 7

Como 7 é formado por i e ¥ , pode-se dizer que Area(t) = ||ii x V|| . A altura h
também pode ser deduzida por ||w|| - |cos Z(w, i X V)|.

Dessa forma, pode-se afirmar que:

—

Vol(p) = [[i x V]| - [[W]] - | cos £ (w, 1 x V)|
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Mas ||id x V|| - ||W]| - | cos Z(w, 1 x V

Pela interpretacdo geométrica, o
produto misto determina o volume do parale-
lepipedo formado pelos vetores i, V e w.

De fato, se ii, Vv e w forem LD, ndo
ha paralelepipedo, somente paralelogramo, ou
segmento, ou ponto, 0 que corrobora com a
propriedade 9 do produto vetorial, pois o pro-
duto misto serd zero, do mesmo modo que o
volume serd zero para trés vetores LD.

Propriedades do produto misto

Sejam i, wuy, V, vp, W € Wy vetores
do espacgo e seja A € R. Entdo:

1. [Ad,V, W] = [, AV, W] = [i,V,AW] = A[u,V,W];
2. [d+up,V,w| = [d,V,w] + [up, V, W]
i,V +vo, w| = [u,V,w] + [u, Vo, W]
[, V, W+ Wo] = [i, V, W] + [i,V, W]
3. [i,v,w] = 0 se, e somente, se, os vetores i, V, w sdo L.D.. Ou seja, [i,

somente se, i, vV, w sdo L.1;
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)| € o produto misto de i, v e w. Portanto:

Figura 22 — Pontos B, C' e D'

—

4. O sinal do produto misto muda quando permutamos dois de seus fatores:

—

[U,V, W] = —[V,ud,w], [u,V,w] = —[w,V,u], [i,V,w] = —[u,w,V].

v,

—

w

] #0 se, e
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3 TECNOLOGIAS DIGITAIS NO ENSINO DA MATEMATICA

O usos das tecnologias j4 estd presente ha algum tempo no cotidiano escolar. A
primeira “revolucdo tecnoldgica” nas escolas pode ser considerado o advento das calculadoras
portateis na década de 1970. A partir dessa ferramenta inicial, seguiram os aperfeicoamentos
com calculadoras cientificas e, por dltimo, calculadoras graficas (PREINER, 2008).

Com a chegada do computador pessoal, seguiu-se uma nova onda de introducgado de
tecnologias nas escolas. Preocupados com o impacto dessa nova ferramenta no dia-a-dia das
pessoas, tanto em casa como no trabalho, surgiu a necessidade de preparar os estudantes no
sentido de se familiarizarem com o equipamento, sem um objetivo especifico além de tornar o
estudante um usudrio da maquina, sem preocupacdes maiores com o conteido matematico.

No final da década de 1980, a necessidade de se trabalharem nos computadores os
conteddos pedagdgicos como um fim em si, em detrimento do estudo somente da tecnologia,
levaram a uma demanda de software mais amigaveis para os estudantes, cujo foco era o conteido
a ser ensinado. Nesse periodo surgem o primeiro Software de Geometria Dindmica, Cabri
Geometry, e o Sistema Algébrico Computacional Derive, ambos até hoje comercializados e
popularizados entre a comunidade de estudantes, professores e pesquisadores.

Desde entdo, ndo param de surgir pesquisas e estudos sobre como implementar
essas tecnologias e sobre a efetividade de seu uso na aprendizagem. Apds muitas expectativas
geradas pelo pontecial visualizados pelos educadores, hoje hd um consenso mais realista em
termos de contetido e métodos de instru¢do. Assim, as novas tecnologias vem sendo vistas mais
como auxiliadores da evolu¢ao do ensino, em vez de serem encaradas como a nova revolucao
(PREINER, 2008).

3.1 Utilizacdo da tecnologia

Podemos generalizar a utilizacdo da tecnologia, na forma de softwares, em duas
maneiras: os manipuladores virtuais e as ferramentas de software mateméaticos (PREINER,
2008).

3.1.1 Manipuladores virtuais

Os manipuladores virtuais sdo ambientes interativos, disponiveis na internet ou
em aplicativos instalados no computador, onde os estudantes podem construir conhecimento
matemadtico. Geralmente estdo prontos para serem acessados online pela Internet, e ndo neces-
sitam conhecimento prévio do software pelo qual foram construidos. Sdo focados em ensinos
especificos, de um determinado assunto, onde o aluno, devidamente guiado pelo professor, ou até
mesmo sozinho, vai produzindo material e analisando os resultados para chegar ao conhecimento
(figura 23).

Por sua larga variedade e disponibilidade, o que demandaria apenas uma busca
acurada para encontrar os manipuladores ideais para o assunto e para o nivel da sala de aula,
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professores e alunos podem se beneficiar bastante desta abordagem. Suas limita¢des decorrem
de ser um produto que ndo permite alteracio ou customizagdo pelo professor.

Circulo trigonométrico - Tangente

Circulo trigonométrico - tangente

. . L y
Circulo trigonométrico s 5 AT __
go==—=-——==AT — ordenada do ponto T

tgo = =
Tangente . ! OB 0OA

tga =y (ordenada do pontoT)

05 ye]—oo, +oof
sen o

1
1
1
1
1
e AL 0) x
B 1.5 2 25 3 35 4 45 5
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sen’a+ cos’a = 1
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tge = i cosa#0
cos &

wig1
Mg 2

¥Isen e cos N
“ Relagoes 1+tga=

cosa # 0

costoe’

> -15

Figura 23 — Manipuladores virtuais

3.1.2 Softwares Matemdticos

Outra maneira de se utilizar a tecnologia s@o as ferramentas de softwares matematicos.
Com eles, o professor estd livre das limitacdes impostas pelos manipuladores virtuais, pois tem a
sua disposicao um software cujo propodsito € trabalhar os conteidos da matematica e, portanto,
oferece uma ampla variedade de opgdes, abordagens, planos de aula etc, onde o material
preparado é completamente personalizado pelo professor.

Dentre as ferramentas de software disponiveis, tem-se os Sistemas de Algebra Com-
putacional, Planilhas, Softwares de Geometria Dindmica e Softwares de Matemdtica Dinamica.
De certa forma, todos sdo softwares que tornam possiveis ao professor planejar e decidir sua aula
de modo personalizado. Abrangem uma variedade de problemas e situacdes de aprendizagem
muito maior que os manipuladores virtuais.

Contudo, a implementac¢do destas ferramentas em sala de aula exige maior esforco
por parte de professores e alunos (PREINER, 2008). Ambos necessitam inicialmente aprender as
habilidades basicas que a ferramenta dispde, para depois passar por um estagio de familiariza¢ao
do programa para enfim comegar a explorar apropriadamente suas possibilidades. Esse esfor¢o
inicial € fundamental para o sucesso do uso das ferramentas no longo prazo, pois somente com
a familiarizacdo com o software logra-se a aprendizagem desejada com estas tecnologias, a
construcdo de conhecimento e autonomia dos alunos.

3.1.2.1 Sistemas de Algebra Computacional
Sdo programas que permitem o calculo de expressdes matematicas e facilitam sua

manipulacdo pelo usudrio. Eles tratam da representagdo simbdlica e numérica de objetos
matematicos. O usudrio pode manipular expressdes algébricas e funcdes, inclusive trabalhar com
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derivacao, calculo, sequéncias e matrizes.

Alguns softwares de Sistemas de Algebra Computacional disponiveis no mercado
sao Maple (figura 24), Mathematica e Derive.

ot
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003966195320 W (108 = x)
g

Figura 24 — Software Maple

3.1.2.2 Planilhas

Planilhas sdo programas que apresentam seus dados, em forma de textos ou valores
numericos, em tabelas formadas por uma grade de linhas e colunas. Sdo usualmente trabalhadas
através do teclado do computador, onde sdo inseridas férmulas e expressdes de programacdo que
permitem ao usudrio fazer cdlculos, trabalhando 4lgebra e aritmética, e utilizador operadores
l6gicos para fazer inferéncia dos resultados. Exemplo de software do tipo Planilha sao Excel e
Calc (figura 25).

T | il | M
200-1 i ) ) m o 27| o
20002 1501 L w £5 0 il
20003 e m L L L 0|«
20004 AT0A - E i R 05
2000.5 [ £ L] s g m|
2006 . m| 1 08 aar 2
20007 e m .-:. 1 - an| ™" 1
2008 5 22 31| |
20003 ma m w0 s wr 3a| |
2000.1 T m T | l EE] I |
i 14 s m m o 4 |
2000-17 54 W a ] J
- a1 ™ P i) st 30 mmr mma wwa gEe mws mE T @
202 w 204 i 10
. " - o o
el SPR Trends
a s s

Figura 25 — Planilha
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3.1.2.3 Software de Geometria Dindmica

Sdo programas que trabalham em sua predominancia com geometia elementar na
construcao de tarefas e andlise de problemas. Sao operados na grande parte das vezes pelo
mouse, na acao de produzir objetos na tela de desenho ou manipular objetos existentes.

Os programas possuem ja ferramentas pré-existentes para elaboracdo de alguns
objetos matematicos, como pontos, segmentos, circulos, angulos, vetores e conicas. Pode-se
também manipulé-los, arrastando os objetos pela tela sem perder suas caracteristicas intrisecas,
bem como estudar os objetos através de seus tracos ou criar lugares geométricos a partir dos
objetos criados.

Softwares de Geometria Dindmica populares no mundo sdo o Cabri (figura 26) e o
Geometer’s Sketchpad.

8 Cabri II Plus - [Figure #1 *] il -lol x|
T Fle Edt Options Session Window Help _|5 x|

[ IO o] A
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e _
oint
oint [Point on Object
icle: __

Figura 26 — Software Cabri

3.1.2.4 Software de Matemdtica Dindmica

Estes softwares surgiram da necessidades de programas que combinassem as carac-
terfsticas dos Sistema de Algebra Computacional, Planilhas e Softwares de Geometria Dindmica
em um unico produto, de modo que o usudrio pudesse transitar entre os varios ambientes e de
modo que um objeto criado em um ambiente estivesse ligado aos outros dinamicamente. Um
exemplo deste tipo de software é o Geogebra.

3.2 Geogebra

GeoGebra é um Software de Geometria Dinamica, aplicdvel desde o Ensino Fun-
damental até a Universidade, que retine em si conceitos de dlgebra, geometria e planilhas em
um s6 produto (GEOGEBRA, 2016). Foi desenvolvido em 2001 por Markus Hohenwarter na
Universidade de Salzburg, Austria, com o objetivo de criar um software que unisse a facilidade
de uso dos Softwares de Geometria Dindmica a grande capacidade e caracteristicas dos Sistemas
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de Algebra Computacional.

O software desde 2002 vem acumulando prémios em diversos paises pela Europa
e Estados Unidos e acumulando novas func¢des. Hoje ja € possivel trabalhar com planilhas e
janelas graficas em 3D. Além disso, o programa também disponibiliza a capacidade de se criar
materiais instrucionais, como manipuladores virtuais, para o ensino mais aprofundado em um
assunto especifico.

GeoGebra € um programa de c6digo aberto e estd sob a licenca GNU General Public
Licence'. Qualquer usudrio é livre para usar, copiar e distribuir o programa, sem propésitos
comerciais (sujeito a termos? ). Além disso, é um programa acessivel em varios idiomas, tanto
em seus menus quanto em seus comandos, gracas a traducgao feita por voluntarios ao redor do
mundo em mais de 30 linguas.

3.2.1 Interface do GeoGebra

Uma vez que o GeoGebra se propde a combinar os diversos tipos de software
educacionais existentes, sua interface € composta pelas caracteristicas de cada uma, conforme
pode ser vista na figura abaixo.
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Figura 27 — Interface do GeoGebra

Na figura 27, quatro janelas estdo abertas, a saber, da esqueda para a direita: Janela
de Algebra, Janela de Visualizacio, Janela de Visualizagdo 3D e Planilha. Acima das janelas
estd a Barra de Ferramentas e abaixo das janelas estd o Campo de Entrada.

A Janela de Visualizacdo mostra graficamente os objetos matemaéticos (pontos, seg-
mentos, poligonos, fungdes, retas, secoes conicas, vetores) criados, seja pelo Campo de Entrada
ou pela Barra de Ferramentas. Com o mouse € possivel fazer mudangas nos objetos, que serdao
devidamente atualizados na Janela de Algebra. A Janela de Visualizacdo é a principal drea de
trabalho do programa. A Janela de Visualizagao 3D € util para objetos em trés dimensdes.

Disponivel em: www.gnu.org/copyleft/gpl.html

2 Disponivel em: www.geogebra.org/license#NonCommercialLicense Agreement
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A Janela de Algebra contém as representacdes algébricas e valores numéricos dos
objetos. Pode-se modificar um objeto diretamente nesta janela, através do teclado.

O Campo de Entrada fornece a op¢ao de escrever expressoes algébricas através do
teclado, auxiliado por uma larga quantidade de comando pré-definidos

Planilha € uma tabela onde cada célula armazena um dado, sendo exposto na Janela
de Visualizagio e Janela de Algebra.

A Barra de Ferramentas (figura 28) contém aplica¢des pré-existentes para a criagao
de objetos como ponto, segmento, vetores, angulo, e também permite a criagdo de varidveis,
chamadas de controles deslizantes, que podem ser utilizadas na manipulacdo dos objetos criados.
A Barra de Ferramentas € propria de cada Janela que esta sendo utilizada.

Janela de Visualizagio Al :\, ™ @ e \_ ABC| 232 | <
e o[ Ch|[le 5] £l o[l NG L v
Janela de Visualizagio 3D .A7 /'/ | “ il :j_h Qﬁ A :'7 4_’:57 @7 éL . .7 ABC Q‘G{

JTanela CAS = vy x= x= f'_(% L
Planilha dﬂl (1.2} 27

Figura 28 — Tipos de Barra de Ferramentas

Outras Janelas estdo disponiveis para o software, como a Janela CAS, Protocolo
de Construcdo e a Calculadora de Probabilidades. A Janela CAS permite cdlculos simbdlicos;
a Caluladora de Probabilidades permite o estudo de distribui¢des de probabilidade e céculos
estatisiticos.

O Protocolo de Contrucio ¢ uma ferramenta interessante pois permite visualizar
todos os comandos efetuados passo-a-passo. Com ele, o professor dispde de um histérico facil
do que o aluno realizou em sala de aula, auxiliando na avaliagdo do mesmo em particular e na
avaliacdo da aula em geral.

Como exemplo das miltiplas possibilidades que o software fornece, serd mostrada a
soma dos vetores d = (—1,2) e b = (6, 1) utilizando o software.

Inicialmente, serdo criados os vetores. O vetor d pode ser criado no campo de entrada
através do comando a = (—1,2). Para o vetor b havers duas etapas: primeiro cria-se o ponto B,
através do comando B = (6, 1). Em seguida, através do comando Vetor na Barra de Ferramentas,
marca-se com o mouse a origem (criando automaticamente o ponto A = (0,0)) e o ponto B
criado, gerando o vetor b. A soma de vetores pode ser encontrada através do comando a + b no
campo de entrada. Apds isso, o programa cria e exibe na Janela de Visualiza¢io o vetor soma
(na figura 29 representado pelo vetor i).

E interessante observar que foi deixada a janela Protocolo de Contrucio ativada, no
lado direito da tela, de modo que é possivel observar todos os passos que foram executados para
a resolucdo da tarefa de somar dois vetores. Assim, o professor, munido do arquivo feito pelo
aluno, consegue visualizar o que foi feito, saber onde o aluno acertou ou errou, quais as possiveis
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Figura 29 — Exemplo de soma de vetores
deficiéncias e corrigi-las pontualmente.

3.3 Desafios na implementacio

No Brasil, o final da década de 1990 € apontado como um marco na questiao do
aparelhamento de equipamentos de informadtica nas escolas ptiblicas (BORGES NETO, 1999.)
Porém, esse processo de informatizagdo se caracterizou, sendo palpavel até hoje o fendmeno,
por uma falta de planejamento pedagégico que traga uma maior eficiéncia em sua utilizacdo.

A introdugdo nas escolas das novas tecnologias ndo vem sendo acompanhada pela
introdugdo das tecnologias no ensino do dia-a-dia. Professores tem uma resisténcia contra inova-
coes tecnoldgicas que impliquem mudangas na sua aula tipica. De fato, o uso de computadores,
a aprendizagem de um novo software e a posterior aplicacdo desse aprendizado para os alunos é
um longo caminho e um desafio para os professores (PREINER, 2008).

Um papel importante nessa acdo de implementacdo efetiva dos recursos tecnoldgicos
no ensino cabe a gestdo escolar. Por um lado, deve a gestdo favorecer as Tecnologias digitais
através de estudos, debates, semindrios, capacitagdes, formacdes continuadas dos professores
visando o crescimento do saber e, por consequencia, a influencia dos recursos disponiveis no
ensino. Por outro lado, € necessario entender a importancia do Laboratério de Informdtica nesse
processo, como instrumento fundamental para o sucesso do empreendimento.

Questdes como espaco fisico e manutencdo do Laboratério de Informatica sao
extremamente pertinentes quando a questdo € a insercdo das tecnologias digitais no ensino.
Quando o espaco fisico € inadequado, devendo o professor por vezes ter que separar a turma em
duas por ndo comportar todos, ha obstaculos tanto para os alunos quanto para os professores:
falta sincronia entre os alunos, desencontros entre os professores. Se a manutencdo nao for
realizada, ndo ha ddvidas que, cedo ou tarde, aparecerdo problemas, encerrando as aulas no
Laboratorio, causando perda na continuidade do trabalho, perdendo a sincronia entre o ensino de
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sala de aula e o de laboratdrio, frustrando professores e alunos, o que leva gradativamente ao
desinteresse.

Diante desse quadro:

Os conhecimentos discutidos até o momento, na perspectiva da tecnologia
digital no ensino e com base na proposta curricular, que sdo considerados
preliminares, indicam que o professor precisa estudar. S@o saberes dificilmente
adquiridos na formacao inicial, mas que podem ser aprendidos e incorporados,
por meio de uma formacao continuada, preferivelmente, em servigo. Para isso,
contudo, € preciso saber em que consiste a formacao continuada do professor.
Considerando que nio ha como falar de qualidade de ensino sem referéncia a
formag@o do professor, pela intimidade dessa ligagdo, o passo seguinte € o de
aceitar que a formagdo do docente deve ser permanente e integrada ao cotidiano
escolar (ROCHA, 2008, pag 46).

Ha também um método proposto baseado em uma série de passos para a insercao das
tecnologias digitais (PREINER, 2008). Primeiramente com a instrucdo bdsica dos professores
sobre o software apropriado e sobre a potencial aplicacio no ensino; apds isso, deixar o professor
naturalmente se acostumar a ideia da integracdo entre o ensino da sala de aula e o software,
através do fornecimento de material didatico ja pronto, o que traria menos resisténcia ao uso
pelo professor; posteriormente, o professor poderia focar em melhorar e personalizar mais o
material conforme vai aplicando e fazendo suas inferéncias.

Em momento algum deve-se esquecer que o professor de sala de aula € o ponto chave
do sucesso na introducao de novas tecnologias. O suporte e as intervencoes sao fundamentais
para que os alunos nao produzam resultados irrelevantes usando os softwares, o que logo traz o
desinteresse. E preciso ser consciente de que os avangos tecnolégicos trouxeram oportunidades
de mudangas em praticas pedagdgicas, mas ndo conseguem mudar aspectos essenciais de ensino-
aprendizagem.
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4 SOLUCAO DE SISTEMAS LINEARES ATRAVES DE VETORES

Neste capitulo serd mostrada a interpretacdo geométrica da resolucdo de sistemas
de equacdes lineares utilizando o conceito de vetores. E uma abordagem nova tanto para os
alunos como para os professores de Matemética do Ensino Médio, que, como se vera adiante,
trard respostas (nao completas, claro, mas suficientes para o nivel incipiente dos discentes) para
duvidas do tipo: Professor, para que serve o determinante?

Uma equacao linear ¢ uma equagdo da seguinte forma:
aix) +axxy +aszxz + - +apxy =, (4.1)

onde a,ay,as, ... ,a, sdo nimeros reais, chamados de coeficientes, x;,x>,x3,- - ,x;, sdo chama-
das de incégnitas, e b € chamado de termo independente. No caso de b = 0, a equacgdo recebe o
nome de equacio linear homogénea.

Um sistema linear € um conjunto de duas ou mais equacdes lineares da seguinte
forma:

ajixi +apxs +azxz+ -+ apxn, = by

ax1xy  +axnxy+axnxz+ -+ ayx, = b
e (4.2)

Am1X1  +amX2 + am3x3 + -+ AppXn = by,
onde a;je b; ,paral <i<mel < j<n,sdo nimeros reais dados.

Sistemas lineares estdo presentes desde os mais antigos documentos matematicos.
Os babilonicos, ha mais de 3.000 anos, ja tratavam de resolver os sistemas de maneira bem
particular, reduzindo o problema de duas varidveis (ou incégnitas) a uma sé varidvel, num
processo que, hoje aprimorado, chamamos de método de eliminagao gaussiana. Por exemplo,
tomemos o sistema abaixo:

{ A1+4, = 30 4.3)

5A1+44, = 140,

que envolve dreas de terrenos e diferentes precos de aluguéis por drea, tipos de problemas pre-
sentes nos textos babilonicos antigos (FRIBERG, 2007). A estratégia utilizada pelos babildnicos
era, inicialmente, encontrar uma solucao parcial que satisfizesse uma equagao, por exemplo,
A1 =A, =15. Embora fosse solu¢do de A +A; = 30, ndo era solugdo de 5SA; +4A4A, =140. O
proximo passo era dar um incremento para a incognita A; ao passo que dava um decremento de
mesmo valor para A; , por exemplo, A seria incrementado de 5, enquanto A, seria decrementado
do mesmo valor, ou seja, A} =20 e Ay = 10 . Os valores agora satisfazem a segunda equacdo e
sa0 solugdo para o sistema linear.

Uma variacao desse algoritmo € o usado hoje pelos alunos do Ensino Médio. Mas
essa abordagem algébrica nao serd utilizada nesse trabalho, em vez disso utilizar-se-4 vetores e
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serd dada uma interpretacdo geométrica para um sistema linear. Para tanto, tome-se o sistema
linear de duas equagdes e duas incognitas abaixo:

{ a1x+b1y=rc 44)

arx+byy = c;.

Tomando aj e ay , by € by € ¢y e c; como vetores coluna, o sistema pode ser reescrito

Lalelnl-la) @
ar b 2

xd+yb="=¢. (4.6)

como.

Uma vez tomados aj € as , by € by € ¢1 € ¢ como coordenadas dos vetores d , bet ,
respectivamente, o anteriormente sistema linear se transforma em uma soma de vetores, ou como
visto no capitulo anterior, uma combinacdo linear de vetores. O problema passa a ser encontrar
0s vetores xd e yl; cuja soma resulta no vetor ¢ (figura 30).
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Figura 30 - xd+yb=¢

Assim, o problema, do ponto de vista vetorial, passa a ser como encontrar os valores
de x e y de tal modo que a soma vetorial dos miltiplos de d (xd) e de b (yB) produzam o vetor ¢.
Para isso, pode-se usar a regra do paralelogramo para soma de vetores, partindo do final (o vetor
soma, no caso, ¢) para o comego, encontrando as parcelas da soma e, por fim, os valores de x e y
desejados.

Utilizando os vetores d e b e fazendo a soma, através da regra do palelogramo, adota-
se o seguinte procedimento, ja explicado no capitulo 2: a partir do vetor & , nas coordenadas
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(ay,ay), traga-se uma reta paralela ao vetor b,e,a partir do vetor b , nas coordenadas (b1,by),
traca-se uma reta paralela ao vetor d@. O ponto de intersecdo das duas retas serd tal que suas
coordenadas pertencem ao vetor d + b. Agora tomando dois valores reais x e y quaisquer para
multiplicadores dos vetores d e b, respectivamente, e utilizando o mesmo algoritmo do pardgrafo
anterior, o resultado sdo as coordenadas do vetor xd + yz (figura 31).
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Figura 31 — Soma de vetores pela regra do paralelogramo

A solugdo do sistema linear € o inverso: devem ser encontrados x e y tais que a soma
dos mudltiplos de d e b, xd e yb, seja o vetor ¢ dado. Portanto sera feito o procedimento inverso
da regra do paralelogramo.

Considerando a combinacao linear da equacgdo 4.6 (que representa vetorialmente o
sistema linear da equacdo 4.4), partindo do vetor ¢, tragam-se duas retas: uma paralela ao vetor d
(reta b'), cujo ponto que intersecta a reta dire¢do do vetor b (reta b) deve ser destacado; e uma
paralela ao vetor b (retad), cujo ponto que intersecta a reta direcdo do vetor 4 (reta a) deve ser
destacado também. O vetor cujas coordenadas sdo representadas pelo ponto de intersecdo das
retas b’ e b € o vetor multiplo de b desejado, e o vetor cujas coordenadas sdo representadas pelo
ponto de intersecdo das retas @’ e a é o vetor multiplo de d@ desejado (figura 32).

Os valores de x e y podem ser encontrados comparando as normas e os sentidos dos
vetores xd e d e yb e b, respectivamente. Mais adiante, serdo mostradas as maneiras de encontrar
esses valores no Software GeoGebra.
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Figura 32 — Encontrando multiplos de d e b

4.1 Resolucao de sistemas lineares

Ao classificarmos os sistemas lineares quanto as suas solucdes, encontramos as
seguintes opcoes: impossivel, quando nao hé solucio; possivel e deteminado, quando ha uma
solucdo Unica; possivel e indeterminado, quando hd mais de uma solucao.

H4 diversas maneiras de fazer a determinagdo do tipo de soluc@o para um sistema
linear. Neste trabalho serda mostrada a verificagdo através de vetores, com viés geométrico e
ajuda algébrica para demontracoes.

4.1.1 Sistemas lineares 2x2

Um sistema linear 2x2 € composto por duas equacdes e duas varidveis tal como
segue abaixo:

by —
{ a;x+b1y =ci 4.7)
arx+byy = c3.
Vetorialmente, pode ser escrito da forma:
xd+yb=2¢. (4.8)

O algoritmo para obtengdao geométrica dos valores de xd e yz ja foi explicado
anteriormente. Pode-se argumentar que a solugdo de um sistema linear estd condicionada a
possibilidade ou ndo de se fazer o paralelogramo da soma de vetores. Ou seja, sempre que for
possivel construir o paralelogramo, hé solucio para o sistema. Quais as condi¢des para que seja
possivel fazer o paralelogramo? Em que casos ndo € possivel construir o paralelogramo? Sendo
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impossivel fazer o paralelogramo, entdo nao haverd solugdo? A partir da solugdo tnica para o
sistema linear, por via algébrica, serd dada a interpretagdo vetorial para todos os casos.

Proposicao 4.1. Considere o sistema linear 2x2 nas incognitas x e y:

aix+biy=rc (4.9)
arx+byy = c.
Se Z—; Z—; , isto é, sendo a\by — ayby # 0, entdo o sistema tem solucdo tnica.

Demonstragcdo. Multiplicando a primeira equacao por b; e a segunda equacdo por —by, temos:

arbyx+b1byy = by
—azblx— blbzy = —b162.

Somando as duas equagdes, temos:

(a1by —azby)x = bycy —bic

Analogamente, para encontrar y, multiplicando a primeira equagao por a; € a segunda
equagdo por —ap, encontram-se as solugdes de x e y:

bacy — b2 aicy —axcy

= = by —axb; #0.
albz—azbl albz—azbl’ com b2 =2 17&

O

Observa-se facilmente que ambos x € y, em suas solucdes, possuem 0 mesmo
denominador, a;b; — ayb;. Considerando a matriz formada pelos coeficientes do sistema linear,

ar b
ay by |’
pode-se concluir que o denominador € o determinante da matriz associada aos coeficientes do

sistema linear. Ou seja, a solucdo unica estd condicionada ao determinante ser diferente de zero.
Vetorialmente, o que significa isso?

Como vimos na proposi¢do 2.7, o determinante da matriz associada aos coeficientes
do sistema linear, det = a;by — axb; , ser diferente de zero implica que os vetores cujas coor-
denadas sdo (aj,az) e (b1, by) ndo sdo mdltiplos, ou seja, ndo possuem a mesma dire¢do. Isso
significa também dizer que os vetores sao linearmente independentes.

Ratificando, conclui-se que o determinante de uma matriz 2x2 é um verificador da
dependéndencia ou independéncia linear de seus vetores colunas no plano.

Proposicao 4.2. Para um sistema linear 2x2, cuja expressdo vetorial é xda+ yb = ¢, a solu¢do
serd tinica quando os vetores d e b forem linearmente independentes.
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Figura 33 — Determinantes da matriz associada aos coeficientes da combinagdo linear
xa+yb=<¢

A solugdo tnica estd condicionada unicamente a possibilidade de se construir geo-
metricamente o paralelogramo? Nao necessariamente. Pode-se inferir duas possibilidades para o
caso dos vetores coluna dos coeficientes serem linearmente independentes.

O primeiro caso € o vetor coluna dos termos independentes (vetor ¢) ndo ser multiplo
nem de @ nem de b. Desse modo, é possivel fazer o paralelogramo (figura 34(a)). O segundo
caso é o vetor ¢ multiplo ou de d ou de b. Assim, como se vé na figura 34(b), ndo é possivel a
construcdo do paralelogramo, porém continua com solu¢do tnica, onde o valor do coeficiente do
vetor que ndo é multiplo a ¢ € zero.

Quando o determinante da matriz associada aos coeficientes do sistema linear for
igual a zero, det = a1b, —azb; = 0, tem-se dois vetores multiplos um do outro, ou seja, eles
estdo na mesma direcao (figura 5b).

H4 duas possibilidades para o vetor ¢: ou ele tem uma direcdo diferente de d e b,
ou ele estd na mesma direcdo (figura 35). Na primeira situacao, € possivel verificar pela figura
que ndo ha solucdo, uma vez que qualquer combinagao linear de d e b resultard em um vetor
na mesma dire¢do dos dois, tornando impossivel uma soma estar em uma direcdo diferente. A
segunda situacdo se traduz num caso de infinitas solugdes, uma vez que, se d , be¢sdo multiplos
um do outro, tem-se:
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Figura 34 — Casos para d e b linearmente independentes

assim, para cada x qualquer dado, € possivel encontrar um valor para y = %

(a)c,de b linearmente dependentes (b) ¢ linearmente independente de d e b

Figura 35 — Casos para ¢ com d e b linearmente dependentes

E possivel agora apresentar um teorema que relacione as solugdes de um Sistema
Linear com seus respectivos vetores-colunas:

Teorema 4.1. Considere um sistema linear de duas equacdes e duas incognitas xd + yb = ¢ ndo
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homogéneo. Entdo:

1. O sistema ¢é possivel e determinado se, e somente se, o vetores d e b sdo linearmente
independentes;

2. O sistema é possivel e indeterminado se, e somente se, o vetores d, b e  sdo linearmente
dependentes;

3. O sistema é impossivel se, e somente se, o vetores d e b sdo linearmente dependentes e ¢ é
linearmente independente de d ou b.

4.1.2 Sistemas lineares 3x3

Um sistema linear 3x3 é composto por trés equagdes e trés varidveis tal como segue
abaixo:

aix+byy+ciz=d;
arx+byy+caz=dp (4.10)
azx+bsy+c3z =ds,

Vetorialmente, pode ser escrito da forma:
xd+yb+zE=d, (4.11)

onde (ay,az,as), (by,b2,b3), (c1,¢2,¢3) e (dy,da,d3) sdo as coordenadas, no espaco, dos vetores
d, b, ¢ e d, respectivamente.

Dessa forma, o sistema linear 3x3 se transforma em uma combinagdo linear, e a
resolucdo serd encontrar os coeficientes x,y e z de cada vetor d, b e ¢, respectivamente, de modo
que o vetor d seja a combinacao linear dos trés vetores xd, yb e z¢ (figura 36).

Para a constru¢cdo geométrica da solugdo do sistema linear 3x3 via vetores, o0 proce-
dimento adotado € similar ao do sistema linear 2x2, com algumas considera¢cdes. Anteriormente,
foram tragadas duas retas paralelas aos vetores coeficiente partindo do termo independente. A
reta paralela a um vetor (d, por exemplo) intersectava a reta direcdo do outro vetor (B) e 0 ponto
de intersecdo fornecia as coordenadas de uma das parcelas da combinacdo linear (yZ) (figura 32).

Para o caso de trés equacdes e trés incognitas (figura 37), deve-se levar em conta que
ha, em vez de dois vetores num plano, trés vetores no espago. Para a constru¢do geométrica,
serd feita inicialmente a formacdo de um plano formado por dois dos trés vetores coeficientes.
Tomando a origem (0,0) e as coordenadas de dois vetores, por exemplo, (ay,a2) € (b1,by), teremos
dois vetores sobre um plano (plano ¢) e um terceiro vetor fora desse plano (vetor ¢).

A partir dai, pode-se produzir o mesmo algoritmo aplicado no sistema 2x2: do vetor
termo independente (vetor J), traca-se um plano paralelo ao plano ¢ (plano 7 na figura 37), cujo
ponto de intersecdo com a reta direcdo do vetor ¢ deve ser destacado. Esse ponto fornece ja as
coordenadas do vetor zc.

Analogamente, traga-se a reta paralela ao vetor ¢ passando por d, cujo ponto de
intersecao com o plano ¢ deve ser destacado. Esse ponto ja fornece as coordenadas do vetor
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d

Figura 37 — Coordenadas de z¢

xd+ y_b' (figura 38). De posse do referido ponto, e dos vetores d e b, com 0 mesmo procedimento ja
adotado para o sistema linear 2x2, € possivel encontrar os pontos cujas coordenadas correspondem
axde yz. Tracam-se, a partir do ponto destacado, retas paralelas aos vetores d e b, que deverao
intersectar as retas-direcao dos vetores bea, respectivamente. Esses pontos de intersec¢do serdo
as coordenadas de yB e xd.

Com o vetores xd, yb e z¢ encontrados, a relacdo entre suas normas com as normas
de a, b e ¢, respectivamente, fornecerdo os valores x, y e z.
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Figura 38 — Coordenadas de xd + yz

Figura 39 — xd e yb

Algebricamente, pode-se encontrar a solu¢@o do sistema através, conforme visto no
capitulo sobre vetores, das propriedades 1 e 2 do Produto Misto, a saber:

[Ad,b,E] = Aldb,el
[@+ay,b,¢) = [d,b,c]+[do,b,c]
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e sabendo que as propriedades do produto misto sao validas também para o determi-
nante, uma vez que [d, b,¢] = det(d, b, ¢), temos:

det(d, b, &) = det(xd + yb +z¢, b, )
det(d, b, &) = x det(a, b, ¢)+y det(B,B, &) +z det(&, b, c)
det(d,b,¢) = x det(a@, b, ¢).

—

Desse modo, para det(d,b,c) # 0,

5= detld:b,6) (4.12)
det(d,b,c)

- =
—

De maneira andloga, fazendo o célculos dos determinantes det(d, d, ¢) e det(d,b,d), temos:

—

_ det(d,d,?) det(d,b,d)
b

= ez= (4.13)
g det(d,

d,c
b,c) det(d,b,c)

Esse método, no qual as incégnitas x, y e z sdo encontradas como quocientes de dois
determinantes, ¢ denominado Regra de Cramer.

Pode-se observar, de maneira andloga a solucdo encontrada para o sistema linear
2x2, que os denominadores de x, y e z s30 os mesmos, det(d, B, ¢). Assim, a soluc@o dnica para o
sistema estd condicionada a existéncia da fragéo, ou seja, que det(d, B, ¢) # 0. Conforme visto nas
propriedades do produto misto, em especial a propriedade 3 e sabendo que det(d, b, ¢) = [@,b,¢],
conclui-se que, de maneira semelhante ao sistema linear 2x2, a solucdo do sistema linear
xd -+ yZ; +7¢ = d ser4 tnica quando os vetores d, b e  forem linearmente independentes.

Mais uma vez, observa-se que o determinante de uma matriz 3x3 funciona como um
verificador da dependéncia ou independéncia linear de seus vetores colunas no espaco.

Quando 4, b e ¢ forem linearmente dependentes, hi dois casos, sob o viés vetorial,
possiveis: ou um vetor € multiplo do outro, onde d = Ab = Y¢, e eles estdo todos numa mesma
reta direcdo (figura 40); ou eles ndo sdao todos multiplos entre si, mas um vetor € combinagao
linear dos outros dois, @ = Ab -+ Y¢, e eles pertencem a um plano (figura 41). No primeiro caso
hé duas possibilidades: se o vetor d estiver na mesma reta direcdo dos outros trés vetores, ou
seja, também for multiplo de 4, b e @, o sistema serd possivel e indeterminado (figura 42(a)),
pois havera mais de uma combinacdo entre x, y e z valida para a equacao.

Se o vetor d ndo for multiplo de @, b ou ¢, para este caso ndo pertencendo a mesma
reta direcdo, o sistema serd impossivel (figura 42(b)), pois qualquer combinagdo de @, b ou ¢
resultard em um vetor na mesma dire¢ao, tornando impossivel, portanto , gerar o vetor d.
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Figura 40 — d, b e ¢ mdltiplos um do outro

/

Figura 41 — um vetor como combinacio linear dos outros dois

No segundo caso, novamente, hd duas possibilidades: se o vetor d estiver no mesmo
plano dos outros trés vetores, ou seja, for uma combinacao linear dos trés vetores, o sistema
serd possivel e indeterminado (figura 43), pois haverd mais de uma combinacdo entre x, y € 7
valida para a equagdo. Se o vetor d nao for combinacio linear de d, bou@, para este caso nao
pertencendo ao mesmo plano dos outros vetores, o sistema serd impossivel (figura 44), pois
qualquer combinag@o de d, b ou ¢ resultard em um vetor no plano, tornando impossivel, portanto,
gerar o vetor d.
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(a) possivel e indeterminado (b) impossivel

Figura 42 — Solugdes para d, betl multiplos entre si

Figura 44 — Vetores d, beZL.D.- Sistema impossivel
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Teorema 4.2. Considere um sistema linear de trés equagoes e trés incognitas xa+yb+z¢ =d

ndo homogéneo. Entdo:

1. O sistema é possivel e determinado se, e somente se, o vetores d , b e ¢ sdo linearmente

independentes;
2. O sistema é possivel e indeterminado se, e somente se, o vetores d, b, ¢ e d sdo linearmente

dependentes;
3. O sistema é impossivel se, e somente se, o vetores d, b e ¢ sdo linearmente dependentes e

d ¢ linearmente independente de d ou b ou C.
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S ATIVIDADES PROPOSTAS

Este capitulo apresenta algumas sugestdes de atividades a serem aplicadas em sala de
aula. As atividades propostas abrangem o assunto de vetores na resolucdo de sistemas lineares,
onde serd trabalhado o método geométrico de obter a solucdo, com o auxilio de expressdes
algébricas e do software GeoGebra para visualiza¢do e aprimoramento dos conceitos envolvidos.

Uma vez que € necessario o uso de vetores, inicialmente as atividades visam a
aplicacao simples do objeto em questao, para familiarizacdo dos alunos. Construgao de vetores
no plano cartesiano, multiplicacdo de um vetor por um escalar e adicdo de vetores sdo os temas
abordados. Nesse momento o trabalho € ainda no papel, e os materiais didaticos a servirem de
auxilio sdo lapis, regra graduada e esquadros.

O momento seguinte € de trasladar as atividades de papel para o ambiente compu-
tacional. Com o auxilio do GeoGebra, sdo realizadas as atividades com vetores anteriormente
feitas no papel.

Ap6s a familiarizacdo com o software, serd dada €nfase na resolucio dos sistemas
lineares 2x2 e 3x3 através dos vetores. Ainda no papel, serd abordada a solu¢do geométrica,
utilizando o conceito de vetores, de sistemas lineares 2x2. Apds isso, o interessante € que a
atividade se estenda para o software GeoGebra, de modo que os alunos consigam reproduzir no
software a atividade no papel.

Deixar os alunos descobrirem as potencialidades que um software de educacio
matemadtica pode oferecer é um papel crucial nos passos seguintes. Uma vez lograda a movi-
mentacdo do problema para o ambiente computacional, é mais facil para o aluno vislumbrar
melhoramentos, possibilidades, de modo que tome a iniciativa e expanda seus conhecimentos
pela experimentagdo e aprimoramento dos algoritmos realizados.

Ja no software GeoGebra, é possivel para o aluno montar o arquivo no programa de
modo que se torne uma solucao geral para sistemas lineares (inicialmente sistemas 2x2). Assim,
através de controles deslizantes e utilizando da melhor maneira possivel as janelas disponiveis do
software, o arquivo fica de tal maneira que é capaz de apresentar respostas gerais com entradas
de parametros feitos pelo aluno. Isso s sera factivel através de um trabalho continuado de
familiarizacdo do software, com autonomia dos alunos e suporte adequado dos professores.

Por fim, finaliza-se o trabalho com a solucdo para sistemas lineares 3x3. Por requerer
uma visdo em trés dimensdes, a ambientacao dessa atividade € direta no computador. Com o
auxilio do GeoGebra, dos conceitos estudados e do que foi trabalhado para a solugdo de sistemas
2x2, constroi-se a solucdo geométrica para sistemas lineares 3x3, através de vetores.

O material construido neste trabalho para as atividades propostas em sala de aula estd
disponivel para acesso direto pela Internet e download. As informagdes para tanto se encontram
no final das Atividades.
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ATIVIDADE 1
Material necessario:
e lapis
e régua graduada

e esquadros
e calculadora

No eixo de coordenadas abaixo (as grades ndo necessariamente representam me-
didas exatas em cm), represente os vetores ii = (%), V= (7%) e w = (73) utilizando a régua.
Qual 0 comprimento, ou modulo, desses vetores?

Resp. ||i]| = — [V = — W[ = ——

Como podemos calcular o médulo desses vetores sem fazer a medicdo com a régua?
Compare os resultados obtidos.
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No eixo de coordenadas abaixo, represente os vetores 2V e —2w =. No seguinte ,
represente a soma de vetores i + 2V pela regra do paralelogramo.
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ATIVIDADE 2
Material necessario:

e Computador com software Geogebra instalado ou com internet
e Atividade 1

Dadas as tarefas realizadas na ATIVIDADE 1, faca as constru¢des no software
GeoGebra e gere um arquivo .ggb para cada construgdo feita.

Notas para o professor: Nesse momento os alunos farao a construcao dos desenhos,
mais especificamente os vetores. H4d mais de uma maneira de se fazerem os vetores no programa:

1. O aluno pode marcar todos os pontos necessdrios € dai contruir os vetores.

Por exemplo, na primeira atividade, para os vetores i = (‘3‘) V=

(P)ew=( ~3), marcam-se os pontos (4,3), (—=2,1) e (=3, 1),

respectivamente. Essa marcacao pode ser feita pelo Campo de
@

Entrada, digitando por exemplo A=(4,3), onde ser4 criado o ponto

A, de coordenadas (4,3). Sucessivamente, criam-se os pontos B
e C. Atencdo, na digitagdo: as letras devem estar em maitsculas
para o programa entender que é um ponto que estd sendo gerado. r
Outra maneira de criar os pontos € o aluno clicar com o mouse ‘
na Barra de Ferramentas na opcao Ponto (figura 45(a)). Com os
pontos criados, os vetores sdo feitos através da op¢ao na Barra (b) Vetor () Reta

(a) Ponto

de Ferramentas Vetor (figura 45(b)). Com essa opcao ativada
basta selecionar dois pontos: o primeiro serd a origem (0,0) e o
segundo ponto serd o ponto criado anteriormente correspondente.

Figura 45 — Opc¢des da Barra
de Ferramentas

Observe que esta op¢ao talvez nao esteja visualmente disponivel na Barra de Ferramentas, quem
estard disponivel € a opcao Reta (figura 45(c)). No canto inferior direito da op¢ao hd uma seta
que, clicando nela, aparecem mais opcoes, dentre elas a op¢do Veror desejada.

2. O aluno pode, a partir do Campo de Entrada, criar os vetores. Desse modo, basta
digitar no local a expressdo u = (4,3) e o vetor i sera criado. Sucessivamente para os vetores V
e w, basta digitar v = (—2,1) e w = (—3,—1). Aten¢do novamente para a digitagdo: as letras
nesse caso devem ser minusculas, para o programa reconhecer que se trata de vetores. Se forem
digitadas letras maitsculas, o programa entende que a entrada € um ponto.

As figuras mostram como o programa mostra o resultado das operacdes pelas ma-
neiras 1 e 2. Com a janela Protocolo de Construcdo ativa, observa-se que a op¢ao 1 (figura
46) desprendeu mais esfor¢o para um mesmo resultado. Contudo, para uma constru¢do mais
robusta dos sistema que pretende-se fazer a posteriori, com possibilidade de manipulacdes e
modifica¢des dinamicas, € o método que deve ser apoiado para os alunos.

A Atividade 1 pede também que sejam encontrados os mddulos dos vetores. Pode-se
fazer isso algebricamente pela formula ||i|| = \/(a)? + (b)?, para i = (a,b). No GeoGebra, essa
operagdo é feita no Campo de Entrada. Para o vetor ii = (‘3‘), por exemplo, digita-se a expressao
a = sqrt(4°2 + 3"°2) e o software cria a varidvel a cujo valor serd o médulo do vetor #. Uma
maneira mais simples e direta (porém ndo recomendada no inicio para os estudantes, ja que o
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(a) Maneira 1

(b) Maneira 2

Figura 46 — Atividade 1 - primeira constru¢ao

momento € oportuno para trabalhar também a algebra) € fazer o comando abs(), que calcula

automaticamente o médulo. Nesse caso, ao digitar abs(u), o programa cria uma varidvel e dd a
ela o valor do médulo do vetor . Os valores dos mddulos sdo mostrados na Janela de Algebra,

a janela mais a esquerda do software. Repetem-se os passos para os vetores Vv e w e temos a

primeira construcdo da Atividade 1 finalizada (figura 47).

€7 ATIVIDADES.ggb

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio
[=lv fiv

Nimero

AL OO L] et <)

5

4

~ Protocelo de Construgiio

Br &~ |E &

[m} x

Entrar.

Entrada

M. |Nome Descricio

1Ponta A
2Ponto B
3Ponte C
4/Ponta D |Ponta de

intersecio de

SVetoru  VetorD, Al

6Vetorv  VetorlD, B]
7Vvetorw  VetorD, C]
8 Mimero a

9 Nimero b

10 Ndmero ¢

Valor
A=(4,3)

u=(4,3)

v=(21)

w=(-3,-1)

b=224

c=316

Legenda

2] <] 10710

[> Repr

Figura 47 — Primeira construcao finalizada

Com a primeira construcdo feita, pede-se aos alunos que salvem o arquivo no
computador e passem para a segunda contrucdo, que ¢ a multiplicacdo de vetores por um escalar.
Nessa construgao serdo criados os vetores 2V e —2w. No momento ndo serd trabalhado o vetor

u. Ele pode ficar invisivel na Janela de Visualizagdo, para ndo confundir com os outros vetores.

Isso pode ser feito na Janela de Algebra, basta localizar o vetor e verificar que hd uma bola azul

a esquerda, sinalizando que ele estd ativo. Ao clicar na bola ela passa de azul para branco e o
vetor desaparece da Janela de Visualizacao.

A construcdo dos vetores ¢ feito no Campo de Entrada. Por exempo, ao ser digitado
vI=2v, o programa cria a variavel v1, que é um vetor, cujo valor € 2v. O segundo vetor é —2w,
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que pode ser criado digitando w/=-2w no Campo de Entrada, gerando o vetor desejado. Com a
segunda construcdo feita (figura 48), novamente salvam-se os arquivos para controle.

{7 ATIVIDADES.ggb - [m] ®
Arquive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Enfrar..
A Bl 272
e el Ao 2|
v Janela de —'\\gebra > | » Janelade Vlsuallzagao X | = Protocolo de Construgio X
| =1~ A~ T|E- R e
Nimero M. \Nume [Descrigio \Vamr Legenda
a=5 4 1 Ponta A =(4,3)
b=224
c=316 2 Ponto B B=(-21)
Ponto a
A=(4.3) L 3
® B=(21) 3Ponto C C=i3,-1)
® Cc=(3,1) 2
~@ D=(0,0) 4Ponta D |Pantode D =(0, 0
Vetor v intersecio
B ( \) B , w 5Vetoru VetorlD, Al u=(43)
¢ % 6Vetorv  Vetor[D, B] v=(-2 1)
[\ 2 D 4
1
o 5 -4 3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 8 7Vetorw VetorD, C] w=1(-3,-1)
=(7) 5 "
-1 8 Numer. a=5
/-3
L 1 J 9 Nimer 5=224
6 -z
o wl= [\2,) 10 Namer c=318
3 11 Vetorvt 2y vi=(-42)
4 12 Vetor w1 -2w w1=(6,2)
-5 i} <K | 12/12) > [ex]
Entrada: ¥

Figura 48 — Segunda construc¢do finalizada

A tltima construcdo € a soma de vetores # + 2v, pela regra do paralelogramo. Uma
observagao a ser feita nesse momento € da importancia de se usar a Regra do Paralelogramo para
as atividades futuras. O estudante, mais adaptado as novas tecnologias, percebe a potencialidade
e facilidade do software, de modo que € natural que ao digitar u+2v no Campo de Entrada apareca
o resultado pretendido, como de fato o é. Mas o que estd sendo trabalhado ndo € o software em
si, estamos apenas fazendo uso do software como ferramenta para aprender o conceito da Regra
do Paralelogramo, que sera utilizada na resolu¢@o dos Sistemas Lineares.

Inicialmente, para evitar confusdes, € salutar deixar visivel na Janela de Visualizagdo
somente os vetores i e 27 (ou v1). Para isso basta a manipulagdo, ja explicada anteriormente, na
Janela de Algebra. De posse dos vetores, é necessario fazer retas na mesma direcio dos vetores
para depois fazer as retas paralelas passando pelos pontos dos vetores. Ao usar o comando Reta
da Barra de Ferramentas o software vai precisar de dois pontos. Criam-se se entdo os pontos dos
vetores i e 2V através do comando Ponto na Barra de Ferramenta e tracam-se as retas passando
pelos vetores. Pela figura 49, observa-se que foram criadas duas retas: f, no sentido do vetor vl,
e g, no sentido do vetor .

Para serem criadas a retas paralelas, usa-se o comando Reta Paralela, localizado no
mesmo conjunto de comandos da Reta Perpendicular, ao lado do Comando Reta. Apds ativar
o comando o software precisa de dois parametros: uma reta e um ponto. Depois € criada a
reta paralela a reta indicada passando pelo ponto indicado. De posse dos pontos e retas criadas
anteriormente criam-se as retas paralelas desejadas, marcando o ponto de intersecao destas retas
com o comando Intersecao de Dois Objetos, na barra de ferramentas. Este comando precisa dois
parametros, que sdo dois objetos que se intersectam. Neste caso clica-se nas duas retas paralelas
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7 ATIVIDADES.qgb - O X
Arquiva Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar
A LRIF @ .{‘_ . a2
5% 23 [ o) 2NN B
~ Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagio | | = Protocolo de Construgéio X
| 1~ i~ B~ B |F &0
Nimero N. |Nome |Descrigio Valor Legenda
- a=5 4 1Ponto A A=(4,3) Al
b=224
c=315 c 2Pono 8 B=(2,1) [

Panto 3

A={4,3) -
B=(-2,1) f F 3Ponto C C=(-3,-1) |
c=(3,-1) 2 |
® D=(0,0) 4/Ponta D Pontode [D=(0,0
~@ E={4,3) V1 intersecdo
- @ F=(4,2) ) 5Vetoru VetorlD, Alu=(4,3)
Reta
@ EX-2y=0 6Vetorv  Vetor[D, BJv=(-2 1) |
® g -3x+4y=0 &l
Vetor 5 py 3 ) -1 5 1 2 3 4 5 8 7Vetorw Vetor[D, w=(-3,-1)
g u= (‘;) c]
1 8 Nimer a=5
-(71)
v =
1 9 Ndmer. b=224
L £ 4 2
®vi= L 2) 10 Nimer c=316
-3 3
w=1_1 11 Vetorvl 2v vi=(4,2)
wl = (g) 9 . 12 Vetor wl -2w wi=(6,2)
12 Bantn £ Rant E—i4 &
5 [} <q | 16/16 | D> £
Entrada, +
Figura 49 — Pontos e retas criadas
'y ATIVIDADES.ggh - o X
Arguive Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda Enfrar..
[R]><]l~ = Bl OO &) N ee 2]
* Janela de Algebra > | » Janela de Visualizagdo X | = Protocolo de Construgdo X

| 1 A~ B~ &R &)@

Namera - M. [Nome [Descricic|Valor Legenda
a=5 p _ -~
b-224 & Namer, a=5§
c=3.16

Ponto 4 9 Nimer. b=224
A=14,3)

B=(2,1) E 10 Nimer c=316
C=(3,-1) 3
- @ D=(0,0) T 11 Vetorvi [2v v1=(-4,2)
~® E=(4,3) E
- @ F=(4,2) 2 -

® G=(0,5) M 12 Vetar w1 -2w w1=(6,2)

Reta

® ftx-2y=0 h . 13Ponta E Ponto  |E=(4,3) 4

® g 3x+4y=0 sobre u

® h:3x+4y=20 14 Ponte F |Ponto F=(-42)

® ix-2y=-10 sobre vl

Vetor 5 e - 2 -1 g 1 2 3 + s ° | 15Retar RetaDF -2y

ra)
ou=(4)
\3) -1 16Retag RetaDE |g-3x+4
= ("2
BNt 17Retah  Reta h:-3x+ 4,
[ R = passando
®vl= ( 2J 18Retai Reta i-x- 2y
’ 5 passando
w= (_3) 19 Ponto G Ponto de G =(0, 5)
-1 intersecio v
6
= (2) ; # 1 <d |19/19| > £l
v
Entrada, +

Figura 50 — Retas paralelas e ponto de intersecao

Por fim, através do comando Vetor ja usado anteriormente, cria-se o vetor saindo da
origem até o ponto de intersecao das retas paralelas, representado pelo software como vetor d
(figura 51). Segundo a Regra do Paralelogramo, esse vetor representa o vetor soma dos vetores
i e 2v, concluindo assim a Atividade 1 no GeoGebra. Novamente, salva-se o arquivo para
posteriormente o professor possa fazer andlise sobre o desempenho de cada aluno ou grupo.

Esses passos iniciais sdo fundamentais para que o aluno tenha familiaridade com o
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Arquiva Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda Vocé entrou coma rabertohugom
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Figura 51 — Vetor soma pela Regra do Paralelogramo

software e com 0 método geométrico que serd utilizado. Uma opg¢ao interessante, a depender do
nivel dos estudantes e do engajamento, € utilizar a Janela Planilha para fazer o acompanhamento
junto com a Janela Algébrica
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ATIVIDADE 3
Material necessario:
e Computador com software Geogebra instalado ou com internet

Nesse momento serd abordada a solucdo de um Sistema Linear 2x2 utilizando
vetores.

Resolver o Sistema Linear seguinte com vetores.

{ x+4y=11

1
2x —y =4, -1y

Vetorialmente, pode ser escrito da forma:

NERIEN

Ou seja, uma combinacao linear da forma:
X4y =w, (5.3)
S (1) g (4 o (11
ondeii=(5), V= (%)ew=(Y)
Notas para o professor: Como dito no Capitulo 4, serd feito o procedimento inverso
a Regra do Paralelogramo. No caso do Sistema Linear ja temos o reultado da soma e desejamos
o valor das parcelas. Dessa forma, a partir do valor do vetor soma, encontraremos os vetores
parcelas. Isso porque uma vez temos ja o vetores que ddo origem as parcelas, temos por

consequencia a direcao dos dois vetores. Com os vetores parcelas encontramos os valores de x e
y desejados.

Arquivo Editar Exibir Opges Femamentss Janela Ajuda Vocé entrou como robertohugom

OB EIR¥ S o) [=)+] =

Al N
I PAIN
" ® rntzagio
Vo Togenss

®

2Ponto B 8=4,-1)
3Ponto C c=(11.4)

4PontoD  Ponto deintersecio D=(0,0)
de EixoX, EixoY

u=1.2)
a " 6Vetorv  Vetor(D, B v=4.-1)

TVetorw  VetorlD, C] w=(11,4)

2] @ )77 [ ] [> Reproguzir 2] s

e

Figura 52 — Vetores i, Ve w

O primeiro passo € desenhar no GeoGebra os vetores i, vV e w (figura 52). Para
i$so marcaremos primeiro os pontos referentes a cada vetor (pelo Campo de Entrada), depois
criaremos os vetores (pelo comando Vetor na Barra de Ferramentas).
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Com o vetores i e V criados, traga-se a reta direcdo de cada um dos vetores (Comando

Reta e utilizando como pontos a origem e os pontos criados para i e V). A partir dai, tragam-se as
retas paralelas que passam pelo ponto do vetor w (Comando Reta Paralela tendo como parametros

as retas e o ponto do vetor w - figura 53).
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Figura 53 — Retas direcdo e retas paralelas

Os pontos de intersecao das retas paralelas correspondem as parcelas da combinacao
linear, ou seja, xii e yv. Marcam-se os pontos de interse¢do (comando Interse¢do de Dois Objetos
tendo como parametros as duas retas concorrentes. Os vetores s@o criados através do comando
Vetor, na Barra de Ferramentas, tendo como pardmetros a origem e os pontos de intersecao.
Nesse comando, o programa ird criar dois vetores e chamé-los por um nome. Clicando duas vezes
no vetor correspondente na Janela de Algebra e depois clicando em Propriedades, é possivel
mudar o nome do vetores para xu € yv, mais apropriados para o trabalho em questao (figura 54).
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Figura 54 — Vetores i, xii, V e yv

Os valores de x e y sdo correspondentes ao fator multiplicador, podendo serem



73

encontrados comparando os dois vetores, o inicial e o encontrado pela Regra do Paralelogramo
inverso, ou seja, xiie i e yve V.

Os valores de x e y serdo encontrados criando as varidveis no Campo de Entrada.
Uma possibilidade de se fazer isso € fazer a divisao entre os médulos de xii e i e entre os médulos
de yv e V. Entrando no Campo de Entrada com a seguinte digitacdo X=abs(xu)/abs(u) e depois
com Y=abs(yv)/abs(v) - letras X e Y em maiusculas pois do contrdrio o programa criara retas -
criamos as varidveis desejadas com o célculo correspondente. Os valores podem ser conferidos
na Janela de Algebra, X =3 e Y =2, solucdes do sistema (figura 55).
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Figura 55 — Sistema Linear resolvido - x=3 e y=2

Pede-se ao estudante nesse momento que salve o arquivo para que se mantenha
o controle e o professor possa fazer as inferéncias necessdrias. Essa etapa € oportuna para
o professor demonstrar as potencialidades que o software disponibiliza. Os pontos A, B e C
representam os dados do Sistema Linear proposto. Pelo mouse, facilmente pode-se alterar o
valor destes pontos, clicando e arrastando de um lugar para outro. De fato, os alunos podem
perceber, depois de concluida a atividade, que eles estdo diante de um sistema linear, mas que
podem facilmente construir outro sistema linear qualquer e que podem avaliar as respostas,
verificar a robustez de suas construcdes, como podem melhorar ou inovar. Uma maneira como
a atividade pode ser melhorada € sendo refeita com instrumentos de controle mais robustos,
utilizando controles deslizantes ou a janela Planilha.

O comando Controle Deslizante estd localizado na Barra de Ferramentas. Com
ele, € possivel criar varidvel de controle dinamico, sendo possivel numeral ou angulo, através
do mouse. Para a resolu¢do do sistema linear, antes de serem criados os pontos A, B e C s@o
criados primeiros trés pares de controles deslizantes, um para para cada ponto. Depois s@o
criados o pontos, porém nao diretamente no Campo de Entrada indicando o valor dos pontos,
mas indiretamente, referenciando para cada ponto o par de controle deslizante respectivo. Depois
€ so refazer os passos e a construgdo estd pronta. Nesse caso qualquer Sistema Linear pode ser
construido pela alteragdo dos controles deslizantes (figura56).
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€ GeoGebra

¥ Janela de Algebra

Nimero
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® c-(11,4

® D-(0,0)
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~@ F=(8,-2)

Reta

® E2xey=0
® gx+dy=0

~® h:2x+y=-3
® ix+ay-27
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Arquivo Editar Exibir Opges Feramentas Janela Ajuda

Pl OO &[N e 222 4]

X | » Janela de Visualizagio

a

X

Entrar.

Figura 56 — Controles deslizantes

Outra maneira interessante € utilizar a janela Planilha para a entrada de dados, assim
como também para a exibicdo de saidas, ou respostas. Primeiramente € necessario ativar a janela,
na opcao Exibir na Barra de Menu. Com a Planilha ativada, aparecerd uma tabela, onde cada
célula pode representar texto, dados nimero, teste 16gico e outros. Nesse caso, 0s pontos seriam
criados em fun¢do de um par de células especificas e, assim como o controle deslizante, tem-se
como modificar dinamicamente todo o sistema linear pela modifica¢do dos valores na planilha
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A capacidade de manipular e observar o comportamento destas modificagdes € o que



75

da ao programa a caracteristica incomum e o separa de vdrios outros programas de educacdo
matemadtica. Fornece ao professor e aos estudantes momentos de observacdo, exploragdo e
inovacdo que sdo a base de um aprendizdo profundo.

Cabem aqui algum reflexdes. O método usado para achar x e y estd incorreto,
impreciso. Basta observar que ndo existiriam valores negativos para x € y do modo como
estd sendo calculado, uma divisdo entre modulos. Além disso, se 0s vetores i € V estiverem
num mesmo sentido e o vetor w ndo o programa, assim como foi elaborado, ndo consegue
fornecer uma resposta. De modo geral, os casos Possivel e Indeterminado e Impossivel nao sao
contemplados nessa constru¢do. De fato, foi propositalmente feito assim de modo que durante as
manipulacdes os alunos detectem estes fatos e o professor, juntamente com o aluno, busquem a
melhor solugdo, buscando para isso aprofundar o estudo sobre vetores.

O método por ora usado para encontrar o valor de x ndo leva em consideracio se xii
e i estdo no mesmo sentido ou em sentidos opostos. Observe que, ao mudar o valor do Ponto A
para (—1,—2), o valor de x apresentado como resposta continua sendo 3, quando deveria ser —3
(figura 58). Como fazer essa verificacdo de sentido dos vetores no software?
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Figura 58 — Vetores Xt e i em sentidos opostos

Usando os conceitos aborados no capitulo 2, a operacao entre vetores que melhor se
ajusta a essa necessidade € o produto interno. E sabido que o produto interno estd intimamente
ligado com a medi¢ao de angulo entre dois vetores. Por definicdo o produto interno é:

0 se i=0 ou ¥=0;
i, v) = , 2 o 54
WV E\ JlFllcose, se G£D . V£D e 0= S
Segue-se que, para i e v # O:
cosf = BV) (5.5)
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Pela construgao feita, sabe-se que xii e i ou estdo no mesmo sentido, ou em sentidos
opostos. Consequentemente, ou cos 0 = 1, ou cos @ = —1, respectivamente. Diante desse fato,
agora basta colocar esse fator na férmula anteriormente usada para encontrar x:

x = I ftH inserindo o fatorcos 0:
el
x = fo“cos@
led
ol e
[Jad]| | |xcia] | ]
(i, if)
X = —=5 -
||2]|?

Para a correcdo no software, a digitacio no Campo de Entrada agora passa a ser
X=(xu*u)/(abs(u))” 2, tornando a equacdo mais abrangente para os Casos Possiveis de um
Sistema Linear.

Por fim, resta um mecanismo, dentro da constru¢do, que preveja quando o sistema
€ Possivel e Indeterminado ou Impossivel. Para isso, é necessario verificar a independéncia
dos vetores , conforme explicado no capitulo 4. Observa-se que o ensino entra em outro
aspecto fundamental da utilizagcdo de software e tecnologias digitais: a programacgdo. Através de
algoritmos, seugencias de comandos, o aluno deve fazer a verificacdo. Isso porque a questao
passa a ser condicional: SE o vetores # e V sdo linearmente dependentes entre si mas o vetor v
ndo o é com outros dois, ENTAQ... Mas SE os trés vetores sdo linearmente dependentes tomados
dois a dois, ENTAO...

Nessa etapa entra a programacdo de maneira mais sutil. Os alunos que ja mexeram
em ferramentas do tipo Planilha como Excel podem ter algum conhecimento prévio no assunto,
mas mesmo assim ndo € garantido. Trata-se de um terreno a ser explorado com o devido cuidado,
pois é bem inédito para a maioria dos alunos.

O teste a ser feito fala acerca do que foi apresentado no capitulo 4, a saber:

1. O sistema € possivel e indeterminado se, e somente se, o vetores i, V e w sdo linearmente
dependentes;

2. O sistema é impossivel se, e somente se, o vetores i e V sdo linearmente dependentes e w é
linearmente independente de # ou V.

Na verificago anterior, acerca do sentido dos vetores # e xii, a operacao entre vetores
mais apropriada era o produto interno. Para esta verificacdo deseja-se saber se dois vetores sao
linearmente dependentes ou ndo. Nesse caso a operagdo mais adequada é o produto vetorial.
E de conhecimento que o produto vetorial entre vetores estd intimamente ligado a 4rea do
paralelogramo formado por eles. Desse modo, quando os vetores sdo linearmente dependentes
(no caso de duas dimensdes, um € miltiplo do outro e estdo na mesma dire¢@o) o produto vetorial
€ zero. Assim a maneira de verificar € calcular o produto vetorial e ver se € zero.

No GeoGebra o comando para o produto vetorial entre dois vetores € o caractere
®. Cria-se entdo uma varidavel para o produto vetorial entre # e V € uma varidvel para o produto
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vetorial entre i e w ou entre 7 e w. Mais interessante para a construgao é colocar na Planilha,
onde sdo escolhidas duas células para a verificagdo dos produtos vetoriais, que permite uma
melhor visualizagdo. Para finalizar, uma dltima célula € utilizada para descrever o tipo de Sistema

Linear.
Na figura 59 € possivel ver na janela Planilha o resultado do produto vetorial entre i
e Ve entre i e w nas células E4 e ES respectivamente. Para fazer isso, € suficiente digitar nas

células os comandos =y QX ve =u ® z
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Figura 59 — Verificag@o da linearidade dos vetores na Planilha

Para a verificacao final, utilizaremos o comando Se, ou Condicional, disponivel no
software. Como todo comando, necessita de pardmetros e a sintaxe correta. No caso deste

comando a sintaxe é:
Se[Condicdo,<Entdo>,<Sendo>]
A primeira condi¢do € que se i X V=0 e ii x 7= 0 o sistema é Possivel e Indetermi-

nado. A segunda condicdo € que se i x V=0 e ii x 7 # 0 o sistema € Impossivel. Por tltimo, se
i X Vv #£ 0 o sistema é Possivel e Determinado. Monta-se a seguinte tabela verdade para os casos:

UXV | UX7Z Tipo de Sistema
0 0 Possivel e Indeterminado
0 #£0 Impossivel

#0 - Possivel e Determinado

Tabela 1 — Tabela verdade - Tipos de Sistemas Lineares 2x2

Através da arvore de possibilidades (figura 60), fica mais facil visualizar como

utilizar o comando Se no GeoGebra:
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Sistema Possivel e Indeterminado

Sistema I'mpossivel

Sistema Possivel e Determinado

Figura 60 — Arvore de possibilidades
Isso € feito digitando numa célula (por exemplo, célula F4):

Se[E4 == 0, Se[E5 == 0, "Sistema Possivel e Indeterminado"”, "Sistema Impossivel"], "Sistema
Possivel e Determinado’].

Ou seja, o conteudo da célula F4 sera Sistema Possivel e Indeterminado, Sistema
Impossivel ou Sistema Possivel e Determinado a depender das condigdes como apresentadas na
arvore de possibilidades.

Na Janela de Algebra cria-se automaticamente uma vériavel Texto F4 com o contetido
desta célula. Deixando-a visivel na Janela de Visualizagdo, fica visualmente interessante o
trabalho final a ser apresentado e construido pelos alunos (figuras 61, 62 e 63).
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Figura 61 — Sistema Possivel e Determinado

Este arquivo estd finalizado e contém uma proposta bem robusta para a resolucao de
Sistemas Lineares 2x2 através de Vetores. E facil perceber que, para a criagio do arquivo, muitos
conceitos de vetores foram trabalhados, como ferramentas disponiveis para os alunos tomarem
decisdes e formatarem o arquivo de maneira conveniente € com o minimo de imprecisoes.
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Mais uma vez refor¢a-se o papel do professor como facilitador deste processo

de aprendizagem, pois € o ator cuja performance ird indicar os caminhos, apresentar alguns

obstdculos e sugerir, trabalhando junto com o aluno, a maneira de contornar tais dificuldades,

enriquecendo a aprendizagem dos alunos.

O arquivo da Atividade, contendo as resolucdes dos Sistemas Lineares 2x2, esta dis-
ponivel para download no site do GeoGebra, acessando https://www.geogebra.org/m/x WINBpgN
(Vetores na resolucdo de Sistemas Lineares 2x2). O usudrio pode fazer uso pelo proprio site,
através da Internet, ou pode também baixar os arquivos e usar offline no computador.
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ATIVIDADE 4
Material necessario:
e Computador com software Geogebra instalado ou com internet

Nesse momento serd abordada a solu¢do de um Sistema Linear 3x3 utilizando vetores (figura
64).

Resolver o Sistema Linear seguinte com vetores.

x+3y—1z=3
2x—3y—1z=-1 (5.6)
+3z=06

Vetorialmente, pode ser escrito da forma:

1 3 ~1 3
x| 2 +y| 3 |+z| -1 |=] -1 (5.7)
0 0 3 6

Ou seja, uma combinacao linear da forma:

xd+yb+zE=d, (5.8)
e 3L 1 o3
= = (-3 = ( — =(-1).
onde d (%),b (0),6‘ (31)60' (6)

Notas para o professor: A Atividade necessita um olhar atento pois retine nuances
das duas atividade anteriores: a atividade 2, no que se refere a Regra do Paralelogramo; e a
atividade 3. Isso porque, apesar de parecer uma repeti¢ao do que foi feito anteriormente, requer
alguns cuidados e adaptagdes.

Inicialmente, ja que se estd trabalhando em trés dimensdes, € importante frisar que a
Janela de Visualizacdo 3D € a que vai ser utilizada, em vez da Janela de Visualizacdo, que s
permite visualizar em duas dimensoes.

O professor deve perceber, por exemplo, que a Regra do Paralelogramo aqui é
substituida pela "Regra do Paralelepipedo", ja que se esta trabalhando em trés dimensdes e o
trés vetores representam trEs arestas de um paralelepipedo. Assim, a Regra do Paralelogramo
serd aplicada duas vezes: tomam-se dois vetores, por exemplo d e b, constroi-se o plano (mais,
uma vez, o trabalho em trés dimensdes demanda adaptacdes) que passa por eles. Tracando a reta
paralela ao sentido do vetor ¢ passando pelo ponto D ela intersecta o plano formado no ponto
que representa xd + yl;, conforme ja mostrado no capitulo 4.

Assim como na atividade anterior, ha casos ndo contemplados pela construcao
geométrica: o Sistema Impossivel e o Sistema Possivel e Indeterminado. Novamente, ha que se
fazer testes envolvendo os vetores para dar respostas satisfatérias que visualmente nio serdao
capazes de serem produzidas. Estes teste envolvem codificacdo e programacao, utilizando o
comando Se do GeoGebra de maneira conveniente.
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Figura 64 — Sistema Linear 3x3 no GeoGebra

No Sistema Linear 2x2 o teste para determinar a dependéncia linear dos vetores era
alcancada através do produto interno dos vetores. Para a verificagdo em um sistema de trés
vetores e trés dimensdes deve utilizar o produto misto, conforme visto no capitulo 2.

O algoritmo usado para a verificacdo segue a l6gica do teorema do capitulo 4:

1. O sistema € possivel e determinado se, e somente se, o vetores d , b e & sio linearmente
independentes;

2. O sistema € possivel e indeterminado se, e somente se, 0 vetores d, b ,ce d sio linearmente
dependentes;

3. O sistema é impossivel se, e somente se, o vetores d, be ¢ sdo linearmente dependentes e d

€ linearmente independente de @ ou b ou ¢.

[Ei,Z, ] [a,B, ] Tipo de Sistema
0 0 Possivel e Indeterminado
0 #£0 Impossivel
#0 - Possivel e Determinado

Tabela 2 — Tabela verdade - Tipos de Sistemas Lineares 3x3

Da tabela verdade e arvore de possibilidades (figura 65), € possivel vislumbrar a
programacdo a ser feita, semelhante ao que foi feito na Atividade anterior, lembrando que o

produto misto é expresso por : [a’,z, c|
a fun¢do no GeoGebra.

(d x b,c), o que deve ser considerado na hora de digitar

Ao final, professores e alunos podem terminar o programa com todas as possibilida-
des estudadas e apresentar um arquivo semelhante ao das figuras 66, 67 e 68:



Sistema Possivel e Determinado

> Sistema Impossivel

> Sistema Possivel e Indeterminado

Figura 65 — Arvore de possibilidades
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7 Vetores e Sistemas Lineares 3x3.ggb
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Figura 66 — Sistema Linear 3x3 no GeoGebra finalizado (Possivel e Determinado)

O arquivo da Atividade, contendo as resolucdes dos Sistemas Lineares 3x3,esta dispo-
nivel para download no site do GeoGebra, acessando https://www.geogebra.org/m/QVTTF6TG
(Uso de vetores na resolucio de Sistemas Lineares 3x3). O usudrio pode fazer uso pelo préprio
site, através da Internet, ou pode também baixar os arquivos e usar offline no computador.



* Janela de Algebra

[%] | = Janela de Visualizagio 3D

Bl A

Numero
Plano
Ponto
Reta
Texto
Vetor

®c=

:”: (_z)

xa indefinido
xayb indefinido
lefinido
¢ indefinido

~ Planilha x|
[Ain o/ BEE = E
]2 v \
AEEREIEGREE J L M N
1o lat| 1 |p1|aler]|1]ar]| 3 [abd 0 X 2 Tipo a
2 [a2| 2 |b2| 22| 1 2] 2bd En Y 7 Sistema
3 |a3| 0 |b3|0|c3|0|d3| 6 z ?

Figura 67 — Sistema Linear 3x3 Impossivel

* Janela de Algebra

[¥] | = Janela de Visualizagio 30

El=~ £~

fACy Dy O~

Nimero
Plana
Ponta
Reta
Texdo
Vetor

-l

xa indefinido
ndefinido
yb indefinido
zcindefinido

~ Planilha

A= EETEEER

|2 v
AlB| C E[Flc[H[ J K M N
1 a1 o] 3 ]et|a]a| 2 b 0 X B Tipo *
2 la2| 2 [b2| 3|c2| 1 |a2| 2 an.d 0 Y 2 Sistema
2 [a3| 0 |b3|0|cs|o0|a3| o0 z B

Figura 68 — Sistema Linear 3x3 Possivel e Indeterminado

83



84
6 CONCLUSAO

Este trabalho teve como finalidade a inser¢ao da proposta do ensino de vetores no
Ensino Médio no curriculo da Matematica, uma vez que este contetido € visto somente na Fisica,
salvo raras excegdes. Este objetivo € suportado pelo software GeoGebra no que se refere a
utilizacdo de tecnologias digitais na Educa¢ao Matematica. Ademais, apresentou uma abordagem
ndo usual ao apresentar uma relagdo entre Vetores e Sistemas Lineares, fazendo uma ponte entre
algebra e geometria, significando mais os conceitos de matrizes e determinantes, o que enriquece
o saber e estimula a cognicdo por novas experiéncias.

E sabido que nas escolas, principalmente as publicas, a utilizagio de Tecnologias
Digitais € ainda incipiente e carece de estimulo. Nesse sentido, sdo propostas sequéncias didaticas
no afa de auxiliar o professor, que muitas vezes ja se encontra assoberbado e sem a motivagcao
necessaria para criar novas aulas sob um ambiente computacional. O software GeoGebra possui
vdrias caracteristicas que o tornam ideal para uso em escolas publicas de todo o pais: sua
versatilidade, dinamicidade, disponibilidade gratuita e versdao em portugués mostram que € a
ferramenta ideal para potencializar os estudantes em interatividade, inovacdo e autonomia.

Em momentos de intensas transformacgdes tecnoldgicas modificando e afetando o
dia-a-dia das pessoas nas relacdes sociais e profissionais, urge que o papel do professor como
educador seja reconhecido em toda a sua necessidade e que sejam tomadas atitudes concretas
no sentido de se estimular a busca por novos conhecimentos na drea de trabalho e fornecer uma
formacdo continuada que ofereca a oportunidade do uso das ferramentas hoje disponiveis para o
processo de ensino-aprendizagem.

Espera-se que este documento sirva de suporte para professores que queiram expandir
suas aulas para além do tradicional de sala de aula e transformem cada vez mais o ensino de
matemadtica em algo que desperte a chama do saber nos estudantes.
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