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“Ha uma for¢ca motriz mais poderosa que o
vapor, a eletricidade e a energia atomica:
a vontade.”.

Albert Einstein.



Resumo

Este trabalho teve como objetivo apresentar a Logica Matematica Basica sob a dtica de
Conjuntos visando facilitar o ensino da mesma no Ensino Médio. A metodologia de-
senvolvida foi inicialmente a pesquisa exploratéria e o método dedutivo. Apresenta-se os
conceitos relacionados a Logica Matematica e Conjuntos, e buscou-se uma interacao entre
os mesmos visando facilitar o raciocinio légico mateméatico. Conclui-se nosso estudo com
uma proposta de atividades, com solugoes, para ser utilizada no ensino bésico visando
contribuir para a melhoria do ensino de matematica, corroborando para boa formacao do

aluno concluinte do ensino médio na rede publica de ensino.

Palavras-chave: Conjuntos; Légica; Proposta de Ensino.
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Abstract

This study intents to present the Basic Mathematical Logic under the perspective of Sets,
aiming to facilitate the teaching of it in high school. The used methodologies were initi-
ally the exploratory research and the deductive method. We present the concepts related
to mathematical logic and sets, and we sought an interaction between them to facilitate
the mathematical logical reasoning. We conclude our study with a proposal of activities,
and solutions, to be used in basic education to contribute to improving the teaching of
mathematics, corroborating good training of the graduating high school student in the

teaching public system.

Keywords: Sets. Logic. Teaching Proposal.
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Introducao

A questao principal que deu origem ao problema desse estudo consiste na observacao
do curriculo do ensino médio que nao traz em seu bojo o conteudo de légica, apesar de
ser bastante cobrado em concursos publicos de nivel médio e apresentada em algumas
questoes do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM).

Observa-se também que esse conteudo s6 é ofertado em cursos preparatérios para
concursos. O fato é que outrora esse contetido estava contido em publicagoes de autores
como (8] publicada em 2006, enquanto que na publicacao de 2010 do mesmo autor, confira
em [9], esse contelddo ja se encontra suprimido ao modelo de outros autores como [10)]
adotado atualmente nas escolas publicas de ensino médio no estado do Piaui.

Percebe-se que, desse modo esse contetido de logica é contemplado exclusivamente
em cursinhos preparatoérios, deixando uma lacuna consideravel na formagao do aluno de
ensino médio da rede publica, que ao prestar um concurso necessita buscar auxilio em
tais “cursinhos”. Desse modo, apresenta-se a proposta desse estudo de inserir o contetido
de légica matematica basica por meio de resolucoes de problemas fazendo relagao com o
contetdo de conjuntos que serao descritos no Capitulo 3.

Na elaboracao desse estudo busca-se desenvolver uma metodologia que inicialmente
pautou-se na pesquisa exploratoria que nao requer formulacao de hipdtese para serem
testadas, mas define um objetivo e busca mais informagoes sobre determinado assunto
de estudo, ver [2]. Assim, o método utilizado foi o dedutivo que sendo um método
racionalista, propoe uma unica forma de chegar ao conhecimento verdadeiro, utilizando
cadeia de raciocinio descendente da andlise geral para o particular até a conclusao. Veja

o exemplo do silogismo: de duas premissas retira-se uma terceira logicamente decorrente.

Todo homem é mortal. (premissa maior)
Pedro é homem. (premissa menor)

Logo, Pedro é mortal. (conclusao)



Lista de Tabelas 2

Esse silogismo caracteriza esse estudo pelo modo de utilizar o método descrito por
meio dos capitulos sequenciados, onde aplica-se o conteido de Conjuntos e em seguida
o conteudo de Logica Matematica Basica para chegar a uma proposicao de atividades
utilizando ambos os conteudos.

Espera-se que, por meio da interacao entre esses dois importantes conteidos ma-
temdticos, o aluno possa desenvolver a capacidade de raciocinar matematicamente de
modo a usar de forma eficaz a Matematica em suas diversas aplicagoes bem como na
propria compreensao da mesma. Nesse sentido, este trabalho foi dividido em trés capitulos
descritos a seguir.

No Capitulo 1 foram apresentados os principais conceitos logicos, tais como o de
negacao, conjungao, disjuncao, condicionais e os quantificadores 1égicos. Também expo-
mos as definicoes de implicagao e equivaléncia légica através da construcao de tabelas-
verdades.

No Capitulo 2 foram apresentados os conceitos basicos de conjuntos, bem como suas
propriedades e aplicagoes. Os Capitulos 1 e 2 tem o objetivo apenas de fixar conceitos
e notagoes bem como algumas propriedades basicas de forma a deixar o trabalho autos-
suficiente. No Capitulo 3 foi de fato realizada a proposta de atividades que consiste em
estabelecer equivaléncias entre os conceitos relativos a conjuntos e os conectivos logicos,
além de propor resolucoes de problemas interessantes de logica resolvidos na linguagem de
conjuntos, onde espera-se que tal proposta proporcione condigoes para o professor apre-
sentar a Logica Matematica de forma mais simples contornando na medida do possivel a

abstracao das tabelas verdades. Por fim, seguem as consideragoes finais.



Capitulo 1

Logica Matematica Basica

Neste capitulo serd feita uma exposicao dos fundamentos basicos da Logica Matematica.
Mas porque é importante estudar Légica? O aprendizado da Légica auxilia o raciocinio,
a compreensao de conceitos basicos, a verificagao formal de programas e prepara o aluno
para o entendimento de topicos mais avancados. Deseja-se através deste trabalho incen-
tivar o ensino de légica matematica bésica no ensino fundamental e médio, pois apesar
desse ramo da matematica nao ser muito presente no curriculo do ensino médio, é muito
cobrado nos concursos publicos de nivel médio e até mesmo no Exame Nacional do Ensino
Médio(ENEM) com questoes de argumentagao logica.

A logica esta de tal modo incrustada na matematica que as vezes ambas se fundem
numa sé estrutura. A matematica necessita da logica para suas defini¢bes postulados e

teoremas.

1.1 Primeiros Conceitos

O conceito mais elementar no estudo da légica, e portanto o primeiro a ser visto é o de

Proposicao.

Definig¢ao 1.1.1 (Proposigao). Chama-se proposi¢ao todo encadeamento de termos, pala-
vras ou simbolos que expressa um pensamento de sentido completo cabivel de ser julgado,
valorado, em verdadeiro ou falso. Fsta valoracao também é chamada de valor légico

ou valor verdade. Dentro deste conceito, toda afirmagao € uma proposicao.

Entao, se ao afirmar “a Terra é maior que a Lua”, obtém-se uma proposicao, cujo

valor 16gico é verdadeiro. Dai, ficou claro que quando se fala em valor légico, faz-se

3



Capitulo 1. Légica Matematica Basica 4

referéncia a um dos dois possiveis juizos que atribuiremos a uma proposicao: verdadeiro
(V) ou falso (F). E se alguém disser: “Feliz ano novo!”, sera que isso é uma proposi¢ao
verdadeira ou falsa? Nenhuma, pois nao se trata de uma sentenca para a qual se possa

atribuir um valor l6gico. Concluimos, pois, que...

(i) sentencas exclamativas: “Caramba!”; “Feliz aniversdrio!”

(ii) sentengas interrogativas: “Como € o seu nome?” ; “O jogo foi de quanto?”
(iii) sentengas imperativas: “Estude mais.” ; “Leia aquele livro”.

. nao serao estudadas neste capitulo. Somente aquelas primeiras sentencas declarativas
que podem ser imediatamente reconhecidas como verdadeiras ou falsas.
Normalmente, as proposicoes sao representadas por letras mintusculas (p, q, r, s etc).

Sao outros exemplos de proposicoes, as seguintes:
Exemplo 1.1.1. Ezemplo de proposicoes:

(a) p: Pedro é médico.

(b) ¢:5<8

(¢) r: Luiza foi ao cinema ontem a noite.

Na linguagem do raciocinio légico, ao afirmar que é verdade que Pedro é médico
(proposicao p acima), representa-se isso apenas com: VL(p) =V, ou seja, o valor légico de
p é verdadeiro. No caso da proposicao q , que é falsa, diz-se que VL(q) = F. Haverd alguma
proposi¢cao que possa, ao mesmo tempo, ser verdadeira e falsa? A resposta para essa

pergunta é negativa, pois a Logica Matematica esta sedimentada sobre alguns principios.

(i) Uma proposigao verdadeira é verdadeira; uma proposicao falsa é falsa. (Principio

da identidade);

(ii) Nenhuma proposigao poderd ser verdadeira e falsa ao mesmo tempo. (Principio da

Nao-Contradigao);

(iii) Uma proposigao ou serd verdadeira, ou serd falsa: nao ha outra possibilidade.

(Principio do Terceiro Excluido).
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Proposicoes podem ser ditas simples ou compostas. Serao proposicoes simples aquelas

que vém sozinhas, desacompanhadas de outras proposigoes.
Exemplo 1.1.2. Proposicoes simples

(a) Todo homem é mortal.

(b) O novo papa é alemdo.

(c) 2 € um numero primo.

Todavia, se duas (ou mais) proposi¢oes vém conectadas entre si, formando uma s6

sentenca, tem-se uma proposicao composta.

Exemplo 1.1.3. Proposicoes compostas
(a) Joao é médico e Pedro € dentista.
(b) Maria vai ao cinema ou Paulo vai ao circo.
(¢) Ou Luis é baiano, ou € paulista.
(d) Se chover amanha de manha, entd@o nao irei a praia.
(e) Comprarei uma mansdo se, e somente se eu ganhar na loteria.

Nas sentencas acima, vimos em destaque os varios tipos de conectivos ditos conectivos
légicos que poderao estar presentes em uma proposicao composta. Cada um deles sera
estudado a seguir, uma vez que é interessante conhecer o valor légico das proposicoes
compostas. Serd visto que, para dizer que uma proposicao composta é verdadeira ou falsa,
isso dependera de duas coisas: 1°) do valor 16gico das proposi¢oes componentes; e 2°) do

tipo de conectivo que as une.

1.2 Operacoes Logicas - Conectivos

Alguns resultados e citagoes apresentados nessa secao seguem das referéncias [1] e [4].
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1.2.1 Conectivo “e” (Conjuncgao)

Definigao 1.2.1 (Conjuncao). Chama-se conjunc¢ao de duas proposi¢ées p e q a pro-
posicao representada por “p e q”, cujo valor légico é verdade(V) quando as proposicoes p

e q sao ambas verdadeiras e a falsidade(F) nos demais casos.

Simbolicamente, esse conectivo “e” pode ser representado por /\. Entao, diante da

sentenca:
“Marcos é médico e Maria é estudante”,

pode-se representar apenas por: p /\ q onde: p = Marcos é médico e ¢ = Maria é
estudante.

Entao, diante da sentenca “Marcos é médico e Maria é estudante”, pode-se concluir
que esta proposicao composta é verdadeira se for verdade, ao mesmo tempo, que Marcos
¢ médico e que Maria é estudante.

Pensando pelo caminho inverso, tem-se que basta que uma das proposi¢oes componen-
tes seja falsa, e a conjuncao sera toda ela falsa. Obviamente que o resultado falso também
ocorrera quando ambas as proposicoes componentes forem falsas.

Essas conclusoes todas as quais acaba-se de chegar podem ser resumidas em uma
pequena tabela. Trata-se da tabela-verdade, de facil construcao e de facil entendimento.

Retornando as premissas:
p = Marcos é médico e ¢ = Maria é estudante.

Analisando todos os possiveis resultados do valor 16gico da conjuncao, monta-se a seguinte

tabela-verdade:

Tabela 1.1: Tabela verdade da conjuncao.

b/7\q

p|aljpA
VIiV|] Vv
V|IF| F
F|V| F
F|IF| F

Fonte: O Autor.
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E preciso que a informagao constante da terceira coluna (em destaque) fique guardada
na memoria: uma conjuncao so serd verdadeira, quando ambas as partes que a compoem
também forem verdadeiras. F falsa nos demais casos.

Uma maneira de assimilar bem essa informacao seria pensar nas sentencas simples
como promessas de um pai a um filho: “Eu te darei uma bola e te darei uma bicicleta”.
Qualquer crianca entenderia que a promessa ¢ para os dois presentes. Caso o pai nao dé
nenhum presente, ou dé apenas um deles, a promessa nao tera sido cumprida. Tera sido

falsa. No entanto, a promessa sera verdadeira se as duas partes forem também verdadeiras.

1.2.2 Conectivo “ou”: (disjungao)

Defini¢ao 1.2.2 (Disjuncao). Recebe o nome de disjungao toda proposi¢ao composta em

que as partes estejam unidas pelo conectivo ou.
Simbolicamente, esse conectivo sera representado por “V”. Portanto, seja a sentenca:
“Marcos é médico ou Maria é estudante”,

entao representa-se por: p V q.

Para criar uma tabela-verdade para a proposicao disjuntiva citada acima, basta ana-
lisar tal promessa do pai para seu filho. Veja: “Eu te darei uma bola ou te darei uma
bicicleta”. Neste caso, a crianca ja sabe, de antemao, que a promessa € por apenas um dos
presentes, Bola ou bicicleta. Ganhando de presente apenas um deles, a promessa do pai
ja foi cumprida, ja foi verdadeira. E se o pai for resolver dar os dois presentes, a promessa
foi mais do que cumprida. Sé havera um caso, todavia, em que a bendita promessa nao
se cumprira: se o pai esquecer o presente, e nao der nem a bola e nem a bicicleta. Tera
sido falsa toda a disjuncao.

Dai, conclui-se: uma disjunc¢ao serd falsa quando as duas partes que a compoem forem
ambas falsas. FE nos demais casos, a disjuncao serd verdadeira. Tem-se as possiveis
situacoes:

A promessa inteira s6 é falsa se as duas partes forem descumpridas!

Observa-se que as duas primeiras colunas da tabela-verdade acima as colunas do p e
do q s@o exatamente iguais as da tabela-verdade da conjuncao (p e q). Muda apenas a

terceira coluna, que agora representa um “ou”, a disjuncao.



Capitulo 1. Légica Matematica Basica 8

Tabela 1.2: Tabela verdade da disjuncao.

bldq
VIV
V|F
F |V
FI|F

SERSERSER RS

Fonte: O Autor.

1.2.3 Conectivo “ou ... ou...”: (disjungao exclusiva)

H& um terceiro tipo de proposicao composta, bem parecido com a disjun¢ao, mas com

uma pequena diferenga. Observe as duas sentengas abaixo:

“Te darei uma bola ou te darei uma bicicleta.”

“Ou te darei uma bola ou te darei uma bicicleta”

A diferenga é sutil, mas importante. Observa-se que na primeira sentenca vé-se fa-
cilmente que se a primeira parte for verdade (te darei uma bola), isso ndo impedira que
a segunda parte (te darei uma bicicleta) também o seja. Ja na segunda proposicao, se
for verdade que “te darei uma bola”, entao teremos que nao serda dada a bicicleta. E
vice-versa, ou seja, se for verdade que “te darei uma bicicleta”, entao tem-se que nao sera
dada a bola.

Ou seja, a segunda estrutura apresenta duas situagoes mutuamente excludentes, de
sorte que apenas uma delas pode ser verdadeira, e a restante serda necessariamente falsa.

Ambas nunca poderao ser, ao mesmo tempo, verdadeiras; ambas nunca poderao ser,
a0 mesmo tempo, falsas.

Na segunda sentenca acima, este tipo de construgao é uma disjungao exclusiva, pela
presencga dos dois conectivos “ou”, que determina que uma sentenga é necessariamente
verdadeira, e a outra, necessariamente falsa. Dai, o nome completo desta proposicao
composta é disjungao exclusiva.

Uma disjuncao exclusiva sé serda verdadeira se obedecer a mutua exclusao das sen-
tencas,ou seja, s sera verdadeira se houver uma das sentencas verdadeira e a outra falsa.

Nos demais casos, a disjungao exclusiva sera falsa.
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O simbolo que designa a disjuncao exclusiva é o “VY”. E a tabela-verdade serd, pois, a

seguinte:

Tabela 1.3: Tabela verdade da disjuncao exclusiva.

T
1<
e}

H < < |

q
\Y
F
v
F

Hl< | <|H™

Fonte: O Autor.

1.2.4 Conectivo “Se ... entao...”: (condicional)

Definigao 1.2.3 (Condicional). Chama-se proposi¢iao condiconal ou apenas condicional
uma proposi¢ao representada por “se p entao q”, cujo valor logico € falsa(F) no caso em

que p € verdadeira e q falsa e a verdade(V) nos demais casos.

Simbolicamente, a condicional de duas proposi¢oes p e q indica-se com a notagao:

“p — q”, que também se lé de uma das seguintes maneiras:
(i) p ¢é condicao suficiente para q
(ii) q é condic@o necessaria para p
As proposicoes a seguir sao exemplos de condicionais:

Se Pedro é médico, entao Maria é dentista.

Se amanhecer chovendo, entao nao irei a praia.

Para facilitar o entendimento desse tipo de proposicao, convém usar a seguinte sentenca

como exemplo.
“Joao nasceu em Parnaiba, entao ele é piauiense”.

A tnica forma dessa proposicao ser falsa é se a primeira parte for verdadeira, e a segunda

for falsa.
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Ou seja, se é verdade que eu Joao nasceu em Parnaiba, entao necessariamente é verdade
que Joao seja piauiense.

Ao contrario disso se é verdadeiro que Joao nasceu em Parnaiba, e que é falso que eu
ele seja piauiense, entao este conjunto estara todo falso.

Observa-se que o fato de Joao ter nascido em Parnaiba é condicao suficiente para
que se torne um resultado necessario que ele seja piauiense.

O valor 16gico da condicional de duas proposicoes é, portanto, definido pela seguinte

tabela-verdade:

Tabela 1.4: Tabela verdade da condicional.

b l4q
V|V
V| F
F|V
F|F

<|l<|=|=<|l

Fonte: O Autor.

1.2.5 Conectivo “... se e somente se ...”: (bicondicional)

A estrutura dita bicondicional apresenta o conectivo “se e somente se”, separando as duas
sentencas simples.

Trata-se de uma proposicao de facil entendimento. Veja a sentenca:
“Eduardo fica alegre se e somente se Mariana sorri”.
E o mesmo que fazer a conjuncao entre as duas proposicoes condicionais:

“Eduardo fica alegre somente se Mariana sorri e Mariana sorri somente se Eduardo

fica alegre”.
Ou ainda, dito de outra forma:

“Se Eduardo fica alegre, entao Mariana sorri e se Mariana sorri, entao Eduardo fica

alegre”.
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Sao construgoes de mesmo sentido.

Sabendo que a bicondicional é uma conjuncao entre duas condicionais, entao a bi-
condicional serd falsa somente quando os valores logicos das duas proposicoes que a
compoem forem diferentes. Em suma: havera duas situacoes em que a bicondicional sera
verdadeira: quando antecedente e consequente forem ambos verdadeiros, ou quando forem

ambos falsos. Nos demais casos, a bicondicional sera falsa.

Defini¢ao 1.2.4 (Bicondicional). Chama-se bicondicional uma proposicao representada
por "p se e somente se q”, cujo valor légico € a verdade(V) quando p e q sao ambas

verdadeiras ou ambas falsas, e a falsidade(F) nos demais casos.

Sabendo que a frase “p se e somente se q” é representada por “p <> q”, entao nossa

tabela-verdade sera a seguinte:

Tabela 1.5: Tabela verdade da bicondicional.

bl4q
VIV
V| F
F |V
F|F

<= |=|<|

Fonte: O Autor.

Uma proposigao bicondicional “p se e somente se q” equivale a proposi¢ao composta:

“se p entao q e se q entao p”, ou seja,

“p <> q” é a mesma coisa que “(p — q) e (q = p)”

1.3 Quantificadores
Ha expressoes como:
(i) x+1=7, (ii) x > 2 e (iii) x* = 2x?

que contém varidveis e cujo valor légico (verdadeira ou falsa) vai depender do valor

atribuido a variavel.
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Oragoes que contém varidveis sao chamadas sentencas abertas. Tais oragdes nao
sao proposigoes pois seu valor logico (V ou F) é discutivel, dependem do valor dado
as variaveis.

H4, entretanto, duas formas de transformar uma sentencga aberta em uma proposigao:
(i) atribuir valor as variaveis

(ii) utilizar quantificadores.

1.3.1 Quantificador Universal

O quantificador universal, usado para transformar sentencas abertas em proposicoes, é

indicado pelo simbolo V, que se 1é: “qualquer que seja”, “para todo”, “para cada”.

Exemplo 1.3.1. A proposicao: (Vx)(x +1=7), que se lé: “qualquer que seja o nimero

x, temos x +1 =77, possui valor logico falso.
Exemplo 1.3.2. Sendo A o conjunto de todos os estados do nordeste brasileiro e
“P(x) : x € um estado do Brasil”
a proposicao aberta. Utilizando o quantificador universal, tem-se a proposicao:
Para todo x no conjunto A, x € um estado do Brasil.

Simbolicamente a proposicao €

Vx € A;P(x).

Observa-se que essa é uma proposi¢ao verdadeira, pois substituindo x por qualquer

estado do nordeste brasileiro, tem-se P(x) com valor l6gico verdadeiro.

1.3.2 Quantificador Existencial

O quantificador existencial é indicado pelo simbolo 3, que se lé: “existe”, “existe pelo

menos um”, “existe um”.

Exemplo 1.3.3. A proposicao: (Ix)(x +1=7), que se lé: “existe um nimero x tal que

x+1=7". Tem valor lé6gico verdadeiro.

Exemplo 1.3.4. A proposicao: (In € N)(n +5 < 3), que se lé: “existe um nimero

natural n tal que n+5 € menor que 3”7 € falsa.
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Algumas vezes utiliza-se também outro quantificador cujo simbolo é J|, que se 1é:

“existe um tnico”, “existe um e um s6”, “existe s6 um”.

Exemplo 1.3.5. A proposicao: (Ax)(x +1 =7), que se lé: “existe um s$6 nimero x tal

que x + 1 =77 é verdadeira.

1.4 Particula “nao”: (negagao)

Defini¢ao 1.4.1 (Negacao). Chama-se nega¢do de uma proposicdo p a proposi¢ao repre-
sentada por “ndo p”, cujo valor l6gico é a verdade(V) quando p € falsa e a falsidade(F)

quando p € verdadeira.

Assim, “nao p” tem valor logico oposto daquele de p.
O simbolo que representa a negacao é uma pequena cantoneira (—) ou um sinal de
til (~), antecedendo a frase. (Neste trabalho utiiza-se o til). Assim, a tabela-verdade da

negacao € mais simplificada que as demais ja vistas. Tem-se:

Tabela 1.6: Tabela verdade da negagao.

T

~D
F

F

Fonte: O Autor.

Exemplo 1.4.1. Joao é médico. Negativa: Joio nao é médico.
Exemplo 1.4.2. Maria é estudante. Negativa: Maria nao ¢é estudante.
Emprega-se, também, como equivalentes de “nao A”, as seguintes expressoes:

Nao é verdade que A.

E falso que A.
Dai as seguintes frases sao equivalentes:
(i) Logica nao é facil.
(i) Nao é verdade que Ldgica é facil.

(iii) E falso que Légica é facil.
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1.5 Implicacao Légica
Os conceitos e resultados apresentados aqui seguem da referéncia [4].

Definigao 1.5.1 (Implicagao). Dadas as proposicoes P e @), dizemos que “P implica Q"
quando na tabela de P e () nao ocorre VE em nenhuma linha, isto €, quando ndao temos

simultaneamente P verdadeira e @) falsa.
Quando P implica Q, indicamos P = Q.

Observacao 1.5.1. Note que P implica () quando a condicional P — (@) € verdadeira.
Exemplo 1.5.1. Ezemplo de implicacao
214 = 2[4.5
significa que o condicional “se 2 é divisor de 4, entdo 2 € divisor de 4.57 é verdadeiro.
Exemplo 1.5.2. Considere as proposi¢oes
“R: Joao trabalha bastante” e “T: Jodo € rico”.

A proposicio R implica T € a proposicio “R = T: Se Jodo trabalha bastante, entao
Joao € rico”.

A implicacao € falsa, pois Jodao pode trabalhar bastante, e ainda assim nao ser rico,
visto que para ser rico depende de varios fatores, inclusive o tipo de trabalho que Joao

exerce.

A implicacdo P = Q pode ser entendida como P é uma condi¢do suficiente para Q,
ou seja, a ocorréncia de P ¢é suficiente para garantir a ocorréncia de Q. Ou ainda pode-se
ter que Q é uma condi¢ao necessdria para P, isto é, a ocorréncia de Q é necessaria para

se ter a ocorréncia de P.
Exemplo 1.5.3. Considere a implicacao P — Q:
Se Joao € elegivel para votar entao ele tem pelo menos 16 anos.

Sendo

P: Jodo é elegivel para votar.

Q: Joao tem pelo menos 16 anos.



Capitulo 1. Légica Matematica Basica 15

A wverdade de P € suficiente para garantir a verdade de Q, ou seja, Joao ser elegivel
para votar é condi¢ao suficiente para que ele tenha pelo menos 16 anos.
A condi¢ao Q € necessdria para a condigio P ser verdadeira, ou seja, Jodo ter pelo

menos 16 anos é condicao necessdaria para que ele seja elegivel para votar.

Propriedades da Implicagao Loégica
A relacao de implicacao logica entre proposicoes goza das propriedades refleriva e

transitiva, isto é, simbolicamente:
(i) P = P (Reflexiva)

(ii) Se P = @ e Q@ = R, entdo P = R (Transitiva)

1.6 Equivaléncias Ldégicas

Os conceitos e resultados apresentados aqui seguem da referéncia [4].

Definigao 1.6.1 (Equivaléncia). Dadas duas proposi¢ées P e @, diz-se que “P é equiva-
lente a Q7 quando P e @) tém tabelas-verdades iguais, isto €, quando P e () tem sempre o

mesmo valor logico.

Quando P é equivalente a QQ, representa-se assim:
P=Q
Observacao 1.6.1. Note que P equivale a () quando a bicondicional P <> () € verdadeira.

Exemplo 1.6.1. Seja P uma proposicao, tem-se a equivaléncia logica
~(~P)<=P

Note que ¢é natural que a negacao da negacao de P resulte na proposicao P, pois pela
defini¢do, para ~ (~ P) ser verdadeiro, por exemplo, faz-se necessario que (~ P) seja

falso, e esse por sua vez, requer um P verdadeiro. Portanto, ~ (~ P) <= P.

Exemplo 1.6.2. Considere as proposicoes p e q, tem-se a Ssequinte equivaléncia logica
(p—4q) = (~q—~p)

De fato, podemos observar isso na tabela 1.7:
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Tabela 1.7: Tabela verdade da equivaléncia condicional.

pla|p—=9q|~q|~p|~q—=>~D
VIV \Y F F \Y
V| F F \Y F F
F |V \Y F \Y \Y
F|F \Y \Y \Y \Y

Fonte: O Autor.

Observagao 1.6.2. A frase “P € uma condicdo necessdria e suficiente para Q7 significa

“P se somente se Q7. Em simbolo tem-se P <= Q.
Exemplo 1.6.3. A expressao:

“O nascimento de Joao em solo brasileiro é uma condi¢ao necessdria e suficiente para

ele ser cidadao brasileiro.”
Sendo

P: Joao nasceu em solo brasileiro.

Q: Joado € cidadao brasileiro.

pode ser excrita como “Joao nasceu em solo brasileiro se e somente se ele é um cidadao
brasileiro.”

Em simbolos tem-se que P <= Q.

Propriedades da Equivaléncia Logica
A relacao de equivaléncia logica entre proposicoes goza das propriedades reflexiva,

simétrica e transitiva, isto é, simbolicamente:
(i) P <= Q (Reflexiva)
(ii) Se P <= @, entdo Q) <= P (Simétrica)

(iii) Se P <= @ e Q <= R, entdao P <= R (Transitiva)
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1.7 Tautologia e Contradicao

Defini¢ao 1.7.1 (Tautologia). Uma proposi¢cdo composta formada por duas ou mais pro-
posicoes p, q, T, ... serd dita uma Tautologia se ela for sempre verdadeira, independente-

mente dos valores logicos das proposicoes p, q, T, ... que a compoem.

Em outras palavras, para saber se uma proposicao composta é uma Tautologia, sera
construida a sua tabela-verdade. Dali, se a tltima coluna da tabela-verdade s6 apresentar

verdadeiro (e nenhum falso), entao tem-se uma Tautologia.

Exemplo 1.7.1. A proposi¢ao (p/\ ~ p) — (q V p) € uma tautologia, pois é sempre
verdadeira, independentemente dos valores logicos de p e de q, como se pode observar na

tabela-verdade 1.8

Tabela 1.8: Tabela verdade da Tautologia.

~p|PA~p | qVp | (pPA~Pp)—=(qVDp)

Hlm < <o
H < | /™| < e
< | < |=|=
ool |
Hi<|i<| <<
< i< i< <

Fonte: O Autor.

Definigao 1.7.2 (Contradi¢ao). Uma proposi¢ao composta formada por duas ou mais
proposicoes p, q, T, ... serd dita uma contradicao se ela for sempre falsa, independente-

mente dos valores logicos das proposicoes p, q, T, ... que a compoem.

Ou seja, construindo a tabela-verdade de uma proposicao composta, se todos os re-

sultados da tltima coluna forem FALSO, entao tem-se uma contradicao.

Exemplo 1.7.2. A proposi¢io p <>~ p (p se e somente se nao p) € uma contradi¢do,
pois € sempre falsa, independentemente do valor logico de p, como se pode observar na

tabela-verdade 1.9



Capitulo 1. Légica Matematica Basica 18

Tabela 1.9: Tabela verdade da Contradicao.

pl~p|pe~p
F F
F| V F

Fonte: O Autor.
Exemplo 1.7.3. A proposicio (pV ~ q) <> (~p/\q) também é uma contradi¢do, pois

Tabela 1.10: Tabela verdade da contradi¢ao (pV ~ q) <> (~p /A q)

~p|~q|pV~q|~pAq| (pV~q) (~pAq)

P4
VIV
V| F
F|V
F|F

< | I< <

<~
F
F
F
F

<|<|=|™
< |m|<| ™
=< | =™

Fonte: O Autor.

1.8 Como negar proposicoes

Apés um prévio conhecimento sobre as definigoes de proposigoes (conectivos légicos, tabela
verdade, negacao de uma proposi¢ao simples) pode-se iniciar o estudo sobre “negagao de
proposi¢oes compostas”.

Mostra-se a seguir como sera a negacao de proposicoes compostas usando o conceito
de equivaléncias logicas visto na segao 1.6.

Os conceitos e resultados apresentados aqui nessa segao seguem das referéncia [1] e

[4].

1.8.1 Negacao de uma conjuncao

Observe, na tabela 1.11, que as proposigoes ~ (p/\q) e ~ p V ~ g sao logicamente

equivalentes.

~(pAQ)=~pV~q(
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Tabela 1.11: Tabela verdade - negacao da conjuncao.

pPlad|pAqd|~(pAq)|~p|~q|~pV~q
VIV] V F F | F F
V|F| F V F |V \Y
F|V| F \Y% V | F Y%
F|F| F % V|V V

Fonte: O Autor.

Para negar uma proposicao no formato de conjuncao p /\ q, sera feito o seguinte:

(1) Nega-se a primeira (~ p);
(2) Nega-se a segunda (~ q);
(3) Troca-se /\ por V (“e por ou”).
Exemplo 1.8.1. Considere as proposi¢oes
“p: Joao € médico” e “q: Pedro é dentista”
Temos a conjung¢ao
“p/\Nq: Joao é médico e Pedro é dentista”.
A negacao da conjung¢ao “p/\q”, € a proposicao
‘““p V ~ q: Joao nao € médico ou Pedro nao é dentista”.

14

Exemplo 1.8.2. Considere as proposicoes “p:a # 07,
‘“PANq:a#0eq:b#0".
A negacao da conjunc¢ao “p/\q”, € a proposicao

‘~(pANqgq):a=00ub=0"

q:b#0" Tem-se a conjungao
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1.8.2 Negacao de uma disjungao

Tendo em vista que ~ (p V q) <= (~ p/\ ~ (), estabelece-se que a negacao de pV ¢ é
a proposicao ~ p/\ ~ (.

Tabela 1.12: Tabela verdade - negacao da disjuncao.

pla|pVa|~/pEVa|~p|~q|~pA~q
VIV Vv F F | F F
VIF| V F F |V F
F|V| V F V | F F
F|F| F \% V|V Y%

Fonte: O Autor.
Para negar uma proposicao no formato de disjuncao p V q, serd feito o seguinte:

(1) Nega-se a primeira (~ p);

(2) Nega-se a segunda (~ q);

(3) Troca-se V por A (“ou por e”).
Exemplo 1.8.3. Considere as proposigoes

“p: o triangulo ABC' € isosceles” e “q: o triangulo ABC € equildtero”
Temos a disjunc¢ao
“pV q: o triangulo ABC' € isdsceles ou equildtero”.

A negagao da disjuncao “pN q”, é a proposi¢ao

“~ (pV q): o triangulo ABC nao € isésceles e ndo € equildtero”.

1.8.3 Negacao da disjuncao exclusiva

A negagao da operagao da disjuncao exclusiva (“Ou p ou q”) é dada pela equivaléncia

logica

~(p¥q)<==p<eq
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Para negar uma proposi¢ao com a estrutura de uma disjuncao exclusiva, sera feita

uma transformagao em uma estrutura bicondicional.
Exemplo 1.8.4. Considere as proposi¢oes
“p: Joao € rico” e “q: Pedro é bonito”
Tem-se a conjuncao
“pVY q: Ou Jodo € rico ou Pedro é bonito”.

”

A negacao da conjuncao “pV q”, é a proposi¢ao
“~(p Y q): Jodo € rico se e somente se Pedro € bonito”.

Pela tabela verdade pode-se “confirmar” a negacao da proposi¢ao

Tabela 1.13: Tabela verdade - negacao da disjungao exclusiva.

Plg|pP¥q|~(pYq)|pcq
VIV| F \Y% \Y%
VIF| V F F
F|V| V F F
F|F| F \Y% \%

Fonte: O Autor.

1.8.4 Negacao de um condicional simples

Como foi visto na tabela 1.14 que as proposi¢oes ~ (p — q) e p/\ ~ ¢ sdo equivalentes,

entao estabelece-se que a negagao de p — g € a proposicao p/\ ~ q.

Tabela 1.14: Tabela verdade - negacao da condicional.

plajp=>q|~pP—=9)|~q||pA~q
VIivV] Vv F F F
V|IF| F v \Y% Y%
FlV| V F F F
F|F| V F % F

Fonte: O Autor.
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1.8.5 Negacao de proposicoes quantificadas

Para negar uma sentenga quantificada com o quantificador universal, do tipo (¥x)(p(x)),

serd feito o seguinte: substitui-se o quantificador pelo existencial e nega-se p(x), obtendo:

(Fx)(~ p(x)).
Exemplo 1.8.5. Considere a proposicao

(Vx)(x +3 =5)
Sua negagao fica assim

(Ix)(x+3 #5)
Exemplo 1.8.6. Considere a proposi¢cao

“Todo losango é um quadrado”.
Sua negacdo fica assim
“Eriste um losango que nao € quadrado”.

Para negar uma sentenca quantificada com o quantificador existencial, do tipo (3x)(p(x)),

serd feito o seguinte: substitui-se o quantificador pelo universal e nega-se p(x), obtendo:

(vx)(~ p(x)).
Exemplo 1.8.7. Considere a sentenca

(Ja)(a*=9)
Sua negagao fica assim

(Va)(a® #9)
Exemplo 1.8.8. Considere a proposicao

“Frxiste um numero cuja raiz quadrada € zero”.

Sua negagao fica assim

“Todo numero tem raiz quadrada diferente de zero”.
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1.9 Propriedades dos Conectivos Loégicos

Nesta secao seguem as propriedades da conjuncao e da disjuncao vistas anteriormente.
Essas propriedades encontram-se demonstradas no Capitulo 7 da referéncia [1]. Ser4 feita
aqui uma exposicao das mesmas.

Propriedades da Conjuncao

Sejam p, q e T proposigoes simples quaisquer e sejam t e ¢ proposigoes também simples

cujos valores 16gicos respectivos sdo V(verdade) e F(falso).
(i) Idempotente: p/\p <= p
(ii) Comutativa: p/\q <= q/\p
(iii) Associativa: (p/\q) ANt <=p/A(q/\T)
(iv) Identidade: p/\Nt<=pep/Nc<=c

Propriedades da Disjuncao
Sejam p, g e T proposigoes simples quaisquer e sejam t e ¢ proposigoes também simples

cujos valores légicos respectivos sao V(verdade) e F(falso).
(i) Idempotente: pV p <= p
(ii) Comutativa: pV q <= qVp
(iii) Associativa: (pV q)Vr<=pV (qVT)
(iv) Identidade: pVt<=tepVc<7p

Propriedades da Conjuncao e da Disjungao

Sejam p, g e T proposigoes simples quaisquer.
(i) Distributivas: p/\(qV 1) <= (pAqQ)V (pAT)epV (qAT) <= (pV )N\ (pVT)
(i) Absor¢ao: pA\(pVq)<=pepV(pAq)<=rp

(iii) Regras de DE MORGAN « (p/\q) <=wpV qe~(pVq)<<=-pA\gq
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Exemplo 1.9.1. Considere a proposi¢cao “(p — q) Ap”. Sua tabela verdade é:

Tabela 1.15: Tabela verdade - Regra Modus ponens.

PlAd|p—=>dq|(p—=dAp
VIiV]| V \Y%
VIF| F F
F|V| V F
F|F| V F

Fonte: O Autor.

Observa-se que esta proposcao € verdadeira apenas na linha 1 e, nesta mesma linha,

a proposi¢cao “q” € verdadeira. Logo, ocorre a implcagao logica:
(P—=a)A\p=g¢

denominada Regra Modus ponens.

”

Exemplo 1.9.2. Segue as tabelas verdades das proposi¢oes “(p — q)/\N~q” e “~p”.

Tabela 1.16: Tabela verdade - Regra Modus tollens.

Pld|P2>9q|-q|(p=2>qgAN-q| P
VIiV] Vv F F F
VIF| F \Y% F F
Flv| V F F Y%
F|F| V \Y% \Y% v

Fonte: O Autor.

Observa-se na tabela que a proposicao “(p — q)/\ «~ q” é verdadeira apenas na linha 4,
e nesta mesma linha, também € verdadeira a proposicao “~p”. Logo, ocorre a implica¢ao
logica:

(P = a)ANrg=p

denominada Regra Modus tollens.



Capitulo 2

Nocoes de Conjuntos

Nesse capitulo serao abordados os conceitos primitivos de conjunto e elemento. Por isso
nos permitiremos tratar aqui conjuntos dentro do chamado “ponto de vista ingénuo”.
Ou seja, adotando um estilo informal e descritivo, em contraste com o ponto de vista
axiomatico. Buscando entender os principais conceitos sobre os conjuntos suas operagoes

e simbolos relacionados a esse assunto.

2.1 Nocao de Conjuntos

A nocao de conjuntos é bastante simples e fundamental na Matematica, pois a partir dela
podem ser expressos todos os conceitos matematicos.

A nogao de conjunto é usada frequentemente. Ao organizar a lista de amigos para
uma festa, ao preparar seus livros prediletos numa estante ou, entao, ao formar um time,
por exemplo, constituem-se conjuntos.

Um conjunto ou colegao é formado de objetos, chamados os seus elementos. Eis alguns

exemplos:

Exemplo 2.1.1. Ezemplo de conjuntos
a) conjunto das vogais

b) conjunto dos algarismos romanos

¢) conjunto dos nimeros impares positivos
d) conjunto dos planetas do sistema solar

e) conjunto dos nomes dos meses de 31 dias

25
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Um elemento de um conjunto pode ser uma letra, um nimero, um nome, etc. E

importante notar que um conjunto pode ser elemento de outro conjunto. Por exemplo,

Exemplo 2.1.2.
D ={a, i, o,{e, o, u},{o,{a, i,}},€}

Observe que, da mesma forma que 1 é elemento de D, temos {e, 0, u} um elemento de

D. Note ainda que u nao é elemento de D, assim como {a, i} também nao é elemento de D.

Sejam A um conjunto e X um elemento. Se x pertence ao conjunto A, escreveremos:
x € A.
Para indicar que x nao ¢ um elemento do conjunto A, escreveremos:

x € A.

2.2 Representacao de um conjunto

Serao utilizados dois recursos importantes para descrever um conjunto e seus elementos:
serao enumerados (citamos, escrevemos) os elementos do conjunto ou serd dada uma

propriedade caracteristica dos elementos do conjunto.

2.2.1 Descricao pela citacao dos elementos

Quando um conjunto é dado pela enumeracao de seus elementos, deve-se representa-lo

escrevendo seus elementos entre chaves.

Exemplo 2.2.1. Representacao por citacao
a) conjunto das vogais {a, e, i, o, u}
b) conjunto dos nimeros impares positivos {1, 3, 5, 7, 9, 11, ...}

¢) conjunto dos divisores positivos de 10041, 2, 5, 10, ..., 100}

2.2.2 Descricao por uma propriedade

Quando se deseja descrever um conjunto A por meio de uma propriedade P de seus
elementos x, escreve-se:

A = {x ;x tem a propriedade P}
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e le-se: 7A ¢é o conjunto dos elementos x tal que x tem a propriedade P”.

Exemplo 2.2.2. Representacao por propriedade
a){x ;x € um nimero inteiro e x > 2} € uma maneira de indicar o conjunto: {3, 4, 5, 6, ...}
b) {x ;x € divisor inteiro de 3} é uma maneira de indicar o conjunto: {—1, 1, —3, 3}

c) {x ;x € inteiro e 0 < x < 50} pode também ser indicado por: {0, 1, 2, 3, ..., 50}

2.3 Conjunto Unitario - Conjunto Vazio

Embora o conceito intuitivo de conjunto remete-se a idéia de pluralidade (colecao de
objetos), deve-se considerar a existéncia de conjuntos com apenas um elemento, chamados

de conjuntos unitarios, e o conjunto sem qualquer elemento, chamado de conjunto vazio

(9).

Exemplo 2.3.1. Conjunto dos meses do ano que possuem menos de 30 dias: {fevereiro}.

Exemplo 2.3.2. {x € Z|x < 0ex >0} =0

Quando representa-se um conjunto mediante uma lista, as repeticoes e a ordem na qual
aparecem os elementos na lista sao irrelevantes. Por exemplo, o conjunto A ={a, b, c}

é também representado como A ={b, ¢, a}ou A ={a, ¢, b}.

2.4 Igualdade de Conjuntos

Dados dois conjuntos A e B, diz-se que A ¢ igual a B, e denota-se por A = B, se eles tem

0s mesmos elementos. Assim,
A=B<«<= (Vx)(x € A& x € B).

O fato de A e B nao serem iguais é expresso escrevendo A # B. Note que para ter A # B

é suficiente garantir a existéncia de um x € A tal que x € B, ou vice-versa.

Exemplo 2.4.1. Sendo A ={a, b, ¢, d} e B={d, b, b, b, ¢, ¢, a}, tem-se:
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A={a, b ¢, d} ={d, b, b b, c, c a} =B

Observacao 2.4.1. Na matemdtica, uma coisa $o € iqual a si propria. Quando se escreve
a = b, isto significa que a e b sao simbolos diferentes, usados para designar o mesmo objeto.

A ordem em que aparecem os elementos mo conjunto nao tem importancia. Assim,
usando o Exemplo 2.4.1, tem-se que o conjunto A = {a, b, ¢, d} é 0o mesmo que B =
{d, b, b, b, ¢, ¢, a}. Além disso, como os elementos de um conjunto sao “distintos”,
o conjunto {d, b, b, b, ¢, ¢, a} ndo é uma notacao apropriada, devendo a mesma ser

substituida por {a, b, ¢, d}.
Exemplo 2.4.2. Considere as vogais a, e, 1, 0 e u. Note que os conjuntos
A ={e i} e B=/{e, i, u}

nao sao iquais. Assim, A # B.

2.5 Conjunto Universo

Em Teoria dos Conjuntos, para evitar ambiguidades, é preciso que se defina um conjunto
que contenha todos os elementos envolvidos em um determinado assunto ou estudo. Por
exemplo, o conjunto A = {x ; —2 < x < 2} das solucoes da inequacao |x| < 2 é tal que, se
x € R, A é um conjunto infinito ao passo que se x € Z entao A ={—2, —1, 0, 1, 2}, o qual
é finito. Portanto, é essencial, que ao descrever um conjunto através de uma propriedade
P, o “ambiente” seja fixado no que esta sendo trabalhado. Tal "ambiente” é usualmente
denominado Conjunto Universo e denotado por U, ficando claro que o termo universo é

empregado no sentido de universo de discurso.

Exemplo 2.5.1. Ao estudar Geometria Plana, o conjunto universo € o conjunto dos
pontos de um plano:

U={(xy);xeReyecR}=R%.

Exemplo 2.5.2. Se estudamos mdximo divisor comum (m.d.c.), o conjunto universo €,

em geral, U = Z.

2.6 Subconjuntos

Sejam A e B conjuntos de um mesmo conjunto universo U.
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Definicao 2.6.1. Diz-se que A é um subconjunto de B, e indica-se por A C B, se para

todo x € A tem-se x € B.

Em simbolos a defini¢ao fica assim:

ACB<«<= (Vx)(x € A=x€B).

AcB

Figura 2.1: Diagrama de Venn - Inclusao. Fonte: O Autor

O simbolo “C” é dito sinal de inclusao e significa “contido em”.
Exemplo 2.6.1. {a, b} C {a, b, ¢, d}
Exemplo 2.6.2. NCZ C Q C R.
Exemplo 2.6.3. {x € Z|z € par} C Z.

Exemplo 2.6.4. ) C A, para todo conjunto A. De fato, se ocorrer o contrdrio deve
existir algum elemento de ) que nao pertence a A. Desde que () ndo possui elementos,

tem-se um absurdo. Portanto ) C A para todo conjunto A.
Exemplo 2.6.5. A, BCUeA CA.

Quando A C B, também podemos escrever B D A, que se 1é “B contém A”. Com a
notagao A ¢ B indicamos que “A nao estd contido em B”, isto é, a negacao de A C B.

E evidente que A ¢ B somente se existe ao menos um elemento de A que nao pertence a B.

Propriedades da Inclusao
Proposicao 2.1. Dados os conjuntos A, B e C C U, temos:

(i) A=B <= A CB eB CA; (Anti-Simetria)
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(ii)) A = A; (Reflexividade)
(i11)) ACB eBCC= A CC. (Transitividade)

Demonstragao. (i) Ora, A = B < A e B possuem os mesmos elementos < todo ele-
mento de A é elemento de B e todo elemento de B é elemento de A < A C B e

B C A.
(ii) Consequéncia imediata de (i).

(iii) Dado x € A temos x € B. Dai, como B C C, segue que x € C. Sendo x € A
arbitrario tem-se A C C.

O

Em virtude da proposigao acima item (i), tem-se que quase toda demonstracao de
igualdade entre dois conjuntos A e B se dividem em duas partes, deve-se primeiro mostrar
que A C B e depois mostrar que B C A.

Por outro lado, vale a seguinte equivaléncia
A#4#B<«<—= (AZBouB¢A).

Observagao 2.6.1. Observe que a pertinéncia (€) e a inclusdo (C) sao na verdade coi-
sas conceitualmente diferentes. A pertinéncia relaciona elemento e conjunto enquanto
a inclusao relaciona dois conjuntos. Mais ainda, a inclusao é reflexiva e transitiva e a

pertinéncia nao.

2.6.1 Conjunto das Partes

Para todo conjunto E admite-se a existéncia de um outro conjunto P(E) cujos elementos

sao os subconjuntos de E. Tal conjunto é denominado conjunto das partes de E. Assim,
PE)={X; XCEL

Note que P(E) é caracterizado pelo fato de
X CE<«= XePE).

Exemplo 2.6.6. E ={a, b}; P(E) ={0,{a},{b},{a, b}}.

Exemplo 2.6.7. P(0) ={0} e P{0}) = {0,{0}}.
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Prova-se que se E possui n elementos entao P(E) possui 2™ elementos. Devido a
esse fato alguns autores chamam o conjunto das partes de E de conjunto poténcia de E

denotando o mesmo por 2. Nestas notas sera utilizada a notacao usual P(E).

2.7 Operacoes com Conjuntos

Sera feita agora uma introducao as leis basicas de formacao e operagao com conjuntos.

Aqui serao considerados os conjuntos em questao contidos num mesmo conjunto universo.

Definigao 2.7.1 (Unido). Dados dois conjuntos A e B, define-se a unido AUB de A e

B como sendo o conjunto
AUB={x; x€ A oux € B}

Em outros termos, a uniao de dois conjuntos A e B é o conjunto dos elementos que

pertencem a um ou ambos os conjuntos A e B.

AuUB

Figura 2.2: Diagrama de Venn - Uniao. Fonte: O Autor

Exemplo 2.7.1.
{a7 b? C7}U{C7 d? e} :{a7 b7 C? d7 e}

Definigao 2.7.2 (Interse¢ao). Dados dois conjuntos A e B, define-se a interse¢cao AN B

de A e B como sendo o conjunto
ANB={x; x€ A exe B}

Ou seja, a intersecao de dois conjuntos A e B é o conjunto dos elementos que pertencem

a ambos os conjuntos A e B.



Capitulo 2. Nocgoes de Conjuntos 32

AnNnB

Figura 2.3: Diagrama de Venn - Intersegao. Fonte: O Autor

Exemplo 2.7.2.
{a, b, ¢,}n{b, ¢, d, e} ={b, c}

Observagao 2.7.1. Se ANB = diz-se que 0s conjuntos A e B sao Disjuntos.

Sendo A, B e C conjuntos quaisquer, valem as seguintes propriedades, que inter-

relacionam a unido (U) e a intersegao (N) de conjuntos:
(i) AUA=A=ANA; (Reflexiva)
(i) AUB=BUA e ANB =BNA; (Comutativa)
(iii) (AUB)UC=AU(BUC)e (ANB)NC=An(BNC); (Associativa)
(iv) AUBBNC)=(AUB)N(AUC)e AN(BUC) =(ANB)U(ANC); (Distributiva)

Demonstracao. Para os itens (i)-(iii) veja [5]. Demonstra-se entao o item (iv);. Dado
x € AU(BNC) temos que x € Aoux € BNC. Sex € Aentdo x € AUB e
x € AUC, dondex € (AUB)N(AUC). Sex € BNC, entdo x € B e x € C, donde
x € AUBex e AUC e, portanto, x € (AUB)N (A UC). Assim, em qualquer caso,
x € AUBNC)=x€ (AUB)N(AUC). Logo, AU(BNC)C (AUB)N(AUC).
Reciprocamente, dado x € (AUB) N (AUC) temos x € AUB e x € AUC. Ou seja,
(x e Aoux € B)e (x € Aoux € C). Dai segue que x € A ou x € BN C (recorde a
regra de substituigao: distributival). Assim, (AUB)N(AUC) C AU (BN C). Portanto,

vale (iv);. a

Embora as operacgoes N e U foram definidas para dois conjuntos, pode-se generalizar

e reescrever a definicao para mais de dois conjuntos.
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Definigao 2.7.3. Sejam A um conjunto nao vazio e X um conjunto. Se a cada elemento
A € A corresponde um tunico conjunto Ay C X, dizemos que a cole¢io F = {Axtren €
uma familia de elementos de X indexada pelo conjunto A. O conjunto A é denominado

conjunto de indices da familia.

Note que uma familia F = {Ax}aea de elementos de X é um subconjunto de P(X).
Os indices A € A servem como indicativo para os subconjuntos de X que estao sendo
considerados bem como a quantidade dos mesmos. Assim, a grosso modo, uma familia de
elementos de um conjunto X é uma colecao de subconjuntos de X.

Observa-se que qualquer conjunto nao vazio pode servir como conjunto de indices de

uma familia de conjuntos.

Exemplo 2.7.3. Seja X um conjunto nao vazio. Para cada x € X defina o conjunto

A ={x} e a familia F = {A }xex. Neste caso tem-se A = X.

Exemplo 2.7.4. Sejam A =1,, ={1, 2, ---, n} um conjunto de indices ¢ X um con-
gunto. Uma familia de elementos de X indexada por 1, € o conjunto F = {Azlrer, =

{Alv A27 Ty An} No caso geml, A =N 6?:{A7\}7\6N:{A17 AQa T Anv }

Definicao 2.7.4. Seja F = {Axtren uma familia de conjuntos com indices em /. Define-

se a uniao e a intersecao da familia F do sequinte modo

U A\ ={x;x € A\ para algum indice A € A}

AEN

[N Ar={xx €AV AEAL

AEN

Exemplo 2.7.5. Considerando a familia do exemplo 2.7.3, tem-se U Ay = X e conside-

xeX
rando X nao Va0 com pelo menos dois elementos tem-se
A0
xeX

Exemplo 2.7.6. Nas familias do exemplo 2.7.4, tem-se

U AA:OAA:A1UA2U~~UAn

A€l A=1

ﬂ AA:ﬁAA:AlﬂAQO---ﬂAn.

Aely A=1
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No caso de A =N, tem-se

UAA:GA?\:AlLJAQU"'UAnU--«

AEN A=1

ﬂAA:ﬁAA:AlﬂAzﬂ---ﬂAnﬂ---.

AeN A=1

Exemplo 2.7.7. Para cada n € N, considere o conjunto
An :{_n7_n+ 17 7_170717'” , L— 17n}

Entao
JAn=2Ze [ An={-10,1}

neN neN

Define-se a seguir a operagao diferenca entre conjuntos.

Definigao 2.7.5 (Diferenca). Sejam A e B conjuntos. Define-se o conjunto diferenca
A — B como sendo

A—B={x; xeAex¢gB}

Em outros termos, a diferenca entre dois conjuntos A — B é o conjunto formado pelos

elementos que pertencem ao conjunto A, mas nao pertencem ao conjunto B.

Figura 2.4: Diagrama de Venn - Diferenca de conjuntos. Fonte: O Autor

Define-se também a diferenga simétrica entre A e B ( notacdo: A A B):

Definigao 2.7.6 (Diferenga Simétrica). A diferenca simétrica A AB entre dois conjuntos

A e B ¢ o conjunto formado pela uniao dos conjuntos A —B e B — A. Representa-se

AAB=(A—B)U(B—A)
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AAB

Figura 2.5: Diagrama de Venn - Diferenca simétrica. Fonte: O Autor

E importante observar que, se A e B sao conjuntos, A — B e B — A sao, em geral,

conjuntos diferentes. Também é claro que A — B C A.

Exemplo 2.7.8. Sejam A = {x € Z ; x > =3} e B = {x € Z ; x < 2}. Entao
A—B={x€Z;x>23teB—A={x€eZ; x<—4}

Note que nao se exige que B seja um subconjunto de A para formar a diferenca A —B.
Quando A e B sao disjuntos tem-se A — B = A.
Quando se tem B C A, a diferenca A — B chama-se o complementar de B em relacao

a A e esceve-se CAB = A — B. Assim,

Definigao 2.7.7 (Complementar). Sejam A e B conjuntos com B C A. O complementar

de B em relagao a A € o conjunto CaoB definido por

CaB=A—-B.

Figura 2.6: Diagrama de Venn - Complementar. Fonte: O Autor

No caso do complementar de X em relacao ao conjunto universo U, diz-se apenas o

complementar de X e usa-se a seguinte notacao

CuX = X°“.
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Observe ainda que, neste caso, tem-se
x € X <= x¢&X

Exemplo 2.7.9. No exemplo 2.7.8, considerando U = 7Z tem-se A ={x € Z ; x < —3}
eB ={x€eZ; x>2}

Exemplo 2.7.10. Considerando U = N e A = {n € N ; n ¢€par} tem-se

A ={neN; n € impar}

Teorema 1. Sejam A e B conjuntos contidos num mesmo conjunto universo U. Entdo,
(i) Se A C B, entao B¢ C A€,
(i) (A°)¢ =A;

(iii) ¢ =U e U = 0

(iv) A—B =AnNB¢;

(v) [Leis de De Morgan]
(AUB)*=A°NB¢ e (ANB)°=A°UB".

Demonstragao. Para as demonstragoes dos itens (i)-(iv) veja [5]. Prova-se a seguir as Leis

de De Morgan.
(v) (1) (AUB)¢ =A°nNBe.
Com efeito, x € (AUB)* ©x€AUB S x¢€Aex¢Bs xe A°NBC.

Portanto, (A UB)¢ = A¢ N B°.
(2) (ANB)c =A°UB".
Com efeito, x € (ANB)* xZ€ANB & xZAoux¢gBs xe A°UBC.

Logo, (AN B)¢ = A° U B*.



Capitulo 3

Uso de Conjuntos no Estudo da

Loégica Matematica

No Capitulo 1 ficou claro o que é proposicao, os conectivos presentes nas proposicoes,
os quantificadores e a negacao de uma proposicao. Além das importantes definicoes de
implicacao logica e equivaléncia logica. O Capitulo 2 deste trabalho tratou sobre os
principais conceitos de conjuntos dentro da proposta escolhida.

Apresenta-se agora algumas relacoes existentes entre esses conceitos para facilitar a
resolucao de problemas do conteliido de logica. Para viabilizar a aplicagao do que propoe-se

nas secoes a seguir, sugerimos o seguinte roteiro a ser seguido pelo professor:

1) Inicialmente apresentar alguns dos principais conceitos da Légica Matemética: Principios
da Légica Matematica, Proposicoes, Conectivos e Quantificadores. Nesse ponto
ainda é necessario o uso de tabelas verdades, mas buscando-se sempre enfatizar as
nocgoes intuitivas de tais conceitos. A ideia é deixar claro como se da o uso de tais

conceitos e fixar notacoes bésicas.

2) Em seguida apresentar a teoria ingénua dos conjuntos. Aqui necessariamente usa-se

os conceitos do item 1, o que justifica a ordem de apresentacao sugerida.

3) Apresentar via as equivaléncias destacadas nas segoes seguintes os demais conceitos
da légica matematica (implicagoes, negagoes, silogismos, ....) e como se apresentam

os conceitos do item 1 em linguagem de conjuntos.

4) Por fim, trabalhar o raciocinio l6gico com a linguagem de conjuntos através da

resolucao de exercicios.

37
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Ressalta-se que é muito importante que esse estudo seja trabalhado no inicio da 1?
série do Ensino Médio, pois isso pode ajuda-los a entender e usar o raciocinio légico-
dedutivo, o qual posteriormente sera cobrado. E importante notar que quanto mais cedo
um estudante tiver acesso aos conceitos logicos, mais facilmente construird o raciocinio
matematico.

Alguns conceitos e resultados citados aqui nesse capitulo seguem das referéncias [5] e

6].

3.1 Equivaléncias entre conceitos relacionados a con-
juntos e logica

Na Matematica atual a linguagem de conjuntos é muito presente. E ao encontrar um
problema que envolva a légica matematica pode-se buscar na linguagem de conjuntos
meios de resolucao de tal problema. Por ser uma linguagem simples fica dessa forma mais
facil para os alunos o entendimento do texto e os passos utilizados na resolucao.

Tal linguagem, universalmente adotada na apresentacao da Matematica nos dias atu-
ais, ganhou esta posicao porque permite dar aos conceitos e as proposicoes desta ciéncia
a precisao e a generalidade que constituem sua caracteristica basica. Os conjuntos substi-
tuem as “propriedades” e as “condigoes”. Assim, em vez de dizer que “o elemento x goza
da propriedade P” ou “o elemento y satisfaz a condicao C”, pode-se escrever x € A e
y € B, onde A ¢é o conjunto dos elementos que gozam da propriedade P e B é o conjunto
dos elementos que satisfazem a condi¢ao C, por exemplo ver [2].

A implicagao logica por exemplo tem estreita relagdo com a inclusao de conjuntos.
Considere P e () propriedades referentes a um elemento de um conjunto U (conjunto
universo). Essas propriedades definem os conjuntos A, formado pelos elementos de U
que gozam de P, e B, conjunto formado pelos elementos de U que gozam da propriedade
(). Diz-se entao que a propriedade P implica a propriedade ), em simbolos P = @),
para significar que A C B, ou seja, A é subconjunto de B.

A implicacao () = P chama-se a reciproca de P —> (). Evidentemente, a reciproca

de uma implicacao verdadeira pode ser falsa.

Exemplo 3.1.1. Seja U o conjunto dos quadrildteros convexos do plano. Designe como

P a propriedade de um quadrildatero ter os seus angulos retos e por QQ a propriedade de um
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quadrildtero ter os seus lados opostos paralelos. Entao pode-se escrever P = Q. Porém

a reciproca () = P € falsa, pois nem todo paralelogramo é retangulo.

Quando sao verdadeiras ambas as implicacoes P = @ e () = P, diz-se que @
<= P, “P é equivalente a @)”. Isto significa que o conjunto dos elementos que gozam da
propriedade P coincide com o conjunto dos elementos que gozam de (). Ou ainda, sejam
os conjuntos A dos elementos que gozam de P e B o conjunto dos elementos que gozam
de @, quando ocorre essa equivaléncia, diz-se que A = B (igualdade de conjuntos).

No que diz respeito ao complementar de um conjunto, pode-se também, estabelecer
uma relagdo com o conceito de negacao da logica matematica. Observe como isso pode
ser feito. Considere um conjunto universo U e um outro conjunto A subconjunto de U,
chama-se complementar de A ao conjunto A€ formado pelos elementos de U que nao

pertencem a A, em simbolos temos
A ={x;x & A}

Exemplo 3.1.2. Considere U o conjunto de todas as letras do alfabeto e a proposicao
aberta “P(x): x € consoante”. Se A € o conjunto das consoantes, pode-se fazer a repre-
sentagao A = {x € U;P(x)} e como o complementar de A é dado por {x;x & A} pode-se

representar o conjunto complementar de A da sequinte maneira
A€ ={x € U;~ P(x)} ou seja, A° ={a, e, i, o, u}
que € o conjunto das vogais.

Para cada elemento x em U, vale apenas uma das alternativas: x € A ou x € A.

O fato de que para todo x € U nao existir uma outra opcao além de x € A oux &€ A é
conhecido, como foi visto nas proposigoes, como o principio do terceiro excluido, e o fato
de que as alternativas x € A e x € A nao poderem ser verdadeiras ao mesmo tempo, pois
uma ¢é a negacao da outra, chama-se o principio da nao-contradicao.

Sendo assim, pode-se escrever: x € A€ sex € A ex & A€ se x € A.

Seguem-se as seguintes propriedades referentes ao complementar:

(1) Todo conjunto é complementar do seu complementar, (A€)¢ = A.

(2) Sejam A e B conjuntos quaisquer, A C B, se, e somente se, B¢ C A€,
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Esta equivaléncia sob o ponto de vista logico, usando-se as propriedades P e @),
que definem respectivamente os conjuntos A e B. As propriedades que definem os
conjuntos A€ e B¢ sao respectivamente a negacao de P e a negacao de (). Assim

tem-se que:
(3) P = Q se, e somente se, ~ Q =~ P.

A implicagdo ~ Q =~ P chama-se a contrapositiva da implicagao P = Q.

No dia-a-dia da Matematica ¢é frequente, e muitas vezes 1til, substituir uma implicacao
por sua contrapositiva, afim de tornar seu significado mais claro ou mais manejavel. Por
isso é de muita importancia entender que P = Q e ~ Q ==~ P sao proposigoes
equivalentes.

A equivaléncia entre uma implicacao e sua contrapositiva é a base das demonstragoes
por absurdo.

Em relacao aos conceitos de uniao e interseg¢ao de conjuntos os mesmos também
possuem relagao com conectivos logicos. Conhece-se a definicao de uniao de dois conjuntos
como sendo o conjunto formado pelos elementos que pertencem a um ou outro conjunto,
enquanto que a intersecdo de dois conjuntos é o conjunto formado pelos elementos de um
e do outro conjunto. Sendo assim, se considerar os conjuntos A, B, a unido A UB, a
intersecao A N B e as afirmacoes x € A, x € B, veremos que x € (A U B) quando pelo
menos uma dessas afirmacoes for verdadeira e, por outro lado, x € (AN B) quando ambas

as afirmagoes acima forem verdadeiras. Em outros termos tem-se que:

x € (A UB) significa “x € A ou x € B”

x € (A N B) significa “x € A e x € B”

Nota-se, assim, que as operacoes A U B e A N B entre conjuntos constituem a contra-
partida matematica dos conectivos légicos “ou” e “e”. Desta maneira, se o conjunto A ¢é
formado pelos elementos que gozam da propriedade P e B pelos que gozam da proprie-
dade () entao a proposicao que define o conjunto AUB é “P V Q7 e o conjunto ANB é
definido pela proposicao “P /\ Q”.

A conexao entre as operagoes unigo (U), interse¢ao (N) e a relacao de inclusdo C é

dada pelas seguintes equivaléncias:

AUB=B<«—=ACB«<— ANB=A.
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Além disso ACB=AUCCBUCeANCCBNC para todo C.

E, finalmente, se A e B sdo subconjuntos de U (conjunto universo), tem-se que:
(AUB)* =A°NB®e (ANB)® = A°UB¢ “Relacoes de Morgan”

Estas relacgoes significam que a negacao de “P ou ()" é “a negacao de P e a negacao de

()7 e a negacao de “P e (7 é “a negacao de P ou a negacao de Q7.

3.2 Aplicacao na resolugao de problemas

Esta secao traz alguns problemas como exercicios a serem aplicados aos alunos do Ensino
Médio apos a exposicao tedrica dos contetdos aqui abordados. A proposta é que os con-
ceitos de Logica sejam trabalhados em harmonia com a linguagem de Conjuntos estudada
no primeiro ano do Ensino Médio. Espera-se que os conteuidos trabalhados aqui sejam

capazes de fazer com que os alunos desenvolvam algumas habilidades:

1. Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbélica

e vice-versa.
2. Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.
3. Discutir ideias e produzir argumentos convincentes.

Entende-se que com esses exercicios os alunos poderao compreender melhor os assuntos
trabalhados neste capitulo no qual foram feitas equivaléncias entre os conceitos Logicos e
os conceitos de Conjuntos. Com tudo espera-se que os alunos possam ter uma ferramenta
a mais para o uso na resolugao de outros problemas semelhantes, entendendo o texto que
o problema traz e com isso transcrever para uma linguagem acessivel para ele de modo a
montar uma estratégia de resolucao do problema.

A seguir apresenta-se alguns problemas com as solugoes que usam a relacdo entre

logica e a linguagem de conjuntos que foi abordada nesse trabalho:

Problema 1. Expressoes tais como “para todo” e “qualquer que seja” sao chamadas

de quantificadores e aparecem em sentencas dos tipos:

(1) “Para todo x, é satisfeita a condi¢ao P(x)”
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(2)

“Existe algum x que satisfaz a condigao P(x)”, onde P(x) é uma condi¢ao envolvendo

a variavel x.

Sendo A o conjunto de todos os objetos x (de um certo conjunto universo U) que
satisfazem a condicao P(x), escreva as sentengas (1) e (2) acima, usando a linguagem

de conjuntos.

Quais sao as negagoes de (1) e (2)7 Escreva cada uma destas negagoes usando

conjuntos e compare com as sentencas obtidas em a).

Para cada sentenca abaixo, diga se ela é verdadeira ou falsa e forme sua negacao:

1. Existe um ntimero real x tal que x> = —1.

2. Para todo ntimero inteiro n, vale n? > n.

3. Para todo ntmero real x, tem-se x > 1 ou x? < 1.

4. Para todo nimero real x existe um nimero natural n tal que n > x.

5. Existe um numero natural n tal que, para todo nimero real x, tem-se n > x.
Solucao:

a) Seja A o conjunto dos elementos de U que satisfazem a condicao p(x). A afirmagao

(1) significa que A = U enquanto que (2) exprime que A # &.
b) As negagoes de (1) e (2) sao respectivamente: “Existe algum x € U que nao satisfaz

a condicao P(x)” e “nenhum x € U satisfaz P(x)”. Em termos de conjuntos (e com

a notagao do item a)), estas negagoes se exprimem assim: A€ # @ e A¢ = U.

As sentengas na ordem sao 1.(falsa), 2.(falsa), 3.(falsa), 4.(verdadeira), 5.(falsa). As
negagoes das sentencas sao:

1. Para todo nimero real x, tem-se x> # —1.

Existe um ntmero inteiro n tal que n? < n.

Existe um ndmero real x tal que x < 1 e x? > 1.

Existe um numero real x tal que n < x para todo niimero natural n.

AN R

Para todo niimero natural n, existe um ntmero real x tal que n < x.
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Problema 2. Considere os conjuntos abaixo:
F = conjunto de todos os filésofos
M = conjunto de todos os matematicos
C = conjunto de todos os cientistas

P = conjunto de todos os professores

a) Exprima cada uma das alternativas abaixo usando a linguagem de conjuntos:
1) Todos os matematicos sao cientistas.
2) Alguns matematicos sao professores.

4

)

3) Alguns cientistas sao fil6sofos.
) Todos os filésofos sao cientistas ou professores.
)

5) Nem todo professor é cientista.

b) Faga o mesmo com as afirmativas abaixo:
6) Alguns matemadticos s@o filésofos.
7) Nem todo filésofo é cientista.
8) Alguns filésofos sao professores.
9) Se um filésofo nao é matemdtico, ele é professor.

10) Alguns filésofos sdo matematicos.

¢) Tomando as cinco primeiras afirmativas como hipdteses, verifique quais das afirma-

tivas do segundo grupo sao necessariamente verdadeiras.

Solucgao:
Sendo que:
F = conjunto de todos os fil6sofos
M = conjunto de todos os matematicos
C = conjunto de todos os cientistas
P = conjunto de todos os professores

Simbolicamente, os itens ficam assim representados.
a) )MCC2)MNP#2;3)CNF#2;4) FCCUP;5) PNCC#2
b) 6) MNF#2; 7)) FNCC#3;8) FNP#;9) FC MUP; 10) FNM # 2.

¢) A tnica afirmativa verdadeira do segundo grupo é a de nimero 9).
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Problema 3. O diagrama de Venn para os conjuntos X, Y, Z decompoe o plano em

oito regioes. Numere essas regioes e exprima cada um dos conjuntos abaixo como reuniao

de algumas dessas regides. (Por exemplo: XNY =1U2.)
a) (XCUY)S
b) (XUY)UZS
c) (XNY)U(XnZzZe),
d) (XuY)en<z.

Solucao:

X 8

NaVAY
\/

Figura 3.1: Diagrama de Venn - Solu¢ao do problema 3. Fonte: O Autor

!

a) (XCUY)c=1U4;

b) 1TU2U3U4UBUGBUTUS;
c) 1U2U5U 6;

d) 7.

Problema 4. Observe o slogan de uma cervejaria, utilizado em uma campanha
publicitaria:
“Se o bar é bom, entao o chopp é Tathurana.”

Os bares Matriz e Auténtico oferecem a seus clientes chopp das marcas Tathurana e

Karakol, respectivamente. Entao, de acordo com o slogan anterior, pode-se concluir que:

a) os dois bares sao necessariamente bons.
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b) o bar Matriz é necessariamente bom e o bar Auténtico pode ser bom ou nao.

c¢) o bar Matriz é necessariamente bom e o bar Auténtico, necessariamente, nao é bom.
d) o bar Matriz pode ser bom ou nao e o bar Auténtico, necessariamente, nao é bom.
e) os dois bares, necessariamente, nao sao bons.

Solucgao:

Neste problema temos no slogan em questao uma condicional que faremos uma relagao
na linguagem de conjuntos com a inclusao. Vejamos.

Considere os conjuntos X formado pelos bares bons e Y formado pelos bares que
oferecem o chopp da marca Tathurana. A proposicao “Se o bar é bom, entao o chopp é
Tathurana.” fica entao assim representado: X C Y.

O bar Matriz oferece chopp da marca Tathurana, entao podemos ter (i) m € X e
portanto m € Y ou (ii) m € Y e m &€ X. (em que m representa o elemento bar Matriz)

O bar Auténtico oferece chopp da marca Karakol, entao s6 podemos ter que a ¢ X.
(em que a representa o elemento bar Auténtico)

Usando diagrama de Venn, temos:

(I (IM)

Figura 3.2: Diagrama de Venn - Solucao do problema 4. Fonte: O Autor

Concluimos assim que o bar Matriz pode ser bom ou nao e o bar Auténtico, necessa-

riamente, ndo é bom. Logo, a resposta correta é a letra d).

Problema 5.

Considere as premissas:
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(P1) Os bebés sao ilégicos;
(P2) Pessoas ilégicas sao desprezadas;

(P3) Quem sabe amestrar um crocodilo nao ¢ desprezado.

Assinale a unica alternativa que nao é uma consequéncia légica das trés premissas

apresentadas:

a) Bebés nao sabem amestrar crocodilos.

b) Pessoas desprezadas sao ilégicas.

c¢) Pessoas desprezadas nao sabem amestrar crocodilos.
d) Pessoas ilogicas ndo sabem amestrar crocodilos.

e) Bebés s@o desprezados.

Solucgao:
Definindo os conjuntos:
B : Conjunto de todos os bebeés;
I : Conjunto de todos os ilogicos;
D : Conjunto dos desprezados;
A : Conjunto de todos os amestradores de crocodilos;
As premissas P1 e P2 asseguram que B C I € D. A premissa 3 garante que AND = ().
Tragando-se os diagramas de Venn dos conjuntos conclui-se que nem todas as pessoas
desprezadas sao ildgica, sendo a alternativa B a tnica que nao decorre das premissas

apresentadas.

Figura 3.3: Diagrama de Venn - Solucao do problema 5. Fonte: O Autor
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Problema 6. (AFC/2002) Dizer que nao é verdade que Pedro ¢é pobre e Alberto é

alto, é logicamente equivalente a dizer que é verdade que:
a) Pedro nao é pobre ou Alberto nao é alto.
b) Pedro nao é pobre e Alberto nao é alto.
¢) Pedro é pobre ou Alberto nao é alto.
d) se Pedro nao é pobre, entdo Alberto é alto.
e) se Pedro nao é pobre, entdao Alberto nao é alto.

Solucgao:

Esta questao trata-se da negagdo (nao é verdade que... ) de uma conjunc¢dao “e”.
Entao usando a relacao de Morgan, (ANB)¢ = A°UB€¢ que significa que a negacao de “P
e 7 é “nao P ou nao ()7, sendo A o conjunto dos elementos que gozam da propriedade
P e B formado pelos elementos que gozam da propriedade Q).

Dai, negando a primeira parte, teremos: Pedro nao é pobre. Negando a segunda parte:

[Nk

Alberto nao é alto. Finalmente, trocando o “e€” por um “ou”, concluiremos que:

Nao é verdade que Pedro é pobre e Alberto é alto
é equivalente a:

Pedro nao é pobre ou Alberto nao é alto.

Logo a resposta correta é a letra a).

Problema 7. (AFC-STN/2005) Se Marcos néao estuda, Jodo nao passeia. Logo:
a) Marcos estudar é condigdo necessaria para Jodao nao passear.
b) Marcos estudar é condigao suficiente para Joao passear.
¢) Marcos nao estudar é condi¢ao necessaria para Joao nao passear.
d) Marcos nao estudar é condigao suficiente para Jodo passear.

e) Marcos estudar é condigao necessaria para Joao passear.
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Solucao:
Conforme o que foi aprendido, a estrutura condicional pode ser traduzida também com
uso das expressoes condicao suficiente e condicao necessaria. Usando essa nomenclatura,

tem-se que:

a primeira parte da condicional é uma condigao suficiente; e

a segunda parte da condicional é uma condi¢ao necessaria.
Dai, tomando a sentenca “Se Marcos nao estuda, entao Joao nao passeia”, tem-se que:

Marcos nao estudar é condicao suficiente para Joao nao passear ou

Joao nao passear é condicao necessaria para Marcos nao estudar.

Ocorre que nenhum desses dois resultados possiveis acima consta entre as opgoes de
respostal Dali, ainda resta uma saida: ter que encontrar uma condicional equivalente a
esta da questao. Qual seria?

Amprendeu-se que quando se trata de complementar de um conjunto vale a equi-
valéncia A C B <= B¢ C A€ que transcrevendo na forma de implicacao logica significa
que P = (@ se, e somente se, ~ () =>~ P. Note que foram relacionados aqui os conjun-
tos A e B com as propriedades P e () de forma andloga ao problema anterior e também
serda feito para os outros problemas desta secao.

Desta forma tem-se:
“Se Marcos nao estuda, entao Joao nao passeia”.
é equivalente a
“Se Joao passeia, entao Marcos estuda.”

Foram feitas as duas negativas e trocou-se a ordem. Dai, agora analisando esta condi-
cional equivalente, conclui-se que: Joao passear é condigao suficiente para Marcos estudar
ou Marcos estudar é condigao necesséaria para Joao passear.

Logo, a resposta correta é a letra E.

Problema 8. (SERPRO/96) Uma sentenca logicamente equivalente a “Pedro é eco-

nomista, entao Luisa é solteira” é:

a) Pedro é economista ou Luisa é solteira.
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b) Pedro é economista ou Luisa nao é solteira.
c¢) Se Luisa é solteira, Pedro é economista;
d) Se Pedro nao é economista, entdo Luisa nao é solteira;

e) Se Luisa nao é solteira, entdo Pedro nao é economista.

Solucgao:

A questao trouxe uma condicional e pediu uma proposicao equivalente. Novamente
essa proposicao faz lembrar da equivaléncia A C B <= B C A€ que lembra também a
equivaléncia légica ~ () =~ P. O que se deve entender é que para a proposicao “Pedro
é economista, entao Luisa é solteira”, deve-se negar a primeira proposicao “Pedro nao é

economista”, negar a segunda “Luisa nao ¢é solteira” e trocar a ordem. Dai tem-se que
“Pedro é economista, entao Luisa é solteira”
é equivalente a
“Se Luisa nao ¢ solteira, entao Pedro nao é economista.”

Logo, a resposta correta é a letra E.

Problema 9. (TCE-ES/2004/CESPE) Julgue os itens a seguir:

Item 1. A seguinte argumentagao ¢é invélida.
Premissa 1: Todo funcionario que sabe lidar com orcamento conhece contabilidade.
Premissa 2: Joao ¢ funciondrio e nao conhece contabilidade.

Conclusao: Joao nao sabe lidar com orgamento.

Item 2. A seguinte argumentacao é valida.
Premissa 1: Toda pessoa honesta paga os impostos devidos.
Premissa 2: Carlos paga os impostos devidos.

Conclusao: Carlos é uma pessoa honesta.

Solucao:
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Para resolver essa questao serd utilizada a ideia de subconjuntos e o raciocinio sera
representado através do diagrama de Venn.

Para o Item 1 tem-se que:

O : Conjunto de todos os funcionarios que sabem lidar com orcamento;

C : Conjunto de todos os funcionarios que conhecem contabilidade;

JOAO

Figura 3.4: Diagrama de Venn - Solucao do problema 9 Item 1. Fonte: O Autor

A conclusao nos diz que Joao nao sabe lidar com orcamento, logo, o argumento é

valido. Como a questao afirma que a argumentacao ¢ invélida, teremos que o item é

ERRADO.

Para o Item 2 temos que:
P : Conjunto das pessoas que pagam impostos;

C : Conjunto das pessoas honestas;

CARLOS

Figura 3.5: Diagrama de Venn - Solugao do problema 9 Item 2. Fonte: O Autor
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Carlos nao necessariamente é uma pessoa honesta. Vejam que ele pode estar simples-
mente dentro do circulo maior (azul) e sem tocar o menor (vermelho). Dai, o argumento

¢ invalido. Como a questao diz que é valido, o item estd ERRADO.

Problema 10. Se todo marinheiro é republicano e nenhum republicano é ateu, é

possivel concluir, corretamente, que:
a) nenhum republicano é marinheiro.
b) todo marinheiro é ateu.
¢) todo ateu é republicano.
d) nenhum marinheiro é ateu.
e) todo republicano é marinheiro.

Solucgao:
Definindo os conjuntos:
M : Conjunto de todos os marinheiros;
R : Conjunto de todos os republicanos;
A : Conjunto de todos os ateus;
A proposicao “todo marinheiro é republicano” garante que M C R e a proposicao
“nenhum republicano é ateu” diz que RN A = (). Pode-se entender melhor através do

diagrama:

Figura 3.6: Diagrama de Venn - Solucao do problema 10. Fonte: O Autor
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Conclui-se que Nenhum marinheiro é ateu. Letra d.

Problema 11 Quem tem coragem é virtuoso, e quem nao ¢é justo, nao é virtuoso.

Logo,
a) quem é justo, tem coragem.
b) quem é justo, é virtuoso.
¢) quem é virtuoso, tem coragem.
d) quem tem coragem, é justo.
e) quem é virtuoso, nao tem coragem.

Solucgao:
Sejam os conjuntos:
C : conjunto dos que tem coragem.
V : conjunto dos virtuosos.
I : conjunto dos que nao sao justos.
U : conjunto universo.
a, b, ¢, d sendo os elementos (pessoas)
Pela proposicao do problema “Quem tem coragem é virtuoso, e quem nao € justo,

nao é virtuoso.” e considerando os conjuntos pode-se transcrever a proposicao usando

conjuntos da seguinte forma:

CcVevVnI=

eod

eC

Figura 3.7: Diagrama de Venn - Solucao do problema 11. Fonte: O Autor

Pelos diagramas, tem-se que:
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a) Falso, note que b e ¢ sdo justos, nem por isso tém coragem.
b) Falso, note que ¢ é justo, nem por isso é virtuoso.
c¢) Falso, note que b é virtuoso, mas nao tem coragem.

d) Necessariamente verdadeira, uma vez que a tem coragem e nao pertence ao conjunto

L
e) Falso, note que a é virtuoso e tem coragem.

Logo, a resposta correta é a letra D.

Problema 12. Um locutor de rddio, durante um fim de tarde, fez a seguinte afirmacao:

“Sempre que chove em Sao Paulo, o transito fica complicado e as pessoas chegam mais
tarde em casa.”

Supondo verdadeira a afirmacao do locutor, pode-se concluir a partir dela que, neces-

sariamente,
a) se o transito em Sao Paulo estd complicado, entao estd chovendo.

b) se as pessoas de Sao Paulo estao chegando mais tarde em casa, entao o transito esta

complicado.
c) se as pessoas de Sao Paulo estao chegando mais tarde em casa, entao esta chovendo.
d) se o tempo em S@o Paulo estd bom, entao o transito ndo estd complicado.
e) se o transito em Sao Paulo ndo estd complicado, entao o tempo esta bom.

Solucao
Transcrevendo o enunciado usando a linguagem dos conjuntos. Observe os diagramas

(que estao de acordo com a afirmagao do locutor de rédio).
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DIAGRAMA 1 DIAGRAMA 2

Figura 3.8: Diagrama de Venn - Solu¢ao do problema 12. Fonte: O Autor

Onde:
C : chove em Sao Paulo
: 0 transito fica complicado.
P : pessoas chegam mais tarde em casa.
Observe que qualquer dos dois diagramas podem ser utilizados para resolver o exercicio.
Considerando o diagrama 1, que possui as regioes numeradas de 1 a 4.
Dessa forma, analisando os diagramas, entende-se que a tnica opcao verdadeira é a

alternativa e) se o transito em Sao Paulo nao estd complicado, entdo o tempo estd bom.

Veja regioes 3 e 4.



Capitulo 4

Consideracoes Finais

Este trabalho apresentou uma proposta de ensino com abordagem dos conceitos de con-
juntos e logica pelo fato de versar sobre os fundamentos basicos da Logica, os quais sao
fundamentais para o formalismo e a abstragao, tao requeridos pela Matematica.

Teve como objetivo abordar os fundamentos da Légica em paralelo ao conceito de
Conjuntos, pois decidiu-se abordar os dois conteiidos conectados, por ser oportuno para
o aluno, visto que os simbolos e os conceitos da Loégica, como por exemplo: conectivos
e equivaléncias, ja estao presentes nos primeiros conteudos das séries iniciais do Ensino
Médio sem uma explicacao prévia.

Os conceitos de Loégica e de Conjuntos foram apresentados da forma mais natural e
elementar possivel, utilizando um para explicar o outro. Culminamos numa proposta de
atividades que traz de forma motivacional exercicios interessantes de logica resolvidos na
linguagem de conjuntos, fazendo sempre equivaléncia entre conceitos relativos a conjuntos
e conectivos légicos.

Propoe-se ainda o aproveitamento e continuidade deste estudo afim de contribuir para
a solidificacao e melhoria do ensino de matematica na rede ptublica, preparando os alunos

oriundos do ensino médio para posteriores concursos publicos e ingresso em universidades.
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