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Resumo

Este trabalho tem como objetivo apresentar uma proposta de ensino de alguns t6-
picos de Aritmética, também denominada de Teoria dos Numeros, as séries finais do
Ensino Fundamental, com foco na resolucao de problemas, visando desafiar e fascinar
os alunos com a gama de possibilidades oriunda das propriedades da Teoria dos Nu-
meros e desenvolver sua capacidade de raciocinio através de problemas interessantes
que darao uma nova vida ao assunto. O leitor encontrara neste trabalho topicos de
divisibilidade, primos, Maximo Divisor Comum, Minimo Miultiplo Comum, Algoritmo
de Euclides, congruéncias, representacao decimal, testes de divisibilidade, além de di-
versos exemplos, problemas desafiadores e também curiosidades acerca da congruéncia

modulo 9.

Palavras-chave
Teoria dos Numeros, Aritmética, Ensino Fundamental, Resolucao de Problemas,

Divisibilidade, Congruéncia Modular
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Abstract

This paper aims to present an educational proposal of some topics of arithmetic, also
called Number Theory, for the final grades of elementary school, focusing on solving
problems to challenge and entertain students with the range of possibilities arising
from properties of Number Theory and develop their thinking skills through interesting
problems that will give a new life to the subject . The reader will find in this work topics
of divisibility, primes, Greatest Common Divisor, Least Common Multiple, Euclidean
Algorithm, congruences, decimal representation, divisibility tests, as well as several

examples, challenging problems and also curiosities about the congruence module 9.

Keywords
Number Theory , Arithmetic, Elementary Education, Problem Solving, Divisibility,

Congruence Modular
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Introducao

A Teoria dos Nuimeros, também denominada de Aritmética, é considerada por mui-
tos a rainha da matematica e ¢ um ramo antigo e importante que estuda as propriedades
dos niimeros inteiros.

Todavia, como pode ser observado em algumas escolas, nas séries finais do Ensino
Fundamental o ensino de tépicos de Aritmética é feito de maneira superficial e me-
canica, nao permitindo que os alunos desenvolvam sua capacidade de raciocinio na
resolucao de problemas. A falta de contextualizacao e aplicacao em questoes incomuns
também contribuem para desestimular os alunos com relacao ao gosto pela Aritmética.

Conforme [II], usar os ntimeros sem nunca parar para observar algumas de suas
propriedades incomuns é como caminhar em um jardim sem parar para cheirar as flores.
Apresentar aos alunos algumas dessas propriedades permitird que tenham um maior
apreco por esses simbolos. O autor afirma que muitas vezes a matemética é ensinada
como um campo seco e necessario de instru¢ao. Como professores, temos a obriga¢ao
de torna-la interessante. Apresentar algumas propriedades e curiosidades darao uma
nova vida ao assunto.

Os professores devem seduzir os jovens em direcao a um amor por este assunto
magnifico, afirma [I1]. Todavia os professores precisam de ideias para motivar os seus
alunos através de um material apropriado e divertido.

A Revista Eureka! ([12]), reconhecendo a importancia de um material que estimule

a criatividade dos alunos através da resolucao de problemas, afirma que
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A cada ano, livros novos sao editados repetindo quase sempre o
mesmo estilo e os mesmos conteudos dos anteriores. Eristem hoje
no Brasil bons livros de Matemdtica dedicados aos alunos tanto do
ensino fundamental quanto do ensino médio. Entretanto, o que
lhes falta é um ingrediente que, no mundo de hoje, € fundamental:
o estimulo a criatividade. Entendemos que nao € suficiente para a
formacao do futuro cidadao um aprendizado burocrdtico da Mate-
mdlica e percebemos a importancia de estimular os alunos desde a
tenra idade a resolver problemas novos e desafiantes, propiciando
o desenvolvimento da imaginacao e da criatividade.

Com este trabalho pretende-se contribuir com uma proposta para o ensino de topicos
de Aritmética nas séries finais do Ensino Fundamental de modo a estimular nos alunos
a capacidade de resolver problemas, estruturando seu pensamento algébrico de forma a
evitar a pratica repetitiva, muito comum em alguns livros textos. Com isso, a proposta
deste trabalho é quebrar o ciclo historicamente praticado de ensinar aritmética de
forma superficial e mecanicista. Mesmo que alguns estudantes dominem e memorizem
os algoritmos para calculos que atualmente sao ensinados, o que realmente torna-se
importante para o aprendizado é a real compreensao do significado dos conceitos, que
desenvolve-se através da interpretacao de problemas.

Segundo [I4], "as aplicagoes que derivam dos conceitos basicos de inteiro e divisibi-
lidade sao de um poder e diversidade espantosos". Com isso, buscaremos explorar esta
diversidade no intuito de agucar a curiosidade e o interesse dos estudantes e buscar a
interacao entre a teoria e suas aplicagoes aos mais diversos problemas, demonstrando
a beleza inerente a Matemética e em particular, & Aritmética, e levando os alunos a
aprecid-la também por sua beleza e nao s6 por sua utilidade.

O trabalho foi estruturado em dois capitulos, cada um dividido em algumas secoes.
No Capitulo 1 trabalhamos com o conceito de divisibilidade e resto, apresentando ini-
cialmente a nogao de fatoracao juntamente com a defini¢cao de niimero primo, conceitos
que sao atinentes. Em seguida sao apresentadas as definicoes de Maximo Divisor Co-

mum e Minimo Miltiplo Comum. A nocado de restos é introduzida previamente &
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divisdo euclidiana e ao final do capitulo é apresentado o Algoritmos de Euclides, para
o calculo do M.D.C.. No Capitulo 2 trabalhamos com a definicdao de congruéncia e
algumas de suas aplicacoes. O conceito de congruéncia pode ser naturalmente inserido
no conteudo programatico do ensino fundamental, desde que os alunos tenham traba-
lhado de forma satisfatoria o conceito de restos na divisao euclidiana. Neste mesmo
capitulo, apresentamos a ideia de bases numéricas para, em seguida, discutirmos acerca
da representacao decimal e dos testes de divisibilidade, ja utilizando-se de congruéncias.
Dentro desta secao sao apresentados alguns critérios de divisibilidade e damos énfase a
divisibilidade por 9, que gera uma série de curiosidades como os truques numéricos ou
"matemaégicas"e a famosa prova dos "noves fora". Ao final sao feitas as consideragoes
finais acerca deste trabalho.

A escolha dos temas a serem abordados neste trabalho e dos que seriam deixados de
fora reflete uma analise pessoal do que seria realmente importante para ser apresentado
a alunos do Ensino Fundamental, de forma que buscou-se cobrir os aspectos mais
relevantes da teoria.

Os teoremas, definicoes, corolarios, etc., foram, em grande parte, baseados em
autores consagrados da Teoria dos Numeros como [2], [6], [8] e [13]. Os exercicios
trabalhados foram elaborados, extraidos ou adaptados de diversas fontes, como [3], [5],
4], [9] e [71.

A selecao dos exercicios que foram trabalhados em cada unidade foi feita de maneira
criteriosa, englobando exercicios de diversos niveis, inclusive olimpicos, pertinentes ao
conteudo em questao. Procurou-se apresentar exercicios interessantes com carater in-
terpretativo que visem desenvolver nos alunos a compreensao do significado dos con-
ceitos apresentados na forma de teoremas e definicdes e torna-los aptos a manipular
as expressoes algébricas. Em alguns casos, tornou-se mais interessante apresentar um
problema antes da defini¢ao formal, para que o aluno possa familiarizar-se preliminar-
mente com o conceito que serd trabalhado, verificando de imediato sua necessidade e
aplicacao. As solugoes dos problemas foram elaboradas de maneira clara e detalhada
e as justificativas e explicacoes sao apresentadas de forma simples e adequadamente
inteligivel a alunos das séries finais do Ensino Fundamental, abrindo caminho para que
o aluno realize suas exploracoes individuais, que ocorre quando ele realmente comeca

a apreciar a matematica envolvida.
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Capitulo 1

Divisibilidade e resto

Neste capitulo serao apresentados os principais conceitos acerca de divisibilidade e
resto, tais como nimeros primos e compostos, Maximo Divisor Comum e Minimo Mul-
tiplo Comum, divisao euclidiana e algoritmo de Euclides, bem como diversos exercicios

pertinentes.

1.1 Numeros primos e compostos

O conjunto dos niimeros naturais é formado por ntimeros primos e compostos. Um
nimero natural maior que 1 é considerado primo se possui como divisores positivos
apenas 1 e ele mesmo. Desta forma, podemos considerar como composto o niimero que
for igual ao produtos de dois naturais menores que ele. Tomemos o ntimero 130 que
pode ser representado como a multiplicagao dos nimeros 13 e 10, pois 130 = 13-10. O
nimero 13 nao pode ser representado pela multiplicagao entre outros naturais diferentes
de 1 e 13, logo 13 = 1-13 ¢é a lnica decomposigao possivel de 13 como produto de
niimeros naturais e, portanto, 13 é primo. Entretanto, notemos que 10 = 2-5 e assim 10
é composto. Notemos que os fatores presentes na decomposicao de 10, os niimeros 2 e
5, sao primos e, do mesmo modo, podemos representar o nimero 130, que é composto,
como um produto de primos da seguinte maneira: 130 =13-10=13-5- 2.

E se tentarmos fatorar o nimero 130 de outro modo? Por exemplo, 130 = 26 - 5.
Como 5 é primo e 26 é composto, podemos fatorar o nimero 26 da seguinte forma:

26 = 13-2, e assim 130 = 26 -5 = 13 -2 - 5. Com isto, terminamos com as mesma
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representacao em fatores primos, diferindo apenas na ordem dos fatores.

Este fato leva-nos a inferir o Teorema Fundamental da Aritmética, enunciado
abaixo. O leitor interessado em outras demonstracoes do referido teorema pode con-
sultar [6], [8] e [13].

Teorema 1.1 (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo nimero natural a maior
do que 1 ou é primo ou pode ser escrito de forma tinica (a menos da ordem dos fatores)

como um produto de ntmeros primos.

Demonstracao. Provaremos a existéncia e a unicidade utilizando o segundo principio
de inducao, que parte da ideia de que o resultado ¢ valido para todo natural menor
que a para provar que vale para a. Para a demonstracao dos principios de inducao, o
leitor interessado pode consultar [2], [6] ou [13].

Existéncia:

Para a = 2 o teorema é valido, pois 2 é primo.

Se a é primo, nao h& nada a demonstrar. Suponhamos que a seja composto, assim
existem nimeros a; e as tais que a = a; - as, com 1 < a; < ael < ay < a. Pela
hipétese indutiva, existem primos pq, pa,....pr € 1, ¢2,...,qs tais que a3 = py - pa - - - Py
€ as = (1 Q2" (Qs, OU S€ja, a1 € ay se decompoem como produto de primos. Assim,

juntando as fatoracoes de a; e ay e reordenando os fatores, obtemos a fatoracao de a:

a:pl-pQ---pr.ql-QQ---qs

Unicidade: Para a = 2 a afirmagao é valida.

Se a é primo nao ha nada a provar. Suponhamos entao que a seja composto e que
possua duas fatoracoes, ou seja,

a=p1-P2-Pr=4q1"q2"""(s

Provemos que 7 = s e que cada p; é igual a algum ¢;. Como p; pertence a fatoragao
do nimero q; - g2 - - - ¢s, pelo menos um dos fatores g; ¢ divisivel por p;. Suponhamos,
sem perda de generalidade, que ¢; seja divisivel por p;. Como ambos sao primos, temos
que p; = ¢q;. Logo p% =PypP3-Pr=q-q3---qs. Como 1 < p% < a, pela hipotese
indutiva, as fatoracoes sao iguais, ou seja, r = s e, a menos da ordem dos fatores, as
fatoracoes p1 -pa - - pr € q1 - Qo - - Qs SA0 iguais.

O]

Exemplo 1.2. Escreva 2670 como um produto de nimeros primos.

Solucao: Para realizar este procedimento, também denominado de fatoracao, escreve-

mos o nimero 2670 ao lado de uma barra vertical, conforme pode ser verificado abaixo.
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Do lado direito da barra, escrevemos os divisores primos de 2670 em ordem crescente e

do lado esquerdo os resultados das sucessivas divisoes por estes fatores primos. Vejamos

abaixo:
2670 | 2
13351 3
445 | 5

1] 2-3-5:89=2670

Figura 1.1: Fatoracao do niimero 2670

Multiplicando os niimeros primos do lado direito da barra obtemos a fatoracao de
2670 como um produto de fatores primos: 2670 =2 -3 -5 - 89.

Abaixo vejamos a sugestao de alguns problemas a serem propostos aos alunos para

auxiliar na construcao dos conceitos de fatoracao.

Problema 1.3. O ntimero 3° - 7 é divisivel por 3?

Solugao: Sim, visto que 3 é um dos fatores na decomposicao do nimero dado.
Problema 1.4. O nimero 27 - 32 é divisivel por 57?

Solucao: Nao, pois o primo 5 nao faz parte da decomposicao do niimero.
Problema 1.5. O ntimero 3° - 5 é divisivel por 97

Solugao: Sim, ja que 9 = 3% e existem cinco fatores iguais a 3 na decomposicao do
ntimero dado: 3°-5=32.33.5=9.33.5=92.3.5

Problema 1.6. Se um ntimero natural for divisivel por 6 e por 9 ele tem que ser
divisivel por 6 -9 = 547

Solucao: Vejamos, se o ntimero é divisivel por 6, possui os primos 2 e 3 em sua de-
composicdo. Como também é divisivel por 9, possui dois fatores iguais a 3 em sua
decomposicao. Todavia, podemos ter certeza que a decomposicao tem dois fatores
iguais a 3 (mas nao necessariamente trés fatores), e um igual a 2, assim s6 podemos

garantir a divisibilidade por 18.

Problema 1.7. Dé a fatoracao em ntimeros primos dos ntmeros 620, 1024 e 30030.
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620 2 1024 | 2 30030 2
310 | 2 512] 2 150151 3
1551 5 256 | 2 5005( 5
31 31 128 ] 2 1001] 7
1] 620=2+531 64| 2 143] 11
3212 131 13
161 2 1| 30030 =2-3-5711-13
812
412
212
1] 1024=2"

Figura 1.2: Fatoragoes dos nimeros 620, 1024 e 30030

Problema 1.8. O ntimero 7 - A é divisivel por 3. E verdade que A é divisivel por 37

Solucao: Sim, pois a decomposicao de 7- A contém 3, mas a decomposicao de 7 nao.

Vejamos abaixo um famoso problema extraido de [5] :

Problema 1.9. Portas abertas e fechadas

Uma nova escola acaba de ser construida. Nela h& 1000 armarios numerados de 1
a 1000. Durante o recesso, os estudantes decidem tentar uma experiéncia. Cada
estudante ird andar pela escola, um de cada vez. O primeiro aluno ird abrir as portas
de todos os armarios. O segundo aluno ird fechar as portas dos armarios de ntimeros
pares. O terceiro aluno ird alterar a posicao das portas de ntimeros multiplos de 3:
as que estiverem abertas ele ird fecha-las e as que estiverem fechadas ele ird abri-las.
O quarto aluno ird mudar a posicao das portas de nimero miiltiplo de 4, e assim por
diante. Depois que 1000 alunos entrarem na escola, a porta de qual armario ainda

estara aberta?

Solucao. Para simplificar o problema, é possivel construir uma tabela para as primeiras

20 portas, onde a = aberto e f = fechado:
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Tabela 1.1: Tabela para as 20 primeiras portas

Estudantes
Namero do armério |1 2|3 (4 |5|6 |78 |9[10|11 (1213 |14 |15|16 |17 |18 |19 |20
1 a
2 a|f
3 a f
4 a|f a
5 a f
6 al|f|a f
7 a f
8 al|f a f
9 a f a
10 al|f a f
11 a f
12 a|fl|alf a f
13 a f
14 a|f a f
15 a f a f
16 al|f a f a
17 a f
18 a|f|a f a f
19 a f
20 al|f al|f a f

Com a tabela é possivel observar o seguinte:

1. Todas as portas sao abertas pelo primeiro estudante. Depois que o primeiro
estudante abriu a primeira porta, ela nao foi mais alterada. Depois o segundo estudante
fechou a segunda porta e ela retornou a sua posi¢ao. Quando o n-ésimo estudante entra,
ela altera a posicao do arméario de ordem n e a posicao desta porta nao sera alterada
mais. A diagonal na tabela indica a posicao final das portas.

2. As tnicas portas da diagonal que estao abertas sao as portas 1, 4, 9 e 16. Se
esse padrao continuar, o proximo armaéario que ficard aberto é o de nimero 25. Esta
conclusao pode ser verificada. A porta 25 serd aberta pelo primeiro aluno, fechada pelo
quinto aluno e finalmente aberta pelo vigésimo quinto estudante. Os ntmeros 1, 5 e
25 sao os unicos divisores de 25.

Para cada porta de armario, considere que os alunos irao abrir ou fechar a porta.
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Os tnicos estudantes que irao mudar a porta de um armario sao aqueles cujos nimeros
de ordem sao divisores do niimero da porta do arméario. Por exemplo, o armario 12 s6
serd alterado pelos estudantes 1, 2, 3, 4, 6 e 12.

Agora a atencao virou-se para os divisores correspondentes de um ndmero e as
mudancas que ocorrem na porta do armério. E possivel observar que todas as portas
com um nimero par de divisores sao mantidas fechadas.

Vejamos a porta 12:

2 3 4 6 12
a f a i a i
S— S N

Figura 1.3: Divisores de 12

Os divisores de 12 também podem ser emparelhados como:

Figura 1.4: Emparelhamento dos divisores de 12

No emparelhamento, cada par de fatores distintos, quando multiplicados, produz o
numero do armario. O emparelhamento de todos os fatores implica em um niimero par
de fatores.

Apenas armarios com niimero fmpar de fatores serao deixados abertos. Um niimero
quadrado tem um fator (que é sua raiz quadrada) que quando multiplicado por si mesmo
resulta no nimero quadrado, conforme pode ser verificado na Figura 1.5. Assim, todos
os nimeros quadrados tem um namero impar de fatores. Os tinicos arméarios que ficarao
abertos sao aqueles cujos nimeros sao quadrados perfeitos.

Nota aos professores: O Teorema Fundamental da Aritmética foi crucial para a
solucao deste problema, bem como o conceito de nimero de divisores. Neste momento
seria interessante apresentar o problema seguinte, que induz os alunos a determinagao

de uma férmula para o ntimero de divisores.

Problema 1.10. Determine todos os divisores positivos do ntimero a = 23-3. Genera-
lize a questao determinando todos os divisores positivos do nimero n = pi' - p3* - - - p¥s,

com p; primo.
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Numeros N
quadrados Fatores

1 1

iR

? L® 9

6 1 2@8 16

B3 193

36 1 2 3 4 9 12 18 36

L | lﬁl ] |

Figura 1.5: Fatores emparelhados de alguns niimeros quadrados

Solucao: Se d ¢ um divisor de a, os tinicos fatores primos de d serao 2 e 3. Logo,
d = 2"-3Y. Mas a é multiplo de d, entao podemos escrever a = k - d, implicando que
as poténcias x e y dos primos 2 e 3 devem ser menores ou iguais as poténcias de 2 e
3 na fatoracdo de a. Veja que o ntimero 2% - 3 ndo pode ser divisor de a, pois a nao
possui em sua fatoracao quatro fatores 2. Logo, devemos ter x < 3 e y < 1. Desta
forma, = € {0,1,2,3} e y € {0,1}. Para encontrar todos os divisores de a devemos
realizar todas as combinagoes possiveis dos expoentes x e y. Logo, a questao pode
ser resolvida utilizando-se da Combinatéria. Cada um dos fatores primos de a pode
ser usado para formar um divisor de 0 até o nimero de vezes indicado no expoente.
Construimos entao a arvore de possibilidades para os divisores de a, onde o ntimero de

ramos no final da arvore indica o niimero de modos de selecionar os fatores primos.

29 21 22 23
¢ ™ Z N\ Y ™\ PR
30 3! 30 3! 30 3! 30 3!
! ! v ! ! ! ! J
1 3 2 6 4 12 8 24

Figura 1.6: Arvore de possibilidades dos divisores de a = 2% -3

Logo, a possui (3+ 1) - (1+ 1) = 8 divisores.

. . i iy T S, o
Generalizando, seja m um divisor positivo de n = pi* - p3> ¥s e p¥ a poténcia de um



primo na decomposicao de m. Como n é divisivel por m, p?Y deve dividir algum fator
€Ti . . Zj .
pi*, por ser primo com os demais fatores p;’, assim p =p; e 0 <y < ;.
Logo, m = p{" - py* - - - p¥», onde 0 < y; < z;.
Seja d(n) o numero de divisores positivos de n = pi' - p3?---p¥s, segue por contagem
que d(n) = (x; +1) - (xa +1) - (xs + 1).

Problema 1.11. (Extraido de [6]) Ache os possiveis valores de n,m € N U {0} de

modo que o niimero 9™ - 10" tenha: a) 27 divisores b) 243 divisores.

Solugdo. Observemos primeiramente que 9™ - 10" = 3*™ . (2.5)" = 32™.2". 5", Assim,
o ntmero de divisores é (2m + 1)(n +1)(n + 1).

a) Para que o nimero tenha 27 divisores, devemos ter (2m + 1)(n + 1)? = 27.
Mas 27 = 33, logo 27 pode ser escrito como produto de dois fatores, sendo um deles
quadrado, das seguintes formas:

i) Se 2m+1)(n+1)?=3-3?

2m+1)=3—m=1

(n+1)=3—n=2

\

i) Se 2m+1)(n+1)*=27-1?

.

—

2m+1)=27— m =13

n+1)=1—n=0

\

Assim, os possiveis valores para m e n sao {1,2} e {13,0}.

b) De modo anélogo ao item anterior, para que o namero tenha 243 divisores, de-
vemos ter (2m + 1)(n + 1)? = 243. Mas 243 = 3% logo 243 pode ser escrito como
produto de dois fatores, sendo um deles quadrado, das seguintes formas:

i) Se (2m +1)(n+1)*=27-32

2m+1)=27— m =13
nm+1)=3—n=2

ii) Se (2m +1)(n+1)*=3-9?
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(

(2m+1)=3—m=1

n+1)=9—n=28

\

iii) Se 2m+1)(n+1)* =243 - 12

(2m +1) = 243 — m = 121

m+1)=1—n=0

\

Assim, os possiveis valores para m e n sao {13,2}, {1,8} e {121,0}.

1.1.1 Numeros primos - O Crivo de Eratéstenes

Ao trabalharmos com nimeros primos surge a necessidade de um método para
determinar se um ntimero ¢ primo ou nao. Para isso, apresentaremos um método antigo,
mas eficaz para verificacdo da primalidade de um ntimero e obtencao de uma lista de
todos os primos menores ou iguais a algum nimero dado: o Crivo de Eratostenes.

O método parte da utilizacao de uma tabela com todos os nimeros naturais de 2
até n, a partir da qual vao-se eliminando os niimeros compostos até que restem apenas
0s niimeros primos menores ou iguais a n, como uma peneira; dai origina-se o nome

Crivo (Peneira) de Eratostenes. Vejamos primeiramente o seguinte teorema:

Teorema 1.12. Se n € N é composto, entao n é divisivel por algum fator primo

p<Vn

Demonstra¢ao. Como n é composto, ele pode ser decomposto da seguinte forma:
n=ab(l<a<b<n)

Disso, decorre que n = ab > a?. Seja p um nimero primo divisor de a, entdo a = kp

e isso implica que a? = k?p? e assim, p? é um divisor de a? e portanto p? < a®. Como
a’? < n, entdao p* < n implica p < /n.

]

Para visualizar outras demonstragoes deste teorema, o leitor interessado pode con-
sultar [8] e [13].
Este resultado possui grande importancia pratica e sua aplicacao determina o pro-

cesso utilizado no Crivo de Eratostenes. Ele afirma que para testarmos se um nimero é
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primo, basta verificarmos a divisibilidade pelos primos menores ou iguais a \/n. Desta
forma, para obtermos uma lista com todos os primos menores que n devemos riscar
dentre os niimeros de 2 a n os miltiplos dos primos menores ou iguais a \/n.

Por exemplo, para determinarmos se 67 é primo, basta testarmos a divisibilidade
de 67 pelos primos 2, 3, 5, 7, que sdo os primos menores que v/67. Como 67 nio é
divisivel por nenhum desses primos, entao 67 ¢ niimero primo.

Vejamos na tabela abaixo o processo de determinac¢ao de todos os primos menores
que 50. Para construi-la, escrevemos os naturais de 2 a 50 e riscamos os miltiplos dos

primos menores que v/ 50, ou seja, os miltiplos de 2, 3, 5 e 7.

2 (3| A5 | 6|7 | 8| 9|0
113213 | 4|15 || 17|18 (19 | 20
A\ 2723 24|25| 26|27 | 28|29 | 30
31|32 |38 |34 |35|36 |37 |38 |39 | 40
AL | A2 | 43 | A4 | 45 | 46 | AT | 48 | 49 | 50

1.2 Maximo Divisor Comum e Minimo Miiltiplo Co-

mum

1.2.1 MAaximo Divisor Comum

Antes de visualizarmos a defini¢do formal de Maximo Divisor Comum (MDC) ve-

jamos o seguinte problema:

Problema 1.13. Um prédio tem duas escadas diferentes, todas comecando da base
do prédio e terminando no topo. Uma escada tem 780 degraus e a outra 700 degraus.
Sempre que os degraus das duas escadas estao na mesma altura ha um andar. Quantos

andares tém o prédio?

Solucao. Vamos verificar as possibilidades:

-Podemos dividir o prédio em dois andares, assim, quando a escada n° 1 tiver
passado por 390 degraus e a escada n® 2 por 350 degraus, temos um andar.

-Mas também podemos dividir o prédio em quatro andares, assim a cada 195 degraus

da escada n° 1 e a cada 175 degraus da escada n® 2 temos um andar.
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-Todavia, podemos obter ainda mais andares, bastando dividir 195 e 175 por algum
nimero em comum de suas fatoragoes. Mas vejamos que queremos o maior dos divisores
comuns de 780 e 700. Para encontri-lo, podemos fatorar os dois niimeros e verificar os
fatores primos em comuim:

780 =2%2.3.5-13

700 =2%2.5%2.7

Representando na forma de diagramas de Venn, conforme a Figura 1.7, podemos

ver quais sao os fatores comuns na fatoracao de 780 e 700:

— 700

780 /
/ /2 \ 5\

/2 \
7

\ \5/ /

Figura 1.7: Diagramas com as fatoracoes de 780 e 700

Logo, o maior divisor comum entre 780 e 700 é o niimero composto pelos fatores 2,
2ed,ouseja, 2-2-5=20

Desta forma, podemos concluir que o prédio tem 20 andares.

Definicao 1.2.1. O Maximo Divisor Comum (MDC ou mde(x,y)) de dois naturais

e y ¢ o maior nimero natural que divide ambos os nimeros.
Vejamos um exemplo:

Exemplo 1.14. Dados os niimeros v = 22-3-5%-72 e y = 2-3-52 - 13, encontre o

mde(x, y).

Solu¢do: Notemos que os termos comuns na fatoracao de x e y sdo 2, 3 e 52, logo o

mdc(x,y) = 2-3-5% =150 Visualizemos abaixo através dos diagramas de Venn:

1.2.2 Minimo Miltiplo Comum

Vamos verificar como o conceito de Minimo Miltiplo Comum (MMC) aparece na-

turalmente na resolucao de problemas:
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Figura 1.8: Diagramas com as fatoragoes de x e y

Problema 1.15. Em um ponto de onibus, os onibus da linha A passam a cada 12
minutos, os que fazem a linha B passam a cada 15 minutos e os que fazem a linha C
passam a cada 20 minutos. A cada quantos minutos os 6nibus das trés linhas chegarao

juntos ao ponto?

Solucao: Vamos comecar a anotar os horarios, em minutos, de cada 6nibus a partir do
instante 0 onde os trés 6nibus passam ao mesmo tempo no ponto:

A =10,12,24, 36,48, 60, 72,84,96, 108, 120, ...}

B =10, 15,30,45,60, 75,90, 105, 120, 135, 150, ...}

C' = {0, 20, 40, 60, 80, 100, 120, 140, 160, 180, ...}

Notemos que os trés énibus chegam ao ponto apds 60 minutos. Dentre os miltiplos
comuns dos horarios de A, B e C, 60 é o menor deles; logo, podemos concluir que os

onibus se encontram no ponto a cada 60 minutos.

Defini¢ao 1.2.2. O Minimo Miultiplo Comum (MMC ou mme(x,y)) de dois naturais

x e y ¢ o menor nimero natural divisivel por ambos os niimeros.

Exemplo 1.16. Encontre o Minimo Miltiplo Comum entre os nimeros a = 3%-7- 112
eb=2-3-7%

Solug¢ao. Como o mmc(a,b) é o menor miltiplo simultaneo de a e b, ele é composto
por todos os fatores primos de a e b. Logo, também podemos representar o mmc(a, b)
através de diagramas, onde o mmc é a uniao dos fatores primos de a e b. Veja a
representagao através de diagramas de Venn (Figura 1.9) do mmc(3%-7-112,2-3 - 7%):

Assim, o mme(3%-7-112,2-3-7%)=2-3-3-7-7-11-11 =2-3*- 7% - 112 = 106722

Vejamos abaixo um exemplo do calculo do mmec e do mdc dadas as fatoragoes:

Exemplo 1.17. Encontre o mdc e o mmc dos ntimeros 24 e 36.
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Figura 1.9: Diagramas com as fatoragoes de a e b

Solucao. Vamos primeiramente fatorar os ntmeros. Através o método descrito no
Exemplo 1.2 encontramos as seguintes fatoragoes: 24 = 233 e 36 = 22 - 32. Podemos

representar os nimeros em sua forma fatorada através de diagramas, conforme figura

1.10:
36
N

24 _

YA
VAN

Figura 1.10: Diagramas com as fatoracoes de 24 e 36

3

(2

Conforme observamos anteriormente, no problema 1.13 e no exemplo 1.16, o mdc
é a interseccao das fatoracaoes e o mmec é a uniao das fatoracoes do ntimeros, o que

pode ser verificado na Defini¢ao 1.2.3.

24 36

Figura 1.11: Interseccao das fatoracoes de 24 e 36

Logo, pela observacao dos diagramas da Figura 1.11 podemos concluir que o mde(24, 36) =
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2.-2-3=12e0mmc(24,36) =2-2-2-3-3="T2.

1.2.3 Meétodo da fatoracao simultanea

Visto que, para o calculo do mmc e do mdc utilizamos as fatoracoes dos ntimeros
envolvidos, podemos utilizar um tnico calculo para determinar simultaneamente o mdc
e o mmc. Trata-se da fatoracao simultanea, descrito como segue:

Listemos os ntimeros dos quais desejamos encontrar o mmc e o mdc, lado a lado,
separados por virgulas e, semelhantemente ao procedimento normal de fatoracao des-
crito no Exemplo 1.2, tracemos uma barra vertical a direita do tltimo ntimero e do
lado direito da barra escrevemos o menor nimero primo que divide algum dos ntimeros
a esquerda. Devemos tentar dividir todos os ntimeros da esquerda pelo niimero primo
da direita; se o nimero for divisivel pelo primo a direita da barra, escrevemos abaixo
do nimero o quociente da divisao, se nao for, repetimos o mesmo nimero da linha
anterior. Devemos repetir esse procedimento até que restem apenas nimeros 1 do lado
esquerdo da barra. Vamos realizar a fatoracao simultanea dos nimeros 24 e 36 do

exemplo 1.17:

1° passo | 2° passo | 3° passo | 4° passo | 9° passo | 6° passo

24,36 |2 24,36 |2 24,36 |2 24,36 |2 24,36 |2 24,36 |2

12,182 12,182 12,18 |2 12,18|2 12,182

6,92 6,9 |2 6,92 6,92

3,903 3,93 3,9|3

1,303 1,33

1,1

O que podemos observar com o resultado da fatoracao simultanea? Podemos notar
que a mesma corresponde & uniao dos termos das decomposicoes dos niimeros 24 e 36
e a uniao das fatoragoes nada mais é que o minimo miiltiplo comum entre os nimeros.
Logo, o mmc serd o produto dos primos encontrados na fatoragao simultanea, que no
caso é igual a mmc(24,36) =2-2-2-3-3 =T72.
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Através da mesma fatoracao simultanea podemos determinar o mdc entre os niime-
ros, bastando recordar que o mdc é a interseccao das fatoracoes dos ntimeros desejados,
ou seja, é o produto dos primos que dividem simultaneamente todos os ntimeros. Desta
forma, podemos observar todos os primos que dividem todos os nimeros a esquerda
ao mesmo tempo e sublinhé-los; o produto de todos os primos sublinhados é o mdc

procurado. Vejamos:

24,36 | 2

12,18 | 2
6,9 | 2 =2 nao divide 9, logo nao sublinharemos
3,93

1,3 |3 =3 nao divide 1, logo nao sublinharemos

1,1

Y

Desta forma o mdc(24,36) ¢ igual a 2-2 -3 = 12.

Ao final deste capitulo veremos outro método para o calculo do mdc através das
divisoes sucessivas, o Algoritmo de Euclides.

Vejamos abaixo a definicao de MMC e MDC que utiliza as fatoracoes:

Definicao 1.2.3. Seja a = pi'-py*---pl» e b = pi'-p5*--- pi» dois naturais e suas decom-
posicoes em fatores primos, tais que pq, po, ...p, SA0 Primos e 11,7y, ...7T,, S1, S92, ...S, €

N U {0}. Definimos o Méximo Divisor Comum de a e b como

t"L
n

mdc(a,b) = pi* - pi? - - - ptv, onde t; = min{r;, s}

Definimos o Minimo Multiplo Comum de a e b como
mmc(a,b) = pi* - py? - - - pir, onde v; = max{r;, s;}

Definigao 1.2.4. Dois (ou mais) naturais sao considerados primos entre si quando o

mdc entre eles é 1.

Problema 1.18. Prove que, dados dois niimeros naturais a e b, eles satisfazem a

equagao mdc(a,b) - mme(a,b) = a - b.
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Solugao. Sendo a = pi' - py® - - - pim e b = pi* - p5* - - - pir, pela Definicdo 1.2.3, temos

t'"/
n

Un

que mdc(a,b) = pit - pi? - - ptn e mme(a,b) = pi* - P2 - - - pr, com t; = min{r;, s;} e

v; = max{r;, s;}. Desta forma,
mdc(a, b) - mme(a,b) = pit - p2 - ple Pt ph2 - pin

E assim, o produto do mdc(a,b) com mmc(a,b) contém todos os fatores primos de

aeb.
Problema 1.19. Se a é miltiplo de b, determine o mdc(a,b) e o mmc(a,b).

Solucao. Como a ¢ miltiplo de b, temos que a = kb. Das definicoes de mdc e mmec
podemos concluir que mmc(a,b) = a e que mde(a,b) =b .

Podemos notar que o mmc(a, b) ¢ um multiplo do mdc(a, b). Verifiquemos a validade
desta afirmacao através do argumento seguinte:

Sejam a e b dois nimeros naturais. Temos que o mdc(a,b) divide a, logo a =
ki-mdc(a,b). Sabemos também que mmc(a, b) é miltiplo de a, assim mmc(a,b) = ky-a.

Disso segue que
mmc(a,b) = koa = ko(ky - mdc(a, b)) = (k1ks)mde(a, b)
Como ky e ko sdo inteiros, segue que o mmc(a,b) é um miltiplo do mdc(a, b).
Proposicao 1.20. Para quaisquer a,b € Z nao nulos e t € N tem-se que

mdc(ta, tb) =t - mdc(a,b)

Demonstracao. No processo das divisdes sucessivas (descrito na secao 1.4) que leva ao

mdc(a, b) partindo de a e b, multipliquemos por ¢ cada uma das igualdades obtidas:

ta = (tb)q1 + tr
th = (tTl)QQ + t?”g

tTn—Q - (trn—l)Qn + trn

t?”n, 1= (trn)Qn+1

Logo, temos que t - mdc(a,b) = tr, = mde(tr,_q,tr,) = -+ = mdc(th,try) =
mdc(ta, tb).
UJ
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Corolario 1.21. Dados a e b naturais nio nulos, se d = mdc(a, b) entdo mde(%, %) = 1.

Demonstracao. Pela Proposicao 1.20, temos que

d-mdc(%,%) =mde(d-%,d- %) = mdc(a,b) = d
0 que prova o resultado. O]
Problema 1.22. Encontre dois nimeros naturais a e b tais que mdc(a,b) = 12 e

mmc(a, b) = 180.

Solugdo. Sabemos, pelo que foi demonstrado anteriormente, que mdc(a, b)-mmc(a, b) =

a - b. Temos também que, se d = mdc(a,b), entdo 1 = mdc(%,g). Logo, como
mdc(a,b) = 12, entao mdc(%,%) = 1 Assim, a e b sdo miltiplos de 12 e {% e 1—b2

sao primos entre si.
a-b=mdc(a,b) - mmc(a,b)
a-b=12-180
a b
ﬁ * ﬁ —_— ].5

Como mdc(%, L

= 30 & = b _ o _ b _
5,15) =1, entdo 5 =1le 5 =150u 5 =3e 5 =5.

As possiveis solucoes sao, portanto a = 12 e b = 180 ou a = 36 e b = 60.

Problema 1.23. (UERJ/00) O ntmero de fitas de video que Marcela possui esta
compreendido entre 100 e 150. Agrupando-as de 12 em 12, de 15 em 15 ou de 20 em
20, sempre resta uma fita. A soma dos trés algarismos do nimero total de fitas que ela
possui é igual a:

a)3 b)d ¢)6 d)8 e)10

Solugao. O ntimero de fitas menos 1 é maltiplo de 12, 15 e 20. Temos que o mmc(12,15,20) =
2-2-3-5=60. Sabemos assim que o nimero de fitas ¢ um multiplo de 60 mais 1 que

estd entre 100 e 150. Logo, o numero procurado de fitas é 60 - 2 + 1 = 121, visto que
60-14+1 <100 e 60-3+1> 150. A soma dos algarismos de 121 é 1 +2+ 1 = 4.
Resposta: letra b) 4

Problema 1.24. Prove que o produto de trés nimeros naturais consecutivos quaisquer

é divisivel por 6.

Solucao. Sejam a, a+1 e a4+ 2 os trés nimeros consecutivos e consideremos o produto
dos mesmos. Provemos por inducao sobre a que o produto supracitado é divisivel por
6.
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i) Se a =1, temos 1-2-3 = 6 que é divisivel por 6, logo a afirmagao é valida para
a=1.

ii) Suponhamos, por hipotese, que k(k + 1)(k + 2) é divisivel por 6, para algum
k € N. Provemos que (k + 1)(k + 2)(k + 3) também ¢ divisivel por 6.

Temos que (k+1)(k+2)(k+3) = k34+6k*+11k+6 = (k*+3k*+2k)+3(k+1)(k+2)

Por hipotese, k*+3k?+2k ¢é divisivel por 6, agora resta provarmos que 3(k+1)(k+2)
também o é. Como 6 = 2 - 3, um numero divisivel por 6 possui em sua decomposicao
os fatores 2 e 3. Se k for par, £ + 2 também é par, e se k for impar, k 4+ 1 sera par.
Entao, para qualquer valor de k, 3(k + 1)(k + 2) é maultiplo de 2 e de 3, sendo desta
forma, multiplo de 6. Portanto, (k+ 1)(k + 2)(k + 3) é multiplo de 6.

Outra solugao: Sejam a, a + 1 e a 4+ 2 os trés nimeros consecutivos. Mostremos

que o produto entre eles é miltiplo de 2 e de 3. Consideremos os seguintes casos:
e Se a for impar, a + 1 é par e o produto a(a + 1)(a + 2) é multiplo de 2;
e Se a for par, a 4+ 2 é par e o produto a(a + 1)(a + 2) é maltiplo de 2.

Assim, em qualquer caso, o produto a(a + 1)(a 4 2) é maltiplo de 2.

Verifiquemos a divisibilidade por 3:
e Se a =3k, a(a+ 1)(a+ 2) é multiplo de 3;

e Sea=3k+1,entdoa+2=3k+1+2=3k+3=3k+1)eala+1)(a+2)é
multiplo de 3;

e Sea=3k+2,entdoa+1=3k+2+1=3k+3=3k+1)eala+1)(a+2)¢
multiplo de 3.

Logo, em qualquer caso o produto a(a + 1)(a + 2) é miltiplo de 2 e de 3 e, desta

forma é divisivel por 6.

Problema 1.25. Prove que o produto de cinco ntimeros naturais consecutivos quais-

quer ¢é divisivel por 30.

Solugao. Primeiramente devemos fatorar o ntimero 30: 30 =2 -3 - 5.

Sejam a, a+ 1, a+ 2, a+ 3 e a+ 4 cinco ntimeros consecutivos. Pelo problema 1.24
verificamos que o produto de trés naturais consecutivos é multiplo de 2 e de 3, desta
forma o produto a(a + 1)(a + 2)(a + 3)(a + 4) também ¢é multiplo de 2 e 3.

Verifiquemos agora que o produto a(a + 1)(a + 2)(a + 3)(a + 4) é multiplo de 5:
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e Se a = 5k, ala+ 1)(a+ 2)(a+ 3)(a +4) = 5k(5k + 1)(5k + 2)(5k + 3)(5k + 4)

sendo assim, miltiplo de 5;

e Sea=5k+1,entdoa+4=5k+1+4=5k+5=>5k+1)eala+1)(a+2)(a+
3)(a+4) = (5k + 1)(5k + 2)(5k + 3)(5k + 4)5(k + 1) sendo assim, multiplo de 5;

e Sea=5k+2,entdoa+3=5k+2+3=5k+5=>5(k+1)eala+1)(a+2)(a+
3)(a+4) = (5k +2)(5k + 3)(5k + 4)5(k + 1)(5k + 6) sendo assim, multiplo de 5;

e Sea=>5k+3,entao a+2=5k+3+2=5k+5=>5(k+1)eala+1)(a+2)(a+
3)(a+4) = (5k + 3)(5k +4)5(k + 1)(5k + 6)(5k + 7) sendo assim, multiplo de 5;

e Sea="5k+4,entdoa+1=5k+4+1=5k+5=>5k+1)eala+1)(a+2)(a+
3)(a+4) = (5k +4)5(k + 1)(5k + 6)(5k + 7)(5k + 8) sendo assim, multiplo de 5.

Assim, em qualquer caso, o produto a(a + 1)(a + 2)(a + 3)(a + 4) é multiplo de 2,

3 e 5 e, portanto, é divisivel por 30.

Problema 1.26. (Bélgica-90) Seja n o nimero de inteiros (> 0) menores ou iguais a
10000, que sao divisiveis por todos os inteiros positivos menores ou iguais a 10. Entao:
a)n=0 b)l1<n<5 ¢)b<n<10 d)10<n<15 e)15<n

Solugao. Um nimero k é divisivel por todos os inteiros positivos menores ou iguais a 10
se possuir em sua fatoracao em primos os ntimeros: 2, 3,4 =22,5,6=2-3,7, 8 = 23,
9=23%e 10 = 2-5. Notemos que k deve possuir em sua fatoracdo os primos 2, 3, 5 e
7, em certas quantidades minimas para garantir a divisibilidade por todos os naturais
menores ou iguais a 10. Sao necessarios trés fatores 2 para garantir a divisibilidade por
8 e dois fatores 3 para ser divisivel por 9. Os primos 5 e 7 podem aparecer apenas uma
vez na fatoracao, pois nao ha nenhum nimero inteiro positivo menor ou igual a 10 que
possua em sua fatoracdo alguma poténcia de 5 e 7 maior que 1.

Essa analise equivale a encontrar o Minimo Miltiplo Comum entre os nimeros 2,
3,4,5,6,7,8,9 e 10.

Logo, devemos ter k = 23-32.5-7-a = 2520a, sendo a natural.

Desta forma, n é a quantidade de miltiplos de 2520 menores que 10000. Sao eles:

2520 - 1 = 2520

2520 - 2 = 5040

2520 - 3 = 7560

Assim, n = 3. Resposta: b) 1 <n <5
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(A2-1)

Problema 1.27. (Argentina-2000) Dos nimeros naturais A e B sabe-se que B = “~

e que o minimo miltiplo comum entre A e B é igual 3720. Determinar A e B.

Solucdo. Notemos que se A é par, A? ¢ par, e assim A2 — 1 ¢ impar, logo nio ¢é divisivel
por 8. Verifiquemos a hipotese de que se A é impar, A% — 1 é divisivel por 8.

Se A é impar, é da forma A =4p+ 1 ou A = 4p + 3, dai

se A=4dp+1= A>—1=(4p+1)> —1=8(2p* + p)

se A=dp+3= A>—-1=(4p+3) —1=8(2p*+3p+1)

Como A é impar, nao possui em sua decomposicao nenhum fator 2, o que indica
que o fator 23 da decomposicao de 3720 pertence a B.

Resta-nos os fatores 3, 5 e 31 que podem compor A, que é impar. Testando as
possiveis combinagoes, temos:

se A=3,B =1, logo mmc(3,1) = 3 # 3720

se A =5 B =3, logo mmc(5,3) = 15 # 3720

se A =31, B =120, logo mmc(31,120) = 3720

Logo, A=31e B=120

Problema 1.28. (Australia-91) Seja M, o minimo multiplo comum dos nimeros
1,2,3,...,717 isto é, M1 = 17 MQ = 2, M3 = 67 M4 = 12, M5 = 60, M6 = 60.

Para quais inteiros positivos M,,_; = M, é valido?

Solucao. Observemos que M,,, por ser o minimo miultiplo comum de todos os naturais
menores ou iguais a n, deve conter todos os fatores primos que compdem os naturais
menores ou iguais a n. Logo, teremos M,, 1 = M,, quando os primos que compoem n
em sua fatoracao ja aparecem, na devida quantidade, entre os naturais menores que n.
Vejamos alguns exemplos:

My=23.32.5.7=2.5.22.32.7=10-22-3%2-7

Myy=10-22-3%2.7

Logo, Mg = M.

My, =2-32.5.7-1=2%.3.2-3-5-7-11=12-2-3-5-7

Mio=12-2-3-5-7
LOgO, M11 :Mlg.

Problema 1.29. Encontre o menor nimero natural n tal que n! é divisivel por 990.
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Solucao. Temos que 990 = 2-32-5-11. Logo, para que n! seja divisivel por 990, n!
deve conter os fatores 2,32%,5 e 11. Como 11 é primo, ele mesmo deve estar contido no

produto e n = 11 é o menor valor possivel.

Problema 1.30. Quantos zeros existem no final da representacao decimal do niimero
100!7

Solugao: A quantidade de zeros no final de um nimero reflete a quantidade de fatores
10 que estao em sua decomposicao. Se um numero possui n zeros em seu final, ele é
divisivel por 10™. Queremos saber entao quantos fatores iguais a 10 estao contidos em
100!. Mas 10 = 2 - 5, entao precisamos saber quantos fatores 2 e 5 estdao contidos em
100!. Entre 5 numeros consecutivos quaisquer, que podem ser escritos da forma 5k,
bk + 1, 5k + 2, 5k 4+ 3 e 5k + 4 (ndo necessariamente nesta ordem), sempre havera um
miultiplo de 5 (5k) e, pelo menos, dois numeros pares, pois se k for par, também serao
pares os nimeros bk, bk + 2 e bk + 4 e, se k for impar, serao pares os nimeros bk + 1
e bk + 3. Desta forma, para qualquer fator igual a 5 haveré fatores suficientes iguais a
2 para formar um fator igual a 10. Logo, basta contar os fatores 5.

Como 100 = 20 - 5, existem 20 multiplos de 5 no produto 1-2-3---99-100. Mas
este niimero tem mais fatores iguais a 5, j& que os nimeros 25, 50, 75 e 100 contém
dois fatores iguais a 5, formando quatro "extras". Existem, portanto, 24 fatores iguais
a b, logo 24 fatores iguais a 10 e assim 24 algarismos finais iguais a 0 no produto 100!.

Outro método para descobrir o expoente de 5 na decomposicao em fatores primos
de 100!, encontrado em [7], consiste em usar o simbolo ~ para significar a igualdade
dos expoentes de 5 na decomposicao.

100! =1-2-3---10075-10-15---100 = 52°(1-2-3---20)75*(5-10 - 15 - 20) =
520.5%(1-2-3-4)75*

Logo, 100! termina por 24 zeros.

Observacao 1.31. O referido exercicio também pode ser solucionado utilizando-se do

Teorema de Legendre, conforme é explanado em [6].

Problema 1.32. Encontre todas as solucoes de niimeros naturais das equagoes:
a)z? —y* =31  b)a® —y? =303
Dica: 22 —y* = (v —y)(z + )

Solucgdo: Temos que 22 — y? = 31. Como 31 & primo, devemos ter o menor fator igual
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a 1 e o maior igual a 31. Temos a seguinte equagao:

r—y=1
r+y=31

Da qual encontramos x = 16 e y = 15

b) Temos que 303 = 1-303 = 3 - 101, logo temos dois sistemas de equagdes que

podem fornecer os valores de x e y:

T—y=
\x+y:101
¢

rT—y=
\:13+y=303

Dos quais encontramos os valores t =52 e y =49, e v = 152 e y = 151.

1.3 Restos

Iniciemos esta secao analisando a resolugao dos seguintes problemas:

Problema 1.33. Desde que mudou de cidade José visita sua mae a cada 8 dias. Se a
primeira visita ocorreu em uma segunda-feira, a segunda visita serd numa terca-feira,
a terceira visita numa quarta-feira e assim sucessivamente. Em que dia da semana

ocorrera a H0? visita?

Solucao. Notemos que, como o intervalo entre uma visita e outra é de 8 dias, a proxima
visita sempre ocorre no dia da semana posterior ao dia da visita anterior. Isto ocorre
porque a semana possui 7 dias e o intervalo entre as visitas é de 8 dias. Como 8 = 7-1+41,
o resto da divisao de 8 por 7 é 1 e assim, a cada 8 visitas o dia da visita volta a ser

numa segunda-feira.
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Logo, basta descobrir o resto da divisao de 50 por 8 para encontrar o dia em que
ocorre a H0? visita.
Como 50 = 6-84-2, devemos avancar dois dias da segunda-feira e assim descobrimos

que a 50?* visita ocorrerd numa quarta-feira.

Problema 1.34. O ano de 2016 teve inicio numa sexta-feira. Em que dia caird o

iltimo dia deste ano?

Solugao. O objetivo desta questao é resolvé-la sem consultar o calendério.
Primeiramente vejamos que o ano de 2016 é bissexto e assim possui 366 dias. Se o
1° dia do ano caiu numa sexta-feira, também cairao numa sexta o 8°, 15°, 22°.... dias
do ano, basta somar 7 aos dias que cairem numa sexta-feira. Notemos que os dias que
cairao em sexta-feira deixam resto 1 na divisao por 7, logo, os dias que caem em sédbado
deixam resto 2, os que caem no domingo deixam resto 3 e assim por diante.
Dividindo 366 por 7 encontramos um resto 2, logo o tltimo dia do ano de 2016 sera

sabado.

Nos problemas anteriores pudemos perceber a utilizacao dos restos na resolucao de
problemas, como os de fenémenos periddicos.

O conceito de resto surge quando um nimero natural m # 0 nao divide o nimero

N.

Teorema 1.35 (Divisao Euclidiana). Sejam N e m dois ntimeros naturais com m # 0.

Existem dois Ginicos niimeros inteiros ¢ e r tais que
N=mg+r,com(0<r<m
Os ntimeros q e r sao denominados de quociente e resto da divisao.

Demonstracao. Seja m um nimero natural nao nulo. Se N € N, ou N é multiplo de
m ou esta entre dois multiplos consecutivos de m, isto é, mqg < N < m(q+ 1).

Como mq < N, existe um r € N tal que N = mq + r. Provemos que r < m. Se r
for maior ou igual a m, teremos r = N — mgq > m, entdo (N —mq) +mq > m+mq e
assim, N > m(q + 1), o que ndo é possivel. Logo, N = mq + r com r < m.

Provemos agora a unicidade de ¢ e r. Suponhamos que N = gym + r1 = gom + ro,
com 11 # 19 e admitindo que r; < m e ry < m (conforme provamos anteriormente).
Sem perda de generalidade, suponhamos ter r; < 79, entdao 0 < r; — r93 < m. Da

igualdade gym + 11 = gom + 1o decorre que gym + (r; — re) = gam, logo r| — ry &
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divisivel por m e disso segue que m < r; —ro, 0 que é um absurdo. Portanto ry =5 e
desta forma q; = gs.
O

Exemplo 1.36. Na divisao de 23 por 6, o quociente e o resto sao respectivamente 3 e
5, pois 23 =6 -3 + 5.

Problema 1.37. Encontre quantos maltiplos de 7 se encontram entre 1 e 423.

Solucao. Pelo algoritmo da divisao euclidiana, 423 = 60-7 + 3. Logo, o maior multiplo
de 7 que cabe em 423 é 60 - 7, onde 60 é o quociente da divisao de 423 por 7. Desta

forma, os miltiplos de 7 entre 1 e 423 sao
1-7,2-7,3-7,...,60-7
que, em nimero, sao 60 miltiplos.

Problema 1.38. Em um determinado pais, cuja unidade monetaria ¢ a Merreca,
existem notas de diversos valores, inclusive de 3 merrecas (M$3,00). Uma pessoa possui
trinta e uma notas de M$50,00 e quarenta e sete notas de M$10,00; ela deseja trocar
este dinheiro por notas de M$3,00. Qual vai ser o troco depois da pessoa receber as

notas de 3 merrecas?

Solucao. Basta encontrar o resto da divisao de x = 31-50447-10 por 3. Todavia, nao
precisamos calcular a soma dos produtos, bastando substituir cada um dos niimeros
pelo resto obtido na divisao por 3. Entao o nimero x fica 1-242-1 = 4 que tem resto 1 na
divisao por 3. Notemos que o resto da divisao de x = 31-504-47-10 = 15504470 = 2020
por 3 é 1.

Este resultado nos leva a inferir o seguinte teorema que pode nos auxiliar na solugao

de diversos problemas:

Teorema 1.39. O resto da divisao por m # 0 da soma ou do produto de dois ntimeros
naturais N; e Ny é igual ao resto da divisao por m # 0 da soma ou do produto dos

restos de N7 e Ny, individualmente, na divisao por m # 0.

Demonstracao. Vamos verificar o teorema acima para a soma e produto separadamente.
Provemos primeiramente que o resto da soma é a soma dos restos.
Consideremos dois nimeros naturais N7 e No, tais que sua soma N;+ N, deixa resto

r quando dividida por m # 0, e 0 < r < m, isto € Ny + Ny = mq + r. Os restos das
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divisoes de N; e Ny por m sao respectivamente 71 e ro, com 0 <ry <me 0 <ry < m.
Desta forma, existem naturais ¢; e ¢o tais que Ny = mq; +r1 € No = mqo + 75. Temos

assim:
Ni+ Ny =mqy + 11 +mga+ 12 =m(q + q2) + 11+ 12

Consideremos agora 1 + 1y = mq +1" e ¢ + ¢ = ¢, com 0 < 1" < m. Assim,
Ni+ Ny = m(qi + q2) + (r1 +12) = mq” +mq +71" = m(¢” + ¢') + 1. Logo, pela
unicidade do resto r = 1’.

Provemos agora que o resto do produto ¢ o produto dos restos.

Consideremos dois nimeros naturais N; e N, tais que o produto Nj - Ny quando
dividido por m # 0 deixa resto r, com 0 < r < m, isto é N1- Ny = mq+r. Os restos das
divisoes de N7 e Ny por m sao respectivamente 1 e ro, com 0 <7y <me 0 < ry < m.
Desta forma, existem naturais ¢; e ¢o tais que Ny = mq; +r1 € No = mqo + 7r5. Temos

entao,

Ni - Ny = (mqy + r1)(mgs + r2) = m*qigo + maqirs + maory + rire =
m(magiqa + q172 + Gor1) + 172

Consideremos agora r179 = mq' + 1" e mqiqa + q172 + ¢@2r1 = ¢, com 0 < ' < m.
Assim, Ny - Ny = m(maqiga + 172 + qor1) + rire = mq” + mq’ + 1" =m(¢ +¢7) +r'.
Pela unicidade do resto, r = 1.

[

Problema 1.40. Encontre o resto da divisao de
a) 1989 - 1990 - 1991 + 19953 por 7
b) 9% por 8

Solugao

a) Calculemos separadamente os restos das divisdes por 7 de 1989, 1990, 1991 e
19953 que sdo respectivamente 1, 2, 3 e 0. Conforme verificamos com o Teorema 1.39,
o resto da divisdo de 1989 - 1990 - 1991 + 1995 por 7 é o mesmo resto da divisao de
1-2-3+40% por 7, que é 6.

b) Como 9 deixa resto 1 na divisdo por 8, e pelo Teorema 1.39, o resto da divisao

do produto 9-9---9 = 9% por 8 & o produto dos restos 1 -1---1 =119 = 1. Logo, o
— ——

100 wvezes 100 vezes
resto é 1.
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Problema 1.41. Prove que, para qualquer ntimero natural n, n® + 2n é divisivel por
3.

Solugao. O resto da divisao de n por 3 pode ser 0, 1 ou 2. Analisemos entao os trés

casos dos possiveis restos de n, utilizando o Teorema 1.39:

e Se o resto for 0, n = 3k entdao n® = 27k% e 2n = 6k. Logo, n® 4 2n = 27k3 + 6k =
3(9k3 + 2k) é divisivel por 3;

e Seorestofor 1, n = 3k+1entaon® = (3k+1)> = 27k3+27k*+9k+1 e 2n = 6k+2.
Logo, n® + 2n = (27k% + 27k? + 9k + 1) + (6k + 2) = 3(9k + 9k* + 5k + 1) ¢

divisivel por 3;

e Se o resto for 2, n = 3k + 2 entao n® = (3k + 2)% = 27k% + 54k? + 48k + 8 e 2n =
6k 4. Logo, n®+2n = (27K +54k> 1 48K +8) + (6k +4) = 3(9K> + 18K2+ 18k +4)

é divisivel por 3;
Desta forma, para qualquer valor de n, n + 2n é divisivel por 3.

Observacao 1.42. Notemos que a solu¢ao do problema acima envolveu uma anélise
de casos para verificar todos os possiveis restos da divisao por algum ntmero natural.
Este método é muito importante e os estudantes precisam compreender que esta analise
fornece uma demonstracao rigorosa e completa.

A analise de casos também pode ser usada em diversas outras areas além da arit-
mética e seria ideal se os alunos aprendessem a verificar quando a anélise de casos pode

ser aplicada na resolucao de um problema.

Problema 1.43. A soma dos quadrados de trés nimeros naturais é divisivel por 9.
Prove que podemos escolher dois desses quadrados de modo que sua diferenca seja
divisivel por 9.

Dica: Se dois ntimeros tiverem o mesmo resto ao serem divididos por 9, entao sua

diferenca é divisivel por 9.

Solugao. Devemos mostrar que podemos escolher dois niimeros quadrados que possuem
o mesmo resto na divisao por 9.

Os restos possiveis na divisao de um natural por 9 sao, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e
8. Analisemos quais sdo os possiveis restos na divisdao do quadrado de um nimero

n=9q+r por 9:
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e se r =0, n? deixa resto 0;
e se r = 1, n? deixa resto 1;
e se r = 2, n? deixa resto 4;
e se r = 3, n? deixa resto 0;
e se r =4, n? deixa resto 7;
e se r =5, n? deixa resto 7;
e se r = 6, n? deixa resto 0;
e se r =7, n? deixa resto 4;
e se r =8, n? deixa resto 1.

Logo, os possiveis restos da divisao do quadrado de um niimero por 9 sao 0, 1, 4 e

A questao afirma que a soma dos quadrados de trés nimeros naturais é divisivel
por 9, entao devemos combinar os possiveis restos da divisao de um quadrado por 9,

de modo que a soma entre trés deles seja divisivel por 9:

e 0+0+0=0
e d4+4+1=09
e 7T+141=09
o T+T7+4=18

Pela observacao das combinagoes possiveis elencadas acima, pelo menos dois dos
quadrados deixam o mesmo resto na divisao por 9 e, assim sua diferenca é divisivel por

9.

2100

Problema 1.44. Encontre o resto da divisao de por 3.

Solugdo. Notemos que 2!% = 2290 = 450 Mas 4 deixa resto 1 na divisdo por 3, logo

4°° também deixa resto 1.
Problema 1.45. Encontre o tltimo algarismo do niimero 1989198,

Dica: O dltimo algarismo de um ntmero é o resto da divisao por 10 deste nimero.
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Solugao. Observemos que 1989 deixa resto 9 na divisao por 10, logo 19899 deixa o
mesmo resto que 9% na divisdo por 10, pelo Teorema 1.39.

92 = 81 e 81 deixa resto 1 na divisdo por 10. Entdo podemos escrever 9989 =
(92)%91.9! mas 9% deixa resto 1 na divisao por 10, logo (92)%91-9! deixa resto 191.9 = 9.
Assim, o tltimo algarismo do ntimero 19891989 & 9.

Outra solucao. Ja concluimos anteriormente que o ultimo algarismo de 1989198

91989

¢ igual ao ultimo algarismo do niimero Analisemos os tltimos algarismos das

primeiras poténcias de 9:

e 9l =9
e 92 =281
e 93 =729
e 9* = 6561

Para calcular o ultimo algarismo de uma poténcia de 9, basta multiplicar por 9 o
ultimo algarismo da poténcia anterior de 9. Logo, o algarismo 9 é sempre seguido pelo
algarismo 1 (pois 9-9 = 81), que por sua vez ¢ seguido por 9 (porque 1-9 =09).

Desta forma, as poténcias impares de 9 sempre tém seu 1ltimo algarismo igual a 9.

Assim, o tltimo algarismo de 19891989 & 9.

Observacio 1.46. E interessante sugerir como exercicio aos alunos a elaboracao de
tabelas de multiplicacao para os restos das divisoes pelos niimeros mais utilizados: 2,
3,4,5 6,7 8 9, 11, 13, ..., tentando encontrar todos os restos possiveis da divi-
sao de quadrados e cubos perfeitos por esses niimeros. Geralmente os problemas que
envolvem quadrados podem ser solucionados usando os restos da divisao por 3 ou 4,
pois os quadrados perfeitos quando divididos por 3 ou 4 deixam apenas os restos 0
e 1. Os problemas com cubos podem frequentemente ser resolvidos usando-se os res-
tos das divisdes por 7 ou 9, que s6 deixam trés restos possiveis: {0,1,6} e {0,1,8},

respectivamente.

Problema 1.47. Prove que o niimero 6n® + 3 nao pode ser a sexta poténcia de um

natural, qualquer que seja o nimero natural n.

Solugao. Devemos provar que 6n°+3 nao pode ser o quadrado ou o cubo de um natural

qualquer.
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Para verificar que 6n> + 3 ndo pode ser um cubo, basta analisar os restos possiveis
na divisdo por 7 e verificar que 6n®+3 deixa os restos {2, 3,4}, enquanto cubos perfeitos
deixam restos {0,1,6} na divisao por 7. Logo, 6n® + 3 nao pode ser o cubo de um

natural e assim nao pode ser a sexta porténcia de um natural.

Problema 1.48. 1. Mostre que nenhum quadrado ou soma de dois quadrados é da
forma 4n + 3
2. Mostre que nenhum elemento da sequéncia 11,111,1111,... é um quadrado ou

soma de dois quadrados.

3. Idem para nenhum elemento das sequéncias seguintes:

44,444 4444, ... 55,555,5555,...,99,999,9999, . ..

Solucao.
a) Os ntimeros naturais podem ser representados em alguma das seguintes formas,
de acordo com seu resto na divisao por 4: 4k, 4k + 1, 4k + 2 ou 4k + 3. Logo,

o (4k)% = 4(4K?) = 4n,

o (4k+1)> =16k +8k+1=4ny +1
o (4k +2)? = 16k* + 16k + 4 = 4ny

o (4k+3)% =16k + 24k +9 =4n, + 1

Logo, todo quadrado perfeito é da forma 4n ou 4n + 1.

Consideremos todas as possiveis somas de quadrados:
o dn+4n' =4(n+n') =4a

e dn+4n'+1=4(n+n)+1=4da+1
edn+1+4n+1=4(n+n)+2=4a+2

Desta forma, as somas de dois quadrados podem assumir as formas 4a, 4a + 1 ou
da + 2.

Portanto, nenhum quadrado ou soma de quadrados ¢ da forma 4n + 3.

b) Qualquer ntimero M da sequéncia 11,111,1111,... pode ser escrito na forma
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M=111...100+ 11 =4a+8+3=4n+3, a,n e N

Como M ¢é da forma 4n + 3, ele nao é um quadrado perfeito nem soma de dois

quadrados, conforme o item anterior.

c) Seja N =444 ...4, P=555...5e Q =999...9.
N=444...4=4-111...1=22-111...1
Pelo item anterior o nimero 111...1 nao é um quadrado perfeito, logo N nao sera
quadrado de nenhum ntmero natural.
P=555...5=555...500+55=48+524+3=4n+ 3, com g,n € N
Como P é da forma 4n + 3, nao é quadrado de nenhum nimero natural.
Q=999...9=9-111...1=3%-111...1

Como 111...1 nao é quadrado, logo () também nao o é.

Problema 1.49. Mostre que todo niimero natural possui um multiplo que se escreve

apenas com os algarismos 0 e 1.

Solucao. Considere os n+ 1 primeiros nimeros da sequéncia 11,111,1111,.... Divida-
os por n e considere os restos dessas divisoes. Esses restos s6 podem ser iguais a
0,1,2,...n — 1. Pensando nos n + 1 nimeros como pombos e nos n possiveis restos
como casas, temos mais pombos do que casas. O Principio da Casa dos Pombos nos
garante que haverd pelo menos dois nimeros que deixam o mesmo resto na divisao por
n, suponhamos que sejam 11...1 (com z algarismos) e 111...1 (com y algarismos),
tal que x < y.

A diferenca entre esses nimeros ¢ miltipla de n e é escrita como

111...1—-11...1=11...100...0, com x algarismos iguais a 0 e y — = algarismos

iguais a 1.

1.4 Algoritmo de Euclides

Na secao 1.2.1 apresentamos o conceito de Maximo Divisor Comum e dois méto-
dos para encontra-lo utilizando a decomposicao dos nimeros: a fatoracao simultanea
e a interseccao das decomposicoes através de diagramas de Venn, métodos que sao
equivalentes. Agora apresentaremos um método para o calculo do mdc denominado

Algoritmo de Euclides e estudaremos algumas propriedades.
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Este algoritmo ¢é baseado na seguinte propriedade:
Se d & um divisor comum de dois ntimeros naturais a e b (a < b), d também divide
o nimero b — na. Reciprocamente, se d divide a e b — na, entdao d também divide b.

Que pode ser sintetizada no seguinte lema:

Lema 1. Seja a,b,n € N. Se existe o mdc(a,b — na), entdo existe o mdc(a,b) e
mdc(a, b — na) = mdc(a, b).

Demonstracao. Seja d = mdc(a,b—na). Como d é divisor de a e de b — na, d também
é divisor de b = b — na + na. Segue que d é um divisor comum de a e b. Seja ¢ um
outro divisor comum de a e b, entao ¢ também é um divisor comum de a e b — na e
assim ¢ é divisor de d = mdc(a,b). Portanto, d = mdc(a,b), pois d é o maior de todos

os divisores comuns de a e b — na. O

Apresentamos agora uma prova construtiva da existéncia do mdc aplicando suces-

sivamente, a partir de a e b, o algoritmo da divisao da seguinte maneira:

a = bg + 7y com (r; <b)
b=r1qs + re com (ry < 11)

T1 = Tao@3 + I3 cOm (7’3 < 7‘2)

Se tivermos r; = 0, entdo b = mdc(a, b) e 0 processo se encerra na primeira etapa.
ualquer forma, n uénci r1 9 r ... par um r, terem

De qualquer forma, na sequéncia b > > > r3 > ara al teremos

rni1 = 0, pois caso contrario, a sequéncia de ntimeros naturais b > r; > ro >1r3 > ...

nao teria minimo, o que nao é possivel. Logo, para algum n:

Tp—2 = Th_1Gn + Th

Tn—1 = TnQn+1
Desta forma, podemos obter o seguinte:

rn = mdc(rp_1,7,) = mdc(rp_o,mm—1) = - -+ = mdc(b, 1) = mdc(a, b)

Logo, r, = mdc(a,b)

Esse dispositivo pratico utilizado para a demonstracao construtiva da existéncia do

mdc é denominado processo das divisoes sucessivas.
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O uso desta propriedade nos fornece um método eficaz para o calculo do mdc, pois
em vez de utilizar a fatoracao dos ntimeros, como os métodos apresentados anterior-
mente, ele permite que possamos reduzir sucessivamente através da subtracao, o calculo

do mdc de dois nameros naturais para o calculo do mdc de nimeros cada vez menores.
Exemplo 1.50. Calcule e mdc(257,39).

Solugao.

mde(257,39) = mde(257 — 6 - 39, 39)
= mdc(23,39) = mdc(23,39 — 1 - 23)
= mdc(23,16) = mdc(23 — 1 - 16, 16)
= mdc(7,16) = mde(7,16 —2 - 7)
=mdc(7,2) = mde(7T—3-2,2)
=mdec(1,2) =1

Vejamos abaixo como utilizar o Algoritmo através de um diagrama.
Primeiramente realizamos a divisao a = bg; 4+ r1 e colocamos os niimeros em uma

tabela da seguinte maneira:
q1
b

r

Em seguida, realizamos a divisdao b = riqy + o e completamos a tabela conforme

consta abaixo:

S
<
=

a

| T2

Repetimos este processo enquanto for possivel até que se tenha:

qi | 92 | 43 | --- | Gn-1 qn qn+1
a | b |r|ro|.c. | Thea| Tho1 | T = mdc(a,b)
T To | T3 | T4 Ce Tn



Vejamos como ficaria o exemplo anterior utilizando-se da estrutura do diagrama:

6 | 1|1 2|3 2

257 139 |23 |16 | 7|2 | 1=mde(257,39)

23 |16 72 [1]0
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Capitulo 2

Congruéncias

Apobs o aprendizado do conceito de restos e sua ampla utilizacao na resolucao de
exercicios, é possivel introduzir com naturalidade o conceito de congruéncia através da

seguinte definicao:

Definicao 2.1. Dois inteiros a e b sao congruentes modulo m quando eles deixam o

mesmo resto na divisao por m, escrevendo-se
a=b (mod m)

Exemplo 2.2. 22=7-3+1e37=12-3+1
Como 22 e 37 deixam o mesmo resto na divisao por 3, podemos dizer que 22 é

congruente com 37 modulo 3, ou seja 22 = 37 (mod 3)

Depois da apresentacao da definicao de congruéncia, é interessante que os alunos
demonstrem as propriedades como forma de exercicios, o que pode ser realizado com
razoavel facilidade através da utilizacdo dos conceitos anteriormente aprendidos de

restos e divisao euclidiana.

Problema 2.3. Mostre que a = b (mod m), se e somente se, a — b é divisivel por m.

Solucao. Seja r o resto comum da divisao de a e b por m. Assim podemos escrever
a=mki+reb=mky+r

Portanto, a — b = mky +r — mky — r = m(ky — k2) e com isso, a — b é divisivel por
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Reciprocamente, se a — b é divisivel por m, a e b deixam algum resto na divisao por

m, digamos 1 e ry. Temos entao
a=mki+rieb=mky+ry

Mas a — b = mky + r1 — mko — 1o = m(ky — ko) + r1 — 1o é divisivel por m, logo
r1 — ry também é divisivel por m, como | r; — 7y |< m, temos que 1, = 19 € assim a = b

(mod m).

Problema 2.4. Prove que se a = b (mod m) e ¢ = d (mod m), entao:
i)a+c=b+d (modm) ii)a—c=b—d (modm)

iii) ac = bd (mod m) iv) a” = 0" (mod m)

Solucao.

i) Como a = b (mod m), entdo a—b =0 (mod m), conforme demonstrado no problema
anterior. Assim, temos também que ¢ —d = 0 (mod m). Desta forma, podemos escre-
ver (a—b)+(c—d) =0 (mod m) <= (a+c¢)—(b+d) =0 (mod m) <= a+c=b+d

(mod m).

ii) Analogamente ao item anterior, podemos escrever (a—b)—(c—d) =0 (mod m) <
(a—¢c)—(b—d)=0 (mod m) <= a—c=b—d (mod m)

iii) Notemos que ac — bd = ac — bc 4+ bc — bd = c¢(a — b) + b(c — d). Como a — b e

¢ — d sao divisiveis por m, entao ac — bd também o é.

iv) Podemos provar por indugao sobre n.

1) Para n = 1 & valido pois, por hipotese, a' = b' (mod m).

2) Suponhamos que a” = b" (mod m). Queremos provar que "™ = " (mod m).

Como a™ = b" (mod m) e a = b (mod m), pelo que foi demonstrado no item iii)
desta questao, podemos multiplicar as congruéncias do seguinte modo: a" -a = 0" - b
(mod m). Assim, a"™! = b""! (mod m) e a propriedade é valida para todo n € N, com
n > 1.

Podemos sintetizar as propriedades ja demonstradas e acrescentar outras na pro-

posicao abaixo:

Proposi¢ao 2.5. Sejam a,b,c,d,m € Z, com m > 1. Sea = b (modm) e ¢ = d

(mod m), entao:
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i) a+c=b+d (mod m)
ii)a—c=b-—d (mod m)
iii) ac = bd (mod m)
iv) a® =b" (mod m), Vn € N
v) ka = kb (mod m), Vk € Z
vi) Se mdc(n, m) = d > 0, entdo na = nb (mod m) <= a =b (mod %)

Em sintese, podemos realizar quase todas as operacoes elementares envolvendo a
igualdade de inteiros, com excessao da divisao. Vejamos abaixo a demonstracao do

item vi).

Demonstragao. (Item vi) Por hipotese, na = nb (mod m), logo na — nb = mk <

n(a — b) = mk, para algum k € Z. Dai, 5(a — b) = Tk, onde mdc(5,%) = 1. Disso

temos que a — b ¢ divisivel por % e portanto, a = b (mod 7). a
Corolario 2.6. Se na = nb (mod m) e mdc(n,m) = 1, entdo a = b (mod m).

Problemas de anélise de casos como os vistos no capitulo anterior também podem

ser resolvidos através de congruéncias. Vejamos um exemplo:
Problema 2.7. Mostre que, para qualquer inteiro n, n? + 1 nao é divisivel por 3.

Solucao. Qualquer inteiro n deixa resto 0, 1 ou 2 na divisao por 3. Entao podemos
ter n =0 (mod 3), n =1 (mod 3) ou n =2 (mod 3). Com isso podemos analisar as

possibilidades:
e Sen =0 (mod 3), entdo n?>+1=1 (mod 3);
e Sen=1 (mod 3), entdo n®* + 1 =2 (mod 3);
e Se n =2 (mod 3), entdao n? +1 =2 (mod 3).
Portanto, em qualquer caso, n? + 1 nunca é divisivel por 3.

5100

Problema 2.8. Encontre o resto da divisao de por 6.

Solu¢ao. Como 5 — (—1) =5+ 1 = 6, temos que 5 = —1 (mod 6). Elevando a 100,
5190 = (—1)1% (mod 6) = 5'% =1 (mod 6).

Logo, 5'% deixa resto 1 na divisao por 6.

Problema 2.9. Mostre que 30%° + 61'%° & divisivel por 31.
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Solucao.

30 = —1 (mod 31), logo 30" = (—1)* = —1 (mod 31)
61 = —1 (mod 31), logo 611 = (—=1)1% =1 (mod 31)

Desta forma, 30%° +61'° = —1+1 =0 (mod 31).
Problema 2.10. Se n é impar, prove que 1" 4+ 2" + -+ + (n — 1)™ é divisivel por n.

Solugao. Sendo n impar, os restos das divisdes de k™ e (n— k)™ possuem sinais opostos.
Como de 1" a (n — 1) temos uma quantidade par de fatores e os restos dos fatores k™

e (n — k)" se anulam, o numero 1" + 2" 4 --- 4 (n — 1)™ é divisivel por n.
Problema 2.11. Encontre o algarismo das unidades dos nameros 77 e 9%

Solugdo. 1% parte. Como 7 =7 (mod 10), 72 =9 (mod 10), 7 =3 (mod 10) e 7* =1
(mod 10), temos que 7 = 7,9,3 ou 1 (mod 10), quando n = 1,2,3 ou 0 (mod 4),
respectivamente.

Temos também que 7 = 3 (mod 4), 72 = 1 (mod 4), 7® = 3 (mod 4), 7* = 1
(mod 4),.... Isto &, 7" = 3 ou 1 (mod 4), conforme m seja impar ou par. Como 7 é
impar, 77 = 3 (mod 4). Entdo, 77" = 3 (mod 10).

Desta forma, o algarismo das unidades de 77 ¢ 3.

2% parte. Temos que:

9! =9 (mod 10)
92 =1 (mod 10)

9% =9-1=9 (mod 10)
9* =1 (mod 10)

Logo, 9" = 9 ou 1 (mod 10), se r for respectivamente impar ou par. Como 9 é
impar, 9° = 9 (mod 10) e assim, 9° é impar, o que implica que 9°° = 9 (mod 10), ou

seja, o algarismo das unidades de 9%° ¢ 0 0.

2.1 Bases Numéricas

Em nossa cultura, a utilizacao da base decimal estd inserida de tal maneira que
qualquer estudante compreende a quantidade representada por um niimero, por exem-

plo 5462, e sabe descrevé-lo da seguinte forma: o tltimo algarismo representa o niimero
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de unidades, o pentdltimo, o nimero de dezenas, o antepeniltimo, a quantidade de cen-
tenas e assim sucessivamente. E este modo de representar os niimeros é chamado de
sistema de base numérica decimal. Desta forma, ao escrevermos 5462, pensamos no
namero 5 - 1000 +4-1004+6-10+2-1=5-10>+4-102+6 - 10" +2-10°, e assim
podemos observar que qualquer ntimero pode ser escrito como uma soma de diferentes
poténcias de dez com coeficientes que assumem valores de 0 até 9. Como utilizamos
dez simbolos para escrever um nimero, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 ¢ 9, esse sistema ¢
denominado decimal.

Mas também podemos utilizar outros niimeros como base, por exemplo o 8 e assim
precisaremos de apenas oito simbolos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 ¢ 7. O ntimero 8 serd a unidade
do préximo nivel e por isso serd escrito como 10. Vejamos abaixo como alguns ntimeros
na base decimal sdo escritos no sistema de base 8 (utilizaremos a simbologia [ab], para

dizer que o niimero ab esta escrito na base x, quando z # 10):

9=1-8+1-8" =11
64=1-8+0-8"+0-8"=[100]g
15=1-8"+7-8 =[17]s

Podemos construir um sistema numérico com qualquer nimero natural n maior que
1 como base desse sistema, onde relacionamos 0s algarismos com sua representagao
como soma de miltiplos de poténcias de n.

Um nimero em um sistema de base n é representado da seguinte forma

apn® + ap_n* 4+ -+ aon® + agnt + agn®
Com a;, assumindo valores de 0 an — 1.

Podemos descobrir a representacao de um ntmero que estd na base decimal para
outra base através do método das divisoes sucessivas. Vejamos abaixo a representacao

do nimero 27 na base binaria (base 2):

21=13-2+1
13=6-2+4+1
6=3-24+0
3=1-2+1
1=0-2+1

Logo, 27=1-2*4+1-23+0-22+1-2' +1-2° = [11011],
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Exemplo 2.12. Represente o ntmero 2584 na base 11.

Solucao. Como o sistema pedido é maior que 10, precisaremos de mais de 10 simbolos
para representar todos os algarismos, entao podemos utilizar a para representar o
"algarismo"10, tendo assim os seguintes algarismos: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e a.

Assim, o nimero 2584 sera escrito como

2584 =234-11+10
234=121-114+3
21=1-114+10

1=0-11+1

Assim, 2584 = [la3al;;.

Podemos realizar operagoes como somar e multiplicar niimeros escritos em qualquer
base, do mesmo modo que fazemos na base decimal, atendo-se ao fato de que "vai
um"sempre que o resultado da soma em uma coluna for maior ou igual & base do
sistema numérico dado.

Vejamos como somar os niimeros [1203]4 e [101]4, que estdo na base 4:

1 2 0 3
+ 1 0 1
1 3 10

Assim [1203]4 + [101]4 = [1310]4.

Realizemos agora a multiplicacdo entre os ntumeros [112], e [13],.

1 1 2
x 1 3
1 0 0 2
+ 1 1 2
2 1 2 2



Portanto, [112], - [13]4 = [2122],.

Para realizar com maior facilidade as operacoes de soma e multiplicacao é neces-
sario consultar as tabelas de adicao e subtracao dos niimeros menores que a base do
sistema. Para a base 10, as criancas aprendem a construi-las e memorizé-las logo nas

séries iniciais. Vejamos a tabela de multiplicacao na base 4:

O0x0=0|1x1=1]2x0=0|3x0=0]4x0=0
O0x1=0|1x2=2|2x1=2|3x1=3 [4x1=10
0x2=0|1x3=3 |2x2=10|3x2=12|4x2=20
O0x3=0[1x4=10|2x3=12 |3x3=21|4x3=30

Ao propor aos alunos atividades que envolvam a adicao ou a multiplicacao em
alguma base arbitraria, seria interessante sugerir-lhes que construam as tabelas de

adicao e multiplicacao na respectiva base.

2.2 Representacao decimal e testes de divisibilidade

Antes mesmo de desenvolver o algoritmo da divisao é possivel saber se um niimero
escrito na base decimal é divisivel por outro apenas através da observacao e anélise dos
algarismos que o compoe. Por exemplo, sabemos que um niimero ¢é divisivel por 2 se o
seu tltimo algarismo o for; sabemos que é divisivel por 5 se seu ultimo algarismo for 0
ou 5. Esses critérios de divisibilidade foram obtidos através da expansao decimal dos
numeros, por meio da qual também é possivel obter critérios de divisibilidade por varios
outros nimeros. O uso das congruéncias é uma grande ferramenta para trabalhar com
os critérios de divisibilidade.

Com o advento da calculadora, tornou-se muito mais simples detectar se um nimero
¢ ou nao divisivel por outro, bastando simplesmente fazer a divisao na calculadora.
Entretanto, para uma maior apreciacao da matemaética, os critérios de divisibidade sao
uma janela interessante para que os alunos explorem a natureza dos nimeros e suas
propriedades. Por esta razao, este tema ainda encontra espaco no espectro do ensino da
matematica e deve ser apresentado aos alunos, nao como algo a ser memorizado, mas
como um topico de "diversao", onde o aluno deve tentar compreender as bases desses

critérios e até mesmo obter novos critérios de divisibilidade além dos apresentados.
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Com esta secao, os alunos nao terao apenas uma lista de critérios de divisibilidade,
mas terao também uma visdo interessante sobre a Teoria dos Numeros.

Primeiramente é necessario compreender a seguinte identidade:
@ Q1 = Ay - 10" + -+ +ap - 10" + ag - 10°

Onde o nimero com um traco, a esquerda da igualdade, esté representado na base
decimal de modo usual e a direita encontra-se a expansao decimal do niimero. Por
exemplo, abc = 100a + 10b + c.

O trago usado sobre os numeros servird para diferenciar o nimero a, ...aag do
produto a,, - - - ay - ag.

Vejamos o exemplo seguinte que explora a representacao descrita acima.

Exemplo 2.13. (OBMEP - Banco de Questoes 2015) Sejam a e b dois digitos diferentes
de zero ndo necessariamente diferentes. O ntimero de dois digitos ab é chamado de
curioso se ele for um divisor do nimero ba, que é formado pela troca de ordem dos

digitos de ab. Ache todos os niimeros curiosos.

Solugdo. Os nimeros ab e ba sdo escritos respectivamente como ab = 10a + b e ba =
10b + a. O numero ab sera curioso se existir k& € N tal que k - ab = ba, ou seja,
k(10a + b) = 10b + a. Notemos que, como ab e ba possuem dois digitos, k deve ser

menor ou igual a 9.

k(10a + b) = 10b+ a
10ak + bk = 100+ a
10ak + bk + 10a + b = 10b+ a + 10a + b
(10a +b)(k+1) = 11(a + b)

Pela tltima equagao podemos concluir que o nimero (10a + b)(k + 1) é multiplo de
11, mas k£ < 9, entao k+ 1 < 10 e nao possui nenhum fator 11. Logo 10a + b é multiplo
de 11. Todos os multiplos de 11 com dois digitos possuem digitos repetidos, logo a = b.
Se a = b, entio ab = ba e um divide o outro. Entdo, o conjunto dos nimeros curiosos

é:

{11,22,33, 44,55, 66, 77,88,99}
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A seguir, vamos enunciar e demonstrar alguns critérios de divisibilidade. Alguns

deles podem ser deixados como exercicios para os alunos.

Divisibilidade por 2: Um ntmero natural é divisivel por 2, se e somente se, o

algarismo das unidades do niimero for 0, 2, 4, 6 ou 8.

Demonstragdo. Como 10 = 0 (mod 2), segue que 10° = 0 (mod 2) e ¢;10° = 0 (mod 2)
e assim a,10" +a, 110" '+ +ay10*+a;10 +ago =0+0+...0+0+ag (mod 2), ou

seja, Unlp_1 ... 0109 = ag (mod 2) Assim, o nimero @,a,_1 - .. a1ag sera divisivel por 2

se ag for divisivel por 2 ou for igual a 0. [

Divisibilidade por 4: Um ntmero natural é divisivel por 4 se o numero formado

pelos seus dois tltimos digitos o for.

Demonstra¢ao. Como 100 =0 (mod 4), todas as poténcias de 10 acima de 100 também
sao divisiveis por 4, assim a, 10" +a,,_110" '+ - -+a910%4+a,10+ay = 0+0+. .. 04+a, 10+

ap (mod 4), ou seja, G,a,_1-..a26109 = a1ag (mod 4). Desta forma, a,a,_1 ... aza1ag
sera divisivel por 4 se ajag for igual a {00, 04,08, 12,16,20,...,92,96}. ]

Problema 2.14. Prove que, se o ultimo algarismo do quadrado de um niimero natural

é 6, entao seu penultimo algarismo ¢é impar.

Solucao. O quadrado de um nimero par também é par, bem como o quadrado de um
numero impar também ¢é impar. Com isso podemos concluir que o ntimero é par, pois
é terminado em 6. Sendo um ntmero maltiplo de 2, seu quadrado sera miltiplo de
4. Assim, pelo critério de divisibilidade por 4 acima descrito, o nimero formado pelos
dois ultimos algarismos pode ser {16, 36,56, 76,96}, que sdo mutilplos de 4 terminados
em 6. E em todos eles o algarismo das centenas é fmpar.

Divisibilidade por poténcias de 2 e 5: Um ntmero natural é divisivel por 2"
ou 5" se o nimero formado por seus n ultimos algarismos for divisivel por 2" ou 5",

respectivamente.

Demonstracao. Temos que 10 = 2 - 5, logo 10" = 2™ - 5. Dado um numero natural a,
seja p o numero formado por seus n ultimos algarismos. Assim, a = k10" 4+ p e como

10™ é divisivel por 2" e por 5", a também sera divisivel por 2" ou por 5" se p o for. [

Por exemplo, um niimero é divisivel por 8 = 23 se o ntimero formado pelos trés

ultimos algarismos deste niimero for divisivel por 8.
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Divisibilidade por 7, 11 ou 13: Um ntmero natural a = a,a,_1 ... aaag,

escrito na base 10, é divisivel por 7, 11 ou 13 se, e somente se,

aa1Gp — G5a403 + agarag — - -+ =0 (mod 7), (mod 11), (mod 13)

Demonstragdo. Usaremos o fato de que 10> = —1 (mod 7), (mod 11), (mod 13).
Logo, 10%* = (=1)** = (=1)* (mod 7), (mod 11), (mod 13).

Com isso, temos que
10% = —1 (mod 7), (mod 11), (mod 13) se k é impar;
10%* =1 (mod 7), (mod 11), (mod 13)  se k é par
Observemos que
a = apl0F 4+ 4 agl0® + a7107 + agl0® + a510° + ay10* + a310% + a210% 4 a;10 + ag =

apl0F + -+ + (ag10% + a710 + ag)10° + (a5102 + a410 + a3)10® + (a210% + a110 + ay).

k-10°* = —k (mod 7), (mod 11), (mod 13) se k é impar;
Dai temos

k-10% =k (mod 7), (mod 11), (mod 13)  se k é par;

Assim,
a =+ (agl0® + a710 + ag) — (a510* + a410 + a3) + (a210* + @110 + ag) (mod 7),
(mod 11), (mod 13)
a = -+ AglrGg — U50403 + Gaa1ay (mod 7), (mod 11), (mod 13)

]

Podemos encontrar critérios de divisibilidade para varios ntimeros primos, como 2,
3,5, 7,11, 13,... E também podemos estender esta lista com ntimeros compostos.
E divertido e pode ampliar a percepcio matematica dos alunos. Todavia, devemos
ressaltar que os nimeros primos possuem critérios de divisibilidade independentes, ao
passo que os nimeros compostos nao. Um ntmero dado é divisivel por um nimero
composto se for divisivel por cada um de seus fatores primos.

Divisibilidade por 6: Um ntmero natural é divisivel por 6 se for divisivel por 2
e 3 a0 mesmo tempo.

Divisibilidade por 3 ou 9: Um namero natural é divisivel por 3 (ou por 9) se o

nimero formado pela soma de seus digitos for divisivel por 3 (ou por 9).
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Demonstragdo. Como 10 =1 (mod 3), (mod 9), temos que @;10" = a; (mod 3), (mod 9).

Seja a = @, ... aza1ag, entao

a =0y, ...030100 = Ay, + -+ + az + a; + ag (mod 3), (mod 9)

Problema 2.15. O nimero albb é divisivel por 15. Encontre os valores de a e b.

Solucao. Para que um ntmero seja divisivel por 15 é necessario que o mesmo seja
divisivel por 3 e por 5. Para ser divisivel por 5 o nimero devera terminar em 0 ou
em 5 e para ser divisivel por 3 a soma dos digitos do niimero deve ser miltipla de 3.

Analisemos as possibilidades:
e Se b=0, devemos ter a + 1+ 5+ 0 = 3k podendo obter a =3, a =6 oua =9
e Se b =5, devemos ter a + 1+ 5+ 5 = 3k podendo obtera=1,a=4oua=7
Assim, temos seis possibilidades diferentes para formar o nimero al5b:

3150, 6150, 9150, 1155, 4155 ou 7155.

O critério de divisibilidade por 9 mostra-se muito util para diversas aplicagoes que

podem fascinar os alunos, conforme veremos mais adiante.

2.3 Raiz digital

Para os topicos que veremos a frente, serd necessario utilizarmos o conceito de raiz
digital, definido em [4].

O resultado da soma recursiva dos digitos de um nimero inteiro até que reste apenas
um digito é conhecido como raiz digital do nimero.

O procedimento de somar os algarismos de um ntmero resulta no resto da divisao
do referido nimero por 9, conforme vimos acima. Logo, a raiz digital de um inteiro a
também pode ser definida como o resto da divisao de a por 9. Dizer que um ntimero

possui raiz digital 0 ou 9 ¢ o mesmo que dizer que o ntimero é miltiplo de 9.

Exemplo 2.16. 2016 =2+ 0+ 1+ 6 (mod 9)
2016 =9 =0 (mod 9)
Logo, a raiz digital de 2016 & 0.
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A maneira mais rapida de se chegar a uma raiz digital é suprimindo os noves na
soma dos digitos do ntimero dado, visto que 9 =0 (mod 9).

Por exemplo, vamos encontrar a raiz digital do niimero 892991.

892991 = 8 + 2 + 1 (mod 9)
892991 = 11 (mod 9), mas 11 =2 (mod 9), daf
892991 = 2 (mod 9)

Com base nessa propriedade, existe uma grande quantidade de truques numéricos
(também conhecidos como matemaégicas) onde aparentemente chega-se a um nimero

aleatorio, mas na realidade chega-se a um niimero com raiz digital 9.

2.3.1 Truques numéricos ou Matemagicas

Utilizando-se do fato de que todo niimero é congruente a soma de seus algarismos
modulo 9, pode-se criar truques onde o "magico"aparenta adivinhar o nimero oculto
resultante de operacoes aparentemente aleatorias, mas que na verdade chegam a um
nimero com raiz digital 9. Com o ntimero de raiz digital 9, o "mégico"pode pedir a
pessoa que oculte um digito do nimero, exceto 0, e fale ao "méagico"os digitos restantes
em qualquer ordem. O "maégico", sabendo que o nimero original possuia raiz digital 9,
ird acrescentar ao niimero fornecido o algarismo necessario para que a soma dos digitos
volte a ter raiz digital 9. Por exemplo, se a pessoa, apés ocultar um algarismo, fornece
o nimero 82731, notaremos que 8+2+7+3+1 =3 (mod 9), e assim concluimos que
o nimero ocultado foi o 6, pois 3+ 6 = 9.

Para se chegar a um ntimero com raiz digital 9 existem varios procedimentos. Ve-

jamos alguns deles.

1. Anote um ntimero qualquer e reorganize aleatoriamente os digitos formando um

novo nimero. Subtraia o menor do maior e o niimero obtido serda miltiplo de 9.

Demonstracao. Seja @, ...a,ay o namero escolhido. Sua raiz digital sera a, +
-+ ay + ag, pois @, ... a1a9 = a, + -+ + a3 + ap (mod 9). Reacomodando os

digitos do nlimero original obtemos um novo niimero, mas cuja raiz permanece a

mesma do nimero original, por exemplo, a3, - - - @, 100 = as+ap+...a,_1+ay =
ap + ap_1+ -+ a3 +ag (mod 9), logo, a subtracdo entre os ntitmeros implica na
subtracao das raizes digitais, que sao iguais, logo a subtracao dessas raizes seré

0 e assim a diferenca entre os niimeros serd um maltiplo de 9. O]
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Exemplo: Numero escolhido: 67231
Embaralhamento: 17263

Subtraindo o menor do maior: 67231 — 17263 = 49968
49968 =446 +8 =18 =0 (mod 9)

. Anote um ntimero qualquer, some todos os seus digitos e subtraia o resultado do

ntmero original. O ntimero obtido sera multiplo de 9.

Demonstracao. Sabemos que todo niimero é congruente a soma de seus digitos
modulo 9. Pelo que foi demonstrado na resolucao do problema 2.3, a subtracao
de dois ntimeros congruentes médulo m é miltipla de m. Assim, um nimero

subtraido da soma de seus algarismos é multiplo de 9.

Também ¢é possivel observar a veracidade deste método para obter um ntimero

com raiz digital 9 da seguinte maneira:
Seja @, . . - arag o numero escolhido. Sabemos que @, ... a1a0 = a, + -+ ay + agp
(mod 9). Subtraindo do niimero original a soma dos seus digitos teremos
@y arag — (an + -+ a1 +ag) = (an + -+ a1 +ag) — (an + -+ ar + ap)
(mod 9)
an - a10g — (ap + -+ a1 +ap) =0 (mod 9)

Logo, um ntimero menos a soma de seus digitos resulta em um niimero com raiz
digital 9. O

Exemplo: Niumero escolhido: 8135

Soma dos digitos: 8 +1+3+5 =17

Subtracao: 8135 — 17 = 8118
8118=8+1+1+8=18 (mod 9) =0 (mod 9)

. Anote um numero qualquer, some seus digitos, multiplique essa soma por 8 e

some o resultado ao nimero original. O nimero obtido serd multiplo de 9.

Demonstragao. Seja @, ...ajay o numero escolhido. Partiremos do fato de que

ap - - Q109 = ap + -+ -+ a3 + ag (mod 9). Somando 8(a, + - -+ + a; + ag) teremos
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Gp - arag+8(an+---+a1+ay) =a,+---+ a1 +ag+8(a, + -+ a1+ ap)
(mod 9)

@y - a1ag + 8(ap + -+ a1 +ap) =9a, + -+ + 9a; + 9a¢ (mod 9)
Gy, -~ arag + 8(ap + -+ +ay +ag) =9(a, + -+ a1 + ag) (mod 9)
Mas 9(a, + -+ + a1 + ap) =0 (mod 9), dai
Gy, - -a1ag + 8(ap + -+ a; +ag) =0 (mod 9)

Logo, a soma de um ntimero com a soma de seus digitos multiplicada por 8 resulta

em um numero com raiz digital 9. [

Exemplo: Numero escolhido: 26374

Soma dos digitos multiplicada por 8: 8(2+6+3+7+4) = 176

Soma: 26374 + 176 = 26550

26550 =2+6+5+5=18 (mod 9) =0 (mod 9)

. Anote um ntimero qualquer, reorganize seus digitos aleatoriamente gerando dois

outros nimeros. Some os trés nimeros e eleve o resultado ao quadrado. O niimero

obtido sera miultiplo de 9.

Demonstracao. Seja a = @, ...aiag o numero escolhido. Sabemos que, indepen-

dente da ordem de seus digitos, sua raiz digital sera sempre a mesma. Digamos

que, sem perda de generalidade, os niimeros @y ... a,ag € Qg - - . a1a, sejam gerados

pela permutacao dos digitos de a. Assim,

Ap...0100 + Q1 ...0p00 + Qg - ..Q10, =
(@n+ -+ a1 +ag) + (a1 + -+ an + ag) + (ag + - + a1 + a,) (mod 9)

Ap - -~ G100 + Q1 - - - GpGy + Gg - - - A1Gy, = 3(ap + -+ - + a1 + ag) (mod 9)

Elevando ao quadrado temos

(@, - @rag + ay - - Gpag + ay - -~ a1a,)? = [3(an + -+ + a1 + ap)]* =
9(an + -+ a; + ag)? (mod 9)
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Mas 9(a, + -+ a1 +ag)> =9 =0 (mod 9). Dai,

(@, . a1ag + ay ... GpGp + gy ... G10,)* =0 (mod 9).

Portanto, a soma de um nimero com outros dois nimeros gerados do reorde-
namento dos digitos do nimero original, elevada ao quadrado, resulta em um

numero miltiplo de 9.

]

Exemplo: Niumero escolhido: 1782

Numeros embaralhados: 2187 e 8271

Soma elevada ao quadrado: (1782 + 2187 + 8271)% = 149817600
149817600 =1+44+8+14+7+6=27=0 (mod 9)

2.3.2 Adivinhando a idade

Um outro truque numérico muito interessante e que utiliza-se da propriedade da
raiz digital é o truque de "adivinhar"a idade de uma pessoa. Comeca-se pedindo que a
pessoa realize qualquer uma das operagoes que resulte em um nimero com raiz digital 9,
em seguida a pessoa deve somar a este nimero a sua idade e anunciar o total, podendo
ser em qualquer ordem, visto que o "magico"precisa saber somente a raiz digital do
nimero fornecido pela pessoa. Com a raiz digital, o "méagico"deve seguir somando 9
até alcancar o nimero que esteja mais proximo da idade da pessoa, pois nao é dificil
estimar a idade de uma pessoa em lapsos de 9 anos.

Vejamos um exemplo:

Pede-se a uma crianca que pense em um nimero qualquer e o multiplique por 9. Ao
resultado, a crianca deve somar sua idade e falar os niimeros do resultado em qualquer
ordem. Suponhamos que a crianca diga os niimeros 277858. A raiz digital deste niimero
¢ 1 e a ele devemos somar 9 até alcancar uma idade que a pessoa aparente ter: 10, 19,

28, 37,... Como se trata de uma crianca, sua idade é de 10 anos.

2.3.3 Prova dos noves fora

A prova dos noves fora é um método utilizado antigamente para revisar calculos de

adicao, subtracao, multiplicacao e divisao e utiliza-se basicamente da propriedade da
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congruéncia moédulo 9, a raiz digital. Apesar de nao ser mais utilizada atualmente, é
interessante apresenta-la aos alunos como uma curiosidade, que os fara refletir sobre
as propriedades da teoria dos ntimeros, em especial a gama de possibilidades de uso da
congruéncia modulo 9.

Tirar os "noves fora'significa subtrair de um nimero natural n o maior miltiplo de 9
menor do que n, o que é equivalente a encontrar o resto da divisao de n por 9. Conforme
vimos anteriormente, este procedimento equivale a obtencao da raiz digital do ntimero,
bastando somar seus digitos recursivamente até que reste apenas um algarismo.

Vejamos como proceder para verificar os resultados dos calculos nas quatro opera-
coes aritmeéticas.

Adicao, subtragao ou multiplicacao: Some os digitos que compoe os nimeros
de cada uma das parcelas da adigao (subtracao ou multiplicacao) e, sempre que a soma
exceder 9, subtrai-se 9 da mesma antes de continuar somando os demais algarismos.
Esse procedimento é equivalente a somar os algarismos dos niimeros resultantes sempre
que se chegar a um nimero maior que 9, até encontrar um ntumero de apenas um
algarismo, se este algarismo for o nove, tiramos o "nove fora'e ficamos com 0, que é o
resto da divisao de 9 por 9. O mesmo procedimento deve ser realizado com o resultado
da soma (subtragao ou multiplicagao). Se a raiz digital desse resultado diferir da soma

(subtragao ou multiplicagao) das raizes digitais das parcelas, entdo hé erro na operagao.

Exemplo 2.17. Verifiquemos a soma 7213+684=7897:
7213 —=7+24143=183—=14+3=40ul3—-9=14

+684 —=6+84+4=18—=14+8=9=0 (mod9)oul8—-9—-9=0

897 —=T74+849+7=31—3+1=40u3l1—-9-9-9=4
Observemos que a soma das raizes digitais da 1* e da 2* parcela é igual a 4+0 =4
que corresponde a raiz digital do nimero 7897, dado resultado da soma 7213 + 684.

Com isso, é provavel que o resultado esteja correto.

Divisao: Calculemos a raiz digital do dividendo a, do divisor b, do quociente g e
do resto r da divisao. Como devemos ter a = bg + r, entdo a = bg+r (mod 9), logo, o
resto do divisor b multiplicado pelo resto do quociente ¢ e somado ao resto de r deve

ser igual ao resto do dividendo.

Exemplo 2.18. Suponhamos que encontramos na divisao de a = 25461 por b = 273
o quociente ¢ = 93 e o resto r = 72. Temos que a =2+5+4+6+1 =0 (mod 9),
b=2474+3=3 (mod9),¢=9+3=3 (mod9)er=7+2=0 (mod 9)
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bg+r=3-3+0=0=a (mod9)
Como bg 4+ r = a (mod 9), provavelmente a divisdo esteja correta.

Mas, seria a prova dos nove totalmente eficaz? Vejamos:

Se a raiz digital do resultado for diferente da soma das raizes das parcelas, temos a
certeza de que o resultado do calculo esta errado. Mas, se a raiz digital do resultado for
igual a soma das raizes digitais das parcelas, nada podemos afirmar, visto que ntimeros
diferentes podem ter o mesmo resto na divisao por 9. Por exemplo, se a resposta dada
a soma 7213 + 684 fosse 8113, teriamos que a raiz digital de 8113 ¢ 8+1+1+3 =13
e 1 + 3 = 4 que equivale a soma das raizes digitais das parcelas da soma, todavia o
resultado estd incorreto.

Em principio, prova dos nove baseia-se no fato de que

a=b+c=a=b+c (mod9)
a =bc = a=be (mod 9)

Cujas implicacoes nao valem no sentido contrario. Portanto, a prova dos "noves
fora"é capaz de detectar se had um erro em uma operacao aritmética, mas nao pode
garantir se o resultado é realmente correto.

Vejamos o problema abaixo que apresenta mais uma "matemagica"utilizando a

congruéncia moédulo 9.

Problema 2.19. (Extraido de [6]) Escolha um ntimero abc de trés algarismos no
sistema decimal, de modo que os algarismo das centenas a e o das unidades ¢ difiram
de, pelo menos, duas unidades. Considere os niimeros abc e cba e subtraia o menor do

maior, obtendo o numero Tyz. A soma de Tyz e zyx vale 1089. Justifique este fato.

Observacao 2.20. Vejamos que este problema se aplica também ao caso em que a

diferenca entre a e ¢ é igual a 1. A 1nica exigéncia é que tenhamos a # c.

Solucao. Sabemos que, pela propriedade da congruéncia modulo 9, todo nimero é

congruente & soma de seus algarismos modulo 9, logo,

abc=a+b+c (mod 9) e
cba = c+b+a (mod 9)

Suponhamos, sem perda de generalidade que a > ¢, dai
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abc —cba=a+b+c— (c+b+a) (mod9) e
abc — cba = 0 (mod 9)

Seja TyZ = abc — cba, logo Tyz é miltiplo de 9.
Observemos que, na subtragao abc — cba, o algarismo b nao muda de posicao, per-
manecendo na casa das dezenas e que a > ¢, logo podemos concluir que y = 9, em

razao do "tira 1"realizado no algoritmo da subtragao. Veja abaixo:

b—1+ 10
a—1 b—1 c+ 10
a b c
- C b a

a—1—c 9 c+10—a

1° passo - Como ¢ < a, "pedimos 1 emprestado"ao b, que se torna b — 1 enquanto
¢ se torna ¢ + 10;

2° passo - Como b—1 < b, "pedimos 1 emprestado"ao a, que se torna a— 1 enquanto
bse tornab—1+10=19;

3° passo - Logo, b+9 —b=09.

Como concluimos que Tyz é multiplo de 9, temos que a soma = + y + z deve ser
multipla de 9; como y = 9, devemos ter x + z = 9. Nao é possivel termos = + z = 18,
pois para isso deveriamos ter Tyz = 999, o que nao é possivel pelo fato de que Tyz ¢é o
resultado da subtracdo entre um numero de trés algarismos e seu "inverso", e o maior
ntimero de trés algarismos que podemos ter é o proprio 999.

Sabendo que y = 9 e que z + z = 9, podemos escrever o resultado S da soma da

diferenca pelo seu "inverso":

S = Tyz + 7yt
S =100z + 10y 4 z + 100z + 10y + «
S =100(z + 2) + 20y + (x +2) = 100-9 420 -9+ 9 = 900 + 180 + 9 = 1089

Como queriamos demonstrar.

Também podemos encontrar todos os valores possiveis de xyz. Vejamos:
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abc — c¢ba = 100a + 10b 4 ¢ — 100c — 10b — a
abc — cba = 99a — 99c¢
abc — cba = 99(a — ¢)
7Yz = 99(a — )

Logo, Tyz é sempre um miltiplo de 99 multiplicado pela diferenca entre a e c.
e Sea—c=1,7yz =099 e zyx = 990, assim Tyz + zyx = 99 4+ 990 = 1089

e Sea—c=2,7Tyz =198 e zZyr = 891, assim zyz + zyr = 198 + 891 = 1089
e Sea—c=3,7Tyz =297 e Zyx = 792, assim 7Yz + zyx = 297 + 792 = 1089
e Sea—c=4,ryz =396 e Zyx = 693, assim Tyz + zyr = 396 + 693 = 1089
e Se a—c=0>5,7Tyz =495 e Zyr = 594, assim 7Yz + zyr = 495 + 594 = 1089
e Sea—c=06,7Tyz =594 e zyr = 495, assim Tyz + zyr = 594 + 495 = 1089
e Sea—c=7,7Tyz = 693 e Zyxr = 396, assim Tyz + Zyx = 693 + 396 = 1089
e Sea—c=8,7yz =792 e Zyx = 297, assim 7Yz + zyr = 792 4+ 297 = 1089

e Sea—c=9, 7Yz = 891 e ZyT = 198, assim TYZ + ZyT = 891 + 198 = 1089
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Capitulo 3

Consideracoes finais

A Aritmética é uma area muito rica da Matematica, caracterizada pela simplicidade
dos métodos e pela variedade de problemas; mas que infelizmente é uma area pouco
explorada nas séries finais do Ensino Fundamental. Com este trabalho, apresentamos
uma proposta de insercao deste tao importante contetido na grade curricular do Ensino
Fundamental, apresentando os aspectos mais importantes da teoria, ilustrando com
exemplos e desafiando os alunos com problemas de diversos niveis de dificuldade.

Na Aritmética, o pilar central sdo os problemas e neste trabalho buscou-se, com
sucesso, a insercao de problemas como parte do processo de ensino. Cabe agora aos
professores, exortar os alunos a resolvé-los, visto que sao uma parte importante do
aprendizado de qualquer novo assunto, e com isso, estimular nos estudantes o prazer
em solucionar desafios utilizando-se dos conhecimentos aprendidos, de métodos diversos
e de uma boa dose de imaginacao.

Os problemas relacionados a Aritmética sao amplamente cobrados em olimpiadas,
por ser um tema fundamental, de bases teéricas que podem ser facilmente assimila-
das por estudantes do Ensino Fundamental e mesmo Ensino Médio. Entretanto, os
alunos nao tém a oportunidade de visualizar tal conteido, que nao consta de forma
completa em suas grades curriculares, havendo a necessidade da realizacao de estudos
complementares, como nos grupos de estudo PIC-OBMEP e POTI-IMPA, pelos alu-
nos interessados a tornarem-se aptos a participar de olimpiadas de mateméatica que
explorem esse assunto.

Durante o desenvolvimento deste trabalho, apesar da énfase nos exemplos e proble-

mas, nao foram deixados de lado os teoremas, corolérios, defini¢coes, proposicoes e suas
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demonstragoes, apresentados de forma clara e na medida ideal para que os alunos co-
mecem a habituar-se com os procedimentos de abstragao matematica. Tao importante
como apresentar demonstracoes de propriedades é instigar os alunos a realizé-las tam-
bém, conforme foi realizado neste trabalho em diversos momentos em que foi proposta
a demonstragao ou generalizacao de propriedades na forma de problemas.
Acreditamos que com este trabalho possamos inspirar professores que tenham in-
teresse em inserir os conceitos aqui apresentados em sua pratica pedagodgica com o
objetivo de impulsionar a curiosidade e a criatividade dos seus alunos; e também inspi-
rar futuros pesquisadores que possam complementar, aperfeicoar ou desenvolver outros

trabalhos espelhados nesta linha.
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