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RESUMO

Os documentos oficiais do governo, como os Parametros Curriculares Nacionais,
orientam o professor para que os contetdos ensinados sejam voltados ndo apenas
dentro de sua disciplina, mas que também adentre as demais areas de conhecimento, de
maneira que este seja interdisciplinar. Apesar da recomendacgéo, estes documentos
pouco informam sobre como esta interdisciplinaridade deve ser trabalhada em sala de
aula e, mesmo que o livro didatico o faca, poucos professores se sentem a vontade em
cruzar este limiar por falta de uma base tedrica que fundamente este caminho. Este
trabalho surge para suprir esta lacuna deixada pelos documentos oficiais sobre como o
trabalho interdisciplinar pode ser feito, fundamentando seus argumentos nas Teorias de
Representacdo Semidtica, sobre como esta transicdo entre disciplinas deve ser
conduzida. Espera-se que, com os exemplos aqui discutidos, o professor possa se
desenvolver em outras &reas interdisciplinares. Mesmo que a experimentacéo proposta
aborde apenas o campo da geometria, a bibliografia indicada convida os professores a
explorar outros campos da mateméatica de maneira interdisciplinar, bem como um maior

aprofundamento dentro dos teoremas aqui apresentados.

Palavras-chave: geometria, fisica, interdisciplinaridade, semiética.
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1 Introducao

Com as iltimas tendéncias de ensino, muito se fala em interdisciplinaridade e contextualizacao
dos contelidos ensinados. Esta tendéncia é acompanhada pelo formato dos novos vestibulares e
do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) e sua incorporacao paulatina aos livros diddticos.
Entretanto, apesar dos parametros curriculares sugerirem o seu uso, muito pouco se fala sobre
como este caminho deve ser trilhado.

Este trabalho trata uma proposta de ensino conjunto entre fisica e matemadtica, onde ideias da
fisica sao evocadas de maneira a auxiliar a demonstragao de teoremas geométricos: a lei dos senos,
a lei dos cossenos e o teorema de Pitadgoras. Nesta parte é importante frisar que o resultado a ser
demonstrado tem bem menos importancia que os passos que levam a demonstracao. Isso justifica
que cada um destes resultados foi apresentado de duas maneiras distintas: a prova matemdtica
usual, tal qual é encontrada nos livros de referéncia nessa drea e a demonstracao fisica.

Nao se pode dizer aqui que uma das tecnicas de demonstracao sobrepuja a outra ou deve ser
preferida em relacao & outra. Em uma metdfora, pode-se dizer que a demonstracao fisica e a
demonstracao matemadtica sao os lados direito e esquerdo de um arco, ou uma ponte, de pedras,
para esta se sustentar é preciso que haja os dois lados.

Desenvolvendo um pouco mais esta metafora, a estrutura de pedra ganha resisténcia do arco
com a pedra de fecho em seu topo, sem a qual a estrutura desaba. Dentro desta comparacao, a
pedra de fecho é uma teoria cognitiva chamada “Representacao Semidtica” e fard a conexao entre
os conceitos fisicos e matematicos deste trabalho. Uma teoria que possui grandes ramificagoes, a
qual encontra em Raymond Duval o seu maior expoente em aplicacoes ao ensino de matemética
(vide [5]).

Antes de se aprofundar nos detalhes desta teoria, far-se-a, primeiramente, um breve comentario

sobre a interdisciplinaridade recorrente entre as disciplinas “gémeas” Matemadtica e Fisica.
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1.1 O Caminho entre a Fisica e a Matematica

O consolidacao da matemédtica como ciéncia dedutiva vem com o advento da escola pitagérica
no mundo antigo. Ao se observar um monocérdio (instrumento musical de uma corda tnica)
e os sons que as subdivisoes desta corda produzia, ou ainda, o som produzido de dois objetos
quando percurtidos e a relacao entre pesos de objetos. De uma maneira filoséfica, as fracoes que
representam as subdivisoes da corda e a fracao que representa a relacao de massas entre os objetos
eram, em certa forma, ouvidas, apresentando uma manifestacao no mundo fenoménico. Pode-se
dizer, desta forma, que a Fisica e a Matemadtica coexistem desde seu inicio.

Ao longo da histéria, muito dos conhecimentos da fisica tém influenciado consideravelmente o
avanco de ideias matemadticas como foi a invencao da balanca e o principio da alavanca usado para
se determinar o volume do cone e da esfera como feito por Arquimedes de Siracusa. Até mesmo
o infcio do cdlculo diferencial era concebido por Newton como “Método das Fluxoes” em uma
forte influéncia aos conceitos fisicos de fluxo de dguas. O caminho contrario, da matemaética para
fisica, também existe e um exemplo deste foi o cdlculo variacional quando as equacoes da dindmica
de movimentos foram substituidas pela minimizacao de funcionais, ou principio da minima agao,
conferindo & Mecénica uma interpretacao muito mais analitica e criando assim as abordagens

Lagrangianas e Hamiltonianas.

2 Referencial Tedrico

2.1 Semidética

Usar termos simples para se definir Semidtica é restrigir em demasia seu campo de atuacgao, sendo
muitas vezes mais facil exemplificar suas formas de atuacao que propriamente tentar defini-la.
Santella [6] define a semidtica como sendo “ a ciéncia que tem por objeto de investigacio todas as

linguagens possiveis, ou seja, que tem por objetivo o exame dos modos de constituicao de todo e
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qualquer fené6meno como fenémeno de producao de significado e de sentido” e, ao tentar responder

até onde chegam os limites desta ciéncia, toma o seguinte trecho:

Seu campo de indagacao é tao vasto que chega a cobrir o que chamamos de vida, visto
que, desde a descoberta da estrutura quimica do cédigo genético, nos anos 50, aquilo
que chamamos de vida nao é senao uma espécie de linguagem, isto é, a prépria nocao
de vida depende da existéncia de informacao no sistema biolégico. Sem informagao
nao hd mensagem, nao ha planejamento, nao ha reprodugao, nao ha processo e me-
canismo de controle de comando. No caso da vida, estes sao necessariamente ligados
a uma linguagem, a uma odenacao obtida a partir de um compartimento armazena-
dor da informagao como o DNA (substancia universal portadora do c6digo genético).
Portanto, os dois ingredientes fundamentais da vida sdo: energia (que torna possivel
os processos dinamicos) e informagdo (que comanda, controla, coordena, reproduz e,

eventualmente, modifica e adapta o uso da energia).

A reproducao desta resposta é bastante pertinente a este trabalho uma vez que este se propoe a
motivar a interdisciplinaridade em sala de aula, a analogia formada entre os conceitos de linguagens
e cédigos com os sequenciamentos genéticos mostram como este tema pode ser bastante fértil para
os mais diversos campos de atuacao.

Restringindo-se agora o campo de atuagao da semidtica para as finalidades deste trabalho,
quando o professor constréi definicoes nao s6 com uso do idioma corrente como faz usos de dese-
nhos e representacoes graficas, notacoes de tipo numérica, algébrica ou mesmo simbdlica como as
operacoes. Esta confluéncia de textos verbais e nao verbais, que fornecem significagao ao conceito,
constituem as representagoes semioticas deste mesmo conceito.

Esta conceituacao surge tao impregnada e dependente do contexto fazendo com que uma

mesma palavra aparentemente possa ter significados distintos dependendo do contexto que esta
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esteja inserida. De fato, ao se definir um conceito em matematica, serd usado todo o jargao préprio
da matemadtica, na qual os termos tém um significado bastante definido dentro deste contexto. Da
mesma forma, em fisica ou em qualquer outro campo, um conceito apresentado estard associado
a um conjunto de termos desta mesma area.

Uma das vantagens em se trabalhar com a representacoes semiéticas é que esta foca seu estudo
na forma e aspectos seménticos e textuais do objeto de ensino e suas influéncias na cognigao
dos alunos. De maneira alguma isso coloca o aluno em segundo plano, como bem mostra a
coletanea apresentada por Machado [5]; entretanto, esta teoria documenta o passo-a-passo de seus
fundamentos antes de chegar efetivamente ao aluno. Esta particularidade se mostra de interessante
aplicabilidade ao mestrando em questao haja visto este nao ser ainda professor, impossibilitado
assim de aplicar o referido trabalho em situacoes formais de ensino e apredizagem.

A abordagem dos problemas de sala de aula nao é, de maneira alguma, ignorada de maneira
que este trabalho faz uso de situacgoes tipificadas nos documentos oficiais do Governo Federal e do
Estado de Sao Paulo, Parametros Curriculares Nacionais (PCN e PCN+) e Curriculo do Estado

de Sao Paulo, para balizar as propostas aqui defendidas.

2.1.1 Evolucao dos Sistemas Semiéticos na Matematica

A evolucao da Matematica, ao longo de toda sua Histéria, pode ser recontada pela evolucao dos
sistemas semioticos das quais esta faz uso.

Desde o inicio dos processos de contagem, ao associar objetos com pedriscos, passando por
marcas em 0ssos, madeiras, tdbuas de argila se deu como um marco para o inicio da matemdtica.
E evidente ainda que este sistema de trocar objetos especificos por objetos de uma outra espécie
em associagao miitua inaugura também o inicio da representacao semidtica ao se estabelecer a
troca de uma colecao de objetos por outros objetos fisicos (pedras, conchas, nés em uma corda,

etc) evoluindo ao ponto de ndo ser mais necessério colecionar objetos pois estas quantias passam a
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ser registradas em um processo que nao cessa, inciando-se no agrupamento de ranhuras e marcas
chegando-se a um sistema de signos para representar quantidades diversas sem, contudo, chegar ao
sistema de representacao posicional. Este tltimo surge nao como fruto de uma constante evolugao
mas de um salto evolutivo ao ser plasmado em forma de simbolo, ou registro, o conceito abstrato

de nulidade.

Figura 1: Representacdo do quipu inca usado com instrumento de registro numérico.

(Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Quipo consultado em setembro de 2016.)

Muito tempo se passou até se percerber o conceito abstrado de contagem de que uma mesma
quantia pode se referir a grupos distintos. Até entao para se contar objetos distintos era necessario
contadores distintos. Um exemplo disto é o quipu', representado na figura 1, instrumento inca
usado para contagem de objetos que consiste num feixe de cordas das mais variadas cores, de forma
que cada cor é usada para a contagem de um objeto especifico como animais, soldados, sacas de
graos ou dias do calendario. Nao se trata de uma marca exclusiva dos povos pré-colombianos, pois
o sistema de contagem dos povos orientais ainda carrega essa marca arcaica até os dias de hoje
com o uso de “contadores” ou classificadores numéricos? quando, apés se proferir uma determinada
quantidade, um contador deve ser evocado a fim de se especificar a natureza do objeto contado,

seres animados, inanimados, objetos planos, feixes, recipientes, etc, equivalente em portugués a

L Grafia varigvel, tais como quipo, kipu etc

2Em japonés, jostushi
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se memorizar o coletivo de cada objeto que possa se torar um objeto de contagem. A ideia de
que o niimero cinco pode se referir tanto um grupo de “tomates” quanto a um grupo de “pessoas”
ou de qualquer outra espécie sem depender propriamente da natureza destes elementos foi um
passo relativamente longo, um processo que serve de orientagao ao “letramento numérico” para se
identificar certas barreiras epistemoldgicas pelas quais criancas nesta fase devem transpor.

Com o surgimento do zero e o desenvolvimento dos sistemas de numeragao posicional é o mo-
mento em que se evidencia o poderio dos sistemas semiéticos. A numerac¢ao romana tinha apenas
a funcao de registro de quantidades, as operacoes eram feitas com dbacos ou outros instrumen-
tos rudimentares, mas é com a mudanga de registro para os algarismos indianos que 0s nimeros
ganham um cardter operatério que se faz presente até os dias de hoje.

Outro episddio similar e mais recente na hitéria da matemadtica foi o da transicao de problemas
em linguagem corrente para a notagao algébrica moderna. O uso de letras para representacao de
varidveis ou coeficientes desvinculam os problemas da morosidade da linguagem cursiva e passam
a ser operados como nimeros. Os textos sao substituidos por sinais taquigrédficos, simbolos para
soma, subtracao e potenciacao os quais conferem uma maior fluidez & linguagem algébrica pos-
sibilitando o desenvolvimento de tecnicas resolutivas juntamente com a amplicacao do universo
numérico com o surgimento de ideias e precedimentos que mais tarde viriam a se tornar a base
para a moderna teoria dos niimeros e a ressignificacao o conceito de nimero.

Os exemplos histéricos anteriormente citados ilustram sobremaneira o poderio que os sistemas
semiéticos impoem sobre as ideias matemadticas, todavia este é um processo que nao se finda.
Aquilo que era conhecido como “equacao do primeiro grau” sob a roupagem de a - x = b continua
seu processo de evolucao, reinterpretando esta mesma escrita como todo um sitema de equacoes
lineares em n varidveis, A, , - X,1 = B, 1. Aquilo que foi inicialmente a mera contra¢ao de um

texto como “qual o nimero que muliplicado por 2 que resulta em 10” passa agora a guardar muito
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mais informacao dentro de uma mesma representacao. Simbologias compactas como
? cu =0

carregam todo um sistema de equagoes diferenciais parciais para as trés direcoes do espaco (ou
em mais dimensdes) e, por outro lado, tornam a informacao mais direta e disponivel ao seu

manipulador do que a representacao expandida, de mesmo significado:

aul('rla"'7In)+.”+aun(xlv"'7$n) :0
8x1 8xn
onde a nota¢ao w é uma simplificacao para u(xy, - ,z,) = (u1(T1, -, Tn), - Up(T1, -+, Tp))

2.1.2 Implicagoes Educacionais

Exemplos prévios mostram como a mudanca de registro em matemaética é capaz de operar grandes
revolucoes culturais. De uma maneira similar, mudanc¢as no registro semiético podem operar
significativas mudancas sobre os alunos, de maneira que resta saber como elas operam para assim
se extrair melhores resultados em termos de aprendizado. A titulo de exemplificacao, toma-se por
base o ensino de funcoes.

Ao iniciar o ensino de funcgoes, é comum ao professor, partindo de uma funcao em sua forma
expressa, atribuir alguns valores a esta, colhendo os dados na forma de tabela, para entao se
obter um esboco de seu tracado. A func@o aqui é expressa em trés representacoes distintas:
sua descricao analitica, uma tabela de pontos e um gréfico. O que deve ficar claro ao aluno
é que o objeto matemadtico “funcao” transcende suas formas de representacao. A representacao
grafica de uma funcao nao é uma funcao, assim como uma tabela de nimeros ou uma equacao
igualada a y nao é a representacao de funcao. A ideia verdadeira deve transcender estas trés

3

formas de representacao, uma funcdo, numa definicao nao muito precisa’, é uma forma ou lei de

3 A rigor, um elemento do dominio nio pode estar associado a mais de um elemento da imagem e todo elemento

do primeiro conjunto deve estar associado a um elemento do segundo conjunto.
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associacao especial entre dois conjuntos, distintos ou nao, e esta associacao pode ser descrita por
uma expressao matematica em termos de x e y, ou por um conjunto de pares ordenados ou ainda
mediante representacao grifica de forma que a funcdo nao é nenhuma destas descrigoes, muito
embora esta faca uso destas para se expressar.

A Teoria de Representacao Semiética defende que uma das principais causas de dificuldade em
matemadtica estd em se trocar o objeto matematico pela linguagem usada para sua representacao.

Nas palavras de Duval [5]:

Objetos matematicos, comecando pelos niimeros, nao sao objetos diretamente per-
ceptiveis ou observiveis com a ajuda de instrumentos. O acesso aos niumeros estd

ligado a utilizacao de um sistema de representacao que os permite designar.

Neste sentido, a fim de se evitar a confusao entre objeto matemaético e a descricao deste objeto,
é necessdrio que dois sistemas semiéticos distintos sejam utilizados de forma que fique claro que
existem varias formas de se descrever um mesmo objeto. E necessdrio frisar que descricoes distintas
podem tratar melhor distintos aspectos de um mesmo objeto, ou seja, duas descri¢coes de um mesmo
objeto nao necessariamente sao equivalentes entre si. Como exemplo, pode-se discutir as formas
de descricao analitica de uma parabola. Este objeto pode ser descrito em termos de suas raizes
e coeficiente dominante ou em termos de seu foco e reta diretriz. Neste caso especifico, partindo-
se da primeira descricdo (a forma fatorada), é possivel se chegar na segunda descri¢ao (forma
canodnica), de forma que sao descrigoes passiveis de conversao, entretanto, a forma fatorada nao
permite dizer, a priori, qual seu foco ou a equacgao da reta diretriz da mesma forma que a forma
candnica nao permite, em um primeiro olhar, explicitar os pontos de interseccao com o eixo das
abscissas e assim, cada forma de representacao exalta determinadas caracteristicas do objeto sob
os mais diversos aspectos que este possa demonstrar.

O presente trabalho retomard teoremas conhecidos da geometria euclidiana plana da forma

como usualmente sao apresentados em sala de aula e, em um segundo momento, as ideias ma-
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temadticas serao deixadas de lado e outros principios passam a ser evocados, ao se mostrar como
leis da fisica podem ser usadas como ferramenta para a demonstracao destes mesmos teoremas,

cada qual movimentando aspectos de sua prépria linguagem e sistemas descritivos.

2.2 Parametros Curriculares Nacionais

Logo ap6s a revisao da LDB (lei de diretrizes e bases da educagao), sancionada em 1996, surgem os
pardmetros curriculares nacionais, emitidos pelo governo federal, de maneira a orientar os rumos
desta nova concepcao de escola, sem deixar os conteidos curriculares de lado, mas mudando o
foco para competéncias a serem desenvolvidas com uma proposta de unificacao entre os saberes e
campos do conhecimento.

Surgem assim, em 1998, os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o ensino fundamen-
tal e no ano seguinte, parametros direcionados ao ensino médio (o PCN-+). Nao sao documentos de
carater impositivo, servindo apenas como guia, mas tragando um panorama geral sobre a educacao
escolar que, dentre tantos problemas, mostra os mais graves e mais relevantes onde o professor
pode investir mais de sua atencao.

Estes documentos, de cardter bastante generalista, deixa a cargo do professor sobre como se
lancar a estas novas situagoes de ensino. Desta forma, para que o trabalho aqui produzido seja
realmente uma complementacao a estes documentos, deve-se salientar em quais aspectos estes
realmente se equiparam. A andlise que se desenvolve sobre estes documentos procura evidenciar
as premissas nas quais este trabalho se sustenta, a comecar pelo PCN+-, por estar, em principio,

voltado para o ensino médio.

2.2.1 PCN+

De acordo com o espirito de interdisciplinaridade que guia este trabalho, inicia-se a anélise dos do-

cumentos oficiais, primeiramente com o PCN-, que mostra um exemplo pratico sobre articulacao
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de disciplinas:

|...] quando na Biologia se fala em energia da célula, na Quimica se fala em energia da
reacao e na Fisica em energia da particula, nao basta que tenham a mesma grafia ou
as mesmas unidades de medida. Sao tratados em contextos tao distintos os trés temas,
que o aluno nao pode ser deixado solitdrio no esforco de ligar as “coisas diferentes”

designadas pela mesma palavra.

Embora o conceito destacado seja o mesmo, a diferenca entre os contextos faz com que a pala-
vra “energia” tenha aparentemente trés significados distintos pois cada drea reveste este conceito
com representagoes semidticas inerentes as suas especificidades. As novas diretrizes organizam os
campos de ensino em trés unidades: Ciéncias da Natureza e Matematica, Ciéncias Humanas e
Linguagens e Cé6digos, mesmo sem extinguir as disciplinas convencionais, carregando uma pro-
posta de que, a estas ultimas, deve ser dado um cardter mais coeso e unificado, muito embora
ainda admita, mais a frente trecho citado, que os professores nao se encontram “a vontade para
interpretar seu significado |de energialem outra disciplina além da suad”, de forma que trabalhos
desenvolvidos neste sentido atendem ainda uma grande demanda da comunidade educadora.

O documento lista vdrios obstaculos para a implementacao de uma “nova escola”’, em referéncia

‘“ a tradicao

a uma escola com saberes mais integrados. Dentre os problemas apresentados, cita ¢
estritamente disciplinar do ensino médio, de trasmissao de informacoes desprovidas de contexto,
de resolucao de exercicios padronizados, herancas do ensino conduzido em funcao dos exames de
ingresso a educacao superior”. O primeiro passo em dire¢ao a estes obstaculos estd na crescente
modificacao dos exames de acesso ao ensino superior em adaptacao a estas novas diretrizes, bus-
cando mais da articulacao entre as disciplinas e interpretacao de mundo, muito embora sejam
realizadas de maneria gradativa.

Nao se pode dizer que os exemplos apresentados neste trabalho sejam, de fato, contextualiza-

dos a situacoes do cotidiano. Uma andlise dos exemplos fisicos, isoladamente, pode classificd-los
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como “exercicios pradronizados”, tal qual acima citado, fazendo uso dos mesmos conceitos que
seriam cobrados nos exercicios de uma aula corrente de fisica. Os exemplos apresentados, mesmo
abordando situacoes que, mesmo nao sendo irreais, sao pouco pertinentes ao cotidiano. Contudo,
tais exemplos foram retirados de seu contexto ordinario e ressignificados dentro de uma aula de
matemadtica, de maneira que os contetidos fisicos sao usados, nao para o reforco do conteido de
fisica (vulgo exercicio de fixacdo) e sim para finalidade extritamente matemdtica de conduzir a
uma demonstracao. FEsta mudanca de paradigma é suficiente para se concluir que os exemplos
“fogem ao padrao” tal qual descrito acima pelos pardmetros curriculares do ensino médio.
Quanto ao aspecto interdisciplinar, a mudanca de linguagem propicia um segundo sistema
semiotico a ser trabalhado que, de acordo com esta teoria, amplia a compreesao do aluno quanto
aos fundamentos usados (de cada disciplina) em um patamar acima ao que os exercicios de fixagao
poderia surtir em separado. Este é um ponto de concordancia com o documento oficial, que na

parte dedicada ao ensino de fisica ressalta que:

Nao se trata de apresentar ao jovem a Fisica para que ele simplesmente seja informado
de sua existéncia, mas para que esse conhecimento se transforme em uma ferramenta

a mais em suas formas de pensar e agir.

O trecho acima destacado em itdlico apenas pelas as finalidades deste trabalho, mas que afirma
o uso objetivo quanto ao uso desejado para a fisica e responde, de certa forma, a pergunta sobre

“para que ensinar Fisica” lancada no trecho que sucede imediatamente a citacao anterior:

Os critérios que orientam a acao pedagdgica deixam, portanto, de tomar como re-
feréncia primeira “o que ensinar de Fisica”, passando a centrar-se sobre o “para que
ensinar Fisica”, explicitando a preocupac¢ao em atribuir ao conhecimento um signifi-
cado no momento mesmo de seu aprendizado. Quando “o que ensinar” é definido pela

logica da Fisica, corre-se o risco de apresentar algo abstrato e distante da realidade,
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quase sempre supondo implicitamente que se esteja preparando o jovem para uma

etapa posterior |...|

Ao contrario, quando se toma como referéncia o “para que” ensinar Fisica, supoe-se
que se esteja preparando o jovem para ser capaz de lidar com situacoes reais, crises de
energia, problemas ambientais, manuais de aparelhos, concepgoes de universo, exames

médicos, noticias de jornal, e assim por diante.

Esta maneira de representar a Fisica, nao apenas com aplicacoes em si mesma, mas como
ferramenta de auxilio as ideias matemadticas, como mencionada historicamente na introducao e
atendendo aos anseios do profissional desta drea.

Em relacao as competéncias a serem trabalhadas, o ensino concomitante com fisica visa des-
viar momentaneamente o aluno do conceito chamado “transposi¢ao analégica”, explicitado no
documento em andlise como o ato de “o aluno buscar na memdria um exercicio semelhante e de-
senvolver passos andlogos aos daquela situacao” o qual retoma o conceito de “exercicio padrao”
destacado anteriormente, os quais nao garantem que o aluno seja capaz de utilizar estes conheci-

mentos “em situacoes diferentes ou mais complexas”. O mesmo texto aborda que:

Tanto isso é verdade que sabemos do fracasso dos alunos quando propomos a analise de
situacoes onde devem ser relacionados dados ou fatos diversos ou quando é necessaria
a tomada de decisao entre diferentes e possiveis caminhos de resolu¢ao. Nesse caso,
percebemos que, mesmo quando possuem informacoes e conceitos, os alunos nao os
mobilizam, nao os combinam eficientemente, desanimam, esperam a explicacao do
professor, nao se permitem tentar, errar, nao confiam em suas préprias formas de

pensar.

Apresenta-se, entao, exercicios com fuga de padrdo, apresentam um caminho diferente de

resolucao para uma mesma resposta procurada, mostrando a existéncia de formas alternativas de
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pensamento, favorecendo a criatividade. Daf a importancia em se trabalhar em detalhes tanto a

resolucao fisica quanto a resolucao matemadtica. Entretanto, como é defendido pelos Parametros:

nao significa que exercicios do tipo “calcule...”, “resolva...” devam ser eliminados, pois
eles cumprem a funcao do aprendizado de técnicas e propriedades, mas de forma alguma
sao suficientes para preparar os alunos tanto para que possam continuar aprendendo,
como para que construam visoes de mundo abrangentes ou, ainda, para que se realizem

no mundo social ou do trabalho.

de forma que é nesta proposta de “construir visoes de mundo mais abrangente” que este trabalho
se ambienta.
O mote deste trabalho se faz com respeito ao ensino de geometria. Este tépico encontra-se

exposto no seguinte trecho:

O ensino de Geometria no ensino fundamental estd estruturado para propiciar uma pri-
meira reflexao dos alunos através da experimentacao e de deducoes informais sobre as
propriedades relativas a lados, dngulos e diagonais de poligonos, bem como o estudo de
congruéncia e semelhanca de figuras planas. Para alcancar um maior desenvolvimento
do raciocinio 16gico, é necessario que no ensino médio haja um aprofundamento dessas
ideias no sentido de que o aluno possa conhecer um sistema dedutivo, analisando o
significado de postulados e teoremas e o valor de uma demonstracao para fatos que lhe

sdo familiares.

E neste propésito que entra o uso da Fisica como recurso didatico, fazendo a transicio entre
as “deducoes informais” para o sistema axiomédtico dedutivo uma vez que forca, pressao, torque,
entre outros conceitos, se fazem melhor representados como algo do cotidiano e, mesmo que nao
totalmente formalizados ao alunos, sao capazes de apresentar ideias muito mais intuitivas quando

comparados aos conceitos matematicos de semelhanca de tridngulos e suas relacoes métricas. Segue
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ainda os dizeres:

Nao se trata da memorizacao de um conjunto de postulados e de demonstracoes, mas
da oportunidade de perceber como a ciéncia Matemadtica valida e apresenta seus conhe-
cimentos, bem como propiciar o desenvolvimento do pensamento légico dedutivo e dos
aspectos mais estruturados da linguagem matematica. Afirmar que algo é “verdade”
em Matemadtica significa, geralmente, ser resultado de uma deducao légica, ou seja,
para se provar uma afirmagao (teorema) deve-se mostrar que ela é uma conseqiiéncia

logica de outras proposi¢coes provadas previamente.

O fato é, que este mesmo sistema dedutivo, pode mostrar a lei dos senos como uma consequéncia
direta do equilibrio hidrostatico, nao partindo de axiomas matematicos, mas de leis basicas da
fisica, as quais sao mais facilmente aceitas as premissas matemdticas. Se a légica da matemdtica
pode parecer ilégica a primeira vista, uma deducao fisica pode se apresentar de maneira mais

natural, sem, contudo, se furtar ao rigor do raciocinio l6gico apurado.

2.2.2 PCN

Mesmo que este trabalho contemple apenas contelidos do ensino médio, uma andlise dos parametros
para o ensino fundamental (3° e 4° ciclo) se faz necessdria no aspecto sobre o que se esperar
do aluno, sobre competéncias que foram desenvolvidas e que se deva dar continuidade. Mesmo
que sejam orientacoes voltadas para a aula de matemdtica do fundamental, estas nao se furtam
a compartilhar aspectos referidos as ciéncias da natureza, até mesmo por estas se valerem da
matemadtica como linguagem para a descricao de mundo.

O documento menciona a Matemaética como a disciplina com maior indice de reprovacao nas
escolas, apontando como causas a “formalizacao precoce de conceitos” e a “excessiva preocupacao
com o treino de habilidades e mecanizacao de processos sem compreensao’. Dentre varias propostas

de solucao para este quadro, chama a atencao o seguinte topico que afirma:
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énfase na resolucao de problemas, na exploracao da Matematica a partir dos problemas

vividos no cotidiano e encontrados nas varias disciplinas.

Em outro momento, o texto retoma o mesmo conceito de cotidiano, sob a forma:

Outra distor¢ao perceptivel refere-se a intepretacao equivocada da ideia de contexto,
ao se trabalhar apenas com o que se supoe fazer parte do dia-a-dia do aluno. Embora as
situacoes do cotidiano sejam fundamentais para conferir significados a muitos conteiddos
a serem estudados, é importante considerar que esses siginificados podem ser explorados
em outros contextos como as questoes internas da prépria Matemadtica e dos problemas
histéricos. Caso contrdrio, muitos contetidos importantes serao descartados por serem
julgados, sem uma andlise adequada, que nao sao de interesse para os alunos porque

nao fazem parte de sua realidade ou nao tém uma aplicacao pratica imediata.

Os problemas apontados neste trabalho fazem uso de modelos fisicos idealizados para funcionar
“da maneira como deveriam”, o qual se poderia dizer “inspirado na vida real” em forte contextua-
lizacao com a disciplina de ensino médio de modo a reafirmar os preceitos ja objetivados no ensino
fundamental nesta nova fase de ensino. Mesmo nao sendo modelos do cotidiano, estes podem ser
construidos para o ambiente escolar e, mesmo que nao sejam, sua construcao apenas teérica, ja
evocam os conceitos fisicos a serem tabalhados e assim esta proposta pode ser dita contextualizada,
no sentido apontado pelos PCN’s, mesmo que nao faca parte efetiva do cotidiano.

Mais que contextualizado, este trabalho cumpre a proposta de descontextualizacao, que é

defendida no trecho aqui destacado:

|...] um conhecimento s6 é pleno se for mobilizado em situac¢oes diferentes daquelas
que serviram para lhe dar origem. Para que sejam transferfveis a novas situagoes e

generalizados, os conhecimentos devem ser descontextualizados, para serem novamente
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contextualizados em outras situacoes. Mesmo no ensino fundamental, espera-se que o
conhecimento aprendido nao fique indissoluvelmente vinculado a um contexto concreto

e linico, mas que possa ser generalizado, transferido a outros contextos.

Uma parte que se apresenta harmonica com os fundamentos descritos anteriormente pela Teoria
de Representacao Semidtica e que, como salientado no trecho, desejdvel desde o ensino fundamen-
tal.

Outra habilidade descrita neste documento é o de se fundamentar o processo de aprendizagem

em si ser mais importante que o resultado a ser alcancado:

|...] énecessario desenvolver habilidades que permitam provar os resultados, testar seus
efeitos, comparar diferentes caminhos para obter a solucao. Nessa forma de trabalho,

a importancia da resposta correta cede lugar a importancia do processo de resolugao.

Aqui, o foco no processo de resolucao fica evidenciado quando o mesmo problema é resolvido de
duas maneiras distintas. O resultado final ji é de conhecimento prévio do aluno, um conhecimento
prévio que aponta para onde os procedimentos légicos devem conduzir, algo que muitas vezes nao
fica claro ao aluno quando somente uma demonstracao é apresentada ao aluno, ainda mais por
este nao ser familiarizado aos passos demonstrativos.

Outro conceito a ser trabalhado por esta troca de linguagens é o desenvolvimento da linguagem

matemdtica. Mesmo que o quadro descrito a seguir seja referente ao ensino fundamental, nao é

dificil imaginar que este pode ser extrapolado para o ensino médio:

|...] ocorre muitas vezes que esses alunos nao conseguem exprimir suas ideias usando
adequadamente a linguagem matematica; isso nao significa que nao tenham construido
nenhum tipo de conceito ou desenvolvido procedimentos.

,

E no ensino médio que a matemadtica, em seu estilo de rigor demonstrativo, deve ser devi-

damente trabalhada. Por outro lado, isso nao é afirmar que as demonstragoes sé serao vistas no
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ensino médio, dado que a argumentagao demonstrativa é parte inerente da linguagem matematica,
de forma que demonstragoes mais simples, que estejam ao alcance de alunos do fundamental, de-

vem ser incentivados, como revela a passagem:

Assim, é desejavel que no terceiro ciclo se trabalhe para desenvolver a argumentacao de
modo que os alunos nao se satisfacam apenas com a producao de respostas e afirmacoes,
mas assumam a atitude de sempre tentar justifici-las. Tendo por base esse trabalho,
pode-se avancar no quarto ciclo para que o aluno conheca a importancia das demons-

tragoes em Matemadtica, compreendendo provas de alguns teoremas.

Ao chegarem no ensino médio, a maioria dos alunos ainda apresentam deficiéncias em forma-
lizagoes mais simples em termos de traducao de linguagem corrente para linguagem matemadtica.
O fato de se evidenciar dois sistemas linguisticos distintos e compara-los pode colaborar para que o
aluno tome consciéncia da Matemédtica como uma sintaxe prépria e que favoreca formas de pensar
mais légica e liberta de ambiguidades como é o caso das linguas naturais.

Uma ressalva feita pelo PCN é que, mesmo de posse de demonstragoes formais “é desejavel que
nao se abandonem as verificacoes empiricas, pois estas permitem produzir conjecturas e ampliar o
grau de compreensao dos conceitos envolvidos”. Como serd visto, esta verificagao empirica ganha
aqui uma linguagem mais sofiscada com o uso de argumentos fisicos, sem, contudo, deixar o aluno
em um ambiente puramente axiomadtico e que pode levar ao desinteresse.

Os projetos aqui apresentados fixam-se no campo da geometria por ser abordado pelos Parametros
como tendo um lugar de “pouco destaque nas aulas de Matematica”, um problema que tende,
evidentemente, a se propagar para o ensino médio, de maneira que este trabalho torna-se uma
ferramenta de auxilio aos professores, ja que o mesmo documento retrata a disciplina como “fun-

damental no curriculo”:

No entanto, a Geometria tem tido pouco destaque nas aulas de Matematica e, muitas
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vezes, confunde-se seu ensino com o das medidas. Em que pese seu abandono, ela
desempenha um papel fundamental no curriculo, na medida em que possibilita ao
aluno desenvolver um tipo de pensamento particular para compreender, descrever e
representar, de forma organizada, o mundo em que vive. Também é fato que as questoes
geométricas costumam despertar o interesse dos adolescentes e jovens de modo natural
e espontaneo. Além disso, é um campo fértil de situacgoes-problema que favorece o

desenvolvimento da capacidade para argumentar e construir demonstragoes.

No entanto, o maior entrave apontado para o ensino interdisciplinar é a ideia de que s6 pode
ocorrer o tabalho interdisciplinar apés todo o conteido ter sido apresentado e explorado, seja o

fisico ou o matemadtico, neste caso. Como cita o documento analisado:

Muitos professores consideram que é possivel trabalhar com situac¢oes do cotidiano
ou de outras dreas do curriculo somente depois de os conhecimentos matematicos en-
volvidos nessas situacoes terem sido amplamente estudados pelos alunos. Como esses
conteidos geralmente sao abordados de forma linear e hierarquizada, apenas em func¢ao
de sua complexidade, os alunos acabam tendo poucas oportunidades de explora-los em
contextos mais amplos. Mais ainda, as situacoes-problema raramente sao colocadas

aos alunos numa perspectiva de meio para a construcao de conhecimentos.

De fato, a interdisciplinaridade nasce para motivar a exploragao e aprofundamento dos conteidos
apresentados. Mais que interdisciplinaridade, o embasamento nas Teorias de Representacao Semiética
orientam o sentido em que esta interdisciplinaridade deve ocorrer para que sejam, de fato, efetivas.

Por outro lado, alegar conteido interdisciplinar sem que os alunos tenham alguma familiaridade
com o conteido, com objetivo de introduzir novos conceitos durante a exposicao interdisciplinar
pode incorrer ao desastre. Desta maneira, os professores devem fazer ajustes entre as disciplinas,

realocando a ordem destas de forma a minimizar esta hirarquizacao de conteiidos. E neste trabalho
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em conjunto que o professor pode ver minado seus esfor¢os no sentido de se produzir alguma
atividade de cunho interdisciplinar. Neste ponto, esta dissertacao privilegia os conteidos mais
bdsicos e intuitivos da Fisica, mesmo que estes nao tenham sido devidamente formalizados em
todas as suas nuances.

Por fim, por mais que este documento fora concebido para o ensino fundamental, suas criticas
podem ser ampliadas para o contexto do ensino médio e a prépria filosofia de ensino posta pelo
PCN-+ encontra-se fundamentada em mintincias, de forma que sua andlise muito acrescenta a este

trabalho.
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3 Paralelos Entre Fisica e Matematica

Diferentemente dos tépicos anteriores, o inicio deste cita os PCN, agora em tom de critica, quando

este afirma que:

Quando se reflete, hoje, sobre a natureza da validagao do conhecimento matemaético,
reconhece-se que, na comunidade cientifica, a demonstracao formal tem sido aceita
como a lnica forma de validacao dos seus resultados. Neste sentido a Matemdtica
nao é uma ciéncia empirica. Nenhuma verificacao experimental ou medicao feita em

objetos fisicos poderd, por exemplo, validar matematicamente o teorema de Pitdgoras

o]

Sabe-se que, tanto a Fisica como a Matemdtica, promovem uma descricao analitica do universo
que nos cerca, cada qual a sua maneira e idiossincrasia préprias. E de se pensar que, se ambas
ciéncias descrevem o mesmo universo, alguma equivaléncia entre estas duas linguagens deve existir
ja que estes podem ser tomados como dois registros semiéticos distintos do mesmo objeto.

Obviamente nao se trata aqui de dizer que a descricao Fisica e a Matemadtica sejam sempre
traduziveis, no sentido da “conversao” na semiotica, na qual basta optar por apenas uma destas
linguagem por serem equivalentes. Cada uma destas linguagem tém suas particularidades que
devem ser aproveitadas a sua maneira.

O cerne deste estudo estd em diminuir a distancia entre a Fisica e a Matematica, substituindo os
dizeres escolares de “ Fste € um teorema matemdtico” ou “ Esta € uma lei da fisica” para afirmacoes
do tipo “O Universo em que vivemos funciona assim ”. Nesta parte serd apresentado, nao sé uma
prova fisica para o teorema de Pitdgoras, como também uma coletdnea de demonstracoes fisicas
para alguns dos teoremas mais comumente abordados no ensino médio referentes & geometria.

Em um segundo momento, as demonstracoes fisicas serao utilizadas para se introduzir teoremas

nao pertencentes ao ensino médio por serem de uma demonstracao matematica bastante carregada
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quando comparada com sua prova fisica a qual pode representar para o aluno algo mais intuitivo

e verdadeiro que os proprios argumentos matematicos.

Sobre os teoremas apresentados nesta secdo, para a parte matemadtica nao foram buscadas as
demonstragoes mais elegantes, e sim aquelas que estao normalmente a disposicao do professor de
sala de aula, portanto, a referéncia béasica para o enunciado dos teoremas e demonstracoes sao
baseadas na cole¢do Fundamentos da Matemética Elementar [3] que ainda é a referéncia mais
facilmente encontrada em escolas e mais popular entre os professores que a colecao Tépicos de
Matematica Elementar [4]. Desta forma, as demonstra¢oes matematicas vindouras foram baseadas
na primeira referéncia. As demonstragoes fisicas foram adaptadas da bibliografia basica [1] e as
referéncias a fisica do ensino médio, quanto ao enunciado das proposicoes, foi usado o livro didético

de Helou [10], escrito para alunos dessa faixa etdria.

3.1 Teoremas do Ensino Médio

Faremos aqui um confronto entre alguns dos principais teoremas abordados no ensino médio,
primeiramente do ponto de vista matemdtico, sobre como estes sao comumente explanados e os
conceitos envolvidos em sua demonstracao. Em seguida, a demonstragao equivalente, do ponto de

vista fisico, é analisada, comparando-se os conceitos que sao efetivamente trabalhados.

3.1.1 Poténcia de um Ponto

Teorema 3.1. Se duas cordas de uma mesma circunferéncia se interceptam, entao o produto das

medidas das duas partes de uma € igual ao produto das medidas das duas partes da outra.

Demonstracao Matemaéatica:

De acordo com a figura 2, por P passam duas retas concorrentes que interceptam a circunferéncia
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Figura 2: Demonstragdo matemsdtica da poténcia de um ponto.

nos pontos A, B, C' e D, respectivamente. Considerando os tridngulos PAD e PCB, o dngulo P
é oposto pelo vértice em I, ou dngulo comum aos tridngulos em II, e ainda os dngulos A e C' tém
a mesma abertura (metade do arco BD , por serem inscritos na circunferéncia) e, desta forma, os

tridngulos PAD e PCB sao semelhantes, de modo que:

PA PD
ou seja,
PA-PB=PC-PD (2)

O

Observacao: na situacao II, os pontos A e B podem ser coincidentes, ou seja, A = B. Neste

caso, o segmento PA é tangente & circunferéncia e entio PA%? = PC - PD.

Conceituacao:
A compreensao desta prova leva em conta os conhecimentos de semelhanca de tridngulos, bem

como o conceito de arco capaz (ou angulo inscrito).

Demonstracao Fisica:
Os principais conceitos fisicos envolvidos nas demonstragoes serao explicados em detalhes neste
primeiro exemplo por serem recorrentes paras as proximas provas, as quais serao feitas com menores

detalhes ou ja assumidos como fato.
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Tal qual fora a demonstracao matematica, a demonstracao fisica se divide em dois casos, a
comecar pela poténcia exterior de um ponto na figura 3. Considerando-se o tridngulo curvo ATP
da figura como sendo um compartimento fechado comportando um gds em seu interior a uma

determinada pressao p e que possa girar livrimente em torno do ponto O.

T A

Q

Figura 3: Demonstragao fisica para a poténcia de um ponto.

Apresentado o modelo fisico, é preciso recordar como agem as forcas de pressao nas paredes
do recipiente. Dado que o conceito de pressao P é definido como a forga F' exercida sobre uma
determinada drea A, entdo a forca F' pode ser determinada como o produto da pressao pela drea

sobre a qual esta pressao atua, ou seja,
Fpressao =p- A (3)

O objetivo aqui é obter de um experimento fisico uma propriedade da geometria plana. Para
tanto, considerando-se a figura apenas vista de topo e o invélucro de espessura constante, a area
A das paredes sobre as quais o gds atua passa a ser proporcional ao comprimento desta parede e,
desta forma, a forca de pressio que atua sobre o segmento AT, por exemplo, serd representada
por:

Far =p- AT (4)
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Fisicamente, esta expressao ¢ um abuso de notacao pois a multiplicacao de uma pressao por uma
distancia nao se equivale a uma dimensao de forca. Uma espessura e qualquer poderia multiplicar o
lado direito da expressao de forma a tornd-la dimensionalmente exata, a qual viria a ser cancelada
nos calculos finais, restando apenas a propriedade desejada da geometria plana. Conceitualmente,
as forcas aqui apresentadas podem ser consideradas “forcas especificas”, isto é, normalizadas pela
espessura, uma vez que a propriedade nao possa depender desta, embora a forca propriamente
dependa desta dimensao.

Outra observacao é que a resultante da forca de pressao age perpendicularmente a superficie
sobre qual atua, sendo aplicada no centro geométrico da mesma superficie. Retomando o exemplo
anterior, Fy; age perpedicularmente ao segmento AT, ou seja, Far L AT, sendo Far aplicada no
centro do segmento AT.

Mais um conceito a ser desenvolvido nesta demonstracio é a definicao de torque*, 7, de uma

forca.

Definicao 3.2. O torque de uma forca, com respeito a um ponto P qualquer do espago, ¢ definido

como o produto da distdncia deste ponto a linha de agdo da forca pela sua intensidade’.
T = dp - F

A importancia desta definicao reside no fato de que, quando um corpo se encontra em equilibrio
(estédtico ou dindmico), o somatorio dos torques que atuam sobre este corpo, em relagdo a qualquer

ponto deste objeto, é zero, ou seja,

Zn =0 (5)

4ou momento.

®De fato, é uma grandeza vetorial e este produto carrega um sinal que depende da ordem com que estas grandezas
sao multiplicadas, caracterizando assim a tendéncia de giro. O formalismo vetorial serd usado mais & frente para
se provar a unicidade do centro de gravidade. Caso este fato seja assumido como verdade, o tratamento vetorial é

desnecesario para todo o restante do trabalho.
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Lembrando que esta soma é feita com sinais. Se as forcas aplicadas tendem a girar o centro de
torque no sentido horério, serd convencionado aqui como sentido positivo e, por sua vez, tendéncias
de giro no sentido anti-hordrio sao convencionadas como negativas . Desta forma, o torque causado
pela forca Fap no ponto O tem sinal positivo (ver figura 4-1) e a for¢a Fap causa um torque de

sinal contrario (figura 4-II).

Figura 4: Distancia do ponto O & linha de ag¢do das for¢as de pressio.

Retomando-se a demonstracao fisica propriamente dita, toma-se entao os torques exercidos
pelas forcas de pressao em relacao ao ponto O. Assim, as forcas que atuam sobre os segmentos

AT e AP é dado respectivamente por

Far=p- AT
L (6)
Fap=p-AP
A escolha do ponto O se deve ao fato de que as forcas de pressdo tomadas sobre as paredes do
arco TP nao causam torque em relacao a este ponto pois as forcas de pressao agem na direcao do
centro O.
Resta assim determinar as distancias do ponto O as linhas de acao das forcas Far e Fup, ou

seja, as retas que passam pelos pontos médios dos segmentos AT e AP e perpendiculares a estes

segmentos.
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Primeiramente, sendo 7" um ponto de tangéncia, OT L AT e como Fup L AT, segue que a
distancia da linha de acao da forca Fl4r ao ponto O é exatamente igual & distancia do centro do
segmento AT. Desta forma, a distancia da linha de acdo da forca Far ao ponto O é dada por:

AT
diSt(FAT, O) = T (7)

Considerando-se agora a forca Fl4p, a distancia do ponto O a reta suporte desta é igual a distancia
do ponto médio do segmento AP ao ponto médio da corda PQ, denominado M, pois tal como
Fup, OM é perpendicular & reta que passa por AP. Assim, a distancia do ponto de aplicacdo da

forca F4p ao ponto M é dado por

AP _PQ AP _AQ

dist(FAp,O) = dist(FAp,M) =PM + 5 T 5 5 5

(8)

Estando o conjunto em equilibrio mediante as forcas causadas pela pressao do gas no interior
do compartimento AT P, a soma dos torques de todas as forcas atuantes em relacao a qualquer
ponto, em particular ao ponto O, é zero. A demonstracao fisica serd dada pela substituicao das
distancias dadas nas equacoes 7 e 8 juntamente com as forcas representadas pela equacao 6 na

equacao 5. Segue entao que:

> Mp=0
Far - dist(Far; O) — Fap - dist(Fap;0) =0
(b- AT) - 5 = (p- AP) - 52 =0
AT’ = AP -AQ
O mesmo argumento usado para o segmento AQ, secante & circunferéncia dada, pode ser usado
para se provar a validade do teorema para uma configuracao mais geral como a apresentada na
figura 2. Importante notar também que o teorema nao poderia depender da pressao interna do

gés, que fora eliminado na dltima passagem®, provando que o modelo fisico fora usado apenas um

50 mesmo aconteceria caso uma espessura constante fosse adotada para a definicdo de drea das paredes dos

segmentos AT e AP.
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apoio para o desenvolvimento das ideias em cardter menos abstrato, em principio, que as ideias

matemadticas poderiam oferecer.

A poténcia interna é provada de maneira semelhante. A seguinte demonstracao nao consta na
bibliografia principal, sendo baseada nas descri¢oes de Kogan |[2].

O modelo fisico para a demonstrag¢ao da poténcia interna é baseado na construgao da figura 5
em que o perimetro delimitado pelos pontos ABD também faz referéncia a um invélucro para um

gds mantido sob pressao.

Figura 5: Demonstragao fisica para a poténcia de um ponto interno.

De acordo com a prova anterior, as resultantes das forcas de pressao sao proporcionais ao
comprimento dos segmentos AB e BD e localizadas nos centros geométricos destes segmentos. Ao
se consideirar os torques das forcas de pressao referentes ao ponto O, centro da circunferéncia, as
forcas de pressao atuantes sob o arco AD n#o causam torque neste ponto, sendo assim desconsi-
deradas.

Para o cédlculo dos torques das forcas consideradas, deve-se ainda ser levantado a distancia do
ponto O as retas de acao destas, as quais se fazem idénticas as distancias dos centros geométricos

dos segmentos considerados aos centros das respectivias cordas. Sendo L o ponto médio da corda
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AC e M médio a corda DE, segue que

— — A AB AC-AB B
dist(Fap,0) =dist(K,L) = AL — AK = 20— 5 = 02 = 20

(10)

da mesma forma

___ __ DE DB DE-DB BE
dist(Fgp, 0) = dist(N,M) = DM ~ DN = = — =~ =~ —— = —

(11)

Seguindo as convengoes determinadas sobre as tendéncias de giro do ponto O, o torque de Fap é

positivo e Fgp de sinal contrario. Estando o corpo em equilibrio, a equacao 5 pode ser aplicada.

Assim,
S Mo =0
Fap - dist(Fap;O) — Fap - dist(Fap; 0) =0 12)
(v-AB)- 57— (p-BD)- 5 =0
AB-BC =BD-BFE
|
Conceituacao:

Esta demonstracao retoma conceitos como pressao, forca distribuida e for¢a resultante, direcao de
atuacao, bem como discute o conceito de torque, citando condi¢ées para que uma forca cause ou

nao torque em um determinado ponto.

3.1.2 Teorema de Pitagoras

Teorema 3.3. Em um triingulo retingulo, o quadrado da medida da hipotenusa € igual a soma

dos quadrados dos catetos.

Demonstracao Matematica:

Incia-se a prova com um triangulo ABC, retangulo em A (figura 6-I), e tomando sua altura
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com relacao ao vértice A, dividimos a figura original em dois outros tridgulos retdngulos, pois o
segmento AD ¢ uma altura (figura 6-11).

Sabe-se inicialmente que os dngulos internos de um triangulo somam sempre dois angulos retos
e, desta forma, a soma dos angulos 4gudos de qualquer tridngulo retangulo perfazem um angulo

reto, ou seja, sao complementares.

Figura 6: Demonstra¢ao matemdtica para o teorema de Pitagoras.

Assim, os trés tridngulos sao semelhantes uma vez que os angulos ABC e ACB da figura I sao
complementares bem como os angulos ABD e BAD e os angulos DAC e DCA na figura II e ainda
os angulos ABC e ABD sio de mesma abertura, uma vez que sao origindrios da mesma figura,
ocorrendo 0 mesmo para os agulos ACB e A/CB, ou seja, o angulo DAB tem mesma abertura que
o angulo ACB e DAC tem mesma abertura que o angulo ABC , provando que os trés triangulos
apresentados compartilham dos mesmos angulos, sendo, portando, semelhantes.

Desenvolvendo entao as relacoes de proporcionalidade entre as figuras, temos que
AABC ~ ADAB = = = " =a-m (13)

por outro lado

AABC ~ ADAC = %: — P=a-n (14)
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Somando-se membro a membro as igualdades acima, temos que

V+c=an+am=a-(n+m)=a’ (15)

a

O

Esta demonstracao é bastante usada pois, uma vez provada a semelhanca entre os trés tridngulos
tracados, uma série de relacoes métricas para o tridngulo retdngulo sao demonstraveis pelos mes-

mos argumentos, como exemplo:
(16)

Nesta demonstracao, o teorema de Pitdgoras tem sua relevancia relativamente reduzida devido

ao grande nimero de relagoes demonstradas, sendo esta apenas mais uma entre as outras.

Conceituacgao:
Esta prova faz uso apenas de semelhanca de tridngulos e soma dos dngulos internos, esta iltima

usada para se justificar a proporcionalidade entre os triangulos.

Demonstracao Fisica:
Um pouco distinta da demonstracao fisica anterior, que faz uso de pressao do gas, o teorema de
Pitagoras faz uso dos conceitos de pressao hidrostatica, muito embora os conceitos de pressao de
um gés poderia ser levado em conta aqui. Mostra-se assim que outros principios fisicos podem ser
levados em conta para estas demonstracoes, e ainda, dada a importancia do teorema de Pitagoras,
o uso de dgua torna este experimento melhor reprodutivel dentro de sala de aula, sendo esta a

razao desta prova ter sido escolhida’.

"Mais demonstracoes sobre teorema de Pitdgoras, envolvendo outros principios fisicos, sio encontradas na re-

feréncia [1].
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Figura 7: Demonstragao fisica para o teorema de Pitdgoras.

Esta demonstracao tem seu inicio ao se peencher um aqudrio em forma de prisma reto, cuja
base seja um tridngulo retdngulo, como mostra a figura 7.
Para se tomar as pressoes nas paredes do recipiente deve-se, primeiramente, retormar a Lei

Fundamental da Hidrostatica, ou principio de Stevin, que fornece a seguinte definicao:

Definicao 3.4. A diferenca de pressoes entre dois pontos de um liquido homogéneo em equilibrio
sob acdao da gravidade € calculada pelo produto da massa especifica do liquido, p, pelo mddulo da

aceleracao da gravidade no local, g, e pelo desnivel entre os pontos considerados, h.

P2—pi=p-g-h

Mantendo-se o recipiente em equilibrio na horizontal, a altura do liquido se iguala para todas
as parede do recipiente e assim a forca que atua sobre cada face lateral é funcao apenas do
comprimento de cada lado, tal qual fora feito para o teorema anterior, como representado no
diagrama de corpo livre da figura 7 ao lado direito.

Desconsiderando a pressao atmosférica, isto é, fazendo p; = 0, trabalha-se com a pressao

causada apenas pela coluna liquida, ou pressao absoluta do liquido, e assim a pressao P no interior
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do liquido passa a ser dada pelo produto: p-g-h. Tomando-se agora o lado genérico [ do recipiente
triangular, segue que:

F=P-A=(p-g-h)-(h-1)=(p-g-1h*)-1 (17)

Todos os termos do tiltimo paréntesis sao constantes, de forma que tomando a constante k = p-g-h?

evidencia-se a dependéncia linear entre a forca aplicada a cada face e seu comprimento genérico [:
F=Fk-I (18)

Em se tratando de uma forca de pressao, esta atua distribuida ao logo de toda a parede do
vaso. Sendo F' a resultante equivalente a estas forcas distribuidas, esta é aplicada sobre o centro
geométrico do lado sobre o qual atua. Dado que a forca é proporcional ao comprimento do lado
sobre o qual atua, pode-se assumir, sem perda de generalidade, que o médulo forca que atua sobre
cada uma das faces pode ser substituida pelo comprimento desta face, isto é, tomando £ = 1 na
equacao (18)%.

Tomando-se, na equacao 5 anteriormente mostrada, o somatério das forcas a, b e ¢, multi-
plicados pelas respectivas distancias g, g e 5 tomadas em relagao ao ponto A, respeitando-se

devidamente os sinais de sentido de giro (indicado na figura 7), completa-se a demonstracao do

teorema de Pitagoras, ou seja:

8Ao final, quando se iguala a soma dos momentos a zero, a constante k serd inevitavelmente eliminada do
equacionamento. Assim, tomar a constante & = 1 apenas enfatiza o procedimento fisico envolvido na demonstracao,
de se trocar a forca atuante sobre um lado por um valor idéntico ao comprimento deste lado, isto é, F =11 =1,
que é fisicamente absurda, pois for¢a e comprimento sao grandezas distintas, mas que tem o sentido matematico

da proporcionalidade de um para um um, sendo um método que serd retomado nas préximas demonstragoes.
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Conceituacao:
A contraparte fisica deste teorema engloba conhecimentos de mecénica béasica como forcas, pressao

e torques e recobra ainda principios da hidrostética ao enunciar a lei de Stevin.

3.1.3 Lei dos Cossenos

Provado o teorema de Pitdgoras para triangulos retangulos, a lei dos cossenos nasce de uma
adaptacao desta lei para tridngulos quaisquer. A figura 8 mosta dois tridngulos, sendo um deles
acutangulo e outro obtusangulo, contemplando assim todas as possibilidades de configuracao para

tridngulos nao retangulos. Seu enunciado diz que:

Teorema 3.5. Em qualquer tridngulo, o quadrado de um lado € igual a soma dos quadrados dos
outros dois lados menos duas vezes o produto desses dois lados pelo cosseno do dngulo por eles

formados.

Figura 8: Demonstragdo matemaética para a lei dos cossenos.

Demonstracao Matematica:
Tomando-se a altura relativa ao vértice C, transformamos o tridngulo genérico ABC' em um

tridngulo retangulo BC'D para o qual é vélido o teorema de Pitdgoras. Considerando m na reta
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suporte de BD, tem-se que:

a’? = h?+ (c £ m)?

—  a® = (0* —m?) + (2 £ 2cm +m?) (20)
h2 — b2 _ mQ
segue para triangulos acutangulos que
a? =b" +c* —2em (21)
reservando-se a forma
a’> = b + %+ 2em (22)

para o caso obtusangulo.
Observando-se agora o triagulo AC'D, na figura 8-1 o angulo CAD pertence ao tridngulo ABC'
e assim

cos(@) = % ou ainda m = b- cos(A) (23)

Para a figura 8-IT o angulo CAD é externo ao triangulo ABC'. Entretanto,
cos(@) =— COS(B/A\C’) (24)

possibilitando assim a escrita em termos do angulo interno ao tridngulo

- COS(B/A\C') = % ou ainda m = —b- cos(A) (25)

Assim, o caso acutangulo (figura 8-T) fica demonstrado substituindo-se a relacao 23 na equagao

21, ou seja

a?=b*+c*—2em

-~

a? =0%+c? —2c- (b-cos(A)) (26)

-~

a? = b + ¢ — 2bc - cos(A)
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Por outro lado, o caso obtuséangulo (figura 8-IT) é obtido com a substitui¢do da relacdo 25 na

equacao 22, ou seja

a’> = b+ 2+ 2em

-~

a?=b*+c*+2c- (—b-cos(A)) (27)

-~

a? = b* + ¢ — 2bc - cos(A)

Conceituacgao:
Esta demonstracao surge como consequéncia direta do teorema de Pitdgoras associada & defini¢ao

do cosseno de um angulo e da comparacao do cosseno para angulos suplementares.

Demonstracao Fisica:
Com demonstragoes matemdticas muito similares entre si, é possivel imaginar que a demonstracao
fisica para a lei dos cossenos nao seja muito distinta da demonstracao fisica usada para o teorema
de Pitagoras. De fato, serd usado aqui um tanque prismético reto cuja base seja agora um triangulo

qualquer, comportando um fluido em seu interior.

A\ o

L \ L/
L \/ \ A\

acutangulo obtusangulo

Figura 9: Vista em perspectiva dos recipientes de dngulos agudos e obtuso derivados do caso reto.

Partindo do tridngulo retangulo, usado para a demonstracao do teorema de Pitdgoras, surgem
os casos acutangulo e obtusdngulo para demonstracao da lei dos cossenos, tal qual exibidos na

figura 9.
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Segue, primeiramente, o caso obtusdngulo como diagramado na figura 10 a qual representa
um tridngulo ABC. Na mesma figura, a intensidade de cada forca de pressao hidrostdtica se
confunde com o comprimento de cada lado do tridngulo, uma vez provado anteriormente que estes

Sa0 proporcionais.

Figura 10: Lei dos cossenos: determinacao da distancia de torque ao ponto B para o caso obtusangulo.

Tomando-se os torques em relacao ao ponto B, a forca de intensidade a se encontra a uma
distancia a/2, uma vez que o comprimento BC' = a e @ L BC. De maneira andloga, a forca de
intensidade ¢ se encontra a uma distancia ¢/2 do ponto B de forma que a principal dificuldade
desta demonstracao estd em se determinar a distancia da linha de acao da forca ? ao ponto B.

Seja N o ponto médio do segmento AC e ponto de aplicacio da resultante das forcas de pressao
?. A perpendicular ao segmento AC por N é, desta forma, a linha de acdo da forca 7 Sobre
esta, definimos o ponto P pé da perpendicular & linha de acao do vetor ? que passa pelo ponto
B, ou seja, o comprimento PB ¢ a distancia da forca ? ao ponto B.

Uma, paralela ao lado AB pelo ponto N, define sobre o segmento PB o ponto M. O quadrildtero
ABMN é um paralelogramo pois AB || M N por construcdo e os segmentos AN e PB sio ambos

perpendiculares & reta PN, ou seja, paralelos entre si, e assim o segmento BM = AN = b/2,
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bastando assim determinar o comprimento do segmento PM, nomeado na figura por d.

Como fora provado, ABM N é um paralelogramo, garantindo assim que os dngulos BAN e

BMN sio iguais (ABAN = ABMN). Observando-se o triangulo M N P, retangulo, se o angulo

BAN = a entio o angulo PMN = 180° — o de tal maneira que o segmento PM pode ser

determinado pelo cosseno deste angulo, isto é,
PM d
cos(180° —a) = — = — (28)
MN ¢

Lembrando que o cosseno de angulos suplementares sao de sinais opostos e iguais em mddulo,

tem-se que
cos(180° — a) = — cos(a) * (29)
determinando o segmento d como sendo
d = —c-cos(a). (30)
O segmento PB é dado pela soma BM e MP e assim
PB = 0 +d = () (31)
=3 = 5 —ccosa

Determinadas as distancias de cada forca ao centro de giro, a condicao de equilibrio de torques

pode ser aplicada, e assim

S Mp =0
(32)

a-%—c-£—b-(2—c-cos(a)=0

a’ = b* + ¢® — 2bc - cos(a)

A demonstracao para o caso acutangulo é feito com auxilio da figura 11, a qual exibe também

um tridngulo ABC em que a intensidade das for¢as hidrostédticas se confunde com o comprimento

dos lados.
9Qutra maneira de se confirmar este fato se dd com a aplicagao da identidade trigonométrica cos(a — b) =

cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b).
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Figura 11: Lei dos cossenos: determinacao da distancia de torque ao ponto B para o caso acutéangulo.

Se os toques das forgas de pressao sao tomadas com respeito ao ponto B, deve-se primeiramente
determinar a distancia da reta suporte da resultante 7 ao ponto considerado. Da mesma forma,
N ¢ ponto médio do segmento AC e a linha de acdo da forca ? é a perpendicular a este segmento
em IN. Sobre esta reta, determina-se o ponto P pé da perpendicular & linha de acao, que passa
pelo ponto B, de forma que a distancia PB = d é a distancia procurada para calculo do torque
de 7
Tomando-se uma paralela ao segmento AB pelo ponto P, esta corta o segmento AN em
M. Semelhante a prova feita para o caso obtuso, prova-se que o quandrilitero ABPM é um
paralelogramo, e assim, AM = BP, bastando determinar o segmento M N para que a distancia
de torque seja calculada.

O triangulo PMN esta representado na figura 12 para melhor visualizacdo. Assim, PM = ¢
e o segmento M N foi nomeado k. Os angulos BAN e PMN sio correspondentes, portanto, tém

a mesma abertura, chamado aqui de a. O segmento M N pode entao ser determinado em termos

dos lados PM e do angulo a:

_ kK ou k=c-cos(a) (33)

=B
|

cos(a) =



P C M

Figura 12: Representacao do tridngulo PM N da figura 11.

Ou seja, o comprimento d fica determinado como

—-— —— b
d= AN — Nzi—c'cos(oz) (34)

chegando & mesma relacdo que a equagdo (30), levando ao mesmo desenvolvimento de torques

exibido pela equacgao (32), provando que para os dois casos possiveis, a lei assume a mesma forma
a® = b* + ¢ — 2bc - cos(a) (35)
|

Em relacao a demonstracao fisica para o teorema de Pitdgoras, a lei dos cossenos deixa mais
claro o conceito fisico de torque, quando erroneamente é usado a “distancia ao ponto de aplicacao
da forca” pelos alunos.

Uma vez que a demonstracao matemadtica tenha sido feita, conhecer de antemao o resultado
que se deseja chegar serve de grande ajuda para se identificar um erro, mesmo que estes nao saibam
exatamente onde este erro se encontra, favorecendo discussoes sobre a teoria e a correta aplicacao
do conceito, com possibilidades de interseccao com temas da matemédtica como perpendicularismo

e distancia de ponto a reta.

Conceituacao:

A prova explora os conceitos de forca de pressdo, torque e linha de acao de uma forca. Em
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esséncia, a prova fisica é indéntica a demonstracao fisica do teorema de Pitdgoras por usarem o
mesmo conceito de torque. Todavia, o cdlculo da distdncia do ponto de torque a linha de acao
da forca deixa a demonstragao mais morosa e carregada de passos em relagao & demonstragao

pitagérica, a qual se apresenta de maneira mais imediata.

3.1.4 Lei dos Senos

Teorema 3.6. Os lados de um tridngulo sdo proporcionais aos senos dos dngulos opostos e a

constante de proporcionalidade é o didmetro da circunferéncia circunscrita ao tridingulo.

Figura 13: Demonstracdo matematica para a lei dos senos.

Demonstracao Matemaéatica:
Dado um triangulo ABC qualquer'® como na figura 13-I, toma-se a circunferéncia circunscrita!!
de centro O, sobre a circunferéncia tracada o ponto A’ como interseccao da reta suporte BO com

a circunferéncia.

19Para um triangulo obtusangulo, uma pequena modificacdo deve ser feita para esta demonstracdo, apresentada

no apéndice B.

LA existéncia desta circunferéncia é discutida no apéndice D.
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Desta forma, o segmento A’B é um didmetro e o angulo A'CB assim determinado ¢ reto,
de forma que o tridngulo A’BC' é retangulo, com A’B = 2R, onde R é o raio da circunferéncia
circunscrita ao tridngulo. Sabe-se também que o angulo BA'C é igual ao angulo BAC por estarem

sobre o mesmo arco capaz'? equivalente a metade da medida do arco AB. Segue entdao que

BC
i A = qj A/ = — =
sin(A) = sin(4) 5 R m (36)
A mesma relacao pode ser determinada para os trés lados, permitindo escrever a relagao:
b
¢ - 2 - _° _—9p (37)
sin A sin B sin C'

Conceituacao:
Esta demonstracao faz uso dos conceitos de arco capaz e dngulos inscritos na circunferéncia, bem

como a propria definicao de seno de um angulo para um tridngulo retangulo.

Demonstracao Fisica:
O experimento usado nesta parte consiste de tubula¢ao dobrada no formato de um triangulo ABC
qualquer como mostra a figura 14 , com admissao de liquidos pelo vértice C' de maneira a preencher

somente os lados do tridngulo.

Figura 14: Demonstracgio fisica para a lei dos senos.

120 arco capaz é discutido com mais detalhes no apéndice A
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Estando o liquido em equilibrio no interior da tubulacao, sabe-se que a pressao no ponto A é
igual & pressao no ponto B, sendo funcao tao somente da altura h pela lei de Stevim anteriormente

citada, a qual pode ser escrita em termos dos lados do tridngulo e de seus angulos
h=1b-sin(a) = a - sin(f) (38)

Desta forma, a pressao no ponto A passa a ser dada pela altura da coluna liquida AC somada &
pressao atmosférica

Pr=p-g-h+ Pum=p-g-(b-sin(a)) + Pum (39)
De maneira andloga, a pressao em B ¢é dada por
Pp=p-g-h=p-g-(a-sin(B))+ Pum (40)
[gualando-se assim as pressoes, tem-se
Py=Pg
p-g-(b-sin(@)) + Py =p-g-(a-sin(f)) + Pum (41)

b-sin(a) = a - sin(f)

ou a conhecida relacao

= - (42)

Conceituacao:
Esta prova faz uso do conceito de pressao hidrostédtica, retomando a lei de Stevin, em conjunto

com alguns conceitos de trigonometria bésica.

3.2 Tépicos Olimpicos

Uma das propostas para o uso interdisciplinar da linguagem fisica no ensino de matemadtica é o de

trabalhar com teoremas e generalizacoes nao comumente abordadas no ensino médio por serem de
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dificil justificativa matemadtica e que, contudo, surgem de maneira evidente para o aluno quando
se buscam justificativas e argumentos como forca e pressao.

A escolha do primeiro teorema se justifica pela sua presenca crescente em olimpiadas de ma-
temdtica, as quais tém se popularizado entre as escolas nos iltimos anos. O uso do segundo
teorema, mesmo sem a constatacao da sua presenca nas competicoes do género, se justifica por
generalizar as ideias do teorema de Pitdgoras, de importancia fundamental no ensino médio. Esta
generalizacao se faz para a terceira dimensao, fornecendo uma boa variacao para este tema, com
aplicacoes e forma de resolucao sempre muito similares de exercicio para exercicio ou mesmo entre

os exemplos apresentados.

3.2.1 Teorema de Ceva

Teorema 3.7. Em um tridngulo ABC qualquer (ver figura 15), trés cevianas'®* AL, BM e¢ CN

sao concorrentes em um unico ponto P se, e somente se, satisfazem a sequinte relacao:

AN -BL-CM =NB-LC-MA

\

B L C

Figura 15: Teorema de Ceva — demonstragdo matemadtica.

13Ceviana: qualquer segmento que parte de um dos vértice do tridngulo a qualquer dos ponto do lado oposto.
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Demonstracao Matematica:

Sabe-se que, para dois tridngulos de mesma altura, a relacao entre suas dreas estd na mesma

proporc¢ao que a relacao entre suas bases. Desta forma pode ser escrita a relacao:

& _ drea AABL _ drea APBL
LC  area AACL  area APCL

0 que permite dizer que

BL  drea AABL — drea APBL  4rea AAPB

LC ~ drea AACL — area APCL  area AACP
valendo uma relagao analoga para os demais lados, ou seja

CM _ drea ABCP
MA  4rea AAPB

e também

AN B area ANACP
NB  &rea ABCP

que, quando multiplicados, resulta em:

AN BL CM

NB LC MA
_ drea AAPB area ABCP &area AACP B
~ 4drea AACP &4rea AAPB &rea ABCP

1

ou ainda,

N-BL-CM=NB-LC-MA

0

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

(48)

Esta demonstracgao foi baseada na dissertagao de Freitas [7], o qual apresenta outras demons-

tracoes e generalizacoes para o teorema de Ceva. Além disso, a maioria das demonstragoes deste

teorema se faz com o uso de semelhancas ou outros teoremas de proporcionalidade, de maneira

que esta, por fazer uso de dreas, se faz mais intuitiva aos professores e alunos, motivo pelo qual

foi aqui reproduzida.
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Conceituacao:

Demonstracao usando apenas as ideias de drea e de proporcao entre dreas e segmentos.

Antes de passar a demonstracao fisica do teorema de Ceva, é preciso fazer mais uma consi-
deracao junto ao conceito de torque. Para a equagao 18, demonstrou-se, sobre aquelas hipoteses,

que a forca de pressao se faz proporcional ao comprimento do lado sobre o qual atua.
F=(p-g-h*)-l=k-I (49)

Dentro deste topico, a forca peso terd um tratamento semelhante. Pela segunda lei de Newton,

F =m - a, a forca peso, para um corpo de massa m, é descrita pela equacao
F=g-m ™" (50)

e assim, esta forca é linear com a massa e, nas condi¢oes de equilibrio, o produto forca pela distancia
de massa pela distancia serd também denominado aqui por “torque”, respeitada, evidentemente, a
homogeneidade dimensional.

Diferente das for¢as de pressao, cuja dire¢ao depende da geometria dos objetos considerados, a
linha de acao da forca peso sempre agird, nos casos aqui considerados, perpendicular a linha que
une a massa pontual ao ponto de torque estabelecido.

Outro conceito a ser definido previamente é o de centro de massa:

Definicao 3.8. Chama-se centro de massa de um sistema fisico o ponto onde se admite concen-

trada, para efeito de cdlculos, toda a sua massa.

Detalhando um pouco melhor a defini¢cao proposta por Helou [10], apoiar um objeto (extenso)
neste dnico ponto tem o mesmo efeito de se apoiar o objeto como um todo, um ponto onde a

resultante da forca peso é aplicada. Outra consequéncia disso é que, na tentativa de se apoiar

M considerando-se apenas o médulo da forca e aceleracdo
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este objeto em um 1inico ponto, diferente de seu centro de massa, a distancia deste novo ponto ao
centro de massa multiplicada pela resultante da forca peso aplicada a este ponto gera um torque
que tende a girar o objeto, de maneira que a definicdo de centro de massa, chamado agora de
centro de gravidade, C'G, ou simplesmente centro, quando nao houver ambiguidade, receberd uma

descricao mais trabalhdvel, como se segue:

15

Figura 16: Unicidade do centro de gravidade.

Definicao 3.9. Centro de gravidade (CG) é o ponto onde a resultante da for¢a peso causa um

torque igual a zero.

Esta nova definicao é mais precisa pois a defini¢ao 3.8, a priori, ndo permite garantir que este
ponto é tnico. Observando-se a figura 16, & esquerda, um corpo extenso qualquer mantém-se em
equilibrio quando suspenso por seu centro de gravidade GG, de maneira que a resultante da forga
peso P é aplicada sobre este ponto, por definicao. Na mesma figura, a direita, suspendendo-se o
corpo por um ponto G’ qualquer, G' # G, o ponto G concentra a resultante da for¢a peso por
definicdo e como a distancia GG’ é diferente de zero, o torque resultante da tentativa de apoio
do corpo em G’ é suficiente para desequilibra-lo, de maneira que esta segunda representacdo nao
admite uma condicao de equilibrio estatico.

A prova acima é bastante intuitiva e acessivel aos alunos. Apresenta-se, a seguir, uma prova

similar, destinada aos professores, a qual faz uso de uma argumentacao mais formal. Considerando-
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se um corpo qualquer, de centro de gravidade G, admita-se que exista um centro de gravidade G’
distinto do primeiro, de maneira a atender as condi¢oes da definicdo 3.9. A disténcia orientada do
ponto G’ ao ponto G, multiplicada pela resultante da forca peso aplicada em G’, denominada Fg,
é zero e, por sua vez, a distancia orientada do ponto G ao ponto G’, multiplicada pela resultante

da forca peso aplicada em G, denominada F; também é zero, ou seja,
— = = = =
G'G x FG/ =0 =GG x FG (51)

e como Fg = Fg, fazendo-se estas iguais a forca peso ?, segue que

(GCxPB)—(GA xPB)=T1

e (52)

S
(GG —-Gdyx P
Como ? pode ter uma direcao qualquer, e diferente de zero, o produto vetorial acima serd inden-

ticamente nulo se o primeiro termo do produto for zero, ou seja:

GC -GG =T
GG =T1
B (53)
2.GC =70
—
GG=T1

provando assim G' = G.

Demonstracao Fisica:
A ideia bésica do teorema de Ceva é que qualquer ponto no interior de um tridngulo pode ser
tomado. Para se conseguir este efeito, um tridngulo ABC' (figura 17) tem massas ma, mp € me
concentradas apenas em seus vértices de modo que, pela variacao da relacao entre estas massas, o
centro de gravidade P possa ser deslocado livremente para qualquer ponto interno a figura.
Colocando primeiramente as massas mp € mgc ha mesma propor¢ao em que a' estd para a, ou
ainda

= (54)



Figura 17: Demonstracao fisica para o teorema de Ceva.

Tomando-se as massas numericamente iguais'®

a estes comprimentos, permitiria escrever
A A ~ o1, .
mp = a e mg = a, o centro de massa da figura passa a ser o ponto A; e a equacao de equilibrio

de torques passa a ser dada pela massa mp multiplicada pela sua distancia até o ponto A;, ou

seja, a, igualando-se ao produto da massa m¢ pela distancia a’ até o ponto Ay, ou seja
mp-a=mc-a 1° (55)

Adicionando-se, em seguida, uma massa m4, o centro de massa da figura estd contido sobre a

reta AA; e o ponto P serd o centro de massa se obedecer a relacao

my - PA = (mp+me) - PA (56)

de tal forma que a figura pode ser aquilibrada apenas se apoiando sobre a reta AA; (figura 18)

15 A unidade de medida de massa é o quilograma (Kg) e, para comprimento, o metro (m), de maneira que nao
pode existir igualdade propriamente dita. Assim o simbolo £ é usado para indicar que estes nimeros sio iguais

apenas em sua grandeza numeérica.

16C4lculo de torques! Nao confundir com a multiplicacdo em cruz da equagio 54.
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Figura 18: A reta AA; equilibra os torques gerados pelas massas nos pontos B e C.

Por outro lado, o mesmo raciocinio poderia ser tomado escolhendo primeiramente as massas

my € mp OU as massas my € mg e assim a equacao 55 pode ser reescrita sob as fomas

mc-b:mA-b’

(57)
ma-c=mpg-c
as quais, quando multiplicadas termo a termo, conduzem ao resultado desejado:
(mp-a)- (mg-b) - (ma-c)=(me-d)-(ma-V)-(mp-) (58)

a-b-c=d-b-c

Reciproca Matematica:
Reciprocamente, se os lados do triangulo obedecem a relacao acima descrita, de modo que uma
delas nao contenha a interseccao das outra duas em P, CC por exemplo, entao um segmento

CCy, com Cy # C e diferentes de A e B, obedecerd a mesma relacao, e assim, se ACy = k e

BCy =k, segue que

a-b-c=d-b- - e
(59)
a-b-k=d-b- -k
entao, dividindo uma pela outra, tem-se
c
ETw (60)



e como ¢ e k sao medidos com relacao ao ponto A, da mesma forma que ¢’ e k' sdo tomados com
relacdo ao ponto B, tem-se assim um absurdo para a relacao (60), que s6 é valida para ¢ = k (ou

d = k'), ou seja, para Cy = Cy.

Reciproca Fisica:
As cevianas concorrente em P, centro de gravidade, satisfazem, pelas equacgoes de equilibrio, a

condicao do produto de segmentos:

N.BL-CM—=NB-IC WA (61)

Supondo que exista outro ponto, P’, que satisfaca a mesma condicdo, ou seja,

AN’ -BL -CM'=N'B-T/C-M'A (62)

deverd satisfazer as mesmas condicoes de equilibrio impostas.

Sendo P’ # P, existe, ao menos, uma reta passando por P’ nao contem o ponto P. Como P
é centro de gravidade, a forca peso do sistema, concentrada sobre o ponto P, exercerd um torque
sobre esta reta, retirando necessarimente o sistema do equilibrio, ou seja, um absurdo.

Assim, imposta a posicao para o centro de gravidade, P, este serd o inico ponto que satisfaz as
condicoes do teorema, ou seja, se o produto dos segmentos determinados pelas cevianas sobre os

lados do tridngulo obedece a relacao de Ceva, estas cevianas sao concorrentes em um tinico ponto.

3.2.2 Aplicacgoes para o Teorema de Ceva

Mesmo sem constar no programa usual de ensino médio, o teorema de Ceva ainda encontra apli-
cabilidade dentro das salas de aula. Seu uso mais representativo estd dentro do estudo de pontos
notaveis do tridngulo, ao se provar que cada um de seus centros sao unicamente determinados.
Neste caso, nao é o teorema em si, mas a reciproca de seu enunciado é fortemente utilizada.

As demonstragdes usuais para pontos notavis de tridngulos sdo encontradas na referéncia |3|

e, juntamente com estas demonstracoes, sao provadas algumas relacoes métricas entre os pontos
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1

e suas cevianas notdveis 7. O teorema de Ceva serd usado aqui apenas para se justificar que o

cruzamento das trés cevianas notdveis do tridangulo se faz em um 1nico ponto.

Baricentro
A mediana de um tridngulo é uma ceviana definida como o segmento que parte de um de seus
vértices e chega ao ponto médio do lado. Uma proposicao nao tao evidente assim é que as
trés medianas sao concorrentes em um mesmo ponto, definido como baricentro, ou centro de
gravidade, do tridngulo. Impossivel deixar de mencionar esta interseccao cldssica entre a Fisica
e a Matemdtica quando o conceito fisico de “centro de massa” definido tao somente em termos

puramente geométricos, o cruzamento entre pontos médios.

Proposicao 3.10.

Em qualquer tridngulo, todas as medianas concorrem em um unico ponto, denominado baricentro.

Figura 19: Baricentro — encontro das medianas.

Demonstracao.

Sendo P, Q e R os pontos médios dos lados, tem-se que sio congruentes os segmentos AR — BR,

BP =CPe(CQ = AQ , ou seja:

AR-BP-CQ=DBR-CP-AQ

17Cevianas que passam por um mesmo ponto notdvel do tridngulo.
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satisfazendo trivialmente a reciproca do teorema de Ceva de forma que estas cevianas sao, de fato,

concorrentes em um mesmo ponto.

Ortocentro
A altura de um tridngulo é o segmento que, saindo de um vértice, chega ao outro lado formando
um angulo reto com o mesmo. Assim, para cada tridngulo, existem trés alturas possiveis, as quais
se encontram em um tnico ponto nomeado por ortocentro.

Para tridngulos obtusangulos, o encontro das alturas recai no exterior do tridngulo. A prova
aqui serd feita para o caso acutangulo sendo que para aplicacoes mais gerais do teorema de Ceva

recomenda-se a bibliografia [4].

Proposicao 3.11.

Em qualquer tridngulo, todas as alturas concorrem em um unico ponto, denominado ortocentro.

Figura 20: Ortocentro — encontro das alturas.

Demonstracao.

De acordo com a figura 20, h. pode ser escrito como:

h.=c-tana = ¢ - tan 8 (63)
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da mesma forma, podem ser escritas as relacoes:

a-tanf =ad - tanvy

(64)
b-tany="b-tana
multiplicando termo a termo as igualdades, segue que:
(atan ) - (btan~y) - (ctana) = (a’ tan~y) - (V' tan «) - (¢ tan f3) (65)
65

a-b-c=d-b-c
satisfazendo mais uma vez o teorema reciproco, de forma que as trés alturas concorrem em um

mesmo ponto. [

Incentro
O lugar geométrico dos pontos que se distam igualmente de duas retas dadas também é um par
de retas, nomeados de retas bissetrizes. Em um triangulo, cada conjunto de dois lados determina
uma bissetriz interna e o cruzamento das trés bissetrizes determina um ponto que dista igualmente

aos trés lados, nomeado incentro.

Proposicao 3.12.

Em qualquer tridngulo, todas as bissetrizes concorrem em um unico ponto, denominado incentro.

Figura 21: Incentro — encontro das bissetrizes.
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Demonstracao.

Sendo C'H uma bissetriz, o teorema da bissetriz interna'® garante que

b a
7 = 66
' (66)
para as demais bissetrizes as demais relacoes podem ser determinadas:
c b a c
- = 67
CL, " I b/ b// ( )
isolando-se os termos, segue que
/ & " ’ a ” ’ b "
a =--a ; b =--b ; c=--c¢ 68
; - (68)

assim sendo,
a-b-c = <g : a”> : (% : b//> : (g : c") =d b -c (69)

0 que prova a concoréncia das bissetrizes em um tinico ponto.

Ponto de Gergonne
Como visto anteriormente, o incentro é o ponto que dista igualmente aos trés lados do tridngulo.
Esta propriedade permite afirmar que uma circunferéncia centrada neste ponto sera tangente
internamente aos trés lados do tridngulo. Na figura 22, sao os pontos X, Y e Z. Unido-se agora
cada vértice a cada ponto de tangéncia, sao definidas trés novas cevianas. O fato a ser demonstrado
aqui é que as cevianas construidas desta maneira sao concorrentes em um tinico ponto, conhecido

na literatura especializada como ponto de Gergonne **

, usualmente nao é apresentado dentro do
programa de pontos notdveis do tridngulo e colocado aqui de maneira a contemplar o professor

com outras possiblidades de pontos notaveis para triangulos.

180 teorema da bissetriz interna é apresentado no apéndice C.

19Joseph Gergonne, matemético frances do século XIX.
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Teorema 3.13.
Em qualquer tridngulo, os segmentos que unem seus vértices aos pontos de tangéncia da circun-

feréncia inscrita a este sdo concorrentes em um unico ponto, denominado ponto de Gergonne.

Figura 22: Definicao do ponto de Gergonne.

Demonstracao.
Na figura 22, os segmentos C'X e C'Y sao congruentes pois X e Y sao pontos de tangéncia e a

poténcia do ponto C sobre a circunferéncia inscrita é constante, ou seja

CX.-CX=C0CY.CY
CX =CY" (70)
cX=0Y
da mesma forma sdo congruentes também os segmentos AY e AZ e os segdimentos BX e BZ

satisfazendo trivialmente a relacao de Ceva

AZ - BX-CY =AY -BZ-CX (71)

obedecendo, por assim dizer, a condicao de concorréncia entre as retas para um tinico ponto.
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3.2.3 Teorema de Pitdgoras Revisitado

Com mais de 300 demonstracoes diferentes catalogadas pelo matemadtico Elisha S. Loomis em seu

720 o teorema de Pitdgoras continua a supreender pela simplicidade

livro “A Proposi¢ao Pitagérica
e diversidade de aplicacoes. Dentre as demostragoes apresentadas no livro, algumas surgem como
casos mais gerais de sua validade e um exemplo disso é a prépria lei dos cossenos ja apresentada
aqui.

Outra generalizagao bastante conhecida para a relacao pitagorica estd no seu emprego para
o calculo de distancias no espaco. Para trés dimensoes, o teorema de Pitdgoras é aplicado duas

vezes para se determinar o comprimento da diagonal de um prisma retangular reto (figura 23),

onde o quadrado da diagonal se escreve como a soma de quadrados de suas dimensoes (equagoes

72 e 73).
& =a*+b (72)
D*=a*+b* + ¢ (73)
o C
D -
0.. *
o d b
* *
a

Figura 23: Cdlculo da diagonal do prisma retangular reto.

A pretencdo deste tépico é apresentar o teorema de Gua?! que generaliza o teorema de Pitdgoras

2Olivre tradu¢do para “The Pitagorean Proposition”.

21Jean Paul de Gua de Malves, matemético frances do século XVIII.
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para a terceira dimensao de uma maneira distinta desta iltima e tem seu enunciado no seguinte

teorema

Teorema 3.14. Dado um tetraedro retingulo®®*, o quadrado da drea da face que se opoe aos

angulos retos € igual a soma dos quadrados das dreas das outras trés faces:

Alpe = Apap + Abuc + Adpe

Figura 24: Teorema de Pitdgoras generalizado.

Demonstracao Matemaéatica:
De acordo com a figura 25, deve-se provar primeiramente que o pé das alturas dos tridngulos

OAB e ABC' sao coincidetes com o ponto P.

22Qu seja, trés de suas faces sdo formadas por tridngulos retangulos ortogonais entre si.
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Figura 25: Demonstracdo matemadtica para o teorema de Gua.

Tomando-se P como sendo o pé da perpendicular do ponto O em relacdo ao segmento AB,
defini-se o plano OCP. Por hipétese, a reta OC é perpendicular a todas as retas do plano OAB,
em particular & reta AB, sendo OP perpendicular ao segmento AB por construcdo, segue que
todo o plano OCP é perpendicular & reta AB de maneira que toda reta pertencente a este plano
serd perpendicular ao segmento AB. Desta maneira, as alturas dos triangulos OAB e ABC
sao concorrentes sobre o mesmo ponto P. Determina-se assim o triangulo OC'P formado pelas
respectivas alturas dos tridngulos OAB, denominado k, e ABC, denominado h, juntamente com
o segmento OC denominado por c.

Por hipétese, os segmentos OA e OB, respectivamete denomiados por a e b, sio perpendiculares
entre si, de maneira que o segmento AB é determinado pelo teorema de Pitagoras, isto é, AB =
Va2 + b2. Por outro lado, a drea do triangulo OAB pode ser calculada de duas maneiras distintas,
tanto pela metade do produto de a por b, quanto pela metade do produto de k£ pelo comprimento

do segmento AB. A igualdade destas dreas permite determinar o valor de k& como sendo:

a-b
b= e ™

74



Sendo OC'P um triangulo retangulo, a hipotenusa h fica determinada por:

2b2 2b2 b22 242
h_\/c2+k2_\/c2+ a —\/a Toerca (75)

a2+b2 (12+b2

A drea do tridngulo ABC' é dada pela metade do produto de h pelo comprimento do segmento

AB, ou seja:

1 1 212 1 202 2.2 2h2 1 202 29
AABczi-h-\/(ﬂ—i—bQ:i-\/a + C+Ca.\/m:\/a + 40+CG (76)

a? + b2

Assim sendo, o quadrado da drea do tridngulo ABC' é dado por

a’b? + b*c? + 2a? ab\? be\ 2 ca\ 2
Ao = 1 = <—> + (—> + <—> = A% up + Abpe + Abac (77)

2 2 2

A demonstracao acima, bem como outras generalizacoes e releituras para o teorema de Pitadgoras

podem ser consultadas na referéncia [11].

Demonstracao Fisica:

Fazendo-se uso de algumas ideias ji apresentadas anteriormente. A prova fisica desta pro-
posicao fard uso de um vaso de pressao no formato de um tetraedro retdngulo como mostra a
figura 26 em que as forgas de pressao atuantes ao longo das paredes do recipiente sao transforma-
das em for¢as resultantes equivalentes em cada face (forcas a, b, ¢ nas faces adjacentes e d na face

oposta aos lados ortogonais).
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Figura 26: Demonstracgio fisica para o teorema de Gua.

Como afirmado anteriormente, as forcas de pressao sao diretamente proporcionais & area da
superficie onde atuam. Para figuras planas, estas forgcas estavam correlacionadas ao comprimento
dos lados. Ja para o caso tridimensional, dado que todas as paredes do recipiente estao submetidas
a uma mesma pressao, a intesidade de cada forca pode ser numericamente representada pela drea
a

dessa superficie, de forma que ao se falar do vetor @, assume-se a igualdade:

sendo Apoc a area da face BOC.

As forcas de pressao se somam vetorialmente no espago, como mostra o diagrama 27-1, e uma
vez que o vaso esteja em equilibrio ao suportar a pressao interna, a soma destas resulta em zero,

ou seja,

T+ 0 +7+d=0 (79)
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Figura 27: T - Soma vetorial no espago. II - r é o vertor resultante da soma de a, b e ¢. III - r tem

mesmo modulo e direcao do vetor d, porém sentido contrério.

Tomando por r a soma vetorial das forcas a, b e ¢ como mostra a figura 27-1I, como estas sao
ortogonais entre si, esta soma se faz como a equagio (73) feita para se determinar a diagonal do

prisma reto. Assim:

r=+va?+ b2+ c? (80)

e pela equagao (79), segue que

-
(@+b+7)+d =
7+d=0 (81)

como representado na figura 27-II1. Igualando-se entao o quadrado da norma dos vetores da

equagao acima, tem-se:
r? = d? ou
(82)
a? + b+ =d?

que pela analogia de forca com &rea, representa exatamente a afirmacao do teorema 25, ou seja,

Alpe = Apap + Abuc + Adpe (83)
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3.3 Consideracoes

Uma das questoes principais de toda a Matemaética estd em sua fundamentacao, em sua estrutura
axiomadtica e nos postulados assumidos para a sua construcao. Ao se questionar o postulado das
paralelas estabelecido por Euclides, nos Elementos, novas possbilidades de geometrias surgiram
das maos de Gauss, Riemann e Lobachevsky, entre outros. Geometrias muito diferentes para a
época, porém igualmente validas, foram concebidas que, mesmo desprovidas de sentido pratico,
encontram intdmeras aplicacoes hodiernas.

Este fato histérico gera questionamentos do tipo: “seria a Matematica assim tao dependente
de seus fundamentos que pequenas modificacoes levariam a criacdo de outras ‘matemadticas’? 7.
Caso isso realmente exista, em que pontos estas matemadticas seriam distintas e em que partes
estas se fazem semelhantes? De alguma forma, a Matemadtica se mostra tdo absoluta em suas
afirmacoes que parece impossivel que outro sistema seja criado e nao possa ser incorporado aos
sistemas matemadticos vigentes.

A beleza dos exemplos fisicos apresentados neste trabalho se faz exatamente ao se questio-
nar estes pressupostos. Trilhando-se agora um caminho muito mais palpavel a o sugerido pela
abstracao matemaética, ¢, no minimo, surpreendente que os teoremas fundamentais desta ciéncia
possam ser recriados.

Uma consequéncia imediata deste fato é a prova de que a Fisica e a Matemadtica sao linguagens
equivalentes para se descrever o funcionamento do mundo em que vivemos, obviamente, cada uma
com sua especificidade. Desta forma, fatos aparentemente complicados, descritos por uma drea,

pode contrar um nivel de descricao mais simples quando “traduzido” para outro campo de atuacao.

78



4 Conclusao

E bastante evidente que o aluno deve deixar o ensino médio em posse de alguns contetdos discipli-
nares como algumas das relagoes métricas existentes para o tridngulo retangulo e para triangulos
quaisquer. Em todo caso, o ensino de hoje afasta-se a cada dia mais dos modelos conteudistas,
prezando cada vez mais pela formacao do ser pensante e do cidadao critico. Nesta perspectiva,
decorar teoremas e resultados como verdades absolutas e imutdveis surge na contramao desta
filosofia.

O efeito semidtico gerado pela comparagao entre linguagens e padroes de resolucao age no
sentido de favorecer o ambiente critico. A observa¢do de duas (ou mais) demonstracoes para
um mesmo fato vem a dirimir a importancia do resultado enfatizando assim o caminho que leva a
estas conclusoes, mantendo um aluno atento para a possibilidade de novas formas de demonstracao.
Dentre as competéncias a serem desenvolvidas, tratadas pelos PCN’s, estd na aceitacao de outros
pontos de vista e, em competéncias linguisticas, sobre as diversidades de formas de ser abordar
um mesmo fato.

Levados pela tentativa do “fazer sozinho”, alunos podem, mesmo que apenas dentro da ma-
temdtica, provar alguns fatos se utilizando de outras propriedades ja conhecidas. O aluno pode
apresentar sua demonstracao perante a turma e esta deve avaliar os passos, dizendo se aceita
ou nao, como prova, questionando os passos légicos e a validade dos resultados, de forma que
a postura critica possa ser exercitada dentro da sala de aula. Este é um modelo idealizado de
aula, todavia, estd mais proxima do daquela desejavel nos dias de hoje que o modelo conteudista
anteriormente citado.

Quanto as implicacoes educacionais, os exemplos e métodos aqui apresentados e outros que
evidentemente podem ser consultados na bibliografia bésica em [1] sdo recursos a mais disponi-
bilizados aos professores, quer seja para se buscar uma atividade diferenciada, quer seja para se

chegar aos alunos com mais dificuldade na disciplina, tanto em fisica quanto em matemaética, uma
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vez que estudos, ainda nao conclusivos (vide [8]), indicam uma melhora no desempenho das duas

disciplinas quando focadas em conjunto.
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Apéndice

A Arco Capaz

A proposicao da secao A.1 é adaptada de Dolce [3] e a defini¢ao da se¢do A.2 consta em Neto
[4] como uma proposi¢ao cuja prova aqui é omitida por ter sido contemplada na se¢ao anterior.

Todavia, esta definicao se faz mais precisa que a apresentada por Dolce, portanto, mantida aqui.

A.1 Media de Angulo Inscrito

Proposicao A.1. A medida de um dngulo inscrito é metade da medida do arco correspondente

caso 1 caso 2
Figura 28: Angulo inscrito a circunferéncia.

Demonstracao.
Conforme mostra a figura 28, esta proposicao é dividida em trés casos.
Caso 1: Nesta primeira parte, considerando o arco AAB, o segmento VB do angulo AV B inscrito
na circunferéncia contem o ponto O centro desta iltima.
Tomando o segimento OA, surge o triangulo AOV isésceles, dado que OA = OV iguais ao raio

_
da circunferéncia e, desta forma, os angulos OV A e OAV tém a mesma abertura.
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Dado que o angulo AOB 6 externo ao triangulo AOV', segue que AOB = VAO + AVO =
2 - A/V\O, ou seja, o angulo AV B 6 metade do arco AB.
Caso 2: Para o segundo caso, quando o centro O da circunferéncia fica contido entre as cordas
do arco AAB, toma-se o segmento VC de maneira que este contenha o centro da circunferéncia,
recaindo assim no caso 1 anteriormente demonstrado, ou seja, o angulo AVC vale metade do arco
ACeo angulo BVC equivale a metade do arco CB. Assim sendo, o angulo AVB equivale a
metade do arco AB.
Caso 3: Referente ao tdltimo caso analisado, o centro da circunferéncia se encontra fora da regiao
compreedida entre as cordas do arco AB. Toma-se, da mesma forma, uma corda VC passando
por O. Esta construcao remete entao ao caso 1 em que o angulo BV vale metade do arco BC e
angulo AVC vale metade do arco AAC, ou seja, a medida do angulo AV B 6 metade do arco AB.

]

A.2 Arco Capaz

Definicao A.2. Dados um segmento AB e um dngulo o, com 0° < a < 180°, o lugar geométrico
. e " A . - . . .

dos pontos P do plano tais que APB = « € a reuniao de dois arcos de circulo, simétricos em

relagao & reta AB e tendo os pontos A e B em comum. Tais arcos sao 0s arcos capazes de o em

relacio a AB.
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Figura 29: O segmento AB é visto sob um mesmo angulo de qualquer ponto da circunferéncia.

De acordo com a proposicao da secao A.1, ndo importa qual a posicdo do ponto sobre a

circunferéncia,

B Lei dos Senos - Angulo Obtuso

Caso o tridngulo considerado seja obtusangulo, uma leve modificagao na demonstracao apresentada

deve ser feita para o vértice de maior angulo. Considere o triangulo ABC da figura 30 obtuso em

A.

Figura 30: Lei dos senos para tridngulos obtusos.

Prolongado-se o segmento BO (ou CO) determina-se o ponto A’ sobre a circunferécia de tal
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forma que o quadrilatero ABA’C' é inscritivel em uma circunferéncia, garantindo assim que a soma
de seus angulos opostos seja 180° pois, considerando a soma « + 3, o angulo o mede metade do
arco BC que passa por A’ por ser um angulo inscrito em uma circunferéncia e, da mesma forma,
o angulo S equivale a medade do arco BC contendo o ponto A, assim o arco BACA'B faz uma
volta de 360° com os angulos inscritos medindo metade deste valor, isto é, a + 8 = 180°

Como « e [ sao angulos suplementares, a relacao
sin(a) = sin(f) (84)

é verificada, o que completa a demonstracao, ou seja

sin(f) = % =sin(a) , ou ainda , ﬁ =2R (85)

C Teorema da Bissetriz Interna

Teorema C.1. Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos propor-

ctonais ao lados adjacentes.

Figura 31: Teorema da bissetriz interna.
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Demonstracao.

Seja um triangulo ABC como na figura 31, de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, e seja AD a
bissetriz do angulo A, assim BAD = CAD. A bissetriz AD divide o lado BC em duas partes no
ponto D de forma que BD =2e CD =yex+y = a.

Toma-se uma parelela a AD passando por C' de maneira que intercepta o prolongamento
da reta AB em E. Assim os angulos BAD e AEC tém a mesma abertura por serem angulos
correspondentes. Por outro lado, os angulos CAD e ACE tém a mesma abertura por serem
alternos internos. Sendo os angulos BAD e CAD de mesma abertura, pois AD é bissetriz, segue
que os angulos ACE ¢ AEC também sio de mesma abertura. Assim, o tridngulo ACE é isé6sceles
e, portanto, AE = AC.

Nestas condicbes, as retas suportes dos segmentos AD e CE determinam um feixe de retas
paralelas cortadas pelas transversais BE e BC que, pelo Teorema de Tales, definem segmentos
proporcionais, ou seja,

- (56)
de maneira que o lado BC = a fica dividido em dois segmentos x e y proporcionais aos lados ¢ e

b do triagulo.

D Circuncentro

O circuncentro é um dos pontos notaveis do tridngulo, dado pelo encontro das mediatrizes dos
lados. Dados dois pontos no plano, a mediatriz tem a propriedade de que qualquer ponto desta
se encontra igualmente distanciado dos pontos inicialmente dados. Esta caracterizacao permite
provar que a mediatriz é a reta que passa pelo ponto médio dos pontos dados, erguendo-se per-

pendicularmente ao segmento que os une.
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A propriedade de manter igual distancia entre dois pontos permite ainda mostrar que, em
qualquer tridngulo, as mediatrizes de cada um de seus lados sd@o concorrentes em um mesmo
ponto. Uma prova simples e que, por sua elegancia, se faz reproduzida aqui similar a apresentada

na bibliografia [4].

Figura 32: Circuncentro — encontro da mediatrizes.

Considerando o triangulo ABC' da figura 32, seja O o encontro das mediatrizes relativas aos
lados AB e BC. Provemos que o ponto O pertence & mediatriz relativa ao lado AC. Por hipétese,
o ponto O pertence & mediatriz do lado AB e assim O est4 a igual distancia dos pontos A e B. Por
outro lado, o ponto O pertence também & mediatriz relativa ao lado BC sendo assim equidistante
aos pontos B e C. Provamos assim que o ponto O estd igualmente distanciado ao trés vértices do
tridngulo, em particular, estd a uma igual distancia dos pontos A e C' de forma que o ponto O
pertence & mediatriz relativa ao lado AC.

O ponto O, por estar igualmente distdnciado aos vértices do tridngulo, é o centro de uma
circunferéncia que contém simultaneamente estes trés vértices de forma que este é o centro da

circunferéncia circunscrita ao triangulo dado, justificando assim sua nomenclatura.

88



E Sequéncia Didatica
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Le1l dos Cossenos

Turma: 1° ano do ensino médio, 4° bimestre

Horas-Aula: 6

Objetivos

O cosseno de um angulo é definido inicialmente para um tridangulo retdngulo e, com a mesma
conceituagao, é generalizado para o ciclo trigonométrico sem grandes problemas. Em um segundo
momento, dado um tridngulo qualquer, o cosseno de seus angulos é definido, tao somente, como
uma funcao dos lados da figura, dada pela lei dos cossenos. Assim, é preciso garantir que estas
descricoes realmente coincidam.

Entre os métodos de apresentacao desta lei, esta pode ser mostrada, com suas formas de uso
e aplicacao, pode ser demonstrada, tanto matematica quanto fisicamente. Em uma terceira via, a
formula pode ser interpretada, de forma que cada parte da equacao ganhe uma descricao material
baseada em analogias conceituais de preservagao de areas e volumes.

Importante ressaltar que esta terceira via nao tém a intencao de demonstrar o resultado. A
analogia permite, de fato, uma mudanca de representacao para o aluno, o qual pode encarar
como inéspito o ambiente puramente demonstrativo. E certo que as demonstracoes nao devem
ser deixadas de lado e assim, esta mudanca de represetacao visa facilitar o acesso a esta forma de
linguagem.

Além das analogias, os limites de validade para a lei dos cossenos devem ser discutidos, verifi-
cando as leis as quais esta generaliza, ancorando suas condicoes de aplicabilidade em teoremas ja
conhecidos dos alunos como é o caso do teorema de Pitagoras e do quadrado da soma, mostrando
que a lei dos cossenos estebelece uma conexao entre dois conceitos aparentemente apartados entre

a algebra e a geometria.
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Pré-requisitos:

e Matemaéticos

Relacoes trigonométricas no triangulo retangulo

Teorema de Pitagoras

Volume do prisma

Produtos notéveis
e [isicos

- Pressao
- 3% Lei de Newton

- Torque

O Curriculo do Estado de Sao Paulo [16] sugere a Lei dos Cossenos para ser desenvolvida junto
a0 4° bimestre do primeiro ano ensino médio. Até este ponto, o documento considera o ensino
das razoes trigonométricas no 3° bimestre do 9° ano e a apresentacao do teorema de Pitdgoras e
suas aplicacoes no 4° bimestre do 8° ano, bem como o cdlculo de volumes de prismas em geral.
Admitindo-se entao esta proposta, o aluno do perfodo supracitado deverd ter condicoes plenas
para acompanhar a proposta de aula aqui desenvolvida.

O produto notdvel é um quesito de ordem secunddria, uma vez que este se faz demonstrado
aqui, entretanto, seu conhecimento prévio se faz necessario pela diferenca de contexto em que este
é apresentado aqui frente ao que normalmente se apresenta. Neste sentido, este conteido é um dos
primeiros a ser apresentado ao aluno, no 2° bimestre do 8° ano, e reforcado durante o estudo das
equagoes do 2° grau, apresentado no 2° bimestre do 9° ano, e este tempo de maturagao é levado

em conta para esta recontextualizacao.
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Para os contetddos de fisica, o Curriculo do Estado de Sao Paulo [17] propoe ao segundo bimestre
do primeiro ano o ensino das condicoes de equilibrio estatico e dindmico de objetos, em solo, dgua
e ar, de forma que os conceitos de pressao e torque ja foram trabalhados, bem como os principios

da hidrostética e as leis de Newton para o movimento de corpos.

Metodologia

Plano concebido primeiramente como aula demonstrativa, com o professor fazendo uso dos
materiais manipulativos para explanacao, com possibilidades de evolucao para uma aula pratica,
com alunos divididos em grupos, cada qual fazendo uso de um kit. Para o questiondrio que
acompanha a aula, deve-se evitar que as perguntas sejam entregues aos alunos de uma vez ou
que todas as perguntas se encontrem a mostra na lousa. As perguntas dever ser respondidas no
caderno cada uma a sua vez, com respostas elaboradas em um debate conjunto, pois cada pergunta
é feita para se retomar ou evidenciar o conceito necessdrio em determinado ponto da prética de

modo a orientar a reflexao.

Desenvolvimento

Aulas 1 e 2: Experimentacao

Apresenta-se trés recipientes quadrados (base quadrada e mesma altura) de lados desiguais
dispostos de maneira que a jungdao de seus lados formem um tridngulo acutangulo ABC' como

descrito na figura 33.
Pergunta E.1. Qual a condicdo para que estes trés lados formem um tridngulo?
Pergunta E.2. O que significa um tridngulo ser acutingulo? Qual seria a outra possibilidade?

Dois destes recipientes sao preenchidos de foram a terem a mesma altura de coluna d’dgua.
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I

V

Figura 33: Arranjo triangular dos recipientes: T e IT completos, IIT vazio.

Pergunta E.3. Considerando uma altura unitiria, qual o volume dos recipientes I, II e IIT ¢

Em seguida, a dgua dos dois recipientes sao adicionadas e transportadas para o terceiro reci-

piente. Antes de executar este procedimento, tente responder as seguintes perguntas:

Pergunta E.4. O terceiro recipiente comportard toda a dgua? Considerando que o recipiente IIT

deva ter a mesma altura de dgua que os recipientes I e II, haverd falta ou excedente?

Pergunta E.5. Em que condicao as quantias dos recipientes I e II, somadas, equivale ao volume

do recipiente I117

Um recipiente auxiliar em formato retangular, mostrado na figura 34, é tomado de forma que

suas medias sejam a mesma dos lados dos recipientes I e II e com altura igual aos demais.

93



S

Figura 34: Descrigao do recipiente auxiliar e suas medidas em rela¢do ao arranjo inicial.

Toda a dgua serd entao dividida entre o terceiro recipiente e o recipiente auxiliar como apre-

sentado na figura 35.

<>

Figura 35: Recipiente III preenchido totalmente e recipiente auxiliar parcialmente preenchido.

Pergunta E.6. Qual ¢ o volume de dgua que sobra para a caiza auxiliar? Qual a altura de seu

nivel de dgua? Calcule.

Pergunta E.7. Vocé sabe dizer qual o significado matemdtico da altura da marca d’dgua na caiza

auziliar representa? (Mais especificamente, metade desta altura).

Pergunta E.8. Se o tridngulo fosse obtusingulo, sendo C o maior angulo, sobraria dgua ou

faltaria, para a caiza auziliar?
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Aula 3: Definicdo Fisica do Cosseno de um Angulo

Planejada como aula expositiva cldssica, esta visa fundamentar os conceitos apresentados na ex-
perimentagao anterior de maneira a responder as perguntas deixadas anteriormente sem resposta,
cuja funcao, naquele momento, era apenas o de motivar questionamentos.

Retomando-se o conceito do nivel de dgua que resta para a caixa auxiliar, falou-se que o
conceito a ser explorado era o da metade desta altura d’dgua.

A altura da coluna d’dgua da caixa auxiliar é uma medida que depende apenas do angulo de
abertura entre os lados a e b e independe do tamanho de seus lados (vocé saberia explicar o porqué
disso?).

A metade da altura de dgua da caixa auxiliar é a defini¢ao do cosseno do angulo C. Podemos
nos perguntar sobre o porqué de se tomar a metade da altura, como fora mencionado na pergunta
7. O fato é que se partirmos de dois quadrados de lados a e b, estes lados podem originar dois
retangulos de mesma drea, a x b, como representado na figura 36, a qual representa as dimensoes

da caixa auxiliar, com duas configuracoes possiveis.

o
o

Figura 36: Lados dos quadrados originando dois retangulos.

O modelo seguinte permite explorar em mais detalhes os conceitos abordados pelas questoes

6, 7 e 8 da aula anterior.
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Figura 37: Pontos externo, sobre e interno a circunferéncia.

Dada a semicircunferéncia da figura 37, de diametro AB, se tomarmos qualquer ponto sobre
0 arco AAB, este ponto determinard com os pontos A e B um tridngulo retdngulo; qualquer ponto
externo a circunferéncia determinard um tridngulo acutangulo com os pontos A e B e, por ou-
tro lado, qualquer ponto escolhido internamente a circunferéncia determina com a base AB um
tridngulo obtusangulo.

Para maior comodidade visual, tomemos trés pontos (P, Q e R) sobre o segmento DP tal que
DP 1 AB em D, sendo D um ponto qualquer do segmento AB.

Desta forma, o tridngulo AP B é acutangulo, e assim, a soma dos quadrados de seus lados AP

e BP superam o quadrado do lado AB, ou seja, AP® + BQ2 > AB". Sendo o tridngulo AQB

retangulo em (), pelo teorema de Pitdgoras temos que AQQ + BQ2 — AB’ e para o triangulo

interno ARB, obtusangulo em R, a soma dos quadrados de seus lados nao supera o quadrado do

lado AB, de maneira que AR + BR < AB".

Para se convencer de que a metade da altura realmente age como o cosseno de um angulo,
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primeiramente a escrevemos em funcao dos lados do tridngulo ABC da figura 33:

a® +b? — 2
h = —g (87)

Para um triangulo retangulo, temos que a® + b* = 2, de forma que h se torna zero da mesma

forma que cos(90°) = 0. Em se tratando de um tridngulo acutangulo, a® + b* > % ou seja,
a’?+b* —c? >0, e o cosseno de um angulo agudo é positivo. Para um triangulo obtuso, sabemos

que a® + b? < ¢, o que torna h um valor negativo, tal qual o cosseno de um angulo obtuso.

a;? + b2 > c?

a,®> + by? = c?

az? + bs? < ?

Figura 38: Pontos externo, sobre e interno & circunferéncia.

O cosseno se apresenta aqui como um fator de correcao para estas diferéncas de maneira que,

para os trés casos apresentados possam ser reescritos sob uma tinca forma:s:
a? +b? = ¢* + 2a,b; - cos(P)
az + b3 = c + 2azby - cos(Q) (88)
a3 + b5 = ¢ + 2a3bs - cos(R)
Voltando a andlise de sinal apresentada anteriormente para o cosseno, é possivel ver que o

cosseno de P é um numero positivo e, quando somado ao quadrado de ¢, iguala-se & soma de
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quadrados dos outros dois lados do tridngulo APB. Por outro lado, o cosseno de R é um niimero
negativo e ja que o quadrado de ¢ supera a soma de quadrados dos outros dois lados do tridngulo
ARB, o cosseno de R proporcionard a quantia correta a ser retirada de ¢? para se igualar & soma,
de quadrados dos outros dois lados. Para o tridngulo AQ B, sabe-se que este é retangulo em (@),
de forma que cos(@)) = 0 e nenhuma quantia serd acrescida ou reduzida. Neste ponto a soma de
quadrados dos lados se equivale exatamente ao quadadrado da sua base, o que recupera o teorema
de Pitdgoras.

Poderia se dizer que a lei dos cossenos é a prépria forma geral do teorema de Pitdgoras caso

este nao compreendesse uma outra possivel generalizagao. A lei dos cossenos pode ser aplicada

ao tridngulo degenerado ADB de lados AD, DB e AB. Neste caso, o angulo D formado entre as

retas AD e DB ¢ de 180° e assim cos(180°) = —1, ou seja:

~

a? 4+ b* = ¢ + 2ab - cos(D)
a® + b* = ¢* + 2ab - cos(180°)
(89)
a?+b* = c* +2ab- (—1)
a’ +0* = ¢® — 2ab

Para este caso, sabemos que ¢ é a soma dos comprimentos dos lados a e b que, quando subs-

tituidos, apresenta a identidade do quadrado da soma

a’?+b* = (a+b)* — 2ab
(90)
ou (a+0b)?=a®+2ab+V?
mostrando que a lei dos cossenos nao s generaliza o teorema de Pitdgoras, fazendo deste um
caso particular de sua aplicacao, como também se integra ao produto notdvel, de importancia
fundamental dentro da dlgebra.

Ao final desta aula, as questoes 7 e 8 apresentadas ao final da aula anterior devem entao ser

respondidas com maior clareza.
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Aulas 4 e 5: Definicao Fisica para a Lei dos Cossenos

A sequéncia de perguntas desenvolvidas nesta aula, uma demostracao baseada na referéncia
[9], é direcionada para que o aluno demonstre, por si s6, a lei dos cossenos. De acordo com
a proposta desenvolvida nesta dissertacao, esta demonstracao é feita de duas formas distintas,
sendo a primeira parte o desenvolvimento matemaético desta e uma segunda parte envolvendo leis
da fisica. Aqui as perguntas devem ser introduzidas uma a uma de maneira a orientar as discussoes
pontualmente. Alunos podem trabalhar em conjunto ou divididos em grupos menores.

Parte 1) Demonstracao matematica para a Lei dos Cossenos

A aula se inicia com a figura 39 desenhada no quadro e com a introducao da primeira pergunta.

Figura 39: Lei dos cossenos — demonstragao matemética.
Dado um triangulo ABC' qualquer, nao necessariamente retangulo, tome AD como sendo a
altura relativa ao lado BC.
Pergunta E.9. Vocé sabe qual o dngulo formado entre as retas AD e BD?

Pergunta E.10. Vocé sabe determinar o comprimento do segmento AD usando apenas o lado

AC e o dngulo o?

Pergunta E.11. Sabendo que o lado BC mede a, vocé saberia determinar o comprimento BD

usando o comprimento AC e o dngulo o?
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Pergunta E.12. Qual o comprimento do segmento BD em termos do dngulo o?

Pergunta E.13. O que vocé pode afirmar sobre o tridingulo ADB? Qual teorema € vdlido para

ele?
Pergunta E.14. Demonstre a lei dos cossenos.

Ao final, deve ser proposto aos alunos para escrever as outras formas possiveis de escrita da
relacao, uma vez que a permuta de termos nao ¢é possivel quando de usa o teorema de Pitagoras,

de maneira que a lei dos cossenos assume uma forma mais geral:

~

a® = b* + ¢ — 2bccos(A)
b’ = a® + & — 2ac cos(g) (91)

2 = a2+ b2 — 2abcos(C)

Parte 2) Demonstragao Fisica para a Lei dos Cossenos:

Esta aula apresenta a mesma sistemdtica de pergunta e resposta feitas na primeira parte. Da
mesma maneira que as perguntas anteriores servem de base para as vindouras, a primeira parte
deste conjunto de aulas visa introduzir a dindmica de pensamento que serd requisitada para esta
segunda parte.

A figura 40 descreve um aquédrio no formato de um prisma de base triangular, nao necessaria-

mente um tridngulo retangulo, com nivel d’dgua a uma altura h.
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Figura 40: Lei dos cossenos — demonstragao fisica.

Mesmo se tratando de um material que possa ser construido fisicamente, seus lados sao nome-

ados genericamente por a, b e c. Pode-se supor, sem perda de generalidade, que a > b > c.

Pergunta E.15. Qual a definicao de pressio? Baseada na defini¢cdo, como sdo as forcas que

atuam em cada uma das faces do aqudrio?

Pergunta E.16. Algum dos lados resiste a uma forga maior que os outros? Qual seria esse lado

e por qué?

Pergunta E.17. O que vocé pode falar sobre a soma destas for¢as?

Pergunta E.18. O que é o momento de uma for¢a? Quais seriam os momentos das forcas de

pressao nas faces do aqudrio?

Pergunta E.19. Se o somatorio de todas as forcas € zero, entdo o torque total é zero?

Pergunta E.20. Calcule a soma dos torques e demonstre a lei dos cossenos.
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Aula 6 - Fechamento: Fisica x Matemadtica

Para as perguntas anteriores, a figura do professor se faz necessaria para dar o direcionamento
correto de raciocinio aos alunos e orientar em outras questoes as quais se pressupoem ainda fora
da capacidade dos mesmos. As préximas perguntas seguem em tom avaliativo, com uma menor
intervencao do professor. Nesta atividade, que pode ser feita em grupos de 3 a 5 alunos, as trés

perguntas seguintes sao propostas em conjunto.

I - Qual o conceito fundamental envolvido na demonstragao matemdtica da lei dos cossenos?
IT - Na demonstr¢ao fisica, qual é o conceito fundamental usado?

III - Na sua opiniao, a lei dos cossenos é um teorema fisico ou matematico?

Os passos demonstrativos podem se apresentar aos alunos, de primeira vista, muito confusos, e
assim esta atividade propoe hierarquizar os passos entre ideia-chave e passos auxiliares, levando a
um pessamento mais estruturado. Ao final, o professor deve comparar as respostas de cada grupo,
expondo-as a todos e direcionar a percepcao dos alunos para o fato de que, para a demonstracao
matemadtica, esta se fundamenta em particionar, ou decompor, um triangulo qualquer, de modo
que este possa ser usado no teorema de Pitdgoras, ja a demonstracao fisica baseia-se na terceira lei
de Newton quando afirma que, para um corpo em equilibrio, a soma dos torques causados pelas
forcas atuantes sobre o corpo é zero.

Estailtima questao é amparada entre as competéncias linguisticas defendidas pelos Parametros
Curriculares, de forma que a producao textual deve ser estimulada. Esta aponta para uma reflexao
entre os limites da Fisica e da Matemadtica, mostrando que a compreensao das figuras geométricas
pode se refletir na configuracao de forcas e sua distrubuicao sobre um determinado objeto com um
formato préximo. Pode-se pensar, por outro lado, que a andlise de entidades fisicas como pressao,
forcas e torques em recipientes com formatos distintos pode levar a novos entendimentos sobre
estas figuras geométricas e, consequentemente, novos teoremas matematicos. Outro aspecto que

pode ser levantado é o cardter excessivamente abstrato da matematica que, por vezes, parece fugir
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da aplicabilidade ao mundo pratico, todavia, experimentos praticos podem induzir a raciocinios

mais abstratos e depender do rigor desta linguagem para convalidar suas premissas.

Trabalho avaliativo:

Assentadas as principais ideias das demonstracoes, pode ser pedido que os alunos apliquem as
mesmas para o tridngulo de dngulo obtuso, as quais nao foram abordados na atividade, tanto para
demonstracao fisica quanto matemaética. Uma tarefa que pode ser feita em grupo e apresentado

por estes para a sala.
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F Questoes Respondidas e Comentarios ao Professor

Aulas 1 e 2:
1) Qual a condigao para que estes trés lados formem um triangulo?
Antes de iniciar a sequéncia diddtica, a primeira questao chama a atencao para a condicao de

existéncia de tridngulos e que os lados dos recipientes quadrados devem também obedecer, assim:

a<b+c
b<a+c
c<a+b
Ao se chegar na equagao (87), o aluno deve perceber que os niimeros que surgem como coeficientes

nao sio aleatorios.

2) O que significa o tridngulo ser acutangulo? Qual seria a outra possibilidade?

Este experimento se assemelha muito aos efetuados com tridngulos retangulos no intuito de
“provar” o teorema de Pitdgoras, principalmente as figuras 33, 34 e 35. A segunda pergunta tem
este papel de atentar para esta diferenca. As demais perguntas farao direcionamentos para os casos
retangulo e obtusdngulo de tal forma que estas primeiras questoes nao sao, de fato, avaliativas,

servindo apenas como preparacao as vindouras.

3) Considerando uma altura unitaria, qual o volume dos recipientes I, 1T e III?
Volume do prisma é dado por V' = Ay-h, sendo A, a drea de sua base e h sua altura. Tomando-se

h =1, cada volume se torna numericamente igual a drea de sua base, assim:

Vi=(a-a) -h2ad?
Vflz(b'b>'héb2

Virr=(c-¢c)-h=c?
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Respostas devem ser algébricas, sem se efetuar medidas volumétricas reais de maneira a nao

influenciar o levantamento de hipéteses da pergunta 4.

4) O terceiro recipiente comportard toda a dgua? Considerando que o recipiente III deva ter a
mesma altura de dgua que os recipientes I e II, haverd falta ou excesso?
Antes do experimento, o aluno pode nao ter condi¢oes de responder a esta pergunta, mas é

importante que este formule hipéteses antes da verificacao.

5) Em que condi¢do as quantias dos recipientes I e II, somadas, equivalem ao volume do
recipiente T117

Pergunta feita em auxilio a pergunta 4. O aluno deve aqui se lembrar do teorema de Pitdgoras
e que, caso o angulo entre as retas a e b seja de 90°, as dreas (e consequentemente o volume) serao

equivalentes e apenas neste caso. A pergunta 2 tem a finalidade de ressaltar este aspecto.

6) Qual é o volume de dgua que sobra para a caixa auxiliar? Qual a altura de seu nivel de
dgua? Calcule.

Volume de dgua da caixa auxiliar:
Vaux:‘/}+‘/}]_‘/}fl :a2+b2_02
Célculo do nivel de dgua:
Vawe = Ap-h=1(a-b)-h

dado que seu volume é conhecido, o nivel de dgua fica determinado igualando-se os volumes das
expressoes anteriores, e assim:
a’+b* — ¢?
h=——7—
a-b
7) Vocé sabe dizer qual o significado matematico da altura da marca d’dgua na caixa auxiliar
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representa? (Mais especificamente, metade desta altura).

Uma questao muito mais retérica que propriamente avaliativa. Sua funcao é de chamar a
atencao do aluno para o cdlculo anterior pois deste resultara a conceituacao central do experi-
mento. Nao é de se esperar que o aluno responda esta questao neste momento, entretanto, o
questionamento deve sim ser feito neste ponto. De fato, a altura h estd, de certa forma, medindo

o afastamento do angulo C em relagao ao angulo reto.

8) Se o triangulo fosse obtusangulo, sendo C' o maior angulo, sobraria dgua ou faltaria, para a
caixa auxiliar?

Esta pergunta tem a funcdo de auxiliar no levantamento de hipéteses para a pergunta 7. A
pergunta 2 deixa o aluno ciente de que se estda trabalhando com um angulo agudo, a pergunta 5
retoma o caso reto, para o qual nao existe excedente para a caixa auxiliar. Seguindo este principio,
é de se esperar que, para um angulo obtuso, a soma dos contetidos nao seja suficiente para se encher
a terceira caixa ao mesmo nivel das outras. Outro caminho é pensar que um aumento no angulo

C' leva a uma diminui¢ao dos comprimentos a e b em relagao ao lado c.

Aula 3:

Menciona-se, nesta aula, que o nivel de dgua depende apenas do angulo de abertura do
tridngulo, mas nao do comprimento de seus lados, de fato, as dimensdes da caixa auxiliar tem
essa funcao de normalizacao, por isso feita em funcao das dimensoes originais do tridngulo consi-
derado. Caso o trabalho seja desenvolvido com mais de um kit, dois tridngulos semelhantes podem

ser usados para constatacao deste fato.

Aulas 4 e 5:
Parte 1)

9) Vocé sabe qual o angulo formado entre as retas AD e BD?
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O aluno deve atentar aqui para o fato de que o segmento AD é uma altura relativa ao segmento
BC' e, por isso, o angulo mencionado é de 90°. Posteriormente serd requisitado que o aluno aplique
o teorema de Pitdgoras no triangulo ABD e assim essa pergunta visa garantir a condig¢ao de

aplicabilidade deste e ainda embasa a questao 10.

10) Vocé sabe determinar o comprimento do segmento AD usando apenas o lado AC' e o angulo
a?

O requisito de trigonometria bdsica é necessdrio neste ponto. A resposta & pergunta 9 garante
que os triangulos ABD e ACD sao retangulos em D e assim podem ser aplicadas as relacoes
trigonométricas para o tridngulo retangulo. O segmento AD fica determinado pela relacio “seno”,
ou seja:

AD = AC -sin(a) = b - sin(a)

11) Sabendo que o lado BC mede a, vocé saberia determinar o comprimento BD usando o

comprimento do segmento AC' e o angulo a?

12) Qual o comprimento do segmento BD em termos do dngulo a?
Um questionamento mais complexo uma vez que esta é uma medida indireta e o aluno deve
determinar o comprimento C'D, da mesma forma como pedido na questao anterior, e subtrair este

do comprimento BC"

BD =BC —CD =a—b-cos(«)

13) O que vocé pode afirmar sobre o tridngulo ADB? Qual teorema é vélido para ele?
Mais que responder esta pergunta, uma revisao das iltimas questoes deve ser coordenada neste
parte. Partindo-se de um tridngulo ABC qualquer, o tragado de uma de suas alturas determina

internamente dois tridngulos retangulos. As medidas do primeiro tridngulo, o que contém o angulo
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especificado, sao usadas para se determinar as dimensoes do segundo tridngulo e estas usadas junto

ao teorema de Pitagoras.

14) Demonstre a lei dos cossenos.
Concatenando-se as questoes anteriores, pela aplicagao direta do teorema de Pitagoras ao

tridngulo retdngulo ABD, segue que:

AB* = AD’ + BD’
? = (b-sina)*+ (a — beosa)?
¢ = b%sin® a + (a® — 2abcos a + b? cos? a)
c? = b%(sin® a + cos? a) + a® — 2abcos
2 = a®+ b* — 2abcos «
Neste procedimento utiliza-se também a relacao fundamental da trigonometria, consequéncia

direta do teorema de Pitdgoras.

Parte 2)
15) Qual a defini¢ao de pressao? Baseada na definicao, qual é a forca que atua em cada uma
das faces do aquédrio?

A pressao é definida como a relacao entre forca e drea:

P=_
A

Neste sentido, a forca que atua em cada face é dada pelo produto da pressao da dgua pela drea de
cada face e assim:

F=P-A
Desta forma, a cada face é aplicada uma for¢a proporcional a sua drea (molhada). Sendo cada
face um retangulo e o nivel d’dgua a uma altura h, entao a forca em cada face é proporcional ao

comprimento de seu lado, ou seja:
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F,=P-h-a
Fy,b=P-h-b

F.=P-h-c

16) Algum dos lados resiste a uma for¢a maior que os outros? Qual seria esse lado e por qué?

Importante notar que mesmo a pressao sendo a mesma para as trés faces, estas resistem a
forcas distintas.

Durante esta transicao entre a Matematica e a Fisica, o conceito de proporcionalidade nao pode
se perder. Se por um lado os comprimentos de um tridngulo podem ser ordenados como a > b > ¢
entao a intensidade das forcas devem obedecer a mesma ordenacao, ou seja, F, > F, > F.. Ao
discutir se existe uma maior forca, nao sé o conceito de menor deve juntamente surgir, como o
préprio conceito de ordenacao, que pode por vezes se perder quando se trabalha com coeficientes

em lugar de nimeros.

17) O que vocé pode falar sobre a soma destas forgas?

Aqui, a terceira lei de Newton deve ser retomada. A soma de todas as for¢as que atuam sobre
um corpo é igual ao produdo da massa m pela aceleracao a deste corpo, isto é, F' =m -a. O fato
de se preencher o aqudario com agua, em condicdes estaciondrias, nao pode fazer com que este se
movimente e, mesmo que exista uma for¢a maior que as outras, esta nao pode superar a soma
vetorial das demais. Assim:

Fa+Fb+Fc:m'a/:0

18) O que é o momento de uma for¢a? Qual seriam os momentos das forgas de pressdo nas
faces do aqudrio?

Segue-se aqui o desenvolvimento feito no tépico 3.1 para a lei dos cossenos. Deve-se destacar
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aqui que a intensidade de cada forca é substuida pelo comprimento respectivo de cada face por
serem proporcionais, todavia, o comprimento é dado em b metros, por exemplo, e a intesidade da
forca que atua sobre esta face é de b newtons, ou outra unidade de medida de forca.

Deve-se atentar também para o conceito erréoneo de se tomar a distancia do vértice ao ponto
de aplicacao da forga, no caso a distdncia do vértice B ao centro geométrico da face b. O conceito
de forgca em fisica estd para o conceito de reta em matemadtica e assim esta distancia é calculada
com o conceito de distdncia de um ponto a reta, ou seja, do ponto B & linha de acao da forca de

pressao sobre a face b.

19) Se o somatdério de todas as forgas é zero, entao o torque total é zero?
Esta pergunta faz contraponto & pergunta 17, visando um aprofundamento no conceito fisico.
A figura 41 mostra um exemplo em que a soma das forcas atuantes sobre a barra é zero, mas este

corpo tem um tendéncia de giro, ou seja, um momento distinto de zero.

F
—
O wm
—F 5

Figura 41: Soma de forcas igual a zero com momento distinto de zero.

Nao h& problemas para o caso do aquério considerado na figura 40 pois este ndo se movimenta
para qualquer direcao e também nao gira, assim as equagoes de momento podem ser aplicadas

com seguranca.

20) Calcule a soma dos torques e demonstre a lei dos cossenos.

Vide topico 3.1, equacoes de 33 a 35.
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