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“Poderosa é a geometria; unida a arte, irresistivel.”

(Euripedes, século 5 a.C.)

“A vida é boa tao somente por dois motivos: descobrir
matematica e ensinar matematica.”

(Siméon Denis Poisson)



Resumo

Comumente utilizamos o Principio de Cavalieri para calculo de areas de figuras planas e
de volumes de so6lidos. Neste trabalho, apresenta-se um pouco da histéria da Matemaética,
das areas de algumas figuras planas, do Principio de Cavalieri, das demonstragoes dos
solidos estudados na Educacao Basica, utilizando como base as ideias intuitivas do volume
de um paralelepipedo reto e o Principio de Cavalieri. Finalmente concluiremos com alguns
problemas propostos para a aplicagao do Principio de Cavalieri com areas e volumes de
figuras geométricas, nas quais se deseja mostrar a importancia deste Principio no estudo

de Matemaética.

Palavras-chave: Area. Volume. Principio de Cavalieri.



Abstract

Commonly used Cavalieri principle for calculating the areas of flat figures and volumes
of solids. In this paper, we present some of the history of mathematics, areas of some plane
figures, the Cavalieri principle, the solid demos studied in basic education, using as a basis
the intuitive ideas of the volume of a right parallelepiped and the principle of Cavalieri .
Finally we conclude with some issues proposed for the application of Cavalieri’s principle
with areas and volumes of geometric figures, in which you want to show the importance

of this principle in the study of mathematics.

Keywords: Area. Volume. Principle of Cavalieri.
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Introducao

E com bastante frequéncia que nos depararmos com livros do ensino fundamental e
ensino médio com a presenca de alguns assuntos sem uma justificativa coesa, o que as
vezes faz com que a matemaética se torne fatidica e para muitos, um pesar. Alguns desses
assuntos que podemos apresentar é o calculo das areas e de volumes de sélidos.

Por meio deste trabalho, queremos refutar e tirar esse pensamento sobre a matemética,
mostrando justificativas para um bom entendimento das areas e dos volumes. Para isso
usaremos o Principio de Cavalieri, mostrando intuitivamente uma férmula para o célculo
do volume de alguns sélidos. Mesmo sendo considerado um axioma, podemos fazer uma
demonstragao utilizando técnicas mais avangadas do Célculo Diferencial e Integral, (desde
que os solidos nao sejam muito complexos).

Inicialmente, no capitulo 1 faremos uma breve contextualizacao historica da geometria
e comentando um pouco da vida e dos feitos de Bonaventura Cavalieri. Em seguida fala-
remos um pouco sobre as areas de algumas figuras planas, explanado no capitulo 2, ja no
capitulo 3, trataremos inicialmente do volume do paralelepipedo, e depois, enunciaremos
o Principio de Cavalieri, fazendo algumas aplicagoes para determinar intuitivamente o
volume de sélidos tais como os primas, as piramides, os cilindros, os cones e as esferas.
No capitulo 4, mostraremos problemas em que serao utilizadas outras aplicagoes deste tao
belo Principio que nos auxilia em diversos céalculos de areas e volumes de sélidos. E no
capitulo 5, seguem as consideragoes finais deste trabalho, mostrando a importancia das

demonstragoes das formulas e nao apenas as “regrinhas pronta’.



1 Breve Contextualizacao Histoérica de

Volumes

Comumente nos deparamos com alguns comentarios que a geometria surgiu as bordas
do Nilo, devido as enchentes e & necessidade de medir a area das terras a serem redis-
tribuidas entre aqueles que haviam sofrido prejuizos. Esta hipdtese tem sua origem nos
escritos de Herddoto:

[Quando das inundagdes do Nilo,| o rei Sésostris enviava pessoas para inspeci-
onar o terreno e medir a diminui¢gao dos mesmos para atribuir ao homem uma
redugdo proporcional de impostos. Af estd, creio eu, a origem da geometria

que migrou, mais tarde, para a Grécia.(Her6doto, Oeuvres complétes II 109,
p.183).

Por outro lado, Aristoteles afirma que a Matematica surgiu

[...] em lugares nos quais as pessoas dispunham de lazer. Esta é a razéo de a
Matematica ter surgido primeiro no Egito; pois ai a casta dos sacerdotes tinha
permissao para desfrutar de lazer. (Aristoteles, Metafisica, 981b20-25, apud
[75], pp. 258-259.)

A histéria tradicional nos conta que um dos primeiros matematicos gregos foi Tales de
Mileto, que teria vivido nos séculos VII e VI a.C. e sido ifluenciado pelos mesopotamicos
e egipcios. Diz-se que um de seus feitos teria sido, justamente, o calculo da altura de
uma das piramides do Egito, a partir da semelhanca entre, por um lado, a relagao desta
altura com sua sombra e, por outro, a relagao de sua propria altura com sua propria
sombra. A Matematica pitagorica, datada da primeira metade do século V a.C., teria
feito a transicao entre as épocas de Tales e Euclides.

Com Euclides, a Matematica na Grécia parece ter adquirido uma configuracao par-
ticular, passando a empregar enunciados geométricos gerais, que nao envolvem somente
procedimentos de medida. Os Elementos de Euclides representam, neste contexto, o
resultado dos esforcos de formalizacao da Matematica para apresentar uma geometria

consistente e unificada que valesse para grandezas quaisquer, fossem elas comensuraveis

13
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Bonaventura Cavalieri
(Colegao David Smith)

Figura 1.1: Bonaventura Cavalieri

ou incomensuraveis. Entao surgiram muitos pensadores que deram sua contribui¢ao na
Matematica, entre eles Bonaventura Cavalieri.

Nascido no ano de 1598 em Milao, Bonaventura Cavalieri se tornou jesuado aos 15
anos, aluno de Galileu e atuou como professor de matematica da Universidade de Bolonha
de 1629 até 1647, ano de sua morte. Sua participacao na Matematica foi muito grande,
na sua maior parte foi o responsével pela introducao, logo, dos logaritmos na Europa o
que fez dele um matematico bastante influente. Mas a obra que mais o fez chegar no seu
apice, alids sua grande contribuicao a matemética, é o tratado Geometria indivisibilibus,
publicado em sua versao inicial no ano de 1635. Nesse trabalho ele apresenta seu método
dos indivisiveis, cujas raizes remontam a Democrito (c. 410 a.C.) e Arquimedes (c. 287-
212 a.C.) mas cuja motivagao direta talvez se encontre nas tentativas de Kepler de achar
certas areas e certos volumes. O tratado de Cavalieri por ser pouco claro, ficava dificil
descobrir o que ele entendia por “indivisivel”.

Tudo indica que um indivisivel de uma porcao plana dada é uma corda dessa porcao
e um indivisivel de um sélido dado é uma seccao desse solido. Considera-se que uma
porcao plana seja formada de uma infinidade de cordas paralelas e que um soélido seja
formado de uma infinidade de seccoes planas paralelas. Entao, argumentava Cavalieri,
fazendo-se deslizar cada um dos elementos do conjunto das cordas paralelas de uma por-
¢ao plana dada ao longo de seu proprio eixo, de modo que as extremidades das cordas
ainda descrevam um contorno continuo, a area da nova porcao plana ¢é igual a da original,
uma vez que ambas sao formadas das mesmas cordas. Um procedimento analogo com
os elementos do conjunto das secc¢oes planas paralelas de um sélido dado fornecera um
outro sélido com o mesmo volume do original. (Este tltimo resultado pode ser ilustrado
claramente formando-se uma pilha vertical de cartas e depois deformando suas laterais

transformando-as em superficies curvas; o volume evidentemente nao se altera com essa
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deformagao.) Esses resultados, ligeiramente generalizados, fornecem os chamados princi-
pios de Cavalieri, que mostraremos nesse trabalho.

Os principios de Cavalieri representam ferramentas poderosas para o calculo de areas
e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode facilmente tornar-se rigorosa com o cal-
culo integral moderno. Com a aceitagao desses principios como evidentes, intuitivamente,
podem-se resolver muitos problemas de mensuracao que normalmente requereriam técni-
cas avancadas de calculo.

A nebulosa concepcao de indivisivel de Cavalieri, como uma espécie de parte atémica
de uma figura, suscitou muita discussao e criticas sérias de alguns estudiosos do assunto,
em particular do ourives e matemaético suigo Paul Guldin (1577-1642). Cavalieri remo-
delou seu trabalho na expectativa va de levantar essas obje¢oes. O matematico francés
Roberval, que manipulou com muita habilidade o método, proclamou-se seu inventor. Na
verdade o método dos indivisiveis, ou outros equivalentes a ele, foram efetivamente usados
por Torricelli, Fermat, Pascal, Saint-Vincent, Barrow e outros.

A partir do préximo capitulo, falaremos de assuntos bésicos que nos ajudarao a com-

preender o Principio de Cavalieri, bem como sua aplica¢cao em situacoes problemas.



2 Nocoes Fundamentais de Area

Apobs a exposicao dos aspectos principais relacionados ao contexto histérico que cinge
os Principios de Cavalieri, serao estabelecidas neste capitulo, primordialmente, as formulas
para as areas das figuras geométricas mais conhecidas, possibilitando uma revisao teérica
do assunto em questao no ambito do Ensino Médio de maneira a ir ao encontro do que
nos dizem os PCNs [4]:

“Quanto ao trabalho com comprimentos, areas e volumes, considera-se impor-
tante que o aluno consiga perceber os processos que levam ao estabelecimento

das formulas, evitando-se a sua simples apresentacao.”

2.1 Area do quadrado

O quadrado é o quadrilatero que tem os quatro lados iguais e os quatro angulos retos.
Convencionamos tomar como unidade de drea um quadrado cujo lado mede uma unidade
de comprimento. Ele sera chamado o quadrado unitdrio.

Qualquer quadrado cujo lado meca 1 tera, por definicao, area igual a 1. Um quadrado
@ cujo lado tem por medida o ntimero inteiro n pode ser decomposto, por meio de paralelas
aos seus lados, em n quadrados justapostos, cada um deles com lado unitério e portanto

com area 1. Segue-se que o quadrado ) deve ter area n’.

O

Figura 2.1: Quadrado de lado 6, decomposto em 6% = 36.

De modo analogo, se o lado de um quadrado @ tem por medida 1/n, onde n ¢é inteiro,
entdo o quadrado unitério se decompde, mediante paralelas aos seus lados, em n? justapos-

tos, todos congruentes a Q. Estes n? quadrados congruentes a () compondo um quadrado

16



Area do quadrado 17

de area 1, segue-se que a area de @) deve satisfazer a condicdo n? - (drea de Q) = 1 e,
portanto, area de Q = 1/n?.

Mais geralmente, se o lado de um quadrado () tem por medida o ntmero racional
m/n, entdao podemos decompor cada lado de () em m segmentos, cada um dos quais tem
comprimento 1/n. Tragando paralelas aos lados de () a partir dos pontos de divisao,
obtemos uma decomposi¢ao de @ em m quadrados, cada um dos quais tem lado 1/n.
Portanto, a 4rea de cada um desses quadrados menores é 1/n?. Segue-se que a area de

deve ser

ou seja,

n

Podemos entao concluir que a area de um quadrado () cujo lado tem para medida um

namero racional a = m/n é dada pela expressao:
) _ 2
area de Q) = a”.

Mas existem quadrados cujos lados sdo incomensuraveis com o segmento unitario. Seja

Q um desses: o lado de ) tem por medida o niumero irracional a. Mostraremos agora

que, ainda neste caso, devemos ter area de Q = a?.

Raciocinaremos de modo indireto, ou seja, usaremos o método da exaustio'. Seja b

2

um numero tal que b < a®. Tomamos um numero racional r tal que Vb <r<a (ver

justificativa no Apéndice B). Assim, b < 7 < a®.

Y

YO O O 9 9 D 00 P 0 0% %% %%
AR
'.0‘0‘0‘0’0’0‘0 9:9,9.9:9.9:9:9%%

Figura 2.2: Quadrado de lado r contido no quadrado @, de lado a. Logo r* < area de Q.
Como Vb < r, temos b < r* < area de Q.

"Método atribuido a Eudoxio, que consiste em provar uma formula mostrando que a desigualdade é
impossivel.



Area do retangulo 18

No interior de @, tomamos um quadrado @’ de lado r. Como r é racional, a &rea
deste quadrado é 2. Como Q' esta contido no interior de ), devemos ter area de Q' <
area de Q, ou seja, 12 < area de ). Mas sabemos que b < a?. Conclusdo: b < area de Q.
Assim, todo ntimero real b, inferior a a?, é também menor do que a area de ). Da mesma
maneira se prova que todo namero real ¢, maior do que a?, é maior do que a area de Q.
Logo, a area de Q nao pode ser menor nem maior do que a”. Por exclusdo, deve-se entéo
ter area de QQ = a.

Concluimos, desta maneira, que a area de um quadrado @), cujo lado mede a, deve ser

expressa pela formula

area de Q = a’.

2.2 Area do retangulo

Consideremos agora a éarea do retangulo. O retdngulo é o quadrilatero que tem os
quatro angulos retos.

Se os lados de um retangulo R tém por medidas os niimeros inteiros m e n, entao,
mediante paralelas aos lados, podemos decompor R em mn quadrados unitarios, de modo

que se deve ter area de R =m - n.

Figura 2.3: Retangulo R, cujos lados medem 5 e 8, subdividido em 5 - 8 = 40 quadrados
unitarios. Tem-se drea de R = 8 -5 = 40.

Mais geralmente, se os lados do retangulo R tém como medidas dois nimeros racionais
a e b, podemos escrever estes nimeros como duas fragoes a = p/q e b = r/q, com o mesmo
denominador ¢g. Dividimos cada lado de R em segmentos de comprimento 1/¢g. O lado que
mede a ficard decomposto em p segmentos justapostos, cada um deles medindo 1/¢. O
lado que mede b ficara subdividido em r segmentos iguais, de comprimento 1/q. Tragando
paralelas aos lados a partir dos pontos de subdivisao, o retangulo R ficard subdividido
em pr quadrados, cada um deles de lado 1/¢. A area de cada um desses quadradinhos é

1\* 1
(—) == Logo a érea de R devera ser igual a
q q

I pr p
(p’T)'—QZ—Zg'

.,
@ ¢ q’

ou seja, area de R = a - b.



Area do retangulo 19

Vemos assim que, quando os lados de um retangulo R tém por medidas os nimeros

racionais a e b, a drea de R é expressa pela formula:
area de R=a-b.

Diz-se, entao, que a area do retangulo é o produto da base pela altura.

Isto foi mostrado apenas quando a e b sao niimeros racionais, mas é uma féormula geral,
valida mesmo que os nimeros a e b sejam irracionais (ou um deles seja racional e o outro
irracional).

Para tratar o caso em que a e b sao ambos irracionais, poderiamos usar o método da
exautao, de forma anédloga ao raciocinio empregado para deduzir a férmula para a area
do quadrado. Em vez disso, entretanto, podemos usar um artificio simples e elegante,
fazendo recair a area do retangulo na area do quadrado. Procedendo assim, ficamos
inclusive dispensados de considerar separadamente o caso em que a base e a altura do

retangulo tém medidas racionais.

Q

Figura 2.4: O quadrado @) contém dois retangulos iguais a R mais um quadrado de lado
a e outro de lado b.

Dado o retangulo R, de base b e altura a, construimos o quadrado @), de lado a + b,
o qual contém duas copias de R e mais dois quadrados, um de lado a e outro de lado b.

Como sabemos,
drea de Q = (a + b)* = a* + 2ab + V*.

Por outro lado, como os quadrados menores tém areas iguais a a e b?, respectivamente,

temos
drea de Q = a®> +b* + 2 - (area de R).

Segue-se que area de R = ab.
Existe ainda uma outra maneira de se obter a formula da area do retangulo. Ela nao

requer que se calcule primeiro a area do quadrado. De fato, indiquemos com V' (a,b) a
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area de um retangulo cuja base mede a e cuja altura mede b. Pelo Teorema Fundamental
da Proporcionalidade (ver demonstrac¢ao no apéndice A), para todo nimero real positivo

n, temos
A(n-a,b) = A(a,n-b) =n- Aa,b).
Portanto,
A(a,b) = A(a-1,b) =a-A(1,b) =a-A(1,b-1)=a-b- A(1,1) =a- b,

pois A(1,1) =1 é a area do quadrado de lado 1.

2.3 Area do paralelogramo, do triangulo e do trapézio

Da érea do triangulo, obtém-se facilmente para a érea do paralelogramo. Um parale-
logramo é um quadrilatero no qual os lados opostos sao paralelos.

Quando se toma um lado do paralelogramo como base, chama-se altura do parale-
logramo a um segmento de perpendicular que liga a base ao lado oposto (ou ao seu
prolongamento).

Seja ABDC' um paralelogramo, cuja area S queremos calcular, sabendo que sua base

AB tem comprimento b e sua altura DFE tem comprimento a (distancia entre as retas AB

e CD).

F C D
S a
b c . c
A B E

Figura 2.5: O retangulo AEDF ¢é formado pelo paralelogramo de area S mais dois trian-
gulos que formam um retangulo de base ¢ e altura a.

O paralelogramo ABDC' esta contido num retangulo de base b + ¢ e altura a. Como
vimos, a area desse retangulo ¢ (b+ ¢)a = ba + ca. Por outro lado, o retangulo ¢ formado
pelo paralelogramo dado mais dois tridngulos que, juntos, formam um retangulo de area
ca. Portanto, ba + ca = S + ca, donde S = ba.

Assim, a area de um paralelogramo é igual ao produto do comprimento de qualquer
uma de suas bases pelo comprimento da altura correspondente.

Da area do paralelogramo, passa-se imediatamente para a érea do triangulo, pois todo

triangulo é a metade de um paralelogramo.
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Mais precisamente, dado um triangulo ABC, cuja area desejamos calcular, tracamos,
pelos vértices C' e B, respectivamente, paralelas aos lados AB e AC. Estas retas se
encontram no ponto D e fornecem um paralelogramo ABDC. Tomemos a altura C'E
deste paralelogramo. Se AB = b e C'E = a, sabemos que a area de ABDC' = ba. Ora, os
triangulos ABC e BC'D sao congruentes (tém um lado comum compreendido entre dois
angulos iguais), logo tém a mesma base. Portanto, area de ABDC = 2 - (area de ABC)

e, por conseguinte,
1

area de ABC = §b - Q.

Isto se exprime dizendo que a area de um triangulo ¢ a metade do produto de uma
base pela altura correspondente.

Para um poligono qualquer, o processo de calcular sua area consiste em subdividi-lo
em triangulos, paralelogramos ou quaisquer outras figuras cujas areas sabemos calcular.
A érea do poligono procurada sera a soma das areas das figuras em que o decompusemos.

Por exemplo, seja ABDC' um trapézio. Isto significa que AB e C'D sao paralelos.

Escrevamos AB = by, CD = by, e chamamos de a a distancia entre as paralelas AB
e CD, isto é, o comprimento de qualquer perpendicular ligando um ponto da reta AB a
um ponto da reta C'D.

c D

|
|
|
|
a |
|
|
|

1

A B

Figura 2.6: O trapézio ABDC' decomposto nos triangulos ABD e ACD.

A diagonal AD decompde o trapézio nos triangulos ABD e AC'D, com bases by e b,
respectivamente, e mesma altura a. A area do trapézio ABDC é a soma das areas desses
dois triangulos, logo

éreadeABDC:%l)l+%b2:@-a

Assim, a area do trapézio é igual a semissoma das bases vezes a altura.

2.4 Razao entre areas de dois triangulos semelhantes

Se ABC e A'B'C’ sao dois triangulos semelhantes na razao k, de ABC para A'B'C’,

entdo a razdo entre suas areas, A(ABC) e A(A'B'C"), respectivamente, ¢ igual a k*, ou
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seja,
A(ABO)
i S — 2.1
A(ABICY (2.1)
Com efeito, sendo BC = a, B'C’ =a' e h e h' as alturas de ABC e A'B'C’, respecti-
h
vamente, relativas a BC e B'C’, temos 2/ = = k. Dai
a
ah

A(ABC) 9 ah  kd kN _ g2
AApcry dhah o ah
2

2.5 Razao entre areas de dois poligonos semelhantes

Sejam Ay AsA;3... A, e AJALAL ... Al dois poligonos convexos semelhantes, isto é, po-
ligonos que possuem os mesmos angulos e os lados correspondentes proporcionais. Sendo
k a razao de semelhanga de A;AA;z... A, e AJAAL ... Al

n

nessa ordem, mostraremos
que a razao entre suas areas, A(A142A4;3... A,) e A(AJALAS ... A)), respectivamente, é

igual a k?, ou seja,

A(A 1 AsAs ... Ay)
A(ATALAL A

Com efeito, particionando o poligono A;A3A;... A, em (n — 2) tridngulos, respecti-

= k> (2.2)

vamente semelhantes aos (n — 2) tridngulos que formam o poligono A} A3 A% ... Al | temos

AQAS A3A4
A1 Ay Az ~ AL AL A =k, AjA3Ay ~ A[ALA] =k,...
AjAn 1 Apo ~ ALA, A, = i e P
T AL AL

Pondo A(AlAgAg) = 51, A(A1A3A4) = S9, ..., A(AlAn—lAn—Z) = Sp—2¢€ A(AIIAIQAQ) =
sy, A(ATASAY) = sh, ... A(ATA] (Al ) =5 5, seguede (2.1) que S—f =k* =5 = k*s),
Sy
parai=1,2,3,..., (n—2).

Entao,

A(A1A2A3An) . S1+S9+ ...+ 8,9
A(ATALAL A T St sh+ .. +s
K- sh +k?-sh+...+ k-8,

= ! / / :kQ'
ST+ S+ ...+ 5, 9

2.6 Area do circulo

Como dois circulos quaisquer sao figuras semelhantes, segue que a razao entre suas
areas ¢ a razao entre de semelhanca ao quadrado, ou seja, ¢é igual a razao entre seus raios

ao quadrado. Assim, area de um circulo de raio r é r? vezes a area do circulo de raio 1.
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Indicaremos, como é tradicional, com a letra grega 7 a area do circulo de raio 1. Entao,

a area A de um circulo de raio r é dada pela férmula
A =nr?,

onde o niamero 7 é, por defini¢ao, a drea de um circulo de raio 1.
O teorema seguinte diz que, no caso particular do circulo, podemos caracterizar sua
area como o limite das areas dos poligonos regulares nele inscritos (ou circunscritos)

quando o nimero de lados cresce indefinidamente.

Teorema 2.1. A drea do circulo é o nimero real cujas aprorimacoes por falta sao as
dreas dos poligonos requlares nele inscritos e cujas aproximagoes por ercesso sao as dreas

dos poligonos requlares a ele circunscritos.

Demonstracao. Indiquemos com P, e (), os poligonos regulares de n lados, respectiva-
mente inscrito no, e circunscrito ao, circulo C' de centro O e raio r. Evidentemente,
A(P) <7r® < A(Q).

Queremos provar que, tomando o niimero n de lados suficientemente grande, as areas
de P, e Q,, podem tornar-se tao proximas de 7r? quanto se deseje. Mais precisamente, se
forem dados arbitrariamente os niimeros positivos « e 3 tais que a < 7% < 3, provaremos

que é possivel achar n tal que
a< A(PR,) <7r’ < A(Q,) < B.

Comecamos observando que o lado [, do polinogo P, pode tornar-se tao pequeno
quanto se deseje, bastando que o niimero n de lados seja suficientemente grande. Com
efeito, os vértices de P, dividem a circunferéncia em n arcos iguais e cada corda [,, ¢ menor
do que um qualquer desses arcos.

O raio r é a hipotenusa de um tridngulo retangulo cujos catetos sao [,,/2 e o apétema
a, de P,. Logo, r < a, +,/2. Dado o nimero « tal que a < 7r?, tomamos s = o a/m.
Entdo, 7s®> = a e s < r. Portanto, o circulo Cy, de centro O e raio s, tem &rea o e esta

contido em C'. Podemos tomar n tao grande que [,,/2 < r — s. Entao,
r<anp+l,/2<a,+r—s,

donde a,, > s.

De s < a, resulta que o circulo Cy esta contido no poligono P,. Logo, a = A (Cj) <
A(P,). Isto completa a prova de que as areas dos poligonos regulares inscritos em C' sdo
aproximagoes por falta da area de C.

Vejamos agora as areas dos poligonos regulares circunscritos ),,. Tanto P, como @),

acham-se decompostos em triangulos isésceles com vértice no centro O e bases iguais aos
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lados dos poligonos dados. Tanto para P, como para (),, os angulos dos vértices desses
triangulos s@o iguais a 360°/n. Logo, os triangulos de P, sao semelhantes aos de @,
sendo r/a, a razao de semelhanga. Portanto, se chamarmos de L,, o lados de @,,, teremos
L, = (r/ay) - l,. Assim, L, < 2l,, pois o apétema é sempre maior do que a metade
do raio. Da desigualdade L, < 2[, resulta que, tomando n suficientemente grande, nao
apenas [, como também L, pode tornar-se tao pequeno quanto se deseje.

Seja dado um nimero 8 > wr®. A fim de achar n tal que A(Q,) < S, escrevemos
t = \/M Entao, o circulo C}, de centro O e raio t, tem area 3 e contém C' pois t > r.
Ora, L,/2 e r sao catetos de um tridngulo retangulo cuja hipotenusa h é a distancia do
centro O a um vértice de @,. Temos entdo h < r + L, /2. Tomando n suficientemente
grande, sabemos que ¢é possivel tornar L, /2 < t —r. Dai resulta r + L, /2 < t, logo h < t.
Isto significa que a A (Q,) < A(C;) = (8, como queriamos demonstrar. ]

2.7 Areas de setores

A érea do setor circular, isto é, de uma porc¢ao do circulo, de centro O e raio R,
formada pela uniao dos raios OC, tais que C' pertencem a um arco AB do circulo, é
proporcional ao seu angulo central «, ou ainda, propocional ao comprimento de seu arco
L. Para justificar isto, basta observar que dobrando o angulo central, a area do setor
dobra, triplicando o angulo central a area do setor triplica, e assim por diante.

Assim, se o angulo central « estd em graus, a area do setor é

o
3600

Por outro lado, como a area do setor também é proporcional ao comprimento L do

S = TR2.

seu arco, podemos exprimir essa area assim:

L L
TR? = —R

=R 9



3 Nocoes Fundamentais de Volume

Neste capitulo, iniciamos com a nocao intuitiva de volume para, em seguida, estabe-
lecermos uma maneira de calcular o volume de um bloco retangular. Na terceira secao,
enunciamos os Principios de Cavalieri referentes ao plano e ao espaco, com o que, entao,
estamos em condi¢oes de mostrar, nas segoes seguintes, os volumes do prisma, piramide,
cilindro, cone e esfera.

Antes de iniciarmos o estudo sobre volumes, pode ser proveitoso conhecer um pouco
sobre as recomendagoes dos Parametros Curriculares Nacionais sobre o assunto Geometria,
do qual volumes faz parte. Os PNCs |2, 3] sugerem eixos ou temas estruturadores do ensino
de matemaética no ensino médio, e o assunto Geometria encontra-se inserido no segundo
desses temas. No tocante ao desenvolvimento das habilidades relacionadas ao assunto
Geometria os PCNs [3]| destacam que:

As habilidades de visualizac¢do, desenho, argumentacéo logica e de aplicacio na
busca de solugoes para problemas podem ser desenvolvidas com um trabalho

adequado de Geometria, para que o aluno possa usar as formas e propriedades

geométricas na representacao e visualizacao de partes do mundo que o cerca.

E quanto ao desenvolvimento das competéncias nos dizem que:

Sao importantes na compreensao e ampliagao da percepcao de espaco e cons-
trugao de modelos para interpretar questoes da Matematica e de outras areas
do conhecimento. De fato, perceber as relagbes entre as representacoes planas
nos desenhos, mapas e na tela do computador com os objetos que lhes deram
origem, conceber novas formas planas ou espaciais e suas propriedades a partir
dessas representagoes sao essenciais para a leitura do mundo através dos olhos

das outras ciéncias.

3.1 Nocao intuitiva de volume

O volume de um solido é a quantidade de espago por ele ocupada (isto nao é uma
defini¢do matematica, mas apenas uma ideia intuitiva). Estamos interessados em medir
a grandeza “volume” e para isso deveremos comparé-la com uma unidade. O resultado

dessa comparagao serd um namero: a medida do volume.

25
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Costuma-se tomar como unidade de volume um cubo cuja aresta mede uma unidade
de comprimento, o qual serd denominado cubo unitirio. Seu volume, por defini¢cao, sera
igual a 1.

Assim sendo, o volume de um solido S devera ser um numero que exprima quantas
vezes o sOlido S contém o cubo unitéario. Como o sélido S pode ter uma forma bastante
irregular, nao é claro o que signifca o “ntimero de vezes” em que S contém o cubo unitario.
Novamente, temos aqui uma ideia intuitiva, que devemos usar como guia e a qual devemos
atribuir um significado preciso.

Precisamos, portanto, obter métodos para o calculo indireto dos volumes, métodos
sisteméticos e gerais, que se apliquem tanto aos volumes grandes quanto aos pequenos,
tanto aos casos concretos como aos abstratos. Este objetivo, como veremos, nos forcara

a um reexame de conceito de volume, conduzindo-nos a uma defini¢do precisa.

3.2 Volume de um bloco retangular

Um bloco retangular é um soélido limitado por seis retangulos: suas faces. Esse re-
tangulos constituem trés pares; em cada par os retangulos sao congruentes. Os lados
dos retangulos sao chamados as arestas do bloco. Um tijolo é um exemplo de um bloco

retangular.

a

Figura 3.1: As trés arestas a, b, ¢ determinam o bloco retangular.

Um bloco retangular fica inteiramente determinado quando se conhecem trés de suas
arestas que concorrem num ponto.

Um cubo é um caso particular de bloco retangular em que as arestas tém todas o
mesmo comprimento. As seis faces de um cubo sao quadrados congruentes.

Um cubo cuja aresta mede uma unidade de comprimento chama-se cubo unitdrio; por
definicao seu volume é 1. Se m é um ndmero inteiro, um cubo C' cuja aresta mede n
unidades de comprimento pode ser decomposto em n® cubos unitérios justapostos, logo o
volume de C' é n®. A figura 3.2 ilustra o caso n = 4.

Analogamente, decompondo cada aresta de um cubo unitario no mesmo nimero inteiro

q de partes iguais, decompo-lo-emos em ¢* cubos justapostos, cada um com aresta 1/q.
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y
/4 L
i //
1
1 V]
L

Figura 3.2: Cubo de aresta 4 decomposto em 64 = 4° cubos unitéarios justapostos.

Segue-se que um cubo cuja aresta mede 1/q (g inteiro) tem volume igual a 1/¢*, ou seja,
(1/9)*.

Mais geralmente, dado um cubo C' cuja aresta tem como medida um nimero racional
p/q, podemos decompor cada uma de suas arestas em p partes iguais, cada uma das quais
tem comprimento 1/q. Deste modo, o cubo C ficara decomposto em p* cubos justapostos,

cada um dos quais tem aresta medindo 1/qg. O volume de cada cubo menor é 1/¢*. Assim,

3.1:(2)3
7 q

Chegamos assim ao seguinte resultado: se a aresta de um cubo C' tem para medida

o volume de C' sera

p

um namero racional a, entdo o volume de C sera igual a a®.
Agora, qual é entao o volume de um cubo C' cuja aresta tem para medida um nimero
irracional b? Afirmamos que, ainda neste caso, tem-se vol(C) = b>. Em consequéncia, a

formula
Volume de C' = (aresta de C)?

¢ absolutamente geral, valida quer a aresta de C' tenha a medida inteira, racional ou
irracional.

Para demonstrar que vol(C) = b® mesmo quando b é irracional, usaremos novamente
o método da exaustao: mostraremos primeiro que se x é qualquer nimero menor do que
b* entdo x < vol(C). Depois mostraremos que se y > b entdo y > vol(C). Concluiremos
dai que vol(C) = b°.

Seja entdo, para comecar, x um namero tal que z < b>. Podemos aproximar o nimero
irracional b por um valor racional r < b (ver justificativa no Apéndice B), tdo proximo
de b que z < 7 < b. Entdo o cubo C, cuja aresta tem medida 7, contém um cubo D,
cuja aresta tem medida o numero racional r. Segue-se que vol(D) < wvol(C). Mas ja
sabemos que vol(D) = r*, porque r é racional. Concluimos que 7* < vol(C) e, portanto,
z <wol(C).



Volume de um bloco retangular 28

Usando um raciocinio inteiramente analogo, o leitor pode mostrar que se y for um
ntimero maior do b%, entdo y > vol(C).

Seja agora B um bloco retangular cujas trés arestas tém por medidas ntmeros raci-
onais. Podemos sempre reduzir esses trés ntiimeros ao mesmo denominador e, portanto,
supor que tais medidas sdo a/q, b/q e ¢/q, onde a, b, ¢ e ¢ sdo ntimeros inteiros.

Decompondo as trés arestas do bloco B respectivamente em a, b e ¢ segmentos iguais,
cada um deles de comprimento 1/¢, o bloco ficara decomposto em abc cubos justapostos,

cada um desses cubos tendo aresta 1/q e, portanto, volume 1/¢*. Segue-se que

abc a b ¢
vwl(B) = —F/=—+--+- .
(B) @ q q q

4

)/

Figura 3.3: Bloco subdividido em 6 x 3 x 2 cubos justapostos, todos com o mesmo volume.

Por conseguinte, podemos enunciar:

Se um bloco retangular B tem arestas com medidas racionais a, b, c,

seu volume serd o produto dessas medidas, isto €, vol(B) = abc.

Como no caso do cubo, a féormula acima vale sejam quais forem as medidas das arestas,

mesmo que alguma delas seja irracional. Tem-se portanto:

Dado um bloco retangular B, cujas arestas tém medidas

a, b e ¢, seu volume € dado pela formula vol(B) = abc.

A demonstracao, como no caso do cubo, faz-se pelo método da exaustao. Evidente-
mente esta formula inclui o caso particular em que a = b = ¢, portanto a férmula do
volume do cubo resulta dela.

Dado o bloco retangular B, com arestas medindo a, b e ¢ suponhamos que o niimero
x seja menor do que abc. Podemos encontrar nimeros racionais r < a, s < b e t < ¢ tao

proximos de a, b e ¢, respectivamente, que
r<r-s-t<abc.

O bloco B contém um bloco menor C cujas arestas medem r, s e t, logo vol(C') < vol(B).

Mas ja que vimos que vol(C) =r - s - t, temos
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x<r-s-t=vwvol(C) < vol(B),

isto é, x < vol(B). Analogamente se mostra que todo nimero y > abc é maior do que o
volume de B. Portanto, vol(B) = abc.

Com efeito, de x < abc resulta x/bc < a, logo existe r racional tal que z/bc < r < a.
Entao, © < rbc < abc e dai x/rc < b. Portanto, existe s racional tal que x/rc < s < b.
Segue-se que = < rsc, donde x/rs < c. Assim, existe ¢ racional com z/rs < t < ¢. Por
conseguinte, x < rst < abc, como se pretendia provar.

Ha ainda uma outra maneira de se obter a férmula do volume do bloco retangular.
De fato, indiquemos com V' (a, b, ¢) o volume do bloco retangular cujas arestas medem a,
b e c. Pelo Teorema Fundamental da Proporcionalidade (ver demonstra¢ao no apéndice

A), para todo nimero real positivo n, temos
Vin-z,y,z) =V(z,n-y,z)=V(z,yn-z)=n-V(z,y,z2)

Portanto,

V(a,b,c) = V(a-1,b,¢c)=a-V(1l,b,c)=a-V(1,b-1,c)
= a-b-V(1,1,¢)=a-b-V(1,1,¢-1)
= a-b-c-V(1,1,1)=a-b-c,

pois V(1,1,1) = 1 é o volume do cubo unitério.

3.3 O Principio de Cavalieri

Na se¢ao 3.2 conseguimos estabelecer a formula do volume de um paralelepipedo re-
tangulo, mas nao é facil ir adiante sem ferramentas adicionais. Uma forma confortavel de
prosseguir é adotar como axioma um resultado conhecido como o Principio de Cavalieri.

Inicialmente, antes de enuncia-lo, consideremos uma resma de papel em cima de uma
mesa. Estando ainda perfeitamente bem arrumada, ela é um paralelepipedo retangulo
(figura 3.4-a) e, portanto, tem um volume que podemos calcular. Encostando uma régua
nas faces laterais, podemos transformar o paralelepipedo retangulo em um outro obliquo
(figura 3.4-b) ou, usando as maos, poderemos moldar um sélido bem diferente (figura
3.4-c).

Sabemos que esses trés solidos tém volumes iguais (uma vez que seus volumes sao
iguais a soma dos volumes das folhas de papel) mas ainda nos faltam argumentos para

explicar esse fato que intuitivamente percebemos.
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Figura 3.4: Pilhas de papel.

[...]| Embora explorando um conceito antigo, o enfoque de Cavalieri foi inovador
e permitiu o calculo de areas e volumes de vérias figuras dificilmente trataveis
por métodos elementares. Cavalieri da apenas uma visao pouco rigorosa do que
seriam, segundo ele, os “indivisiveis”. Da leitura de seu trabalho depreende-se
que ele considerava que uma figura plana era composta de uma infinidade de
cordas paralelas, sendo cada uma um “indivisivel” de sua area. Analogamente,
para ele, um so6lido era formado por uma infinidade de secgoes planas, sendo
cada uma um “indivisivel” do volume. Cavalieri afirmava, intuitivamente, que
figuras diferentes mas que pudessem ser decompostas nos mesmos “indivisiveis”
tinham areas ou volumes iguais. Costuma-se explicar tal ideia tomando como
exemplo uma pilha de cartas de baralho, inicialmente dispostas como um prisma
retangular. Em seguida a pilha é distorcida de modo que a superficie lateral nao
seja mais plana. Evidentemente, os volumes das pilhas nas duas configuracoes
sao 0s mesmos porque ambas sao constituidas pelas mesmas cartas, cada uma
correspondendo a um “indivisivel”. (GARBI, 2006, p.133)

Foi com base em raciocinios como estes — o da resma de papel e os do relato historico

— que Cavalieri enunciou dois principios !:

1. Se duas figuras planas podem ser dispostas de tal forma que toda reta
secante a ambas e paralela a uma mesma reta corta-as em segmentos de
reta que mantém entre si uma razao constante, entao as areas das figuras

estao entre si na mesma razao.

2. Se dois sélidos podem ser dispostos de tal forma que todo plano secante
a ambos e paralelo a um mesmo plano corta-os em porcgoes planas cujas
areas mantém entre si uma razao constante, entao os volumes dos sélidos

estao entre si na mesma razao.

E claro que os exemplos acima nao constituem uma demonstracao formal dos Princi-
pios de Cavalieri, mas dao uma forte indicacao de que sao verdadeiros. Aceitaremos tais

principios como axiomas.

10s dois principios remontam ao inicio do século XVII, propostos pelo padre italiano Bonaventura
Cavalieri, discipulo de Galileu, no livro Geometria dos Indivisiveis. Ali estao enunciadas suas ideias, que
exerceram forte influéncia em Leibniz. Mesmo Newton, o outro criador do Calculo, embora assumisse pu-
blicamente uma atitude critica em relagao aos indivisiveis, em alguns de seus trabalhos usou terminologia
introduzida por Cavalieri.
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3.4 O Prisma

Com o Principio de Cavalieri, podemos obter sem dificuldades o volume de um prisma.
Imaginemos um prisma de altura h, e cuja base seja um poligono de area A, contido em
um plano horizontal. Construimos ao lado um paralelepipedo retangulo com altura h e
de forma que sua base seja um retangulo de area A.

Suponha agora que os dois s6lidos sejam cortadas por um outro plano horizontal, que
produz secoes de areas A; e A; no prisma e no paralelepipedo, respectivamente. Ora, o
paralelepipedo é também um prisma e sabemos que em todo prisma, uma secao paralela a
base ¢ congruente com essa base. Logo, como figuras congruentes tém mesma éarea, temos
Ay = A = Ay e, pelo Principio de Cavalieri, os dois solidos tém mesmo volume. Como
o volume do paralelepipedo é A - h, o volume do prisma é também o produto da area de

sua base por sua altura.

Volume do prisma = (area da base) x (altura).

Figura 3.5: Se¢oes de areas A; = A = A,.

3.5 A Piramide

Para obter o volume da piramide, presisamos de resultados adicionais. Em particular,
o que realmente importa é ter a certeza que se o vértice de uma piramide se move em um
plano paralelo a base, o volume dessa piramide nao se altera. Para isso, vamos examinar
o que ocorre quando uma piramide é seccionada por um plano paralelo a sua base.

A figura 3.6 a seguir mostra uma piramide de vértice V', base ABC' (triangular apenas
para simplificar o desenho) e altura H. Um plano paralelo a ABC, distando h do vértice
V', produziu nessa piramide uma secao DEF'.

Consideremos agora uma piramide de base A;A,... A, e vértice V (ver figura 3.7).
Tracemos um plano paralelo a base, que corta as arestas laterais segundo o poligono
BB, ...B, e que divide a piramide em dois poliedros: um deles é a piramide de base
BB, ... B, eooutro é chamado de tronco de pirdmide de bases A1Ay... A, e BiBsy...B,,.

Consideremos as duas piramides e examinemos suas faces laterais. Na face lateral V A; A,,
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ﬂ
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Figura 3.6: Piramides semelhantes VDEF e VABC.

por exemplo, o segmento By B, é paralelo & base. Em consequéncia, o triangulo V B B; é

semelhante ao tridangulo V A; Ay. Logo, temos

VBi _VBy BBy _,
VA~ VA, A4,

Aplicando o mesmo raciocinio para as demais faces laterais, concluimos que a razao
entre duas arestas correspondentes das duas piramides é sempre igual a k.

Na verdade, as duas piramides do exemplo sao semelhantes na razao k, ou seja, é
possivel estabelecer uma correspondéncia entre seus pontos de modo que a razao entre os

comprimentos de segmentos correspondentes nas duas figuras seja constante.

Figura 3.7: Seccionando uma piramide por um plano paralelo a base.

Esta correspondéncia é estabelecida da seguinte forma: dado um ponto P da piramide

VAAy ... A,, seu correspondente na piramide VBB, ... B, é o ponto P’ sobre VP tal
/

que VP~ k (figura 3.7). O ponto P’ certamente pertence a segunda piramide. Além

disso, tomando um segundo par de pontos correspondentes @) e @', os tridngulos VP'Q’
/ /

e VP(@) sao semelhantes na razao k, o que implica em = k. Logo, a razao entre
segmentos correspondentes nas duas piramides é sempre igual a k, o que demonstra a sua

semelhanca.
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Portanto, na figura 3.6, a secao e a base da piramide sao figuras semelhantes e a razao

d lh & —.
e semelhanca é -

Teorema 3.1. Duas pirdamides de mesma base e mesma altura tém mesmo volume.

A figura a seguir mostra duas piramides de mesma base ABC' (novamente triangular
apenas para simplificacao do desenho), vértices Vi e V5 e com mesma altura H. Um plano
paralelo ao plano (ABC) e distando h dos vértices das piramides, produziu segdes Sy e

S5 nas duas piramides.

v, . v,
|
h
$1 —L S,
H
A G
B

Figura 3.8: Piramides V;ABC e Vo, ABC de mesma base ABC' e mesma altura H.

Seja A a area da base ABC' e sejam Ay e Ay as areas das segoes Sp e S, respectiva-

mente. Pelos argumentos que citamos, temos que:

A (RY A
A \H) A

de onde se conclui que A; = As. Pelo Principio de Cavalieri, as duas piramides tém
mesmo volume, como querfamos demonstrar.

O fato que podemos mover o vértice de uma piramide em um plano paralelo & sua
base sem alterar o seu volume é a chave para a demonstragao do volume da piramide de

base triangular. Veremos isto no teorema seguinte.

Teorema 3.2. O volume de uma piramide triangular € igual a um terco do produto da

drea da base pela altura.

A demonstracao deste teorema é elementar mas requer atencao. Para facilitar o enten-
dimento, vamos convencionar uma notagao especial. Trataremos de diversos tetraedros e
como em um tetraedro qualquer face pode ser considerada uma base, vamos convencionar
o seguinte. Se em um tetraedro de vértices A, B, C' e D, imaginamos a face ABC como
base e o ponto D como vértice dessa piramide, vamos representa-lo por D — ABC'. Ainda,

o volume desse tetraedro sera representado por
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V(D — ABC)=V(B — ACD) = ..., etc,

dependendo de qual face estamos considerando como base.
Consideremos entao um prisma triangular cujas bases sao os triangulos ABC e A'B'C’,

como mostra a figura 3.9.

A C’

=

Figura 3.9: Prisma triAngular de bases ABC e A'B'C".

Seja A a area de ABC' e seja h a altura do prisma. Como sabemos, seu volume é
Ah. Vamos agora, dividir esse prisma em trés tetraedros: A — A'B'C’, B' — ACC' e

B’ — ABC, como mostram as figuras a seguir:

AI C/ Al

N7 577
Y4y
N N

Figura 3.10: Decompondo o prisma em tetraedros de mesmo volume.

Sejam Vi, V5 e V3 0s volumes respectivos dos trés tetraedros citados e seja V' o volume
do prisma. Pelo teorema 3.1, sabemos que o volume de uma piramide nao se modifica

quando, mantendo a base fixa, movemos o vértice em um plano paralelo a essa base.
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Tendo isto em mente podemos concluir:

Vi, = V(A— ABC)=V(A— ABC)

— V(A — A'BC)=V(A — ABC)
Vo = V(B — ACC') =V (B — ACC') =V(C' — ABC)
V; = V(B — ABC)

Concluimos entao que o volume do prisma é igual & soma dos volumes de trés tetrae-

dros:
A — ABC,B" — ABC e C' — ABC,

com a mesma base do prisma e com alturas iguais a do prisma. Logo, cada um deles
tem volume igual a um ter¢o do volume do prisma. Demonstramos entao que o volume
de uma piramide de base triangular é igual a um terco do produto da area da base pela
altura.

Estamos agora muito mais proximos do resultado geral. O teorema a seguir estende o

resultado obtido para quasquer piramide.

Teorema 3.3. O volume de qualquer piramide € igual a um terco do produto da drea da

base pela altura.

Para justificar, observe que qualquer piramide pode ser dividida em piramides de base
triangular. Essa divisao ¢é feita dividindo-se a base em triangulos justapostos por meio
de diagonais e definindo cada plano de divisao da pirdmide por uma dessas diagonais da

base e pelo vértice da piramide.

‘m‘

Nasy/

Figura 3.11: Piramide pentagonal decomposto em trés piramides triangulares.

Suponha agora que a piramide tenha altura h e que sua base, de drea A, tenha sido
dividida em n triangulos de areas

Ay, Ay, o A,
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Como o volume da piramide é a soma dos volumes das piramides triangulares, temos

que seu volume é:

1 1 1
V = —Ah+=-Ash+.. . +=-Ah
g gielt ..t g

1
Vo= St At A

1
— A,
3

como queriamos demonstrar. Fica entao estabelecido que:

1,
Volume da piramide = 3 (Area da base) x (Altura).

3.6 Cilindros e Cones

No cilindro, toda secao paralela a base, é congruente com essa base. Esse fato, permite
concluir, pelo Principio de Cavalieri, que o volume do cilindro é o produto da area de
sua base pela sua altura. A fim de fornecer a férmula para o volume de um cilindro,
definiremos, inicialmente, o que entendemos por cilindro.

Comecamos com uma figura plana F', chamada a base do cilindro. Tomaremos o plano
que contém F' como horizontal. O cilindro fica determinado por sua base F' e por um
segmentos de reta g, nao paralelo ao plano horizontal, chamado geratriz do cilindro, do
seguinte modo: por cada ponto de F' levantamos um segmento de reta paralelo a g e do
mesmo comprimento que ele. A reuniao desses segmentos é o cilindro C, de base F' e

geratriz g.

Figura 3.12: O cilindro C' de base F' e geratriz g.

As extremidades nao pertencentes & base F' dos segmentos que geram o cilindro C
constituem uma figura plana F’, contida num plano paralelo ao plano de F. A distancia
entre seus planos (isto é, o comprimento da perpendicular baixada de um ponto de F”
sobre o plano de F') chama-se a altura do cilindro C.

Agora, mostraremos que o volume de um cilindro é igual ao produto da area da base

pela altura. Com efeito, se o cilindro C' tem altura h e base de area A contida em um
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plano horizontal, imaginamos um prisma qualquer B (ou em particular um paralelepipedo
retdngulo) de altura h, com base de area A contida no mesmo plano. Se um outro plano
horizontal secciona os dois solidos segundo figuras de areas A; e Ay, entao A} = A = A,
e, por consequéncia, os dois solidos B e C' tém mesmo volume. Logo, o volume do cilindro
C' é também o produto da area da base pela altura, ou seja, vol(C) = A - h.

Note-se que a defini¢ao de cilindro que acabamos de dar inclui, como caso particular, a
possibilidade da base F' ser um circulo ou um poligono. No primeiro, teriamos um cilindro
circular, no segundo um soélido C' limitado por faces planas e chama-se um prisma. Por
exemplo, na figura 3.13 temos a comparacao dos volumes de um cilindro circular reto e de
um prisma reto — sao ditos retos quando suas geratrizes forem perpendiculares ao plano

de suas bases.

Figura 3.13: Prisma e cilindro de volumes iguais.

A relagao entre o prisma e o cilindro é a mesma que entre a piramide e o cone, ou seja,
o primeiro é caso particular do segundo.

O volume do cone segue o mesmo caminho trilhado anteriormente. Se um cone tem
altura H e base de area A contida em um plano horizontal, consideramos uma piramide

de altura H e base de area A contida nesse mesmo plano.

]
ARt A

Figura 3.14: Piramide e cone de volumes iguais.

Se um outro plano horizontal, distando h do vértice desses solidos secciona ambos

segundo figuras de areas A; e A,, entdo:

A (RY A
A \H) A

ou seja, A} = As. O Principio de Cavalieri nos garante que os dois solidos tém mesmo
volume e portanto concluimos que o volume do cone ¢ igual a um terco do produto da

area da base pela altura.
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(Area da base) x (Altura).

Wl =

Volume da cone =

3.7 A Esfera

O volume da esfera sera obtido também como aplicacao do Principio de Cavalieri. Para
isso, devemos imaginar um certo sélido, de volume conhecido e tal que secoes produzidas
por planos horizontais na esfera e nesse solido tenham éreas iguais. Repare que em uma
esfera de raio R, uma se¢do que dista h do centro ¢ um circulo de area w(R? — r%). Mas

esta é também a area de uma coroa circular limitada por circunferéncias de raios R e r.

Figura 3.15: Clépsidra e esfera de volumes iguais.

Consideremos entao uma esfera de raio R apoiada em um plano horizontal e, ao lado,
um cilindro equilatero de raio R com base também sobre esse plano. Do cilindro, vamos
subtrair dois cones iguais, cada um deles com base em uma base do cilindro e vértices
coincidentes no centro do cilindro. Este solido C' (chamado clépsidra) é tal que qualquer
plano horizontal distando h do seu centro (ou do centro da esfera, o que é o mesmo),
produz uma sec¢ao que é uma coroa circular cujo raio externo ¢ R e cujo raio interno é h.
Logo, o volume da esfera ¢ igual ao de C.

O volume de C' é o volume do cilindro de raio R e altura 2R subtraindo de dois cones
de raio R e altura R. Isso da:

4

1
7TR2'2R—2~§~7TR2~R:§7TR3

que é o volume da esfera. Portanto,

4
Volume da esfera = §7rR3.



4 Problemas

A resolugao de problemas é pega central para o ensino de Matematica, pois o
pensar e o fazer se mobilizam e se desenvolvem quando o individuo esta enga-
jado ativamente no enfrentamento de desafios. Esta competéncia nao se desen-
volve quando propomos apenas exercicios de aplicacao dos conceitos e técnicas
matematicas pois, neste caso, o que est4 em agao é uma simples transposi¢ao
analbégica: o aluno busca na memoéria um exercicio semelhante e desenvolve
passos analogos aos daquela situagao, o que nao garante que seja capaz de uti-
lizar seus conhecimentos em situacoes diferentes ou mais complexas. (PCN+,
p.112)

4.1 Area sob a Cicloide

4.1.1 Introducao

A cicléide é uma curva descrita por um ponto da circunferéncia de um circulo, conforme

este rola ao longo de uma reta sem escorregar (ver figura 4.1).

IJ

Figura 4.1: Cicloide

Essa curva, que é muito rica em propriedades matematicas e fisicas, desempenhou um
papel importante no desenvolvimento inicial dos métodos do calculo. Galileu foi um dos
primeiros a chamar a atencao para a cicloide, recomendando que fosse usada para arcos
de pontes. Nao conseguindo determinar sua area, Galileu construiu materialmente varias,
de tamanhos diferentes, e pesou-as. Comparando os resultados com os pesos dos circulos
geradores, concluiu que a area da cicloide deveria ser aproximadamente (“mas nao exata-
mente”) trés vezes a area do circulo gerador. As perguntas levantadas por Galileu fizeram

da cicléide a mais estudada das curvas no século XVII, tendo atraido os interesses de

39



Area sob a Cicléide 40

matemaéticos, como Mersenne, Descartes, Fermat, Roberval, Torricelli e Pascal. Na Geo-
metria, Galileu conjecturou que a curva formada por uma corda (ou corrente) suspensa
pelas extremidades, a chamada catenaria, seria uma parabola. O equivoco foi descoberto
um século depois, quando Jean Bernoulli (1667-1748) encontrou sua nada elementar equa-
¢ao. Outra contribuigao de Galileu & Matematica, embora indireta, foi havé-la ensinado a
dois grandes discipulos, Bonaventura Cavalieri (1598-1647) ¢ Evangelista Torricelli
(1608-1647).

Tantas propriedades bonitas e interessantes da cicloide e de outras curvas cicloidais
foram desafios as grandes mentes do século XVII, desafios estes que buscavam as solu-
¢Oes mais originais e elegantes sobre suas propriedades. Devido as disputas que causou,

9

a cicloide foi chamada de “a Helena de Tréia da Matematica” ou “o pomo da

discordia”.

4.1.2 Area da cicloide

A area da regiao delimitada pela reta y = 0 e por um arco de uma ciclbide é igual ao
triplo da area do circulo gerador, ou seja, A(cicléide) = 3mwr?.
Resolugao.

A cicloide pode ser descrita pelo movimento do ponto P(0,0) de um circulo de raio

R, com centro em (0, R), quando o circulo gira sobre o eixo dos z (ver figura 4.2).

A M X

Figura 4.2: Arco da cicloide descrita pelo ponto P.

Quando o circulo gira um angulo # radianos, seu centro se move um comprimento AM.
Assim, na figura 4.2 temos AM = MP = R0, OM = R, OQ) = Rcosf e P()Q = Rsen0.

Portanto, as coordenadas do ponto genérico P sao

x=AM — PQQ = R — Rsen = R(f — sen @)
e
y=0M —0Q =R — Rcosf = R(0 — cos ).

Obtemos um arco da cicléide quando 0 varia de 0 a 2.
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Por outro lado, temos outra curva, denominada por “companheira da cicléide”,

formada por todos os pontos @) (ver figura 4.3) com as seguintes coordenadas:

z =AM =0R
e

y=MQ=0M—-0Q =R — Rcost = R(f — cos?).

cicloide

B // (/E‘i (&

| companheira

i
@"° (we)

D
Figura 4.3: A cicloide e sua companheira.

Observemos que o ponto @ é sempre o ponto médio da corda PP’, onde P’ é o simétrico
de P em relagao ao ponto ), do circulo gerador das duas curvas, cicléide e companheira
da cicloide. Isto é, PQ = §PP’. Entao, pelo 1° Principio de Cavalieri, a area hachurada,
S1, compreendida pela metada considerada do arco de cicldide e pela sua correspondente

parte na companheira, ¢ igual & metade da area do circulo gerador, ou seja,
|

Agora, tomando-se sobre a companheira um ponto F', correspondente a um angulo de
~ m - e A ~
rotacao a < —, sempre existira sobre ela o ponto F”, correspondente ao angulo de rotacao

7 — a. Como M@ é um segmento vertical genérico da companheira, segue que

EF = R(1 — cosa)
e
E'F' = BC — GF' = 2R — R[1 — cos(m — 0)] = R(1 — cosb).

Logo, EF = E'F'. Temos, ainda, AE = aRe F'C = AD—AG = nR—(7—a)R = aR,
dai AE = E'C. Assim, se a companheira de cicléide divide o retangulo em duas regioes

de areas Sy e S3, temos por Cavalieri que

S EF Ss E'F’ EF

S. 2R—EF ° S, 2R—EF 2R—EF

Dai,
S, 8
S—zzs—z;»sgzs??;»SQ:Sg. (4.2)
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Como

Sy+ 83 =AB-AD = 7R 2R = 21 R? (4.3)
De 4.2 e 4.3, tem-se
25y = AB - AD = 21R*> = S, = nR%

Portanto, a area sob um arco da cicloide ¢é igual a

R2
2(51 4 S2) =2 (WT + 7r32> = 31 R%.

4.2 Area da elipse

4.2.1 Introducao

Um exemplo da utilizagao do primeiro principio de Cavalieri é a determinacao da
area da elipse, ja calculada por Arquimedes na proposicao 4 de seu livro Sobre Condides e
Esferdides. A questao pode ser tratada de forma puramente geométrica mas aqui usaremos
recursos da Geometria Analitica, que ainda nao estava totalmente difundida quando o
Geometria Indivisibilibus foi escrito.

A seguir, a determinacao da area da elipse utilizando nogoes de geometria analitica e

o Principio de Cavalieri na versao de areas.

4.2.2 Area da elipse

A area da regiao eliptica de semieixos a e b é igual a mab.

Resolugao.

Suponhamos b > a > 0, e consideremos, em um sistema de coordenadas Oxy, a regiao

22 P
Rdadapor—+b—2§1ey20.

A, '
(Y I Y Y

Figura 4.4: Semielipse e semicirculo.

Sejam fi(y) = —ay/1 — ﬁ e foly) =ay/1 2, para 0 < y < b. Agora, consideremos

areglaOSdadaporx +9? <b2ey>0 Sejam g1 (y) = —/b* — 3% e ga(y) = /b? — y2,
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para 0 < y < b. Tragando-se uma reta paralela ao eixo Ox de sorte que a mesma
venha intersectar as regioes R e .S, obtemos segmentos de retas de comprimentos iguais a
fo(y) — fi(y) e g2(y) — g1(y), respectivamente. Observemos que

2

fo(y) = fily) = 2a4/1 — ‘Z—Q = 2Ta\/b2 —y? = % [92(y) — 91 (y)].

Concluimos, entao, pelo Principio de Cavalieri, que A(R) = %A(S ), isto &,

a w?® mwab
AR) == — = —.
(7) b 2 2
que é a area da regiao semieliptica. Assim, duplicando essa &rea, segue o resultado

esperado.

4.2.3 Area da elipse por Takakasu Seki

Takakasu Seki (1642-1708), conhecido com o “Newton japonés” ou o “pai da Mate-
matica japosena’, descobriu os determinantes ao mesmo tempo que Leibniz. Era hébil
praticamente no que os chineses chamavam o “método do elemento celestial”, que vinha a
ser a resolucao numérica de equagoes algébricas. Os mateméticos japoneses costumavam
escrever livros nos quais resolviam problemas e, no final, propunham novos. Este pro-
cesso durava séculos. Numa etapa dessa série, Seki chegou a resolver um problema que se
reduzia a achar uma raiz de uma equacao de grau 1458! Seki deduziu a férmula da area
de uma elipse cujos eixos medem 2a e 2b. Na biografia de Seki, escrita por Akira Koboi,
lemos o seguinte:

A fim de obter a area de uma elipse, ele cortou de um cilindro circular infinito
dois segmentos cilindricos com geratrizes de mesmo comprimento: um com
bases circulares e outro com bases elipticas. Esses dois cilindros tém o mesmo
volume. Igualando os volumes desses dois pedacos do cilindro, Seki obteve o

resultado de que a area de uma elipse é 7/4 vezes o produto do eixo maior pelo

eixo menor.
A seguir, a determinagao da area da elipse, na versao de Takakasu Seki, ou seja,
de acordo com as afirmacgoes do trecho acima e utilizando o Principio de Cavalieri para

Volumes.

Resolugao.

Consideremos os cilindros C, e C,. com geratrizes de mesma medida g, conforme figura
4.5. Imaginemos que eles repousem sobre o plano horizontal o e que sejam seccionados
por um outro plano [ paralelo a o e que distam x < 2R um do outro, onde R é o raio
do cilindro circular infinito, obtendo-se as secoes retangulares PQMN e P'Q'M'N’ de
mesma area, uma vez que PN = PN’ e PQ = P'Q’.
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Figura 4.5: Segmentos cilindricos de mesma geratriz g e de bases elipticas e circulares.

Nesse caso, para todo x, o Principio de Cavalieri nos garante que os dois cilindros C.

e C. tém o mesmo volume, ou seja, vol(C,) = vol(C.). Tomando-se BC' = 2a e 2R = 2b,

2
onde 2a e 2b sao as medidas dos eixos da elipse, temos R = b e, dai, senf = 2—R = E = 9,
a a  a
h h b
onde # = ZABC. Mas, ZABC = ZDCH = 0. Logo, senf) = — e, com isso, — = — =
g g a

h = b_g Como vol(C,) = vol(C,), temos

a

2 @ 2 @
Aelipse -h = Acz’rculo g = Aelipse =7mR"- 6 = b - g = mab = Aelipse = mab.

4.3 Volume da intersecao de dois cilindros de mesmo
raio
Dois cilindros circulares retos de mesmo raio r se cortam de tal forma que seus eixos
sao concorrentes e perpendiculares. Calcule o volume da parte comum aos cilindros.
Resolugao.

A figura 4.6 mostra parcialmente a regiao do espago S comum aos dois cilindros (equi-
valentes a 1/8 do volume total desta regiao). O sélido S tem base quadrada ABCD,
duas faces laterais que sao setores de circulo e duas faces que sao partes de superficies

cilindricas.

Figura 4.6: Intersegao parcial dos cilindros.
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Consideremos um cubo C' de aresta r (r é o raio dos cilindros), apoiado sobre o plano
« da base de S. De C suprimimos uma piramide cuja base é a face superior do cubo e
cujo vértice esta na base inferior. Vamos estudar as secgoes determinadas nos dois soélidos

por um plano [ paralelo a «, a uma distancia h de «:

Figura 4.7: Plano 8 cortando o s6lido S e o cubo C'.

A seccao de f em S é um quadrado de lado x. Nesse caso, pelo teorema de Pitagoras,
temos z° + h* = r* (VA e VC sdo arcos da circunferéncia de raio r), e dai, a area da
seccao em S é igual a

Ay =1 —R% (4.4)

A seccao de f em C é o quadrado de lado r. Subtraindo desse quadrado a seccao de

B na piramide, temos a regiao hachurada em C', na figura 4.7. Na piramide, a sec¢ao tem

2
r
r em C, segue que a area Ay da regiao hachurada é dada por

A h\’
drea A, tal que —2 = (—) , isto 6, A, = h%. Sendo A, = r? a area do quadrado de lado
r

Ag=A.— A, =r>— R (4.5)

Utilizando o principio de Cavalieri, concluimos, de (4.4) e (4.5), que S tem o mesmo

volume que o solido compreendido entre o cubo e a piramide, de volume

VS - chbo - Vpirdmide =r —

2r3 1603
Logo, o volume da regiao comum é 8 - Vg = 8§ - % = TT
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4.4 Volume do Elipséide

4
O volume do elipisoide de semieixos a, b e ¢ é gwabc.

Resolugao.

Suponhamos 0 < a < b < ¢ e consideremos o semielipsoide P definido por:

2 2 2
x Y z
?‘Fb—QﬁLgSLZZO-
O solido P é delimitado pelos planos z =0 e z = c e, para cada t tal que 0 <t < ¢, a
interseccao P, de P com o plano z =t é obtida do seguinte modo:

ZL’2 2 22 1'2 2 2 02 _ t2

Figura 4.8: Semielipsoide cortado pelo plano z = c.

2 —t?

c2
2

Pondo d =

1
= V2 — 2, temos 2 — t? = *d®. Nesse caso, P, é uma regiao
c
2

Yy
(ad? " (bd)?

eliptica dada por <1 e, em virtude do resultado da secao 4.2, sua area é

. ab
Area(P,) = m(ad)(bd) = Tabd* = gﬂ'(CQ —t%). (4.6)
Consideremos agora uma semiesfera Q definida por z2+1y?+2? < 2, z > 0. Esse solido
é delimitado pelos planos z =0 e z = c e, para cada t tal que 0 <t < ¢, a interseccao @),
de @ com o plano z =t é dada por 22 + 1 + 22 < ? = 22 +° < & — %

Pondo r = v/¢2 — 12, temos ¢? = r* + t. Assim, Q, é um disco de raio r e sua area é
Area(Q;) = m? = 7(* — 7). (4.7)

Agora, perceba que, para cada t tal que 0 <t < ¢, temos

Area(P) = Z—g(c2 — ) = Z—Qb - Area(Qy). (4.8)
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~ P ~ , a , . P
De acordo com (4.8) as razoes entre as areas das secgoes é — - Dal, pelo Principio de
c
Cavalieri, obtemos

Volume(P) = a_i) - Volume(Q) = — - = - —mc® = = - —mabc (4.9)
¢

volume o qual representa o volume do semielipsoide, ou seja, metade do resultado desejado.



5 Consideracoes Finais

Mesmo trabalhando no Ensino Fundamental, como um matemético, e um eterno aluno,
fiquei com a curiosidade de meios para se chegar a descobrir técnicas para se determinar
volumes de so6lidos, sem a imposicao de formulas e sim com justificativas plausiveis e de
facil compreensao para qualquer um que entenda o minimo desta maravilhosa e fascinante
disciplina, onde a cada momento aprendemos sempre mais.

Espero que por meio deste trabalho, tenhamos conseguido nosso objetivo de ajudar
os leitores a perceber que a matematica nao é uma disciplina com férmulas prontas e
sim um instrumento que busca sempre alcancar seus objetivos por meios do desenvolvi-
mento das ideias e a dedugao das féormulas. De acordo com os Parametros Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio, a matemaética tem caracteristica formativa, mas que tam-
bém desempenha um papel instrumental, pois serve para a vida cotidiana e para muitas
tarefas especificas em atividades humana. Queremos que o processo de deducao das for-
mulas, através de abstragoes, conjecturas e outras especificidades, traga aos nossos alunos,
uma maior maturidade e seguranca em relagao a aplicacao das mesmas e, esperamos que
esse trabalho seja utilizado por outros professores, sendo aplicado e desenvolvido com os

alunos.
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A Apéndice

Teorema A.1l. (Teorema Fundamental da Proporcionalidade). Seja f : Rt — R*

uma fung¢io com as sequintes propriedades:
1) x<a' = fz) < f(2);
2) f(nz) = nf(zx) para todo n € N e todo x € RT.

Entio f(cx) = cf(x) para todo ¢ € R" e todo x € RY. Consequentemente, f(r) = ax
para todo x € R, com a = f(1).

Demonstragao. Inicialmente, provemos para todo racional r = m/n, com m, n € N, que

f(rz) =rf(z), para todo z € R. Com efeito, tem-se
n- flre) = f(nrz) = f(mz) =m- f(x),
isto &, f(rx) = % f(z) = flrax) =r- f(z).

Suponha agora, por absurdo, que exista algum ntmero irracional ¢ € RT tal que
f(cx) # cf(x) para algum ¢ € RT. Nesse caso, admitindo f(cz) < cf(x), temos

f(cx)
fl) =°
Tomemos um ntmero racional r tal que
f(cx)
f(@)
donde f(cx) < rf(xz) < cf(x), ou seja, f(cx) < f(rz) < cf(x). Mas isto é um absurdo,

pois sendo f crescente e r < ¢ = rx < cx, deverfamos ter f(rz) < f(cx) em vez de

<r<ec,

f(cx) < f(rz). De modo inteiramente anélogo, mostramos a impossibilidade de f(cx) >
cf(z). Portanto, f(cx) = cf(z), para todo ¢, x € R*. Além disso, sendo a = f(1), temos

fla)=flz-1)=z-f(1) =2 a=axz,
para todo x € R™. O

Observacao. Um teorema analogo, com a mesma demonstragao, vale para f : R — R,

escrevendo, na propriedade 2), n € Z em vez de n € N.
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B Apéndice

No teorema seguinte mostramos que o conjunto Q dos ntimeros racionais é denso no
conjunto dos nimeros reais, ou seja, dado qualquer real z existe um racional tao proximo

de x quanto quisermos.

Teorema B.1. Mostrar que, dados o € R e n > 1, um inteiro, existe um racional B,

q
onde 1 < q <n, tal que
1
a— 73‘ <—. (B.1)
q nq
Demonstragao. Consideremos os n + 1 nimeros 0, o — |, 2a — |2a], ..., na — |na], e

a seguinte divisdo do intervalo [0, 1]:

Como cada um dos n + 1 nameros pertence ao intervalo [0, 1) e este intervalo esté
dividido nos n subintervalos de comprimento

podemos concluir que existem s e t, 0 < s < t < n, tais que sa — |sa] e ta — |ta]
pertencem a um mesmo subintervalo.

Sejam ¢ =t — s e p = |ta] — | sa]. Temos, portanto,

t = s)a = (|ta] = [sal)|

ta — [ta]) = (s — [sa])]

lga —p| =

Logo |a — L < —.
q ng
Como em (B.1), ¢ < n, temos, de fato, provado que

’ 1

o — —' < —. (B.2)
Em (B.1) e (B.2) podemos, obviamente, supor que p e g sdo relativamente primos. Se

« for um racional, @« = —, onde o méximo divisor comum de a e b é igual a 1 e b > 0,

entao a desigualdade (B.2) tem somente um ntmero finito de solugoes em ntumeros p e g

20



o1

relativamente primos pois, se o # P e p > 0, temos
q

donde concluimos que, sendo (B.2) verificado, ¢ < b.



Referéncias

1]
2l

3]

4]

5]

(6]

17l

8]

19]

BRASIL. Ministério da Educagdo e do Desporto/ Secretaria de Educac¢ao Funda-
mental. Pardmetros Curriculares Nacionais. Brasilia: MEC/SEF. 1997. Disponivel

em <http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/ciencian.pdf>. Acesso em 20 de ju-
nho de 2016.

BRASIL. Ministério da Educagao e do Desporto/ Secretaria de Educagao Fun-
damental. PCN+ Ensino Médio. Orientagdes Educacionais Complementares aos
Parametros Curriculars Nacionais. Brasilia: MEC/SEF. 2002. Disponivel em
<http:/ /portal.mec.gov.br/seb /arquivos/pdf/CienciasNatureza.pdf>. Acesso em 20
de junho de 2016.

BRASIL. Ministério da Educacao e do Desporto/ Secretaria de Educa¢ao Funda-
mental. Orientagoes Curriculares para o Ensino Médio. Volume 2. 2006. Disponivel
em <http://portal.mec.gov.br/seb/arquivos/pdf/book volume 02 internet.pdf>.
Acesso em 20 de junho de 2016.

CARVALHO, Joao Bosco Pitombeira de; ROQUE, Tatiana. Tdpicos de historia da
matemdtica. Colegao PROFMAT. 1* Edigao. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

EVES, Howard. Introducao a Historia da Matemadtica. Tradugao: Higyno H. Domin-
gues. 5* Edigao. Campinas, SP: Editora UNICAMP, 2011.

GARBI, Gilberto Geraldo. A Rainha das Ciéncias: um passeio historico pelo mara-

vilhoso mundo da matemdtica. 5* Edi¢ao. Sao Paulo: Livraria da Fisica, 2006.

LIMA, Elon Lages et. al. A Matemdtica do Ensino Médio, Vol. 2. Colegao do Professor
de Matematica. 6* Edi¢ao. Rio de Janeiro: SBM, 2006.

, Elon Lages. Medida e Forma em Geometria. 4* Edigao. Rio de Janeiro: SBM,
2006.

, Elon Lages et al. Temas e Problemas Elementares. 2* Edi¢ao. Rio de Janeiro:
SBM, 2006.

52



Referéncias 53

[10] , Elon Lages et al. Temas e Problemas. 77 Edicao. Rio de Janeiro: SBM, 2006.

[11] MEGA, Elio; WATANABE, Renate. Olimpiadas brasileiras de matemdtica, 1 a 8%
problemas e resolugoes. 1* Edi¢ao. Rio de Janeiro: SBM, 2010.

[12] PATERLINI, R. R. Os "Teoremas"de Cavalieri. Revista do Professor de Matematica
no. 72, 2° quadrimestre de 2010, pp. 43-47. Versao ampliada com as demonstragoes
dos teoremas. www.dm.ufscar.br/ ptlini/. (Acesso em 18/02/2013).

[13] SANTOS, José Plinio de Oliveira. Introdugdo a teoria dos nimeros. Colegao Mate-
matica Universitaria. 3* Edi¢ao. Rio de Janeiro: IMPA, 2010.



