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RESUMO

O presente trabalho versara sobre a extensao aos comensuraveis do conceito de menor
multiplo comum (mmc) e maior divisor comum (mdc) dos ntmeros inteiros. Para tal
dividimos o trabalho em quatro partes a introdugao, as preliminares e mais dois capitulos.
O primeiro capitulo que é as preliminares com conceitos basicos sobre inteiros, o segundo
capitulo com as defini¢oes de comensuraveis, maior divisor comum generalizado mdcg e
menor miltiplo comum generalizado mmcg que sao a extensao do mdc e mmc dos inteiros
para os comensuraveis. E concluimos com o capitulo trés que trata de resolver alguns

exercicios e problemas.

Palavras Chaves: inteiros, divisibilidade, comensurabilidade, maior divisor comum,
menor multiplo comum, maior divisor comum generalizado e menor miltiplo comum

generalizado.
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ABSTRACT

The present work will deal with the extension to the commensurable of the concept
of smaller common multiple (mmc) and largest common divisor (mdc) of integers. For
this we divided the work into four parts the introduction, the preliminaries and two more
chapters. The first chapter which is the preliminaries with basic concepts about integers,
the second chapter with the commensurable definitions, largest common divisor common
mdcg and smaller common multiple generalized mmcg which are the extension of mdc
and mmc from integers to commensurable. And we conclude with chapter three that tries

to solve some exercises and problems.

Keywords: integer, divisibility, commensurability, greater common divisor, smaller
common multiple, larger generalized common divisor and smaller generalized common

multiple. generalized.
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INTRODUCAO

O presente trabalho tem como base central o artigo intitulado por “O Minimo
Multiplo Comum e Maximo Divisor Comum Generalizado” dos ilustrissimos professores
Doutores Cydara Cavedon Ripoll, Jaime Bruck Ripoll, Alveri Alves Sant’Ana do instituto
de Matemética- UFRS que foi publicado na revista Matematica Universitaria, N° 40,
junho/2006-pp. 59 — 74 e versard sobre a extensao aos comensuraveis do conceito de
menor multiplo comum (mmc) e maior divisor comum (mdc) dos niimeros inteiros. Para
tal, no primeiro capitulo digo nas preliminares trataremos dos conceitos mais elementares
e esséncias que sao os de miltiplo, divisor, maior divisor comum - mdc e menor multiplo
comum - mmc. Apenas para frisar informamos que neste presente trabalho nao temos a
intencao de fazer um tratado sobre o assunto, mas de abordar como preliminares estes
conceitos bésicos para dar suporte aos demais capitulos. Entao no primeiro capitulo digo
nas preliminares ao definirmos o mdc percebemos que é possivel fazermos uma equivaléncia
onde recorremos ao importante teorema de Bachet Bizi. Além de sentir a necessidade
de provar a existéncia do mesmo por meio do importante e belo, mas simples Algoritmo
de Euclides que dentre outras coisas mostra a existéncia do mdc entre ntimeros inteiros.
Apoés isso ainda nas preliminares mostramos os principais resultados sobre mdc e mmc
para inteiros. E por fim usando a fatoracao em ntmeros primos mostrasse o DNA dos
numeros finalizando este capitulo com trés resultados esséncias que faz uso da fatoracao de
numeros primos. Em seguida no capitulo dois trataremos da definicao de comensuraveis
e algumas propriedades, assim como a definicao do maior divisor comum generalizado
mdcg e minimo miltiplo comum generalizado mmecg que sao a extensao do mdc e mmc dos
inteiros para os comensuraveis, além de exibir resultados importantes sobre estes. Ressalto
que neste capitulo faco singelas e pequenas mudancas na demonstracao de alguns teoremas
apresentados pela autora do artigo supracitado. A conclusao findaréd com o capitulo trés

do trabalho com exercicios e problemas.



1 PRELIMINARES

Neste capitulo definiremos de forma bastante natural os conceitos mais primitivos
de aritmética. Que sao os de multiplo, divisor, menor multiplo comum e maior divisor
comum para numeros inteiros. Assim como mostraremos o Algoritmo de Euclides onde
praticamente sua forma original se preserva ha 2000 anos, isto para mostrar a existéncia
do maior divisor comum entre dois inteiros e as principais propriedades que decorrem

imediatamente destas defini¢oes.

Definicao 1.1. Dados a e b com b # 0 dizemos que o inteiro a € divisivel pelo inteiro
b ou que b € um divisor de a, e escrevemos bla, sempre que existir um inteiro n tal que

a = nb.

Observe que, de acordo com a Definigao 1.1, |b| < |a| e se a e b sdo positivos,
teremos
b<a. (1.1)

De fato, considerem a e b como na defini¢ao acima de forma que b divide a, isto é,

a = nb, para certo inteiro n. Como a, b sao inteiros temos que [b| < |al.

Agora vejamos alguns exemplos.

1. 0 é divisivel por qualquer ntimero inteiro diferente de 0. Pois, sempre podemos

escrever 0 = 0k, para qualquer inteiro k£ # 0. Assim,
k # 0, entao k|O.

2. O numero 1 divide todo inteiro k. Com efeito, basta observar que qualquer ntimero

inteiro k pode ser escrito como k = k- 1. Assim,
1|k.

3. 2 divide qualquer nimero par. Com efeito, considere a um ntmero par. Entao,

podemos escrevé-lo como, a = n - 2 para algum inteiro n. Assim, 2|a.

4. os numeros 1, 2 e 4 dividem 16 e 12, observe nos ultimos exemplos que o maior
destes divisores comuns a 16 e 12 é 4. Isto nos induz as defini¢oes que seguirao nas

préoximas paginas.

Quando um numero inteiro ¢ divide dois niimeros a e b, inteiros, diremos que ¢ é

divisor comum de a e b.



Definicao 1.2. Dados dois inteiros a e b, dizemos que um inteiro d é o maior divisor
comum (mdc) entre a e b, e escreveremos d = (a,b), se:

1. d € um divisor comum de a e b, isto €, d é divisor tanto de a como de b.

2. d é o mator dos divisores comuns, no sentido de que se ¢ é um divisor comum de a

e b, entao c < d.

O mazis interessante e mais complexo é mostrar que a defini¢cao acima € equivalente

(i7°) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.

A condigao (ii’) acima pode ser reescrita como se seque:

(117) Se ¢ € um divisor comum de a e b, entao c|d.

De fato, para fixar as ideias tomemos sem perda de generalidade, ¢ e d naturais,
onde ¢ é um divisor comum de a e b e d é tal que c|d, isto é, d = nc, para certo inteiro n.

Como d, ¢ > 0 e inteiros temos que ¢ < d.

Agora a volta, ou seja, vamos mostrar que “O maior divisor comum d de a e b
¢ o divisor positivo de a e b o qual é divisivel por todo divisor comum."Esta volta da

equivaléncia é o contetiido do importante teorema conhecido por Bachet-Bézout.

Teorema 1.1 (Bachet-Bézout). Considerem a,b € Z. Entao existem x,y € Z com
ax + by = (a,b) (1.2)

Portanto, se ¢ € Z € tal que cla e c|b, entao, c|(a,b).

Demonstragao. O caso a = b = 0 ¢ trivial (temos x = y = 0). Nos outros casos,
considere o conjunto de todas as combinacoes de a e b como abaixo. Considerem a,b € Z*.

Definimos o conjunto de todas as combinagoes de a e b
J(a,b) ={z €Z:Fuev€Z,x=mua+ vb}.

Observe que este conjunto contém sempre os nimeros a e b para quaisquer a e
b. Como J(a,b) C Z e é nao vazio podemos considerar d = aug + bvg 0 menor elemento
positivo de J(a,b). Afirmamos que d divide todos os elementos de J(a,b). De fato, se
tomarmos m = au+bv € J(a,b), sejam ¢, r € Z o quociente e o resto na divisao euclidiana

de m por d, de modo que



m=dqg+re0<r<d.

Temos
r=m —dq = alu— qup) + b(v — quy) € J(a,b).

Mas,como r < d e d é o menor elemento positivo de J(a,b), segue que r = 0 e
portanto d|m. Em particular como a,b € J(a,b) temos que d|a e d|b, entao pela definigao
temos que d < (a,b). Note ainda que se c|a e ¢|b, entao c|(aug + bvg) < c|d. Tomando
¢ = (a,b) temos que (a,b)|d, isto é, pela definigdo novamente temos que (a,b) < d o que

juntamente com a desigualdade d < (a,b), mostra que d = (a, b). O

E claro que (a,b) = (b, a).

Agora vamos mostrar a existéncia do (mdc) em alguns casos particulares antes
que mostremos que sempre existe o maior divisor comum entre dois inteiros quaisquer

nao simultaneamente nulos.
1. (a,0) =a

De fato, pois ala e a|0, ou seja, a é divisor comum de a e 0. Agora suponha que a
nao seja o mde de a e 0. Isto é, (a,0) = d. Entao d|a e d|0, mas se a é divisor comum de
a e 0 segue de acordo com a defini¢ao que a|d, entdo d = ki-a e a =ky-d , com ki, ky € Z

consequentemente ki = kg = 1.

Portanto a = d.
2. (a,1) =1

De fato, pois 1]a e 1|1, ou seja, 1 é divisor comum de a e 1. Agora suponha que 1
nao seja o mdc de a e 1. Isto é, (a,1) = d. Entao d|a e d|1, mas do fato de que 1 é divisor

comum de a e 1 temos que 1|d e com isso d = 1.
3. (a,a)=a

De fato, pois ala, ou seja, a é divisor comum de a. Agora suponha que a nao seja
o mdc de a e a. Isto é, (a,a) = d. Entao dla e d|a, mas de ala temos que ald, isto é,
d=Fky-aea=ky-d,onde ki, ko € Z. Dai tem-se que 1 = kiks, ou seja, ky = ks = 1. E

com isso tem-se que d = a.

Mas vejamos como fica no caso geral.



Dados dois niimeros inteiros a e b ambos nao nulos podemos associar a cada um
deles seu conjunto de divisores positivos, D, e D, respectivamente. Dai, temos as seguintes

afirmagoes.

1. D,N D, # @.
2. D, N D, é finita.

3. Como D,N D, é finita, entao existe o elemento maximo que é o maior divisor comum

de a e b.

Prova 1. Basta observar que 1 € D, N D,,.

Prova 2. Para mostrar que esté intersec¢ao é finita basta verificar que se d|a,
entdo a = 0 ou |d| < |a|, pois dai tem-se que D, ¢ finito e analogamente teremos que D,
é finito e como a interseccao de conjuntos finitos é finito teremos D, N D, é finita. De
fato, para tal vamos supor que a # 0. E neste caso, a = dg com ¢ # 0, assim |¢| > 1 e

la| = |dq| = |d||¢q| > |d|. Portanto, |d| < |a|. Donde concluimos que D, N D}, que ¢ finita.

Prova 3. O fato de que D, N D, ¢é finita nos permite dizer que este conjunto tem
elemento maximo. Seja d =méx.D, N Dy, entao d|a e d|b e tomemos ¢ € D, N Dy. Assim
cla e c|b e como d =méx.D, N Dy, temos que ¢ < d, e, portanto, d = (a,b) de acordo com

a definicao.

Outra maneira de mostrar a existéncia é por meio do algoritmo de Euclides. Para
tal necessitamos antes demonstrar o Lema de Euclides e para mostré-lo iremos exibir duas
propriedades que decorrem diretamente da definicao de mdc. Esta maneira de mostrar
a existéncia é salutar fazer, pelo fato, de nos ensinar uma maneira pratica de calcular
o mdc entre dois inteiros, e, além disso, o fato de este algoritmo estar em muitos livros

didéticos do ensino fundamental. Para tal faremos alguns pequenos resultados e o lema
de Euclides.

Proposigao 1.1. Se c|a e cla + b, entao c|b.

Demonstragao. Da hipotese temos que a = kic e (a + b) = kec, com ky e ky € Z.

Substituindo a primeira equacao na segunda temos,

(k;lc + b) = k‘QC

b= kQC— klc
b= C(]CQ — ]{Il)
b=ck

Donde concluimos que c|b. [



Proposicao 1.2. Se alb, entdo (a,b) = a.

Demonstragao. Ora ala e alb por hipotese, entdo a é divisor comum de a e b. Suponha
que (a,b) = d, segue que d|a e d|b. Mas, como a é divisor comum de a e b, tem-se por

defini¢ao que a|d e, portanto d = a. ]

Corolario 1.1. Se (a,b) =1 e albe, entao alc.

Demonstra¢ao. Como (a,b) = 1, existem x,y € 7Z tais que az+by = 1 = a-cx+(bc)-y = c.

Do fato de a dividir cada termo do lado esquerdo, temos que alc. O

Lema 1.1. Considerem a,b,n € Z com a < na < b. Se existe (a,b — na), entao (a,b)

existe e

(a,b) = (a,b — na). (1.3)

Demonstragao. Considere d = (a,b—na), dai d|a e d|(b—na), entao d|(b—na+ na), pois
se d|a implica que d|na. Assim, d é um divisor comum de a e b. Agora tomemos ¢ um
divisor comum de a e b, segue que ¢ é divisor comum de a e b — na, com isso c|d. Assim

pela generalidade de ¢ temos que d = (a,b). O
Veja a citagao abaixo de A. Hefez em seu livro elementos de aritmética pagina 54.

O lema de Euclides é efetivo para calcular mdc, conforme veremos nos
exemplos a seguir, e serd fundamental para estabelecermos o algoritmo
de Euclides, que permitira, com muita eficiéncia, calcular o mdec de dois
ndmeros inteiros quaisquer. (Elementos de aritmética, A. Hefez, SBM.
Pag. 54)

A seguir, apresentaremos a prova construtiva da existéncia do mdc entre dois
inteiros quaisquer. Veja o que diz A. Hefez em seu livro elementos de aritmética pagina
56.

“ ...dada por Euclides (Os Elementos, Livro VII, Proposi¢ao 2). O
método, chamado de Algoritmo de Euclides, é um primor do ponto de
vista computacional e pouco conseguiu-se aperfei¢coa-lo em mais de dois
milénios.”

Agora passamos ao algoritmo propriamente dito.

Considerem a,b € 7Z, podemos supor sem perda de generalidade que a < b. Se
a = 1 ou a = b,ou ainda a|b, ja vimos que (a,b) = a. Entdo vamos apenas verificar o
caso em que a,b € Z, seja tal que a < b e que atb. Dai pela divisao euclidiana, podemos

escrever,



b=aq +ri, com ry <|al.

Aqui temos duas possibilidades:

a) r1la, e, em tal caso, pelo Lema de Euclides,
= (a7r1) - (CL?b - qla) = ((l,b),
e termina o algoritmo, ou

b) r1 1 a, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de a por r1, obtendo

a = 1r1qs + 19, COM 1o < 77
Novamente, temos duas possibilidades:

a’) ra|ry, e, em tal caso, novamente pelo Lema de Euclides tem-se
ry = (r1,72) = (11,0 — qor1) = (r1,0) = (b — qua,a) = (b,a) = (a,b),
E paramos, pois termina o algoritmo, ou

b’) retry, e, em tal caso, podemos efetuar a divisdo de 7, por ro obtendo

1 = I2(Q3 + T3, onde ry < To.

Este procedimento nao pode continuar indefinidamente, pois teriamos uma
sequéncia de ndmeros naturais a > ry > ro, > ... que nao possui menor elemento o
que nao ¢é possivel pelo pricipio da boa ordem, Isto ¢, para algum n tem-se que r,|rg_1),

o que implica que (a,b) = r,. Veja a seguinte cita¢do sobre o algoritmo de Euclides.

“Além de servir de ferramenta computacional para o calculo do mdc
a divisao euclidiana tem consequéncias teéricas importantes”. Topicos
de Teoria dos Numeros, MOREIRA, Carlos Gustavo Tamm de Aratjo,
péagina 22, rio de Janeiro: SBM, 2012.

Agora vamos ver o conceito de multiplo.
Definigao 1.3 Dizemos que um inteiro a ¢ multiplo de um inteiro b, se
a = nb,

para algum inteiro n. E diremos que m ¢ miultiplo comum de dois inteiros a e b se m ¢é

miltiplo de a e b.

Exemplos.



5. Observe que o 0 é multiplo de todos os niimeros. Mas 0 nao é divisor de ntimero

algum de acordo com a defini¢ao acima.

6. O nimero 14 é maultiplo de 2. Pois, existe um inteiro que é 7 tal que 14 = 7 - 2.

Assim, 14 é multiplo de 2.

7. O namero —70 é multiplo de 2. Pois, existe um inteiro que é —35 tal que —70 =
—35.2. Assim, —70 é multiplo de 2.

8. Observe que —70 é tanto multiplo de 2 como de —7, entao de acordo com a definicao

acima temos que —70 é multiplo comum de 2 e —7.

Esta nogao de multiplo comum sugeri a seguinte defini¢ao.

Definigao 1.3. Dizemos que m € o menor miltiplo comum (mmc) entre a e b e escrevemos

m = |a,b] se:

1. a =0, entdo a = [a, b].
2. Sea#beb=0, entdo o mmec & definido por 0 = [a, 0].
3. Se a # b e ambos nao nulos a defini¢ao é como segue:

(i) m >0,
(ii) m é multiplo comum de a e b,

(iii) m é o menor dos multiplos comuns, no sentido de que se m’ é um multiplo

’ ~ ’
comumdeaebem >0entaom <m.

Uma observagao importante é que quase que 100% dos livros didaticos do ensino
fundamental e médio quando definem o miltiplo e multiplo comum entre dois niimeros
inteiros ou naturais informam que o 0 é multiplo de qualquer niimero e assim ele é excluido
de ser o mmc entre dois niimeros, pois em caso contrario, sempre o mmc entre dois nameros
inteiros seria 0. Desta forma estendemos a definicao de mmc como feito acima para que
seja possivel calcular o mmec entre dois nimeros iguais inclusive podendo ser nulos, entre
um numero diferente de 0 e outro qualquer inclusive 0 e dois niimeros distintos ambos

nao nulos. Assim de acordo com a defini¢ao temos os seguintes exemplos:

1. Que 2 =[2,2].
2. Que 0 = [0,0].

3. Que 0 =0,2].



4. Que 4 = [2,4].

Agora surge naturalmente a indagagao: sempre existe o mmc entre dois niimeros
inteiros quaisquer?

Para responder a tal indagagao vamos definir o seguinte conjunto: M,, o conjunto
dos miiltiplos positivos de n. Pois vamos restringir a prova para os naturais sem perda de
generalidade.

1. Dados dois nimeros a e b com a # 0 e b # 0, entao a interseccao M, N M, # &

2. O conjunto M, N M, possui elemento minimo.

3. O conjunto min .M, N M, = [a, b].

Demonstragao. 1: Como o ab é miltiplo de a e b, isto é, pertencem a M, N M,, entao

M,N M, #+ 2.

]

Demonstracao. 2: Como M, N M, C N e os naturais sao bem ordenados entao pelo

principio da boa ordenacao M, N M, tem elemento minimo. O]

Demonstracao. 3: Considere m =min.M, N M,, e ¢ € M, N M,. Dai pela definicao de m

tem-se que m < c¢. Portanto, m = [a, b]. ]

Um resultado interessante que conecta os conceitos de mdc e mmc é o que segue abaixo

e é na verdade uma consequénciado teorema Bachet-Bezout.

la,b] - (a,b) = |a - b|.

Proposicao 1.3. Dados dois niimeros naturais a e b, entao

la,b] - (a,b) =a-b.

Demonstragao. Escrevendo d = (a,b) e a =ay-d e b= by -d onde ay,b; € N sao tais que
(ay,b1) = 1. Temos [a,b] = al para algum [ € N, além disso, b|[a,b] < bid|a;dl. Como
(a,b1) = 1, isto implica que by|l. E Pela defini¢do de minimo multiplo comum, temos
que [ deve ser o minimo nimero divisivel por by, assim concluimos que | = by, e, portanto

la,b] = bia. Logo (a,b) - [a,b]=d-by-a=a-b. O
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Dois outros resultados importantes sao:

Proposicao 1.4. Para quaisquer inteiros a, b

(7’) [_aa b] = [CL, _b] = [a>b]
(i) (—a,b) = (a,=b) = (a, ).
Demonstracao. Observe que (a,b)|a = (a,b)| —a por outro lado temos que (—a,b)| —a =

(—a,b)|a. Entao (a,b)|(—a,b) e (—a,b)|(a,b). Sendo anilogo o processo para mostrar que

(a, —b) = (a,b) concluimos que

(—a,b) = (a,—b) = (a,b).

Proposicao 1.5. Para quaisquer inteiros a, b e [,

(i) [la,lb] = |l|.]a, b]

(i) (la, 1) = |I].(a, D).

Demonstra¢ao. Vamos provar (ii) pois (i) é inteiramente analogo. Tomemos [ = 0 e
teremos que
(OCI,,Ob) = (070) =0- ((l,b) = |0| ’ (avb)'

Tomemos | > 0 pelo teorema Bachet-Bezout temos que (la,lb) é o menor valor positivo
de lau + lbv, com u, v inteiros, que € igual a [ vezes o menor valor positivo de au + bv que
¢ igual a [(a,b). Assim, (la,lb) =1 (a,b), com [ > 0. Para [ < 0 temos

(la,lb) = =1 - (—a,—=b) = |(la,lb)| = | =1 - (—a,=b)| = | =] - |(—a, —b)|, segue que
(la,lb) = | —=1| - (a,b) = (la,lb) =|I| - (a,b).
]

Nao é objetivo deste trabalho fazer um tratado sobre mdc e mmec de inteiros por
esta razao nao iremos abordar resultados importantes como o teorema fundamental da
algebra que dé& o suporte de escrever um ntmero qualquer de maneira tinica decomposto
em fatores primos. Mas iremos sim utilizé-lo para apresentar proposi¢oes que serviram de
base para a extensao. Veja a bela proposi¢ao abaixo usando a decomposi¢ao em primos

cuja demonstragao se encontra em |[2].
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Proposicao 1.6. Considere a = p1“'ps®? ... p,.*" um numero natural escrito na forma

acima. Se a’ é um divisor de a, entao

a =pp . pS

onde 0 < 6; < ay, parai=1,2,...,7.

Demonstracao. Considere a’ um divisor de a e considere p® a poténcia de um ntmero
primo p que esteja na decomposicao de a’ em fatores primos. E claro que p’|a, segue
entao que divide algum p;* por ser primo com os demais p;*, e, como consequéncia,

p=pief <. [

A fatoragdo em numeros primos de um nimero natural é como se estivéssemos
vendo o seu DNA, pois revela toda a sua estrutura multiplicativa. Desta forma é possivel
determinar o mdc e mmc de um conjunto de ntimeros qualquer. Veja o belo resultado
abaixo que na pratica é muito utilizado nas escolas de ensino fundamental e médio para

determinar o mdec e mme.

Considerem a = p1® py®2 ... p,*" e a’ = p? pa™p, . Pondo
Yi = min{ah 5%}7 57, = max{aivﬂi}a 1= 17 27 - N,
tem-se que

02 On

(a,b) = p1" P22 .. p, " e [a,b] = pi®'pe® ... py,

Demonstracao. Pela proposi¢ao anterior temos que p;"'p27% ... p, ™ € divisor comum de a

eb. Logo, ¢ = p1®'pa® ... p,°", onde €1 < min{«;, ;} e portanto, ¢ divide p; " pa?% ... p, 7.

Do mesmo modo, prova-se para 0 mmec. ]

Exemplo. Qual o é o mmc e mdc entre a = 233*5°7% e b = 22335577113,

(a,b) = 223%5°7°

[a,b] = 2°3*5577113.

Um resultado que nao encontra nas referéncias mas seré de grande utilidade para

resultados na extensao é apresentando como segue.
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~ . . , a c _
Proposicao 1.7. Considerem a, b, ¢ e d inteiros tais que 7 e p estejam na forma de
a b c

d
bV =—, = e d = ,
(a,c) (b,d) (a,c) (b,d)
ad B a'd

cb Y

entao

fracao irredutivel e além disso, a’ =

e(dd,db)=1.

Demonstragao. Vejamos

VN a d b ¢ — 1 a - .c
“”“Cb)‘<<a,c><b,d>’<b,d><a,c>)‘(a,c (a-d;b-c)

Agora basta mostrar que (a-d,b-c) = (a,c)(b,d). Para tal considerem

a=p1“tpy*? .. .praara,b = Q151QQ52 . qrb(STb, c = l151l262 R ZTC’BTC ed= t161t292 . trderd,
estes p;,, Gi,, li,, ti, , sa0 primos para
1< i < 10,1 < 0 < 1, 1 < e < 1, 1 < i < g

Dai,
a-d=p®p°...p;, % - 101402t 0
bc=q%q@”...q,°% LA, 0, Pre

Como (a,b) =1 (¢,d) = 1, entdo os fatores acima de a.d e b.c, s6 podem ter fatores
comuns entre os p;, € 0s [;, e entre os t;, e 0s ¢;, assim, como a decomposic¢ao de (a.d, b.c)
¢é composta pelos mesmos expoentes de fatores comuns a a.d e b.c, segue que existe fatores
comuns a p;, e l;, e & ¢, e t;,, segue com os mesmos expoentes, ou seja, (a,c) e (b, d)

posto 1sso,

(a-d,b-c)=(a,c)(b,d).

Outra maneira de ver isso seria assim:

Se

(a,c) = x1® 29 ... 2%, X; primos
(b,d) = yi"1yoh? ...y, M*, y; primos

E quando formos calcular o (a-d, b-c) deveremos ter o produto dos fatores comuns
entre

a-d= p1a1p2a2 .. .pTaara . t101t292 . trder eb-c= q161q2§2 .. qrba’“b . l1ﬁ1l2,32 .. lrcﬂrc

co1m OSs menores expoentes.
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Mas a escolha serd entao apenas entre os p; e [; com os menores expoentes que
serd x1"'x9% ... x,°", pois b nao divide a e também apenas entre os ¢; e t;, e devem ter os

menores expoentes que serd yi#tyst? ... y.*" pois d nao divide c.
Ou seja,

Er

(a-d,b-c)=x1 2™ oo™ -y Myt Lyt = (a,c) - (b, d).

Contudo concluimos que,

ad d'd

ER A
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2 NUMEROS REAIS COMENSURAVEIS

Tomemos dois segmentos um medindo digamos 8 unidades e outro medindo 12
unidades de mesma medida. Observe que o mdc das medidas destes segmentos é (8,12) =
4, ou seja, o maior segmento possivel que cabe um nimero inteiro de vezes no primeiro
segmento e um outro niimero de vezes no segundo é o segmento que mede 4 unidades. Mais
precisamente 2 vezes no primeiro e 3 vezes no segundo. Entao é natural que indaguemos:
dados dois segmentos comensuraveis quaisquer, nao necessariamente tendo como medida
nimeros inteiros, sempre existe um terceiro segmento que cabe um ntmero inteiro de vezes
no primeiro e um nimero inteiro de vezes no segundo? Se existir sempre terd o maior entre
eles? De acordo com manuscritos antigos a ideia de comensurabilidade nasce exatamente
desta necessidade de comparar segmentos de reta. Nesta seccao iremos abordar estes

conceitos.

Definigao 2.1. Diremos que dois segmento sde reta AB e C'D sdo comensurdveis quando

existe um terceiro segmento de medida k que caiba n vezes em AB e m vezes em CD.

A ilusao da comensurabilidade durou até o quarto século antes de Cristo. Naquela
época, em Crotona, sul da Itélia, havia uma seita filosofica-religiosa, liderada por
Pitagoras. Um dos pontos fundamentais de sua doutrina era o lema “Os ntimeros governam
o mundo”(Lembremos que nimeros para eles eram nimeros naturais, admitindo-se tomar
razoes entre esses nimeros, formando as fragdes.) (Lima, Elon Lages, A Matematica do
Ensino Médio- volume 1, - 9.ed.-Rio de Janeiro: SBM 2006, pag. 53).

Como se vé acima a definicao advém de um conceito geométrico. No entanto a
comensurabilidade pode ser equivalentemente definida fazendo uma relacao entre dois

ndmeros reais quaisquer.

Definicao 2.2. Dados dois nimeros reais | e s sdo ditos comensurdveis se existem
numeros inteiros nao nulos m e n tais que ml=ns.

Exemplos.

1. Observe que se ambos forem nulos claramente sao comensuraveis. Pois podemos

tomar quaisquer inteiros.

2. Dados um real [ nao nulo e s nulo basta tomar como inteiros m = 0 e n pode ser

qualquer e teremos:

Ou seja, sao comensuraveis.
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3. Os nimeros 3 e - Sa0 comensuraveis.
Com efeito, basta tomar m = 15 e n = 14 e teremos,

2 5
=142

15- =
3 7

. 2 5 .
Ou seja, os niimeros 3 e - sao comensuraveis.

4. Os numeros 17 e 37, sao comensuraveis.

Com efeito, basta tomar m = 3 e n = 1 e teremos,
3-1m=1-3nm
Ou seja, os nameros 17 e 37 sao comensuraveis.

5. Pode ocorrer de existir niimeros reais que nao sao comensuraveis. Por exemplo, os
nimeros v/2 e 1 nao sdo comensuraveis.
Com efeito, suponha que fossem comensuraveis. Dai existiriam inteiros m e n tais

que,

m-vV2=n-1
E elevando-se ao quadrado ambos os membros, teremos,
<m-\/§>2 =(n-1)°
m? .2 =1
m? -2 =n’
Esta dltima igualdade é um absurdo, pois se decompormos os nimeros

men

em fatores primos teremos no primeiro membro o fator 2 com um expoente impar e

no segundo membro o fator 2 com um expoente par.

Vamos generalizar e provar o terceiro exemplo com a proposi¢ao abaixo.
1 S1

Proposicao 2.1. Se os niumeros — e — sao racionais quaisquer entdo sao sempre
. T2 52
COMENSUrdvers.
~ . . .t S -
Demonstracao. Considerem os racionais — e —, entao basta tomar como m = ry - 51 €
o r2 82
n =1y - Sy Intelros e teremos:
™ S1
(7'2 . 81)— = (7”1 . 82)—.
) S2

. . S1 . ..
Portanto os racionais — e — sao comensuraveis.
T2  S2
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Com os olhos fitos em sempre que possivel querer estender as definigoes vamos

discutir a definicao de comensurabilidade que transcrevo ipsis literes abaixo:
Definicao 2.3. Dados dois nimeros reais | e s sao ditos comensurdveis se existem

numeros inteiros nao nulos m e n tais que

ml = ns.

Observe que ml = r, onde r é real, isto é, de acordo com a defini¢ao acima somos
induzidos a acreditar que qualquer real pode ser escrito como produto de um inteiro por

um outro real. Sera?

E logico que qualquer real é multiplo inteiro dele proprio, pois poderiamos tomar

sempre como o inteiro o namero 1. Veja,
12=1-12

=1«

V2=1-V2

Entao, vamos verificar se ha algum exemplo onde o inteiro nao é 1. Vejamos,

5
10=14- 7 isto é, que 10 é um maultiplo inteiro do niimero -

2
10=15- 3 isto é, que 10 é um maultiplo inteiro do ntimero 3

2 r . 2, 1 e .
—=4- 6 isto é, que — é um miultiplo inteiro do nimero 6

3
. , e . 1
V3 =3.—, isto é, que v/3 é um maltiplo inteiro do nimero —.

V3 V3

Os exemplos acima surgem do conceito de comensurabilidade e como vimos acima
nos induz a definirmos miiltiplo inteiro de um real. Estendendo assim a ideia de multiplo

entre dois inteiros.

Definicao 2.4. Diremos que um niumero real v € um multiplo inteiro de um numero real

[, ou que | € um divisor inteiro de r, se existe um inteiro m tal que r = ml.

Exemplos.
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Agora veremos alguns resultados que decorrem imediatamente desta defini¢ao e a

de comensurabilidade.

Proposigao 2.2. Considerem r el dois nimeros reais nao nulos. As sequintes afirmagoes

sao equivalentes:

Demonstracgao. 1. Os ntmeros 7 e [ sa0 comensuraveis.

. T, , .
2. O quociente 7 € um niimero racional.

3. Existe um ntimero real ¢ que é miltiplo inteiro comum de r e de .
4. Existe um nimero real u que é divisor inteiro comum de r e de [.

Prova. Primeiro vamos mostrar (1) implica (2).

Ora se r e [ nao nulos sao niimeros comensuraveis entao de acordo com a defini¢ao

de comensurabilidade existem nimeros inteiros m e n nao nulos tais que:

Dai,
roomn
[ m
Que sao nimeros racionais, pois m e n sao inteiros nao nulos.
Agora vamos mostrar (2) implica (3).
~ . . r r ™ .
Para tal, vamos tomar a fracao equivalente do racional 7 como 7= Dai
1
teremos
lyr = lry e fazendo t = lyr = rql, ou seja, t = [1r e t = r1l como desejado.
Agora vamos mostrar (3) implica (4).
Como t é multiplo comum de r e de [ temos que t = [;7 e t = r1l. Segue que
r l r l r
— = —. Entao fazendo u = — = — teremos que u = — o que implica que r = u-ry e
A l ™ Iy 1
de u = — implica que [ = u.l; como desejado.

I

Por fim vamos mostrar que (4) implica (1).

Como u é divisor inteiro de r e [ temos que existem [, e r; inteiros tais que
r=u-rmel=u-l.

T . o T l .
Segue que u = — e u = l—, pois r e [ nao sao nulos, entao l_ = — e com 1sso tem que:
1 1 1 T1
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rir = l1l, como desejado.

2.1 O maior divisor comum e o menor miltiplo comum generalizado

Em toda minha vida escolar estudei, resolvi e ouvi que mdc e mmc eram calculados
entre numeros inteiros. Mas sempre houve situagoes intrigantes como a de somar duas

fragdes como
1 1

T 21

E para solucionar diziamos que se deve tirar o mmc entre os ntmeros 7 e 27, onde

o resultado é 2. Dai faziamos,

1 1 241 3

T 27 27 27

De acordo com a defini¢ao de mdc e mmc definida para ntimeros inteiros isto acima

nao é verdade, isto é, nao foi calculado o mmec entre inteiros. Entao o que foi feito?

Na verdade de acordo com a extensao da definicao de mmec de inteiros para niimeros
comensuraveis o que foi feito acima é sim o mmc para nimeros comensuraveis. O objeto
de nosso estudo abaixo é justamente a extensao das defini¢oes anteriores. O que justificara

o feito acima. Vejamos tais definigoes.

Definigao 2.5. Sejam r e s dois reais comensurdveis nao nulos.
1. Dizemos que | é o menor miltiplo comum generalizado entre r e s e escrevemos:
[, 8]y =1

se.

a) 1>0;
b) 1 é um maltiplo inteiro comum de r e s;

c) sel € maltiplo inteiro comum der e s el >0, entao | <.

2. Dizemos que u € o maior divisor comum generalizado entre r e s, e escrevemos:
(r,s)g = u;
se:

a) u € um divisor inteiro comum de 1 e s;
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b) seu € divisor inteiro comum de r e de s, entio u' < u;

Exemplo 2.1. Vamos tentar calcular o menor miltiplo comum generalizado e maior

divisor comum generalizado entre os numeros abaixo usando apenas a defini¢ao.

N | —
e~ =

De acordo com a defini¢ao (2.5) acima:

O nosso primeiro passo a dar de acordo com a defini¢ao é encontrar um multiplo
comum positivo dos nimeros acima. Ou seja, queremos encontrar [ > 0, tal que existam

a e b inteiros nao nulos tais que:

1

l=a-—

2

1

l=b--

4

E para tal deve-se ter

1_b1<:>a_2<:>a_1
CoTVAT R T ATy 2

Ou seja, b = 2-a. Desta forma, encontramos uma fabrica para determinar multiplos
comuns dos nimeros 5 e 1 Pois podemos escolher qualquer ntimero inteiro nao nulo e

positivo para representar a o que implica que b fica determinado para que [ seja um

1
multiplo comum inteiro real entre os ntmeros 3 e —. Sendo assim podemos escolher
3 5
para a qualquer nimero do conjunto dos naturais. Assim, {5, 1, 2 2, 57 .} s@o multiplos

1
comuns dos nimeros 3 e 1 Como queremos encontrar o menor entre eles, basta tomar o

menor valor natural para a, isto é, a = 1, ou seja, 3 serd o menor multiplo inteiro comum

1_[1.1}
2 [274],

Agora vamos encontrar o maior divisor comum generalizado, usando a definicao,

1 1 , L 1
entre B e 1 ou seja, queremos encontrar numero u que seja divisor comum entre 3 e 1

. 1 1 .
real positivo entre — e —. Assim

E para tal deve existir a e b inteiro tal que:

Segue dai que (u # 0)
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Ou seja, a deve ser o dobro de b. Isto é, ao escolher um valor inteiro para b fica

determinado o valor de a. Assim sao divisores comuns inteiros entre 3 e 1 0s nimeros

1 1 1111
127 8T 474’8127
menor valor natural para b que é b = 1. Dai teremos,

Como queremos o maior dentre eles basta tomar o

11 1
24g 4

Duas observacoes interessantes sao as seguintes:

1. 0 continua sendo miltiplo de qualquer real e também é multiplo comum entre dois

comensuraveis quaisquer de acordo com a definicao acima.

2. Mas, o nimero 1 nao ¢é divisor comum inteiro de nenhum real que nao seja inteiro.

Com efeito, se fosse terfamos:

Com 7 real qualquer e nao inteiro e como a deve ser inteiro a equagao acima nao
tem solucao para r nao inteiro.

Decorre que 1 nao ¢é divisor comum de dois comensuraveis que nao sejam inteiros.

1 1
Por exemplo, 1 nao é divisor comum entre 3 e T

Como percebemos no exemplo acima ¢é trabalhoso calcular o mmcg e o mdcg pelas
defini¢oes. No teorema que segue obtemos uma féormula para calcular o mmcg e o mdcg

entre dois reais comensuraveis quaisquer.

Teorema 2.1. Sejam r e s dois reais comensurdveis nao nulos. Entao

)

r S
[, 5]y = |vr| = |us| e (r,s), = ‘E’ _ ‘_

v

u o, , ) , r
onde — € a forma irredutivel do racional —.
v S

Demonstracao. Vamos considerar sem perda de generalidade r e s reais comensuraveis
nao nulos e positivos. Por serem, r e s, comensuréaveis existem ntmeros inteiros a, b, c e

d tais que,

ar = bs e cr = ds.
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Agora vamos mostrar que os nossos candidatos a t = [r,s], = |v.r| e t = [r, 5], =

|u.s| sdo ambos maiores que zero. Mas,
t=|vr|=vr=us=|us| >0

Assim, atende a primeira condigao. Agora vamos mostrar que ¢ é multiplo de 7 e s, isto
é,t=mret=mns. Mas, t =|vr| =ovret=|us| =ur, isto é sdo multiplos de r e
de s. Assim, atende a segunda condic¢ao. Por fim vamos mostrar que se ¢ atende as duas
condicbes acima, entdo para qualquer t = mr tem-se t = mr > t. Vejamos: Como ¢t é

miultiplo de r e s, entao t = mr e t = ns, entao mr = ns. Assim,
r o n o u

S m (%

. Como (u,v) = 1, entdo existe a tal que m = av e n = au segue que
t':mr:aWZUr:t

. Portanto, tem-se:

[, slg = or| = |us]

Analogamente mostra-se para (r,s), = ‘—

Exemplos

1. Vamos calcular o mmcg e mdcg entre os niimeros

1 1
—e-.
2 4
. . 1 .
Com efeito, seja r = 1953 entao de acordo com o teorema temos que:
1
r 4 1 . -1 1
ST 1T U= lewv=2ecomo (1,2) = 1, ou seja, a fragao 5 ¢ irredutivel,
s
2
tem-se que
11 1 1 1
-, — frnd 2 _ = ]_ e
24 4 2
g
e
1 1
L1y 4] 9| 1
2°4) |1 [2| 4

Observe que é bem mais pratico que calcular pela defini¢ao.
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2. Vamos calcular o mmcg e mdcg entre os niimeros

[GVIN )
@
| Ot

. . 2 ) ~
Com efeito, seja r = 3 €s= 5’ entao de acordo com o teorema temos que:

2
r 3 12
s 95 15
6
Agora observe o que acontece se acharmos que a hipétese de nao considerar que
4 12
a fracao obtida deve estar na forma irredutivel - = —, e tomarmos u = 12 e v = 15.

5 15
Assim terfamos u = 12 e v = 15, dai teriamos:

25 2
22 =15-2 =10
{B’GL 3

. : ] 12 4 ) . )
Onde seguindo o teorema a risca teriamos =5 que ¢é a sua versao irredutivel.

Assim teriamos:

25 s 2 10
3’69_ 3 3

Observe que 10 é de fato um multiplo inteiro dos racionais 3 e 5 Veja:

10=15"-

10 =12

S| ot W N

Mas, nao é o menor positivo!

r
Entao percebemos que a singela hipotese de que a fracao — deve estar no modo
s

irredutivel para a determinacgao de u e v é essencial.

Sera que esta hipdtese é necesséaria para o mdcg?
. 2 5
Vejamos: Tomandor =—-es=—-eu=12ev =15

3 6

2 5
25\ _|3|_|6]_1
3’6g_12_15_18



Mas, se u =4 e v = 5 terfamos:

(25)_
36/,

INGGCIR )
ut|oy | ot

1 . L .
Observe que de fato 18 é um divisor comum inteiro dos racionais

é o0 maior.

Assim a hipotese da fragao ser irredutivel é essencial.

Uma curiosidade bastante interessante é que:

il e-

| =

Wl Do
S| Ot
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, Mas nao

Ai surge a seguinte indagagao. Se sempre que r e s forem racionais sera valido o

calculo acima?

Para os casos como no exemplo imediatamente acima de r e s serem nimeros

racionais, teremos um caso particular do teorema acima e podem ser reescritas em termos

das representagoes destes racionais em fragoes irredutiveis. Isto seré feito no corolario

abaixo.

Corolario 2.1. Considerem r e s niumeros racionais nao nulos e sejam a,b, ¢ e d inteiros

a C

tais que — e p sao as representacoes para r e s respectivamente, na forma de fracao

rredutivel. Entao

_ la,{]

[7”, 3]9 - (b, d)

) (a9
(T7 S)Q - [b, d]

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade vamos mostrar o caso em que r e s sao

a c

positivos. Como — e — sao representacoes para r e s respectivamente, na forma de

fragao irredutivel, entao (a,b) = (¢,d) = 1. Dali,

ad

b’

r
S

Ql ool 2

. . ad
Agora para aplicarmos o teorema acima devemos ter que — deve estar na forma

irredutivel. Para tal usaremos o seguinte artificio.

Faremos,
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a
E agora @ assume a forma
c

ad ad

b

!/

Onde ad

N
obtendo as hipdteses do primeiro teorema deste capitulo. Dai segue,

é irredutivel de acordo com resultado ja exibido no capitulo 1. Assim

a ¢ ,/_E_ b . ¢ = ac
rle =g == TG e T ) (@

Agora usando o fato de que ac = (a, ¢)|a, ¢|, obtemos o desejado.

eyl

Agora vamos verificar a prova para o (r, s),. Usando o teorema (2.1) imediatamente

acima temos:

r r r(a,c)(b,d) al(a,c)(b,d) (a,c)(b,d)

(r,s)g = (a'c) I d ad b ad bd
(a,c) (b,d)

Agora usando o fato de bd = (b, d)[b, d] obtemos o desejado.

O

Agora utilizando tanto o teorema (2.1) como o corolério (2.2) vamos calcular alguns

mmcg e mdcg dos seguintes exemplos.

5
e —. Veja

1. Vamos calcular o mmcg e mdcg entre os niimeros TR

8
6
451  [45 20

{%’TZL_[?EL (3,12) 3

(§3>_(é3> _ @5 1
612/, \3712), [3,12] 12
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1
2. Vamos calcular o mmcg e mdcg entre os niimeros 3 e 1. Veja:

- -1

3 (3,1)
e
(1 1> (1) 1
3/, 3,1 3
2 242
3. Vamos calcular o mmcg e mdcg entre os nimeros - e T\/_ Veja:
2 2¢/2 2
Vo] v
27 3 2
g
e

V2
6

el
[N}

27 3

(ﬁ 2_ﬁ> _

Agora vamos mostrar que as identidades do primeiro capitulo também se

generalizam para o mmcg e mdcg.

Corolario 2.2. Sejam r e s reais comensurdveis nao nulos. Entao:

(1) [r,slg - (r,8)g = |r - s

Dado qualquer real nao nulo ¢ temos que cr e cs sao ainda comensurdveis. Entao:
(i) [er,cslg = |c] - [r, slg

(1it) (cr,es)y =|c| - (r,s)g

Demonstragao. (i) Vamos admitir que 7 e s sejam nao nulos e positivos e ¢ um real
positivo qualquer. Como r e s sao comensuraveis significa que existem m e n naturais

os menores possiveis devidos o principio da boa ordenacao tais que:

- @, com (m,n) = 1.
s n

Agora estamos nas hipoteses do teorema. Desta forma aplicando-o temos:

r s
[r,s]g:rn:s-me('r,s)gzazﬁ

Agora bastam multiplicar ambos os membros e teremos o desejado, veja.

[r,s]y-(r,s)g=mn-—=r-s

S
n



26

(ii) E claro que se r e s s@o comensuraveis entdo cr e ¢s também o sao. Desta maneira

existem m e n naturais nao nulos tais que:

T T, com (m,n) = 1.
cs  n

E mais uma vez caimos nas hipoéteses do teorema e com isso podemos escrever,

ler,esly =crn=c-[r,s],

(ili) Usando o teorema para o (cr,cs), temos,

cr r
(crycs)y = =c o =c (r,8)g-

]

Outra consequéncia importante e muito 1til nos permitird calcular o minimo
miltiplo comum generalizado e maior divisor comum generalizado entre dois racionais
de expansao decimal finita de uma forma répida. Nao é dificil se convencer que este
resultado também vale quando substituimos a base 10 de numeracao por uma base b

qualquer.

Corolario 2.3. Se r e s sdo dois numeros racionais que podem ser representados por

uma fracao decimal, digamos,

u v
R TIRTi]
Suponha quet >k et > 1, entao
[10%r, 10"s] (10*r,10"s)
[r,s]y, = e ¢ (r,8), = 0
. 1 (L
Demonstragao. Basta tomar [r, s, e multiplicar por Tor VeI
10* [10%r,10%s)],  [10%r, 10"s]
T A T A T

A tultima passagem se justifica, pois, t > k e t < [, dai os niimeros 10'r e 10's sao
inteiros, isto é,
[10"r, 10"s], = [10'r, 10"s].

Analogamente se prova para o (7, ),. ]
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3 APLICACOES E EXERCICIOS

Agora de posse do conhecimento de como tcalcular o menor miltiplo comum
generalizado e o maior divisor comum generalizado estamos preparados para resolver
problemas que necessitem deste conhecimento. Neste capitulo faremos alguns exercicios

para colocar em pratica todos os resultados para mmcg e mdcg, e vamos resolver dois

problemas.
.. ) 1
1. Exercicio. Vamos calcular o mmcg e mmdg entre os niimeros — e 7 usando todos
T 2w
1
P 2
os resultados obtidos. Para tal observe que % =7 assimu=2ewv=1.
o

Agora usando outro resultado. Veja,
1 1 1 1
C. -, 2— = — 17 5 =
T 2r], ™ g

1

T

1 1 1 1 1
() -8

T 2w g 7 2 g 7

Por fim vamos calcular o mmcg e mdcg usando o resultado que envolve o mmc e

mdc para inteiros. Veja,

2 5
2. Exercicio. Vamos calcular o mmecg e mdcg entre os ntimeros 100 e 10

Primeiro vamos calcular usando mmc e mdc para inteiros das fragoes equivalentes.

Assim,
11 Ly 1
507 2

, (50,2) 2
11\ (1,11
(%’é)g ~[50,2]  50°
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Agora vamos calcular usando o tltimo resultado exibido para poténcias de base dez.

Veja,
100 2 100 >
2 5| 100’ 10]  [2,50] 50 1
100710, 100 ~ 100 100 2’
¢ 2 5
100 - —— 100 - —
2 5\ _ < 00 100’ 00 10) _(2,50) 2 1
10010/, 102 S 102 100 50°
. .. 3 )
3. Exercicio. Encontre o mmcg e mdcg para os comensuraveis r = 5 es= 3

Resolugao.

Observe que

Primeiro vamos calcular mmcg, vejamos:

Vamos usar o fato ja mostrado que diz, [r, s], = rn, onde m = 12 e n = 5, Veja,

351 3 . _15
2’8g_2 )

Ou usando [r, s], = sm, tem-se,
{3 5] B
28],
Ou usando [cr, cs], = ¢+ [r, ], = rn, tem-se,
3 5 1 5 1 15
[5’@} ~3 {371}9—5‘3'5—7

Ou usando [cr, cs|, = ¢ [r, 8], = csm,

oo | Ut
-
[\

I
|
I
|

[ R [P O
28], 2 41, 2 4 8 2
Ou usando [r, s], = [%, g]g = ([a’;]), onde % e 2 sao as fracoes irredutiveis de r e

Agora vamos calcular o mdcg,



r
Vamos usar (r,s), = —, tem-se,
m

QO
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1. Numa construtora um mestre de obras tem barras de ferro para a construcao de

vigas cujas medidas destas barras sdo umas com 20v/2m e outras com medidas

124/2m e é solicitado as seguintes tarefas:

a. Que o construtor corte duas destas barras com medidas distintas de forma que

ambas as barras tenha pedagos o maior possivel e comum a ambas.

medida comum a ser cortada destas barras?

Qual a

b. Agora necessita-se de pedagos uniformes que devem ser obtidos soldando-se

as barras de mesma medida até que as barras de ferro com medidas distintas

ao serem soldadas obtenham o mesmo comprimento pela primeira vez.

medidas devem ter estes pedagos uniformes?

Problema 2

Que

2. Ao fazer uma reforma em um apartamento um mestre de obra se vé numa situagao

dificil ao tentar atender dois pedidos de seu cliente que sao eles.

a. A sala é um ambiente exatamente retangular de medidas 2,5mm e 1,57m e

o cliente quer colocar ceramicas feita sob encomenda todas quadradas e que

sejam a maior possivel. Qual serd a medida desta ceramica?

. Nesta construcao vao utilizar cabos de aco para o uso de energia de alta tensao
para tal compraram rolos de 50mm e 35mm deseja-se obter cabos uniformes
emendando os rolos de mesma medida até que os rolos de medidas distintas ao
serem emendados obtenham o mesma medida. Qual devera ser o comprimento

apos serem emendados de forma a obter a mesma medida a primeira vez?

Agora vamos resolveé-los:

Resolugao do problema 1 a. O construtor deseja encontrar o maior pedago comum

a ambas as barras, isto é, ele quer o maior divisor comum generalizado entre as medidas

das barras 20v/2m e 12v/2m. Sejam, r = 2012 e s = 12v/2. Assim,

u  20V2 5
v 122 3

e o maior divisor comum generalizado entre r e s é

(r,s), = (20v/2,12V/2), = 20\[ =42,

ou seja, os pedacos comuns com maior medida possivel deve medir 4v/2m.
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Resolugao do problema 1 b. Agora o construtor deseja encontrar pedagos uniformes
(mesmo tamanho) utilizando barras inteiras e de maneira a fazer o menor ntimero de soldas

possivel para obté-las, ou seja, queremos encontrar o menor multiplo comum generalizado
entre as medidas das barras 20v/2m e 12v/2m. Sejam, 7 = 20v/2 e s = 12v/2. Assim,

u  20V2 5

v 12y/2 3

e menor multiplo comum generalizado entre r e s é
[r, 8], = [20v/2,12V/2], = 3 - 20v/2 = 60v/2,

ou seja, os pedagos comuns com menor medida possivel que serao obtidos com o menor
namero de soldas possivel deve medir 60v/2m. Ou seja, com a barra menor conseguisse
soldando apenas cinco pedacos de 12v/2m e com o pedaco de 20v/2m basta fazer apenas

trés soldas.

Resolugao do problema 2 a. O construtor deseja encontrar a maior ceramica que
se encaixa em ambos os lados da sala. Ele quer entao o maior divisor comum generalizado

entre as medidas das 2,5mm e 1,5mm. Sejam r = 2,5mm e s = 1, 5mm. Assim,

w _ 2,om 5

v 1,bm 3
e o maior divisor comum generalizado entre r e s é

2.5
(r,8), = (2,5, 1,51), = Tﬂ — 0,5,

ou seja, as ceramicas com maior medida possivel e quadradas devem ter medida do seu
lado de 0, 5mm.

Resolugao do problema 2 b. O construtor deve encontrar o minimo miltiplo comum
generalizado entre 507rm e 35mm dai teremos exatamente quantas emendas devera ter os
rolos de medida 507mm e os de medida 35mm para que fiquem com comprimentos iguais.
Assim,

[507, 357|, = 57 - (10,7) = b - (10,7) = 5m - 70 = 350,

isto é, devemos emendar 7 vezes os rolos com medida 50mm e 10 vezes os rolos de medida

357.
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