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Resumo

O presente trabalho busca apresentar as conicas de uma forma mais abrangente que a
vista nos livros didaticos atuais. Optamos por apresentar alguns dos aspectos histéricos das
coOnicas, seus criadores e seu papel enquanto ferramenta na evolucao da ciéncia de modo geral.
Selecionamos algumas aplicacoes, bem como construcoes e propostas de atividades para a sala
de aula, a citar, o forno solar parabdlico e o bilhar eliptico. Nas diversas construgoes apresen-
tadas no texto foram utilizados, materiais de facil obtencao tais como: cola, barbante, tesoura,
emborrachado etc. Além disso, utilizamos o software de geometria dinamica GeoGebra em con-
strucoes Graficas fazendo alusao aos Teoremas de Reflexao, justificando assim, as propriedades

refletoras das conicas bastante exploradas ao longo do texto.

Palavras Chave: Conicas, Construgoes e Geometria.
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Abstract

This study aims to present the conics in a more comprehensive way than seen in textbooks.
We chose to present some of the historical aspects of conics, its creator and role as a tool in
the evolution of science in general. We have selected some applications as well as buildings and
proposed activities for classroom, to name one, the parabolic solar oven and elliptical billiards.
In various constructions presented in the text were used readily avaliable materials such as:
glue, string, scissors, rubberized, etc. Furthermore, we use the dynamic geometry software
GeoGebra in geometric buildings alluding to Reflection Theorems, thus justifying the reflective

proprieties of conics, fully explored throughout the text.

Keywords: Conics, Buildings, Geometry.



Introducao

E notdvel que o estudo das conicas (pardbola, elipse e hipérbole) nao possui um lugar de
destaque durante o ensino médio. Muitas vezes ensinado no terceiro ano, juntamente com geo-
metria analitica, nao é suficientemente explorado, dando-se enfoque somente a parte algébrica,
mais especificamente para a identificacao da conica e alguns de seus elementos bésicos (centro,
foco e vértice).

Nesse aspecto, concordamos com Santos (2008, p.1):

“Apesar de toda a sua importancia historica e de seu relevante papel no desenvolvi-
mento tecnolégico moderno, o estudo das conicas no ensino médio, nos ultimos anos,
tem sido completamente abandonado ou relegado a um segundo plano, reduzindo-se a
simples manipulac¢ao e/ou memorizagao de férmulas. Esta abordagem leva a néo valo-
rizagao do tema pelos alunos, sentimento compartilhado, quem sabe, pelos préprios
professores, que podem nao estar preparados a reconhecer nem a sua beleza nem a
sua importéancia e utilidade”. (SANTOS, 2008, p.1)

Uma forma de enriquecer e motivar o estudo das conicas e suas propriedades basicas, dar-
se-a por meio da contextualizacdo, apresentando situagoes/objetos da vida cotidiana nos quais
as propriedades e conhecimentos estejam presentes, bem como na propria confeccao de alguns
destes objetos.

E praticamente inegavel que precisamos trazer a realidade para as aulas de matematica
como forma de motivar o educando e dar sentido ao que estd sendo visto. Esta forma de
trabalho/abordagem é posta pelos Parametros Curriculares Nacionais - PCN e por algumas
linhas de pesquisa e autores da Educagao Matematica. Citamos, por exemplo, D’Ambrésio
(2007) que, em se tratando da Etnomatemética, apoia-se na ideia de explorar a realidade como

forma de dar sentido & matemaética vista na sala de aula.

Por outro lado, Machado (2012, p.3) acrescenta:



“E certo que as ferramentas matemaéticas nos ajudam a lidar com a realidade concreta.
Seu uso reiterado no dia-a-dia e sua importancia como linguagem das ciéncias, em
todas as areas, sao indiscutiveis. Mas ha algo na Matemdtica que escapa a qualquer
sentido prético/utilitdrio, que expressa relagoes, as vezes surpreendentes, e nos ajuda
a construir significado do mundo da experiéncia, no mesmo sentido em que em um
poema o faz. Um poema nunca se deixa traduzir em termos de utilidade pratica (...).
Para enfrentar dificuldades com o ensino da Matemadtica, mais do que despertar o
interesse pelas suas aplicagoes praticas, é fundamental desvelar sua beleza intrinseca”.
(MACHADO, 2012, p.3)

Salientamos que um caminho para o aprendizado da Matematica é desenvolver habilidades e
competéncias que permitam compreende-la. Os Parametros Curriculares Nacionais para o En-
sino Médio (PCNEM, 2012) ressaltam que o aluno consiga, ao passar pelo Ensino Bésico, tran-
screver mensagens mateméaticas da linguagem cotidiana para a linguagem simbdlica (equagoes,
tabelas, férmulas etc) e vice-versa.

Apresentaremos, nos Capitulos 2, 3 e 4 o uso do software de geometria dinamica! GeoGe-
bra? como ferramenta alternativa na construcao das conicas. Veremos que este apresentard
grande vantagem em relacao aos outros dois métodos apresentados. Ressaltamos que o uso
de ferramentas computacionais traz grandes beneficios nas aulas de matematica, uma vez que
acelera calculos penosos, nao hé necessidade de material fisico (ldpis, papel etc), além de fun-
cionalidades dinamicas que possibilitam uma exploragao concreta muitas vezes impraticavel ao
se trabalhar de maneira tradicional. Neste ponto, Guimaraes et al. apud Santos (2008, p.2)
ressalta:

“A verdadeira aprendizagem em matemédtica, em especial em Geometria, deve pas-
sar necessariamente pelas etapas de exploracao concreta, experimentagao, resolucao
de problemas, elaboragdo de conjecturas, justificativas informais e provas. Segundo
Guimaraes et al. (2002) estas etapas nao sao facilmente assimiladas pelos alunos, emb-
ora parecam muito naturais do ponto de vista de quem j4 as superou”. (GUIMARAES
et al. apud Santos, 2008, p.2)

Sendo assim, dividimos esse trabalho nds seguintes capitulos:
No Capitulo 1 faremos uma rapida abordagem histéria quanto a descoberta das conicas pelos
gregos bem como sua posterior utilizacao por Kepler na descricao das érbitas dos planetas até

sua utilizacao nos dias atuais.

1O termo Geometria Dindmica é designado & geometria que faz uso de programas graficos que, numa 4rea de
desenho, permitem construgoes geométricas a partir de objetos-base, que se integram de tal sorte que sempre
que o usudrio altere quaisquer desses objetos todos os demais se alteram. Esse termo foi usado pela primeira vez
por Nick Jackin e Steve Rasmussem para estabelecer as diferencas entre softwares de geometria comuns e soft-
wares de geometria dindmica. As funcionalidades proporcionadas por tais softwares sdo notaveis, possibilitando
transformagoes continuas, em tempo real, devido ao que chamamos de “arraste”

20 GeoGebra é um softwares voltado para o ensino de matemética. Uma de suas aplicacoes mais notaveis
diz respeitos as construgoes dinamicas. Trata-se de um software livre e pode ser baixado diretatemente da sua
plataforma: http://www.geogebra.org/



Defendemos que a utilizacao da Histéria da Matemaética é um recurso pedagogico de grande
relevancia, e uma vez utilizado de forma adequada, motiva aquele que deve aprender. Além
disso, desperta o desejo de percorrer os passos de como surgiram os conteidos matematicos
e como as necessidades e o contexto da época interferiram no seu aparecimento e em sua

descoberta. Neste aspecto temos D’Ambrésio apud Gasperi&Pacheco (2015) apontam:

“As ideias Matematicas comparecem em toda a evolucao da humanidade, definindo
estratégias de acao para lidar com o ambiente, criando e desenhando instrumentos
para esse fim, e buscando explicagoes sobre os fatos e fenomenos da natureza e para
a prépria existéncia. Em todos os momentos da histéria e em todas as civilizagoes, as
ideias Mateméticas estdo presentes em todas as formas de fazer e saber.” (D’ Ambrésio
apud Gasperi&Pacheco, 2015, p.97)

No Capitulo 2 apresentaremos a parabola, em principio, dando enfoques geométrico e
algébrico os quais culminarao na demonstracao do importante Teorema 1. Exemplificaremos
com objetos do cotidiano cujo funcionamento dependem essencialmente da validade do teorema
citado. Em seguida apresentaremos trés formas de construcao de uma parabola: a primeira
levando em conta sua definicao em termos de lugar geométrico, lancando mao de materiais do
cotidiano como barbante, régua, esquadro etc; a segunda levando-se em conta seu formato, apli-
cando uma segao (corte) em um cone de isopor; e a terceira utilizando o software de Geometria
dinamica Geogebra. Em seguida apresentaremos uma atividade para a sala de aula a qual o
professor pode explorar os aspectos investigativos junto a seus alunos. Fechamos o capitulo
com a construcao passo a passo de um forno solar parabdlico seguido da explicagao sobre seu
funcionamento.

No Capitulo 3, assim como no segundo, apresentaremos a elipse dando, inicialmente um
enfoque geométrico/algébrico de um modo mais tedrico. Apresentaremos a demonstragao do
Teorema 2 o qual justificard as situacoes e objetos do cotidiano presentes no texto. Propore-
mos trés formas de construcao de uma elipse, uma usando a definicao de elipse como lugar
geométrico, outra tomando uma secao conica conveniente em um cone de isopor e novamente
uma terceira utilizando o Geogebra. Em seguida apresentaremos o bilhar eliptico e seu fun-
cionamento o qual usaremos fortemente o Teorema 2. Em seguida proporemos uma atividade
utilizando o bilhar eliptico no qual o aluno devera buscar estratégias para ”acertar a bola na
cacapa’em quatro situagoes (ou mais no caso de um professor criativo).

Ao longo do texto tivemos o cuidado de deixa-lo o mais didatico possivel, podendo assim,
ser lido facilmente por professores e alunos que queiram utilizar de construcoes geométricas
e materiais concretos em suas aulas. Fotos e passos cuidadosamente escolhidos tornarao as

construcoes e o entendimento do texto menos arduo. Além disso, omitimos um pouco da linha



tradicional, muito comum em livros didaticos, de apresentar exemplos focando somente os

aspectos algébricos, tais como: Determine a equagdo da elipse cujos focos sao....



Capitulo 1

Um Passeio ao Longo da Histdria

Podemos fazer um passeio no tempo, para cerca de 600 a.C. e voltarmos a Grécia Antiga.
Em tal data os gregos ja dispunham de um alfabeto e escrita consistentes. Por meio da utilizagao
de papiros, registravam e divulgavam fatos relacionados a sua histoéria, vida cotidiana, ideias
e conhecimentos, muitas vezes oriundos de outros povos, como por exemplo, babilonicos e
egipcios.

Nesta época ocorreram, também, registros contendo conhecimentos referente a matematica
conhecida pelos gregos. Esses registros remontam mais precisamente a dois periodos: O classico
(600 a.C. - 300 a.C.) e o alexandrino ou helenistico (300 a.C. - 600 d.C.). Tais documentos
histéricos nos possibilitam entender um pouco sobre a forma de pensar grega.

Podemos dizer que a matematica classica grega se desenvolveu em diversos centros nos
quais o conhecimento era passado entre seus membros como uma forma de tradicao. Obras e
descobertas de seus antecessores reforcavam fortemente quem os sucediam demonstrando haver
assim, um forte elo entre mestre e discipulo.

Voltando-se mais especificamente para o estudo das conicas temos o periodo correspondente
a Idade Herdica (477 a.C. - 375 a.C.), assim chamada por Boyer (1974), algumas figuras, como

Eudoxo, Hipdcrates e Menaecmus, tem destaque notavel neste campo da matematica antiga

grega.



“Eudoxo deve ser lembrado na histéria da matemaética, nao s por seu préprio tra-
balho, mas também pelos seu discipulos. Na Grécia a continuidade da tradicao era
mantida por um forte elo indo de mestre a discipulo. Assim Platao aprendeu de
Arquias, Teodoro e Teatetus; a influéncia platonica por sua vez passou de Eudoxo
aos irmaos Meneacmus e Dinostrato, que atingiram ambos a eminéncia matematica.
[...] Hipécrate de Chios tinha mostrado que a duplicacdo do cubo podia ser con-
seguida desde que se pudesse encontrar e usar curvas com as propriedades expressas

a x _ Y.

na proporcao aumentada ¢ = £

= 2-; Foi portanto uma realizacao importante de
T Yy 2a

Menaecmus o ter descoberto curvas com a propriedade desejada e estavam a dis-
posicao. Na verdade havia uma familia de curvas adequadas, que podiam ser obtidas
de uma mesma fonte, cortando um cone circular reto por um plano perpendicular a
um dos elementos do cone. Isto é, parece ter descoberto as curvas que mais tarde
foram chamdas de elipse, pardbola e hipérbole.” (BOYER, 1974, p.69)

Ao que tudo indica um dos primeiros relatos sobre conicas, mais especificamente sobre a
elipse tenha sido feito pelo matematico Menaecmus. Esse fato é reforcado pelo alexandrino
Eratdstenes (276-194 a.C.), que numa carta enderegada ao rei Energetes, atribui a Menaecmus
o descobrimento das se¢bes conicas. (BOYER, 1974).

O carater de se passar o conhecimento entre mestre discipulo, bem como a atribuicao de que
Menaecmus quem descobriu as conicas é reforcada em Eves (2011): “Eudoxo, que estudou com
Arquitas e Platao, fundou uma escola em Cizico no norte da Asia Menor. Menaecmo, amigo
de Platao e discipulo de Eudoxo, inventou as seccoes conicas”.

Posteriormente, Euclides desenvolvera algum estudo sobre as conicas, “conhecidos apenas
por comentarios posteriores pois se perderam. E o caso de sua obra Conicas, um tratado em
quatro livros que foi mais tarde completado e ampliado por Apolonio.” (EVES, 2011, p. 181)

H4 relatos histéricos (BOYER, 1974) que apontam que As Cénicas de Apoldnio foram clara-
mente as melhores obras nesse campo. Quando Apolonio estava em Alexandria, foi procurado
por Naucrates, um gedometra, que o encomendou uma versao de Conicas em oito livros. As
diferencas dos trabalhos de Apolonio em relacao aos demais sao notaveis conforme destaca

Boyer (1974).

“Antes do tempo de Apoldnio, a elipse, a parabola e a hipérbole eram obtidas como
secgoes de trés tipos bem diferentes de cone circular reto, conforme o angulo no
vértice fosse agudo, reto ou obtuso. Apolonio, aparentemente pela primeira vez,
mostrou sistematicamente que nao é necessario tomar secgoes perpendiculares a um
elemento do cone e que de um 1inico cone podem ser obtidas todas as trés espécies de
secgoes coOnicas, simplesmente variando a inclinagao do plano de secgao. Esse foi um
passo importante para relacionar os trés tipos de curvas. Uma segunda generalizagao
importante se efetuou quando Apolonio provou que o cone nao precisa ser reto - isto
é, um cone cujo eixo é perpendicular & base circular - mas pode também ser um cone
obliquo ou escaleno. ”(BOYER, 1974, p.107)

De maneira ainda mais clara, a importancia de Apolonio no estudo das conicas é apresentada

por (EVES, 2011)



“Embora Apolonio fosse um astrénomo notdvel e embora ele tivesse escrito sobre
multiplos assuntos matematicos, sua fama se deve principalmente as Sec¢oes Conicas,
uma obra extraordindria, gracas a qual seus contemporaneos lhe deram o cognome de
70O Grande Geometra”. Com cerca de 400 proposi¢oes em seus oito livros, Secgoes
cOnicas é um estudo exaustivo dessas curvas que supera completamente os trabalhos
anteriores de Menaecmus, Aristeu e Euclides sobre esse assunto. Apenas os primeiros
sete dos oito livros chegaram até nés - os quatro primeiros em grego e os outros
trés numa traducao arabe do século IX. Os quatro primeiros livros, dos quais I, IT e
ITI, supostamente se baseiam em trabalhos anteriores de Euclides, tratam da teoria
elementar genérica das cOnicas, ao passo que os outros entram em investigagoes mais
especializadas” .(EVES, 2011, p. 200)

Uma pergunta bastante interessante, consiste em saber quais os caminhos ou problemas da
época motivaram a descoberta e estudo das conicas. A resposta parece estar presente no estudo
de trés problemas famosos da matematica grega antiga:

1 - A Duplicac¢do do cubo: Este problema consiste em construir o lado de um cubo cujo volume
seja o dobro do de um cubo dado;

2 - A Trissec¢ao do angulo: Este problema consiste em dividir uma angulo arbitrario dado em
trés partes iguais;

3 - A quadratura do circulo: Este problema consiste em construir um quadrado com area igual

a de um circulo dado.

“A importancia desses problemas reside no fato de que eles ndo podem ser resolvi-
dos, a nao ser aproximadamente, com régua e compasso, embora esses instrumentos
sirvam para a resolucao de muitos outros problemas de construcao. A busca in-
gente de solugbes para esses problemas influenciou profundamente a geometria grega
e levou a muitas descobertas frutiferas, como as se¢oes cOnicas, muitas curvas cibicas

e quérticas e vérias curvas transcendentes.” (EVES, 2011, p.134)

Voltando-se mais especificamente ao segundo problema, nota-se a fragilidade da matematica
da época de Menaecmus ao tentar obter uma solugao para a trisseccao do angulo. “Pode-se
trisseccionar um angulo genérico com a ajuda de uma conica. Os gregos antigos nao tinham
familiaridade bastante com as coOnicas para levar a efeito isso, e a mais antiga demonstracao
nesses moldes foi dado por Papus, usando a propriedade foco-diretriz das conicas.” (EVES, 2011,
p. 138)

Além disso, atribui-se a Apolonio a introducao dos nomes elipse, pardbola e hipérbole. Pode-
se acrescentar ainda intimeras outras propriedades e tratados. Isto pode ser visto em (EVES,
2011). Atriui-se também a ele obtengao das conicas por meio de secgbes em cones de duas
folhas, forma esta bastante conhecida hoje. Vejamos a definicao dada por ele de cone circular

adotada ainda hoje:



“Se fizermos uma reta, de comprimento indefinido e passando por um ponto fixo,
mover-se ao longo da circunferéncia de um circulo que nao est4 num mesmo plano com
o ponto de modo a passar sucessivamente por cada um dos pontos dessa circunferéncia,
a reta movel descreverd a superficie de um cone duplo.” (c. séc. IIT a.C. apud BOYER,
1974, p.107)

Dando um salto na histéria para o inicio do século XVII, em 1619, o que fora estudado pelos
gregos no campo da geometria teve uma aplicagao um tanto quanto inusitada e abrangente nos
campos da fisica. Kepler anunciou as leis do movimento planetario contribuindo com uma
vasta colecao de dados astronomicos sobre o movimento dos planetas. Assim, surgiram as leis
fundamentais da historia da astronomia. Em particular, uma delas refere-se explicitamente a

uma das conicas.
Os planetas movem-se em torno do Sol em trajetorias elipticas com o Sol num dos focos.

Tal lei enunciada acima é conhecida como a Primeira Lei do Movimento Planetario.

Atribui-se também a Kepler a resolugao do problema da determinacao do tipo de conica
dado por um vértice, o eixo por esse vértice e uma tangente com seu ponto de tangéncia bem
como a introdugao da palavra foco na geometria das conicas. Ele aproximou o perimetro de
uma elipse de semieixos a e b pelo uso da férmula 7(a + b).

Outros matematicos deram continuidade a muito do que conhecemos hoje sobre conicas:
Gérard Desargues, Rene Descartes, Blaise Pascal, La Hire e tantos outros. Contudo, nota-se
fortemente a influéncia de tudo que fora desenvolvido por Apolonio, tido, merecidamente como
o grande nome no estudo das conicas.

Atualmente, o uso do que sabemos sobre as conicas tem revolucionado diversas areas. Em
particular, podemos destacar alguns exemplos de objetos comumente vistos no cotidiano:

- Antenas parabdlicas (emprego de propriedades referentes a parabola);
- Fornos solares (emprego de propriedades referentes a parabola);
- Telescopio de reflexdo (emprego de propriedades referentes a hipérbole);

- Saldes elipticos (emprego de propriedades referentes a elipse).



Capitulo 2

A Parabola

Neste capitulo apresentaremos a Parabola e suas principais propriedades e algumas formas
de confeccao com a utilizacao de materiais simples como barbante, régua, cola, tachinhas etc,
encontrados em qualquer papelaria; bem como sua construcao por meio de uma segao em um
cone de isopor; e uma ultima forma de construgao usando o software de Geometria Dinanica
GeoGebra. Em seguida apresentaremos a construgao de um forno solar parabdlico por meio
da utilizacao de uma antena parabdlica comum. Ao final apresentaremos uma proposta de
atividade que o professor podera aplicar em sala de aula.

Sejam r e s duas retas concorrentes num ponto V' segundo um angulo o, 0 < a < 90,

conforme mostrado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Geratriz e Eixo da Superficie Conica

Girando as retas s em torno de r, com V fixo, geramos uma superficie conica de duas
folhas. As retas r, s e o ponto V' sao conhecidos respectivamente por, eixo, geratriz e vértice

da superficie conica conforme mostra a Figura 2.2.

9
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Figura 2.2: Superficie Conica de Duas Folhas

De posse da construgao anterior (Figura 2) , consideremos um plano a, com a NV = (),
seccionando o cone paralelamente a geratriz s. Neste caso, a secao obtida serd uma parabola

conforme mostra a Figura 2.3.

~ Pardbola

Figura 2.3: Parabola obtida por secao conica

Agora vejamos uma defini¢ao de parabola via lugar geométrico. Ela nos motivara a obtermos

uma expressao algébrica para uma parabola.

“Lugar geométrico dos pontos que equidistam de um ponto (foco) e de uma reta

(diretriz).”

A definicao acima nos motivara a obtermos uma férmula algébrica capaz de representar
analiticamente a curva com a propriedade mencionada.
Seja F'(foco) um ponto do plano e D(diretriz) uma reta. Sabemos que a pardbola é o

conjunto dos pontos desse plano equidistantes de F' e D, ou seja

d(F,P)=4d(D,P),
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em que P sdo os pontos do plano que satisfazem a tal condigao e d(X,Y") é a distancia euclideana

usual em R2. Consideremos a Figura 2.4:

(SR

Figura 2.4: Foco acima da diretriz, eixo paralelo ao eixo das abscissas e vértice na origem.

Tomando d(F,D) = p (parametro da pardbola), temos que
b
d(F,V) = d(v,D) = £.

Admitindo que Figura 2.4 representa uma pardabola em um sistema cartesiano ortogonal com

vértice V' na origem e eixo das abscissas paralelo a diretriz, temos:

V:(070)7 F:<O7E>7 P:(I,y)7 P/:(x,—]—o), ,Z)y:—z—9
De acordo com a definigao, temos que o ponto P pertence a pardbola se, e somente se, d(P, F) =

d(P, D). Decorre dai que

d(P,F)=d(P,P") = \/(xp —2p)? + (yp — yr)? = V/(xp — 2p)* + (yp — ypr)?

= fte=0r (1= ) = o+ (s 5)

2 2
:>:c2+<y—£> :O+<yp+£>

2 2
-2 ()
:Xx2+y2—py+%2=y2+py+%2
= 2% = 2py

Por outro lado, considerando um vértice qualquer V = (zg,y) e reta diretriz paralela ao
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eixo das abscissas, temos:

VZ(-ranO)? F:(l'anO—i_g)a P:(l',y), P/:($0,y0—§>, dy:yﬂ_g

d(P,F) = d(P,P") = \/(xp — xr)* + (yp — yr)? = V/(zp — 2p)? + (yp — yp:)?
>l (o= ()= = (- (w-5)
> (= (e 8)) = (- (w- )

oo B) ¢ e B)' =0 (- ) (- )

2

p? p

= (v —10)> +v* — 2yyo — yp + Yo + yop + Z—y2—2yyo+yp+y§—yop+z
(x — 20)* = 2yp — 2yop

(- 250)2 = 2p(y — %o)

Figura 2.5: Foco acima da diretriz, diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice num ponto qualquer.

Fazendo x —xg = X e y — yp = Y, temos que nossa parabola ainda é da forma
X2 =2y, (2.1)

isto é, esta mudanca de varidvel nos diz que sua forma estd preservada a menos de uma
translacgao.

Por 1ltimo, existe um caso ao qual foge do que pretende este trabalho, que se da quando
temos a reta diretriz nao paralela a qualquer dos eixos. Pode-se notar neste caso o aparecimento
de um termo da forma kxy, com k € R. Contudo, podemos obter um sistema de coordenadas
no qual esse termo desaparece, e portanto, teremos uma equacao da forma (2.1). Para mais

detalhes consultar (ANTON, 2001, p.313).
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Temos ainda mais trés outras configuracoes de uma parabola cuja reta diretriz é paralela a
qualquer dos eixos das abscissas ou ordenadas. Listaremos cada um mas deixaremos os calculos

a cargo do leitor.

* Foco abaixo da diretriz, diretriz paralela ao eixo das abscissas e vértice num ponto qualquer.

(z — 20)* = —2p(y — Yo)

* Foco a direita da diretriz, diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice num ponto
qualquer.
(v — y0)* = 2p(z — x0)

* Foco a esquerda da diretriz, diretriz paralela ao eixo das ordenadas e vértice num ponto
qualquer.
(y — yo)Z = —2p(z — )

Vejamos agora o Teorema 1. Ele justificard intimeras aplicagoes do uso do que sabemos

sobre parabolas, como por exemplo, antenas parabdlicas, fornos solares, sistemas de escuta etc.

Definicao 1. Dizemos que uma reta € tangente a uma conica A num ponto P, se todos os seus

pontos, menos o ponto P, estao totalmente contidos na regiao exterior a .

\ Interior

Exterior

Figura 2.6: Reta tangente a pardabola \.

Teorema 1. A reta t, tangente em um ponto P sobre a pardbola, faz angulos iguais com a reta

que passa por P e € paralela ao eixo de simetria e com a reta que passa por P e o foco F.

Demonstracao. Seja P um ponto qualquer da pardbola de foco F' e diretriz d. Tomemos a reta
t, bissetriz do angulo FPH (ver Figura 2.8), onde H é a projecio ortogonal de P em d.
Queremos mostrar que P ¢é o inico ponto de t pertencente a pardabola e que todos os outros

pontos de t sao exteriores, isto é, t é tangente a parabola em P. Consideremos os triangulos
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Figura 2.8: Esquema referente a demonstracao do Teorema 1

PFG e PHG, onde G = FHNt. Note que PF = PH e por construcao FPG = HPG com PG
sendo comum aos triangulos. Considerando o caso de congruéncia de triangulos LAL, temos
que PFG e PHG sao congruentes. Desta forma, PGF = PGH = 90° e FG = HG. Portanto,
a reta t é mediatriz do segmento FH. Agora, seja Q € t, com QQ # P. Seja H' a projecio

ortogonal de ) sobre d. Note que QF = QH > QH' (hipotenusa e cateto do triangulo QH'H
retangulo em H'). Desta forma o ponto @) é exterior a pardbola. Sendo () um ponto qualquer
de t com @ # P, temos que o ponto P é o tinico ponto da reta que pertence a parabola. Sendo
assim, t é tangente a parabola em P. Por outro lado, os angulos formados pela semireta PY e
a reta t e pela semireta PH e t sdo congruentes (opostos pelo vértice). Como ¢ é bissetriz de
FPH, temos que o angulo entre PF' e t é igual ao angulo entre PH e t. Portanto, o angulo

entre PF et é igual ao angulo entre PY e t. [
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O Teorema 1 apresenta uma propriedade bastante utilizada em muitos aparelhos e itens
do cotidiano. Tal propriedade é comumente chamada refletora. Podemos pensar em um raio
(sonoro, luminoso, ...) que ao atingir a parabola paralelamente ao eixo focal ird diretamente
para o foco (desde que o material seja refletor). Em outra mao, um raio que saia do foco e
incida na parabola sera refletido paralelamente ao eixo focal. Algumas aplicagoes comuns de

tal propriedade sao:

- Farois de automoveis: Uma lampada no foco de um espelho com a superficie parabdlica
faz com que os raios por ela emitidos que venham a refletir sobre o espelho parabdlico do farol
serao levados todos paralelamente ao eixo focal evitando assim a dispressao dos raios.
- Lancamentos de projéteis: Ao langar um objeto no espago (pedra, tiro de canhéo) de
forma obliqua em relacao a horizontal (ou a vertical) a curva descrita pelo objeto é aproxi-
madamente uma parabola.
- Antenas parabdlicas: Satélites artificiais colocados em orbita geoestacionaria emitem um
conjunto de ondas eletromagnéticas em direcao a Terra. Estas, por sua vez, poderao ser cap-
tadas pela sua antena parabdlica, uma vez que o feixe de raios atingird a antena que tem
formato parabdlico de tal forma que ocorrerd a reflexao desses raios exatamente para um tinico
lugar, denominado o foco da pardbola (também o foco da antena), onde estard um aparelho
receptor que convertera as ondas eletromagnéticas em um sinal de TV.

Uma aplicacao um tanto quanto interessante sao os fornos solares parabdlicos que trataremos

logo mais apresentando sua construcao e funcionamento.

2.1 Construindo a Parabola

A seguir sugerimos a construcao de uma parabola com materiais do cotidiano facilmente
encontrados em qualquer papelaria. Esta construcao foi uma adaptacao do que é visto em Paiva

(1995, p.223).

Construcao 1

Materiais: Cinco alfinetes, barbante, cola, esquadro, folha de emborrachado, folha de papel
milimetrado, lapis, pistola de cola quente, placa de isopor de 20mm, régua.

Passo 1: Coloque a folha de emborrachado sobre a placa de isopor. Em seguida, sobre a folha

de emborrachado coloque a folha de papel milimetrado fixando-as ao isopor usando 4 alfinetes;
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Figura 2.9: Superficie pronta para receber o desenho da parabola.

Passo 2: Usando cola quente fixe a extremidade do barbante no vértice do menor angulo do

esquadro. Pode-se utilizar tanto a cola comum quanto a cola quente.

Figura 2.10: Esquadro com barbante fixado no vértice do menor angulo.

Passo 3: Corte o barbante de modo que o tamanho seja igual ao comprimento do maior cateto

do esquadro.
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Figura 2.11: Cortando o barbante com comprimento igual ao maior cateto do esquadro.

Passo 4: Escolha, em local conveniente (préximo ao centro da folha de papel milimetrado),
o foco. Amarre a ponta do barbante em um alfinete para o fixarmos no papel milimetrado.

Alinhamos a régua com a diretriz da parabola.

Figura 2.12: Fixando o foco e a diretriz da parabola.

Passo 5: Use o lapis para encostar o barbante ao esquadro de modo que ele fique bem esticado.

Temos assim um primeiro ponto de nossa parabola.
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Figura 2.13: Primeiro ponto da parabola.

Passo 6: Movimentando-se o esquadro para a direita conforme o passo anterior desenhamos
a metade esquerda da parabola. Para desenhar a outra metade basta virarmos os esquadro e

repetirmos o mesmo procedimento.

Figura 2.14: Parabola.

Observe que a utilizagao da folha de papel milimetrado nos permite observar mais facil-
mente as propriedades da parabola. Poderiamos sobre esta mesma folha construir desenhos
semelhantes aos vistos no Teorema 1 para uma melhor visualizagao do resultado provado nele.
Poderiamos explorar a demonstracao do Teorema 1 apds a construcao da parabola usando

somente a definicao de lugar geométrico e os passos indicados acima.

No Passo 5 da construcao anterior, recomenda-se que, ao construir a pardabola se verifique

que o comprimento do pedago de barbante que sai do foco até a ponta do lapis é igual a distancia
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da ponta do lapis a diretriz. Isto é, todo ponto construido dessa forma tem a propriedade que

caracteriza uma parabola.

Construgao 2

Materiais: Cone de isopor, estilete e lixa.

Uma outra forma de construirmos uma pardbola se da por meio da utilizacao de um cone de
isopor conforme mencionado no inicio do capitulo. Para tanto deve-se ter o cuidado de realizar
um corte transversal no cone de isopor de tal forma que este seja paralelo a geratriz do cone.
Para o corte pode-se usar um estilete, contudo, faz-se necessario usar uma lixa (material de

construgao) para retirar algumas irregularidades.

Figura 2.15: Parabola obtida por meio de corte paralelo a geratriz de um cone de isopor.
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Construcao 3
Uma outra construcao bastante interessante de uma parabola se d& por meio da utilizagao do
software de geometria dinamica Geogebra (ou qualquer outro com funcionalidade semelhante).

Esta maneira consiste em obtermos a parabola por meio de suas retas tangentes. Vejamos os

passos detalhadamente:

Passo 1: Marque uma reta. Esta serd a diretriz da parabola.

Auke Bl Exinw Oaglea Femamanis enela Auts Enbar
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¥ ety Mg = [ b dentn e isvmiimache il

W A= AR A
& 0epniaaam

Fats
® xyean =

Figura 2.16: Reta AB representando a diretriz da parabola.

Passo 2: Marque um ponto F sobre a reta AB tracada no Passo 1. Este ponto sera o foco da
parabola.
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Figura 2.17: Ponto F' representando o foco da parabola.
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Passo 3: Marque um ponto P fora da reta AB tragada no Passo 1. Trace a mediatriz do
segmento da reta PF' (ndo precisa tragar a reta PF'). Esta reta serd uma das tangentes a
parabola.
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Figura 2.18: Reta tangente a parabola.

Passo 4: Marque outros pontos sobre a reta AB e repita o Passo 3.
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Figura 2.19: Pardbola formada por tangentes.

O Geogebra apresenta certa funcionalidade em termos dinamicos, isto é, podemos mover,
digamos o foco de forma que criaremos uma nova parabola. Podemos, conforme as Figuras 2.20

e 2.21 mover o foco ou a diretriz, respectivamente, obtendo assim novas parabolas.
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Figura 2.20: Movendo o foco da parabola para cima.
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Figura 2.21: Movendo a diretriz da parabola.

2.2 Proposta de Atividade: Obtendo os Elementos de
uma Parabola Dada

Uma atividade investigativa um tanto quanto interessante seria solicitar ao aluno que es-
time a equacao de uma parabola dada, seja ela construida de isopor como anteriormente ou
desenhada em uma folha de papel A4. Obviamente a tarefa pode ser simplesmente resolvida
com uma folha de papel milimetrado, onde o aluno pode colocar sobre ela a parabola, marcar
alguns pontos e tentar obter a equagao da parabola por meio da solu¢ao de um sistema lin-
ear (interpolagao) ou simples substituicao de pontos adequadamente escolhidos na respectiva
equacgao. Apresentaremos a seguir, duas possiveis formas de se obter, por exemplo, o foco da

pardbola da Figura 2.15.
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Possivel Solugao 1: Para esta solucio precisaremos de uma folha de papel milimetrado

e um lapis. Vejamos os passos:

Passo 1: Sobre a folha de papel milimetrado marque o vértice da parabola. Convenientemente

tomaremos V' (0;0).

Figura 2.22: Vértice da parabola a ser determinada.

Passo 2: Coloque a parte plana referente a4 parabola de modo que o vértice da mesma coincida
com o ponto marcado na folha de papel milimetrado. Encontre dois pontos (ou apenas um, uma

vez que a pardbola passa pela origem!), digamos das extremidades mais distantes do vértice.

Figura 2.23: Encontrando mais dois pontos.

Passo 3: No nosso exemplo obtemos os pontos P;(4,5;10) e P»(—4,5;10).
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Figura 2.24: Vértice e dois pontos da parabola 2.15.

Passo 4: Agora basta simplesmente obtermos a pardbola que passa pelos pontos V(0;0),

Pi(4,5;10) e Py(—4,5;10). Substituindo os pontos na equagao conveniente, temos:

81
(x —x0)> =2p(y —yo) = (4,5 —0)*> =2p(10 — 0) = p = 0

Logo, temos a seguinte equacao:

81
2=92
v 807

Possivel Solugao 2: Para esta solucio precisaremos de uma régua e um esquadro. Ve-
jamos 0s passos:

Passo 1: Inicialmente medimos a distancia entre os dois pontos superiores opostos. No nosso
exemplo encontramos aproximadamente 9 cm. Se imaginarmos que o vértice pode ser colocado
em V'(0;0), temos que as abscissas desses pontos sao dadas por —4,5 e 4,5 devido a simetria

em relacao a reta que passa pelo foco e o vértice da parabola.

Figura 2.25: Distancia entre dois pontos superiores opostos.
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Passo 2: Agora, com o esquadro alinhado ao pé do cone, estimamos a distancia entre o vértice
e o pé do cone/parabola. No nosso exemplo obtemos que esta distancia é aproximadamente
10 em. Admitindo novamente o vértice como sendo V(0;0), temos que os nossos dois pontos

anteriores terdo ordenadas 10 em.

Figura 2.26: Distancia do segmento ligando os pontos opostos ao vértice.

Passo 3: Observemos que chegamos aos pontos P;(4,5;10) e P»(—4,5;10), onde supomos

V(0;0). Analogamente ao caso anterior, temos que a equacao da parabola é dada por:

81
2
¢ =2.—
80"
E interessante notar que as medidas, podem, em geral apresentar alguma diferenca de um
aluno para outro, ou até mesmo de um método para outro. O professor deve ficar atento as
ideias e estratégias que cada aluno utilizara para resolver este problema. Em se tratando de

uma parabola desenhada em papel, com a ajuda de um software, estas pequenas diferencas

entre aluno/método podem ser bastante minimizadas.

2.3 Forno Solar Parabdlico

Apresentaremos a seguir os passos para a construcao de um forno solar a partir de uma
antena parabdlica e materiais do cotidiano. Em seguida daremos uma breve explicagao sobre o
seu funcionamento e algumas utilidades. Uma atividade didética interessante seria solicitar que
os alunos construam um forno solar e expliquem o seu funcionamento, ou apenas expliquem o
seu funcionamento o vendo em funcionamento. Além disso eles podem usar outros materiais

para a confeccao do mesmo.
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2.3.1 Materiais e Passos Para a Confeccao do Forno Solar Parabdlico

Para a confeccao do forno solar serao necessarios os seguintes materiais: antena parabdlica
(quanto maior a antena mais potente serd o forno), cola, panela preta, papel laminado (ou outro
material com maior reflexao), suporte para a panela (veja o texto). E bastante recomendado
a utilizagao de protetor solar e 6culos escuros durante o processo uma vez que todo o trabalho
sera feito durante um dia quente e sobre a exposi¢ao da luz do Sol intensa, principalmente na
determinacao do foco da parabdlica.

Passo 1: Pegue a antena parabdlica e passe um pouco de cola sobre sua superficie e depois

fixe o papel laminado. Use uma flanela ou pano para que nao se formem bolhas de ar.

Figura 2.27: Antena parabdlica.

Figura 2.28: Antena parabdlica revestida com papel laminado.

Passo 2: Determine a localizagao do foco. Pode-se fazer isso observando as especificagoes do
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fabricante ou usando o seguinte procedimento durante um dia de sol. Coloque a panela no
centro da parabdlica e a erga até que uma bola luminosa esteja na parte debaixo da panela.
Esta bola sao os raios solares condensados. Use uma régua para estimar o valor da altura.

Passo 3: Faca entao um suporte para a panela de tal forma que ela fique na altura determinada
anteriormente, isto é, o fundo da panela tem que estar no foco da parabdlica. Observe que
optamos por fazer um suporte mével. Mas esse suporte pode ser fixo, por exemplo, feito com

estacas fincadas no chao e um arame para se fixar a panela na altura adequada.

Figura 2.29: Suporte para a panela.

Passo 4: Sendo fixo o suporte a parabdlica deve ser colocada de modo a enviar os raios solares
para o fundo da panela. Contudo, a luz do Sol muda sua dire¢ao de incidéncia ao longo do dia.
Entao, sera necessario ajustar a parabdlica a cada hora para termos um melhor aproveitamento.
Para tanto, pode-se usar alguns tijolos para ajustarmos a inclinagao da antena. Observe que

ao meio dia, a antena nao precisara de suporte algum.
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Figura 2.30: Ajustando a antena conforme a posigao do Sol (Antes do meio dia).

Figura 2.31: Ajustando a antena conforme a posigao do Sol (Meio dia).

2.3.2 Funcionamento do Forno Solar Parabdlico

Podemos imaginar uma antena parabdlica como sendo obtida pela rotacao de uma parabola
em torno do seu eixo de simetria. Neste caso, todo plano que contenha ao eixo de simetria
da parabdlica ira determinar uma parabola, ao cortar o paraboldide obtido pela rotacao, de
tal sorte que toda pardbola assim obtida terd um mesmo foco (embora cada pardbola seja
diferente). O Teorema 1 nos possibilita inferir que todo raio solar que incidir paralelamente ao
eixo de simetria da parabdlica serd levado em um mesmo ponto localizado no fundo da panela.
Dessa forma o fundo da panela ira absorver o calor equivalente ao calor absorvido por toda a
parabdlica. Isto explica o fato de que parabdlicas maiores resultarao em fornos mais potentes.
Outros fatores como a reflexividade do material usado para se revestir a parabdlica influenciam

diretamente na poténcia.
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Plano Paralelo ao
Eixo da Parabolica

1
—= Eixo da Parabolic
_» Eixo de Simetria da Paribola
e (obtida pelo corte)

——— = Raio Solar
= Foco

—= Antena Parabélica

Figura 2.32: Esquema de funcionamento do forno solar.

Uma atividade interessante seria propor aos alunos a utilizacao de outros materiais para
revestimento, bem como antenas de outros tamanhos e posterior comparacao de resultados.
Além disso, pode-se solicitar aos alunos que observem os fatores positivos e negativos na con-
feccao e utilizacao dos fornos solares, o que pode ser cozido ou aquecido, tempo de aquecimento
ete. possivel fazer um estudo abordando os conceitos fisicos de transferéncia de calor, poténcia

etc.



Capitulo 3

A Elipse

Consideremos um plano a, com a NV = (), seccionando o cone de tal forma que o angulo
entre o plano « e o eixo da superficie r seja maior que o angulo entre a geratriz s e o eixo r.

Neste caso, a secao obtida serd uma elipse.

Figura 3.1: Elipse obtida por se¢ao conica
Agora vejamos uma definicao de elipse via lugar geométrico. Ela nos motivard a obtermos
uma expressao algébrica para esta curva.

“Lugar geométrico dos pontos cujas distancias somadas a dois pontos fixos

(focos) é constante.”

Sejam Fy e Fy (focos) dois pontos do plano. Consideremos a elipse como o conjunto dos

pontos desse plano tais que d(Fy, P) + d(F3, P) é constante, isto é,

d(Fl,P) + d(FQ,P) = 2a

em que P representa os pontos do plano que satisfazem a tal condi¢ao. Consideremos a Figura

3.2:

30
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Figura 3.2: Elementos da elipse.

Tomando d(Fy, P) + d(F3, P) = 2a e admitindo a Figura 3.2 representando uma elipse em
um sistema cartesiano ortogonal com centro C'(0,0) e eixo das abscissas coincidindo com a reta

focal (reta que contém os focos), temos:

C(0,0), F1=(—c0), Fy=/(c0), P=(z,y)

De acordo com a definigdo, temos que P pertence a elipse se, e somente se, d(F, P) +

d(Fy, P) = 2a. Decorre dai que

d(F\,P) +d(Fy,P) =2a = \/(—c—2)2+ (0 —9)2 +/(c — 2)2 + (0 — y)2 = 2a

Eliminaremos as raizes

2

(Vime=ap+io- @/)2>2 —(20-Vie=2P+0—yP) =

= 4 2xc+ 2% + y? = 4d® 4a\/c—$ — )2+ —2zc+ 2 +9°

= dav/(c — )2+ (0 — y)? = 4a® — 4xc

2
= <a\/(c — )2+ (0 — y)2) = (a® — xc)?
= a?(c? — 2xc + 2° + 9?) = a* — 2aPxc + 27
= a’c® + a’2* + a’y? = a' + 2

a*(a® — ) — 2*(a® — ) = a*y? (3.1)
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Note que o triangulo C'B; F} é retangulo em O, e portanto, temos a seguinte relagao valida:

P+l=d>=0=ad>-¢

Substituindo em 3.1, temos:

a’b?* — 2*b* = a’y? (3.2)
Dividindo 3.2 por a?b? e reorganizando, temos:

2 2
z Yy
E—i_b_z:l'

Tomando a mudanga de coordenadas que leva C(0,0) em C(zg, ) (x — zo—z ey — Yo—v),
temos que a equacao de uma elipse com centro em um ponto qualquer C(zo, yo) é dada por:
(r —20)*  (y—w0)?

e =1

Temos ainda mais um outro caso, analogo ao anterior em que o eixo focal é paralelo ao eixo

y. Neste caso, a equacdo da elipse com centro em um ponto C(zg,yo) é dada por:

(y — y0)2 + (z — 0)?

. =1 (3.3)

Um ultimo caso, que foge do que pretende este trabalho, se d4 quando temos o eixo focal
nao paralelo a qualquer dos eixos. Pode-se notar neste caso o aparecimento de um termo da
forma kxy, com k € R. Contudo, pode-se obter um sistema de coordenadas na qual esse termo
desaparece, e portanto, teremos uma equagao da forma (3.3). Para mais detalhes consultar

(ANTON, 2001, p.313).

Teorema 2. Seja E uma elipse com focos Fy e Fy. Entao a reta tangente t a E, em um ponto

P, forma angulos iguais com os segmentos PFy e PF5.

Demonstracao. A Figura 3.3 nos auxiliard na demonstracao deste teorema:
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Figura 3.3: Esquema da demonstragao do Teorema 2

De acordo com a defini¢ao de elipse, temos que, dado um ponto qualquer pertencente a ela
d(P, Fy) 4+ d(P, Fy) = 2a

onde a é uma constante. Seja t a reta tangente a E passando por P, o que ocorrera se, e
somente se, para qualquer outro ponto @ de ¢, tenhamos d(Q, F}) + d(Q, F») > 2a, isto é, Q
sera exterior a F/. Seja t a reta que passa por P, de tal forma que os angulos formados entre
t e PFy e entre t e PF, sejam iguais. Como a tangente a uma elipse em um ponto P é unica,
basta mostramos que ) € t com Q # P é exterior a elipse, teremos mostrado a propriedade
desejada. Tomando o ponto Fj simétrico a F; em relagdo a t e ) € t, com @) # P, mostremos
que d(P, Fy) + d(P, F») = 2a # d(Q, F1) + d(Q, F»). Observe que os triangulos PAF, e PAF}
sdao congruentes. De fato, a reta t é mediatriz do segmento FiFy, AFy, = AFy, PFy, = PF} e
o segmento PA é comum aos dois triangulos. Logo, por LLL os triangulos sao congruentes.

Observando os triangulos contruidos, temos:

d(P,Fy) + d(P, F5) = d(P, Fy) + d(P, F}) = 2a

d(Q, Fy) + d(Q, F2) = d(Q, F1) + d(Q, F)

Aplicando a desigualdade triangular, temos:

d(Fy, Fy) = d(Fy, P) + d(Fy, P) = 2a < d(Q, F1) + d(Q, F3) = d(Q, F1) + d(Q, F3)
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Logo,
d(P,F1) +d(P, F5) = 2a < d(Q, F1) + d(Q, F5)

Portanto concluimos que P é o tiinico ponto de t que pertence a elipse F e qualquer outro ponto

Q) €t é exterior, ou seja, t é tangente a E em P. O

O Teorema 2 remete a uma propriedade bastante utilizada em aparelhos do nosso cotidiano.
Tal propriedade pode ser dita refletora uma vez que podemos pensar em um raio que atinja
um dos focos da elipse ird diretamente para o foco ou entao atingira a elipse e ird mesmo assim

para o foco. Algumas aplicagoes comuns de tal propriedade sao:

- Consultdrios dentarios: Em consultérios dentarios os dentistas utilizam de espelhos elipticos
que tem como objetivo concentrar os raios de luz onde se esta trabalhando, evitando assim que
estes ofusquem o paciente. O funcionamento se processa da seguinte forma: o refletor eliptico,
utilizado neste caso, possui uma lampada situada no foco mais proximo do espelho sendo que
os raios sao direcionados a boca do paciente.
- Saloes acusticos: Outra aplicacao da propriedade refletora da elipse se da no campo da
acustica utilizada em igrejas, auditorios e teatros. Saloes elipticos sao construidos de modo que
uma fonte sonora, mesmo que baixa, possa ser escutada com boa clareza no outro foco nao
sofrendo muita interferéncia de sons advindos de outros pontos. Individuos que nao estejam
num dos focos terao muita dificuldade em ouvir algo, ou simplesmente nao escutarao nada
advindo da fonte sonora.

Uma outra aplicacao bastante interessante trata-se do bilhar eliptico que sera apresentado
mais adiante. Nele, se colocada uma bola num dos focos, apds uma tacada a bola certamente

atingird o outro foco (cagapa).

3.1 Construindo a Elipse

A seguir sugerimos a construcao de uma elipse com materiais do cotidiano. Esta construgao

foi uma adaptacgao do que foi visto em Paiva (1995, p.168).

Construcao 1

Materiais: Seis alfinetes, barbante, folha de emborrachado, folha de papel milimetrado e lapis.
Passo 1: Coloque sobre a placa de isopor a folha de emborrachado. Em seguida, sobre a folha
de emborrachado coloque a folha de papel milimetrado fixando-as sobre o isopor usando 4

alfinetes;
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Figura 3.4: Superficie pronta para receber o desenho da elipse.

Passo 2: Corte um pedago do barbante com comprimento igual ao eixo maior (medida 2a) da

elipse.

Figura 3.5: Medida do eixo maior da elipse.

Passo 3: Fixamos os alfinetes nos focos I e Fy da elipse desejada e amarramos o barbante.

Figura 3.6: Amarrando os focos.
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Passo 4: Mantendo esticado o barbante com a ponta do lapis marque um ponto P pertencente

a elipse.

Figura 3.7: Marcando um ponto pertencente a elipse.

Passo 5: Mantendo esticado o barbante com a ponta do lapis corra-o de modo a tragar a

elipse.

Figura 3.8: Elipse finalizada.

Construcao 2

Materiais: Cone de isopor, estilete e lixa.

Uma outra forma de construirmos uma elipse se da por meio da utilizacao de um cone de
isopor conforme mencionado no inicio do Capitulo 1. Para tanto deve-se ter o cuidado de
realizar um corte transversal no cone de isopor de tal forma que este forme com o eixo do cone
uma angulo maior que o angulo formado com a geratriz do cone. Para o corte pode-se usar um
estilete, contudo, faz-se necessdrio usar uma lixa (material de construgao) para retirar algumas

irregularidades.
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Figura 3.9: Elipse obtida por meio de se¢cao em um cone de isopor.

Construcao 3

Assim como feito anteriormente para a parabola, apresentaremos a seguir os passos para a
construgao de uma elipse com a utilizacao do Geogebra. Este método também apresenta um
esboco de uma elipse por meio de suas retas tangentes. Vejamos o passos:

Passo 1: Construa um circulo de centro Fj. O ponto F} serd um dos focos da nossa elipse.

Arpiby Edte Exine Ooglés Femamanizs Snel Aues Ennar

Cinkca
ORIy 186 5
Fenio
B (3067.4.74)
& FER,RIR

Figura 3.10: Cicrculo de suporte com centro no foco Fj.

Passo 2: Marque o outro foco da elipse, F», num lugar qualquer no interior do circulo obtido

no Passo 1.
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B {3057 4.74)
& P @6 1830

|, 9B 01
& F2e (0728, 308 /—x
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Figura 3.11: Segundo foco da elipse.

Passo 3: Tome um ponto qualquer P sobre a circunferéncia e trace a mediatriz de PF5.

Ak Eoia Ediow Oogles Fevamants enela uie Enar
I = irg M Pl I =
s AL RIBC el L1 e =] 4 21 S
¥ lrta e g b Jmreh e i i i - . |
Cinica a,
G- REIE 18361 = 1 L
Fonin
B=3157.4.79) /

& F1- @03, 1830
2, 340

- /——\
- 0,104

Ratn E

& AR Ly = TS >

Figura 3.12: Reta tangente a elipse.

Passo 4: Repita o passo anterior tomando diversos outros pontos sobre a circunferéncia.

¥ darats s Npsara
Cilnica .3
G- REIE iy 183610
ot

Figura 3.13: Elipse formada por tangentes.
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3.2 Bilhar Eliptico

Apresentaremos a seguir o bilhar eliptico, semelhante a um bilhar comum, contudo com
uma propriedade bastante interessante herdado da figura geométrica que lhe da nome. Em
resumo, podemos dizer que qualquer bola que saia do foco, por meio de uma tacada, atingira
o outro foco (cagapa) ou diretamente, ou baterd uma tnica vez na elipse antes de cair. Em
seguida estudaremos seu funcionamento e apresentaremos uma proposta de atividade para a

sala de aula.

3.2.1 DMateriais Para a Construcao do Bilhar Eliptico.

Devido as intimeras etapas na fabricac¢ao do bilhar eliptico apresentaremos duas fotos (Fig-
uras 3.14 e 3.15) especificando as partes de um bilhar eliptico montado na confeccao deste
trabalho. Os materiais listados para a confeccao do bilhar eliptico ficam em torno de R$150, 00
(incluindo as chapas cortadas a laser, veja a seguir). Para mais informagoes o leitor pode enviar

um email para allansoares007@Qgmail.com.

Figura 3.14: Bilhar eliptico (Vista superior).

1 - Bola de bilhar;

2 - Taco;

3 - Placa de MDF (Superior) com corte eliptico (a laser);

4 - Pano para revestimento de mesa de bilhar;

5 - Cagapa (localizado num dos focos);

6 - Borracha de mesa de bilhar (usada para evitar perda de energia e manutengao das pro-

priedades reflexivas apds o impacto da bolinha);
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Figura 3.15: Bilhar eliptico (Vista lateral).

7 - Placa de MDF (Inferior) contendo a cagapa,;

8 - Borracha para evitar tensao entre as placas de MDF superior e inferior;

9 - Parafuso unindo as placas de MDF superior e inferior (com duas arruelas, uma na parte
superior, uma na parte inferior e uma porca na parte inferior);

10 - Perna da Mesa e Bilhar (cano de pvc);

11 - Juncao das Pernas (cola tudo e revestimento com cola epox);

12 - Suporte para evitar trepidag¢oes (normalmente formando triangulos com as penas);

13 - Meia que receberd a bola (colada na parte debaixo do buraco).

* A Regra de Ouro
Uma tacada que encagape uma bola so serd vdlida se a lateral do bilhar for tocada exatamente

uma vez, isto €, nao se pode mandar a bolinha para a cagapa diretamente.

3.2.2 Funcionamento do Bilhar Eliptico

Um bilhar eliptico funciona de maneira bastante simples. Qualquer bola que passe pelo
foco (que ndo seja a cacapa) obrigatoriamente deverd encontrar-se com a lateral do bilhar e
ir em direcao a cagapa (o outro foco da elipse). A principio, ao se utilizar o bilhar eliptico,
deve-se deixar bem claro que encacapar a bola s6 serd uma jogada valida se, apds a tacada, a
bolinha (ou uma delas no caso de duas) encontrar a lateral do bilhar exatamente uma vez. A
bola nao deve necessariamente partir do foco para que atinja a cagapa (veja a atividade), mas
pelo menos, passar por ele. Vejamos alguns casos:

i) Bola Saindo do Foco: A bola ird se chocar com a parede e entrar seja qual for a dire¢ao

da tacada, ou entao entrara direto (o que nao vale). Ver Figura 3.16.
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Saida da
Bola

Figura 3.16: Trajetéria da bola saindo do foco.

ii) Bola nao Saindo do Foco: Neste caso ha duas possibilidades. Tacar a bola na direc¢ao e
sentido do foco (Figura 3.17 (a)) ou tacar a bola na dire¢ao e sentido contrério ao foco (Figura

3.17 (b)).

Saida da
Bola

(2) (b)

Figura 3.17: Trajetorias da bola nao saindo do foco.

Diferente do caso i) (Figura 3.16) , o casso ii) apresenta certa possibilidade de erro, uma

vez que a bola deve passar pelo foco ou sofrer a tacada numa dire¢do que o contenha (Figuras

3.17 (a) e (b)).

3.3 Proposta de Atividade: Acertando a Tacada no Bil-
har Eliptico

Nesta atividade o aluno sera levado a buscar maneiras de mandar a bola de bilhar na cagapa
estando esta (ou mais de uma) no foco ou em outra posi¢ao. O professor deve posicionar a bola

conforme indicamos a seguir, bem como, pode usar a criatividade e montar novos desafios.
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i) Acertar a cagapa com a bola no foco: Esta é a situagao trivial. Seria interessante que
o professor apresentasse o bilhar eliptico assim que demonstrasse o Teorema 2 e questionasse
o aluno o que aconteceria se este desse uma tacada na bola ela estando no foco. Um esquema
dessa situacao pode ser visto na Figura 3.16.

ii) Acertar a cacapa com a bola fora do foco: As possiveis maneira de obter exito nesta
situcao seriam dar tacadas conforme a Figura 3.17. Obviamente, a chance de errar na prética
existe. O professor deve forcar o aluno a apresentar um esquema geométrico da situacao e
depois testa-lo na pratica. Observe que ha duas tacadas possiveis nesse desafio.

iii) Duas bolas, uma fora e a outra no foco: Pode-se usar um raciocinio semelhante ao
caso anterior. Deve-se dar uma tacada na bola 1 de modo que esta atinga a bola 2 no meio.
Sendo assim, havera uma transmissao de movimento, de tal forma que bola 2 (fora do foco)
mantenha a direcao da bola 1. Lembre-se que erros podem ocorrer na pratica até que se obtenha
exito. Contudo, o professor deve encorajar os alunos a apresentarem um esquema mental antes

que dé a primeira tacada.

Figura 3.18: Acertando a tacada com duas bolas, uma no foco (1) e uma fora dele (2).

iv) Duas bolas fora do foco: Nem sempre serd facil acertar uma das bolinhas para que
esta impulsione a outra para a cacapa. Essa jogada sera relativamente simples se uma das
bolas estiver na trajetéria que levaria a outra ao foco . Por outro lado, nao sendo satisfeita
a condicao anterior, existe uma possibilidade de exito. A jogada consiste em fazer com que a
primeira bolinha acerte a segunda de raspao de modo que esta tultima se movimente na direcao
do foco!

Ao final da atividade o aluno deve compreender que, nos casos ii), iii) e iv) o fato de que a
reta tangente, e consequentemente, o angulo de reflexdo sao tnicos (ver Teorema 2). Isso faz
com que nestes casos tenhamos um nimero finito de solu¢oes ou simplesmente sera impossivel
(o pelo menos muito dificil) usar uma bolinha para mandar a outra para a cagapa usando a

lateral do bilhar!



Capitulo 4

A Hipérbole

Consideremos um plano a, com a NV = (), seccionando o cone de tal forma que o angulo
entre o plano « e o eixo da superficie r seja menor que o angulo entre a geratriz s e o eixo r.

Neste caso, a secao obtida sera uma hipérbole.

Figura 4.1: :Hipérbole obtida por secao conica.

Vejamos uma definicao de hipérbole via lugar geométrico. Ela nos motivarda a obtermos

uma expressao algébrica para esta curva.

“Lugar geométrico dos pontos coplanares para os quais a diferenga das distancias

a dois pontos fixos (chamados de focos) é constante.”

Vejamos uma férmula algébrica capaz de representar um hipérbole analiticamente.
Sejam Fj e Fy (focos) dois pontos do plano. Consideremos a hipérbole como o conjunto dos

pontos desse plano tais que d(Fy, P) — d(Fy, P) é constante, isto é,

|d(Fy, P) — d(Fs, P)| = 2a,

43
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em que P representa os pontos do plano que satisfazem tal condicao. Consideremos a Figura

4.2:

Figura 4.2: Hipérbole.

Tomando |d(Fy, P) — d(F,, P)| = 2a e admitindo a Figura 4.2 representando uma hipérbole
em um sistema cartesiano ortogonal com centro O(0,0) e eixo das abscissas coincidindo com a

reta focal (reta que contém os focos), temos:

0(0,0), F;=(c,0), Fy=(—¢0), P=(z,y)

De acordo com a defini¢ao, temos que P pertence a hipérbole se, e somente se,

d(Fy, P) — d(Fy, P)| = 2a.

Decorre dai que

d(Fy, P) = d(Fy, P) = 2a = /(c =2 + (0 = y)* = /(- — 2)? + (0 — y)? = +2a

Eliminaremos as raizes

(Ve=aP+0=9P) = (£20+ Vo=@ = 0-0P) =

= A4 2ze+ 2+ =4a’ £da/(c — )2+ (0 —y)2 4+ 2 — 2wc + 22 + 92

= +da\/(c — 2)2 + (0 — y)? = dac — 4a
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= (j:a\/(c —x)2 4 (0 — y)2>2 = (xc — a?)?
= a*(¢® — 2zc+ 2* + ¢°) = a* — 2a*xc + 2*C°
= a’c® + a*2® + a*y* = o' + 27

a?(a® — ) — 2%(a® — ) = a*y? (4.1)

Note que o triangulo OB A, é retangulo em O, e portanto, temos a seguinte relagao vélida:

== -1V=d>-7

Substituindo em 4.1, temos:
a?(—=b%) — 2*(—b*) = a®y* = 2°0* — y?ad® = a*b? (4.2)

Dividindo 4.2 por a?b? e reorganizando, temos:

2 2
S
a? b2

Tomando a mudanga de coordenadas que leva O(0,0) em O(zg,yo) (z — zo—T €Yy — Yo—Y),
temos que a equagao de uma hipérbole com centro em um ponto qualquer O(xg, yo) é dada por:
(r —20)*  (y—w0)?

a L

Temos ainda mais um outro caso, andlogo ao anterior em que o eixo focal é paralelo ao eixo

y. Neste caso, a equagao da hipérbole com centro em um ponto C(xg,yo) é dada por:

(v —w)* (2 —20)
- — 7 =1. (4.3)
Igualmente ao que foi dito para parabola e elipse, podemos ter uma hipérbole cujo eixo
focal F1F; nao é paralelo a qualquer um dos eixos coordenados. Neste caso, pode-se consultar
(ANTON, 2001, p.313) para obter um novo sistema de coordenadas eliminando o termo da

forma kxy, obtendo assim uma férmula semelhante a 4.3.

Teorema 3. A reta tangente t a uma hipérbole, em um ponto P, € bissetriz do angulo formado

pelos raios focais Fi1P e FyP.
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Demonstra¢ao. Consideremos a Figura 4.3:

Figura 4.3: Esquema referente a demonstracao do Teorema 3.

Sejam F} e F, os focos de uma hipérbole A e um ponto P € \. Seja t a reta tangente a A
em P. Consideremos um ponto qualquer ) € t e um ponto G no segmento PF, de tal forma
que GF} seja ortogonal a t e tracando a perpendicular PN a tangente t. Note que PN//GF.
Note que o triangulo PGF; é isosceles de base GFi e portanto, os angulos PG’Fl e PFlG Sa0
iguais. Consideremos um raio de incidéncia ¢ e E € 6 um ponto qualquer. Assim, o angulo
PF,G correspondente do angulo EPN e portanto, PEG = E]sN, PGN é alterno interno de
Nng, donde obtemos que PC?Fl = NPFQ. Sabemos que

PG + PGF, + 2a = 180°

e por construcao, temos
QPE + EPN + NPF, + a = QPE + PE,G + PGF, + 2a

e portanto QPE = «, ou seja, o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Assim,
concluimos que o raio refletido passa por F,. Assim, t € bissetriz do angulo formado pelos raios

focais F1P e F5P. O

O Teorema 3 apresenta uma propriedade bastante utilizada em muitos aparelhos. Tal
propriedade pode ser dita refletora uma vez que podemos pensar em um raio que atinja uma
das folhas, na diregao de um dos focos, sera refletida pela mesma (desde que o material deste

seja reflexivo) e serd enviado ao outro foco. Algumas aplicagoes comuns de tal propriedade sao:
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-Telescopio Cassegrain: Este telescopio apresenta um espelho secundério possui uma su-
perficie convexa e de forma hiperbdlica. Ao captar a luz de um objeto o espelho primario
(em formato parabdlico) reflete os raios luminosos para o espelho secundério. Esse telescépio
apresenta relativa vantagem quando comparado com os famosos telescépios Newtonianos. O

telescopio Cassegrain foi inventado pelo francés Guillaume Cassegrain no ano de 1672.

Py
[H]

-

Suporte do (M

Secundirio :%HD
-

L Focalizador

Suporte do Primario —I

Figura 4.4: Esquema de funcionamento de um telescépio Cassegrain.

rif e

- Radares: Em certos sistemas de navegacao de navios e avioes sao utilizadas hipérboles
confocais, isto €, hipérboles com um foco em comum, onde estao os radares. Cada par de radar
dd uma hipérbole que contém a posicao do navio ou aviao e, assim, a sua posicao exata é o

ponto em que as trés hipérboles se interceptam, conforme representado na Figura 4.5.

. -
~ \ :
= _H\‘“u\\l{udu sonde

- o posjtion”

Figura 4.5: Esquema de funcionamento de radares hiperbdlicos.
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4.1 Construindo a Hipérbole

A seguir apresentaremos a construcao de uma hipérbole com materiais do cotidiano facil-
mente encontrados em qualquer papelaria. Esta construcao foi uma adaptacao do que foi visto

em Paiva (1995, p.192).

Construcao 1

Materiais: Seis alfinetes, barbante, régua (com um pequeno furo na ponta - passando somente
o alfinete), folha de emborrachado, folha de papel milimetrado, 14pis, pistola de cola quente,
placa de isopor de 20mm, régua.

Passo 1: Coloque a folha de emborrachado sobre a placa de isopor. Em seguida, sobre a
folha de emborrachado coloque a folha de papel milimetrado fixando-as sobre o isopor usando

4 alfinetes;

Figura 4.6: Superficie pronta para receber o desenho da hipérbole.

Passo 2: Fixe, com cola quente, uma das extremidades do barbante na extremidade da régua

oposta a extremidade do furo.

Figura 4.7: Barbante fixo na régua na extemidade oposta a do furo.
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Passo 3: Amarre um alfinete no barbante de forma que o barbante esticado juntamente a régua

tenha o comprimento igual a distancia entre os focos da hipérbole que desejamos construir.

Figura 4.8: Comprimento do eixo real.

Passo 4: Estique o barbante junto a régua com a ponta do lapis de modo que a diferenca das

distancias de P aos focos F; e F3 seja constante e igual ao eixo real definidos anteriormente.

Figura 4.9: Marcando um ponto sobre a hipérbole.

Passo 5: Deslizando a ponta do lapis juntamente a régua e mantendo o barbante esticado

marcamos os demais pontos de um dos ramos da hipérbole.
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Figura 4.10: Esbogo do primeiro ramo da hipérbole.

Passo 6: Para o esboco do outro ramo da hipérbole basta inverter a posicao dos alfinetes

(focais) e proceder como nos passos anteriores.

Figura 4.11: Hipérbole finalizada.
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Construcgao 2

Materiais: Dois cones de isopor, estilete, lixa e pistola de cola quente.

Uma outra forma de construirmos uma hipérbole se déd por meio da utilizacao de dois cones de
isopor cone de isopor conforme mencionado no inicio do Capitulo 1. Para tanto deve-se ter o
cuidado de realizar um corte transversal no cone de isopor de tal forma que este forme com o
eixo do cone uma angulo menor que o angulo formado com a geratriz do cone. Para o corte
pode-se usar um estilete, contudo, faz-se necessério usar uma lixa (material de construgao) para

retirar algumas irregularidades.

Figura 4.12: Hipérbole obtida por meio de se¢ao em um cone de isopor.
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Construcao 3

Assim como feito anteriormente para a pardbola e a elipse, apresentaremos a seguir os passos
para a construcao de uma hipérbole com a utilizacao do Geogebra. Este método também
apresenta um esboco de uma hipérbole por meio de suas retas tangentes. Vejamos o passos:

Passo 1: Marque um circulo de centro Fj. Este serd um dos focos da nossa hipérbole.

Amutw Edityr Exior Opgles Femamentas Janely Ajda Entrar.
A ol Il P T . am2 :
Lo ;/_ Ca¥! LJ, "-Lj £ k‘__ ABCE = | il T @
¥ fanals s Agabrs 14| dsota o Visualizagio Ed)
Cinica
B cofn-A2A4P - (- 1ATIY -
Forta
B~ 12a43,0) -
& FI-01244,1270)
——
il o =
c \
7 i
/ i \
F1
[ . | )
\ /
\ /
Eq = = = = = g T = = = S =
N e
o
=
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Envada &

Figura 4.13: Ciculo de centro F3.

Passo 2: Marque o outro foco da hipérbole, F5 num lugar qualquer no exterior do circulo

obtido no Passo 1.

Amutw Edityr Exior Opgles Femamentas Janely Ajda Entrar.
A ol Il P T . am2 :
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Figura 4.14: Segundo foco da hipérbole.



Passo 3: Tome um pondo qualquer P sobre a circunferéncia e trace a mediatriz de PF5.

A Ediy Exiar Opgber Femamentis Janels At
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& |

Figura 4.15: Reta tangente a hipérbole.

Passo 4: Repita o passo anterior tomando diversos outros pontos sobre a circunferéncia.
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Figura 4.16: Hipérbole formada por tangentes.
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Observe que, poderiamos ter obtido todas as conicas de maneira bastante simples a partir

de quais quer uma delas. Imagine que tenhamos uma hipérbole construida como descrito

anteriormente. Podemos obter, agora, uma elipse e um circulo, movendo F; adequadamente.

Em particular, fazendo os focos F} e Fy coincidirem, temos um circulo.



54

At Edtr Exior Opgles Femamentis Janely Apdy Erntrar.
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Figura 4.17: Foco F» é movimentado para Fj.

Tal funcionalidade dinamica do GeoGebra nos permite abordar a geometria de uma maneira

nao estatica fugindo um pouco do paradigma tradicional.



Conclusao

E inegavel o papel da contextualizacao no ensino de qualquer contetido, seja ele nas séries
iniciais ou em séries avancadas. Observar o que estudamos presente na realidade da significado
ao que esta sendo visto e por consequéncia motiva o aprendizado. E muito comum escutarmos do
aluno, e até de nés mesmos, frases tais como: “Para que serve isso?”, “Onde isso se aplica?”etc.
Tais questionamentos formaram, a principio a motivagao para este trabalho.

O presente trabalho encerra-se com o pressuposto a que se destinou desde o inicio. Buscamos
apresentar uma abordagem das conicas, parabola, elipse e hipérbole de uma forma diferente
que estamos acostumados a ver durante as séries do ensino basico, por volta do terceiro ano. A
apresentacao das construcoes e atividades contidas aqui poderao ser utilizadas por professores
e alunos como recurso de suporte para as aulas de matematica.

Em especial, a confecgao e funcionamento do forno solar parabolico e do bilhar eliptico, se
trabalhados de forma adequada em sala de aula, como instrumento de ligacao entre a abstragao
matematica e a vida pratica, podem fornecer uma valiosa recompensa no processo de ensino-
aprendizagem.

Um outro ponto que merece destaque é quanto a utilizacao do GeoGebra como forma de
facilitacao na aprendizagem de conceitos matematicos como deformagoes, rotacoes e translacoes
de figuras geométricas. Em principio, nota-se certa dificuldade de estudar tais transformacoes
de maneira usual (lapis e borracha). Contudo, em frente ao computador torna-se algo trivial e
bastante esclarecedor, sanando rapidamente intimeras duvidas associadas as transformacoes ja
citadas.

Ao final deste trabalho, fica o desejo em aplicar junto aos alunos a fim de testar as ideias e

conceitos expostos aqui como forma de por a prova o que defendemos ao longo do texto.

%)
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