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Resumo

O presente trabalho discorre sobre as principais defini¢des, teoremas e suas demons-
tracdes de maneira clara e objetiva, trazendo exemplos em que a teoria desenvolvida
é aplicada levando o leitor ao entendimento mais amplo dos contetidos: Sistemas de
Equacgdes Lineares, Matrizes e Determinantes, sendo que seu objetivo principal é a
andlise e o confronto entre os métodos de resolucdo de Sistemas de Equacdes Lineares
utilizados no Ensino Médio, a saber: Regra de Cramer e Escalonamento, ou Eliminac¢do
Gaussiana. Constatou-se que, de fato o Escalonamento é um recurso mais funcional
para resolver sistemas lineares quando comparado a Regra de Cramer. A utilizacdo
das tecnologias da informagdo e comunicagdo (TIC’s) na educacdo é evidenciada com a
introducédo das principais interfaces do software livre GeoGebra, assim como a aplicagdo
deste recurso computacional na resolu¢do de exemplos, uma vez que permite a relagdo
entre Algebra e Geometria, possibilitando diferentes formas de anélise do mesmo
contetido e a construgdo de algoritmos de resolugdo. Neste projeto foi desenvolvido um
algoritmo na Planilha de Calculos do GeoGebra que permite escalonar por pivotamento
Sistemas de Equagdes Lineares 4 X 4 e 5 X 5, independente dos coeficientes, e o seu
diferencial é que proporciona a visualizagdo de cada etapa do processo, o que o torna
um recurso didatico interessante para ser aplicado em sala de aula. Conclui-se que a
utilizacdo do Geogebra é um facilitador da aprendizagem dos contetidos estudados,
assim como o algoritmo desenvolvido neste trabalho favorece um entendimento mais

amplo do escalonamento por pivotamento.

Palavras-chave: Sistemas de Equagdes Lineares, Regra de Cramer, Escalonamento,
GeoGebra.



Abstract

This present work discourses about the main definitions, theorems and their
demonstrations in a clear and objective manner, bringing examples in which the
developed theory is applied taking the reader to the broader understanding of the
contents: Systems of Linear Equations, Matrices and Determinants, and its main objective
is the analysis and comparison of Systems of Linear Equations solving methods used
in high school, namely: Cramer’s rule and Scaling, or Gaussian elimination. It was
found that, in fact Scaling is a more functional resource for solving linear systems when
compared to Cramer’s rule. The use of information and communication technologies
(ICTs) in education is evidenced by the introduction of the main free software interfaces
GeoGebra, as well as the application of this computational resource in solving examples,
as it allows the correlation of algebra and geometry, enabling different forms of examine
the content and the construction of resolution algorithms. In this project, we developed
an algorithm in the GeoGebra calculations worksheet that enables to scale Systems
of Linear Equations 4x4 and 5x5 by pivoting, independently of the coefficients, and
its differential is providing the visualization of each step of the process, making this
didatic resource interesting to be applied in the classroom. Conclusion is that the use of
Geogebra is a facilitator to learning the contents studied, also the algorithm developed
in this work provides an ample understanding of the scale by pivoting method.

Keywords: Systems of Linear Equations, Cramer’s rule, Scaling .
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Introducao

E no Ensino Fundamental que a base da Matematica é vivenciada pelo estudante,
nele sdo apresentadas as principais nog¢oes, defini¢des e teoremas que permeardo a vida

do discente até o término do Ensino Médio.

Na prética docente, observa-se com frequéncia um ensino fragmentado, com-
partimentalizado e descontextualizado, em que o aluno nao é direcionado a perceber
uma continualidade de contetidos, e ndo tem, por vezes, acesso a origem histérica da

construgdo do pensamento matemaético.

(BRASILIA, 2006) afirma:

A Histéria da Matemaética pode contribuir também para que o préprio
professor compreenda algumas dificuldades dos alunos que, de certa maneira,
podem refletir histéricas dificuldades presentes também na construgdo do
conhecimento mateméatico. (BRASILIA, 2006, p-86).

Atrelado a esse fato tem-se uma escola tecnologicamente atrasada, onde seu
maior aporte tecnolégico é o quadro branco e o pincel. Em contrapartida os educandos
vivem rodeados de informacgdes que estdo em constante atualizacdo e entre essa escola
obsoleta e o estudante altamente tecnolégico esta a figura do professor que precisa
atualizar-se frente as novas tecnologias digitais de informacdo e comunicagdo — TDIC’s.
Sobre essa elucidagdo as Orienta¢des Curriculares para o Ensino Médio abordam que
ndo se pode negar o impacto provocado pela tecnologia na configuracdo da sociedade
atual. Por um lado, tem-se a insercdo dessa tecnologia no dia-a-dia da sociedade
exigindo individuos com capacitagdo para bem usé-la; por outro lado, tem-se nessa
mesma tecnologia um recurso que pode subsidiar o processo de aprendizagem da

Matemaética.

No ensino da Matematica por vezes a fragmentacdo do contetido é uma estratégia
didética eficaz, pois em cada ano letivo o educando vivencia periodos cognitivos

diferentes e o contetido abordado deve respeitar cada uma dessas etapas. Contudo essa
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compartimentalizacdo pode ser estruturada levando em conta os periodos histéricos e
mesmo sua evolugao.

A utilizacdo das TDIC’s em sala de aula pode ser de forma sutil a exemplo
do tragado de um grafico de funcdo usando esquadros e papel milimetrado ou mais

sofisticado, como a constru¢do desse mesmo gréfico em um software especifico.

E perceptivel que o estudante atual sente a necessidade de ver em sua escola a
mesma tecnologia que faz parte dos seus outros contextos sociais. Cabe ao professor a
inser¢do das tecnologias em sua pratica docente, fazendo dela um instrumento de uso
habitual, mostrando que a Matematica trouxe, no decorrer dos anos, intimeros avangos
para a sociedade, a0 mesmo tempo que, a utilizacdo das TDIC’s ajudam a compreender

fendmenos matemaéticos e facilitam o entendimento de situa¢des complexas.

Para (ZANETTE, 2000)

Os softwares matematicos que integram os recursos de cdlculo numérico,
manipulacdo algébrica e os gréficos possibilitam uma ligacdo por meio
da qual uma ac¢do sobre uma tabela de valores, por exemplo, provoca
instantaneamente uma alteracdo na equagdo e no grafico, referente a aqueles
valores. Diferentes representa¢des para um mesmo objeto matematico. A
representacdo numeérica, a representacgdo algébrica e a representacdo grafica
(ZANETTE, 2000, p. 26).

No presente trabalho serd feita uma abordagem do contetido Escalonamento
de Sistemas de Equagdes Lineares, contudo serdo utilizadas as tecnologias digitais de
informacdo e comunicagdo, com a utilizagdo do software Geogebra, o que traz um novo
olhar sobre o contetido. Serd enfatizada a sua origem e aplicagdes, assim como a relagado
entre o escalonamento com outros contetidos da Educacao Bésica, como Matrizes e

Determinantes, langando luz sobre as principais defini¢des, teoremas e demonstragdes.

Esse trabalho foi motivado pela experiéncia do autor com o contetdo Sistemas
Lineares desenvolvido nos 7° e 8° anos, mais precisamente quando é realizada a andlise
na resolugdo geométrica do sistema, pois é nesse momento que o aluno tem uma
melhor percepg¢do dos significados do sistema ser possivel e determinado, impossivel
ou possivel e indeterminado.

Segundo (BRASILIA, 2006)

No estudo de sistemas de equagdes, além de trabalhar a técnica de
resolucdo de sistemas, é recomendével colocar a dlgebra sob o olhar da
geometria. A resolu¢do de um sistema 2 X 2 de duas equagdes e duas

varidveis pode ser associada ao estudo da posicdo relativa de duas retas no
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plano. Com operagdes elementares simples, pode-se determinar a existéncia
ou ndo de solugdes desse sistema, o que significa geometricamente os casos
de intersecgdo/coincidéncia de retas ou paralelismo de retas. (BRASILIA,
2006, p.77, 78).

Tendo por base a mesma motivacdo da experiéncia vivenciada no Ensino Fun-
damental foram desenvolvidas atividades direcionadas a alunos do 2° ano do Ensino
Médio, cujo contetido abordado foi a resolugdo de Sistemas Lineares por Escalonamento,
usando como recurso o Software GeoGebra. Durante essas atividades, além do contetido
ser estudado nos moldes tradicionais, com aulas expositivas e explicativas, em que
0s principais teoremas foram vistos e demonstrados, e exercicios foram resolvidos, o
aluno foi direcionado também a manipular o software resolvendo situa¢des-problema

propostas aplicando as defini¢des e teoremas vistos em aula.
O texto é organizado como segue:

Capitulo 2: No presente capitulo o leitor é levado a um aprofundamento sobre
o contetdo Sistemas de Equagdes Lineares, com enunciados claros de defini¢des e
teoremas pertinentes, juntamente com exemplos ilustrativos e descritivos. O foco
principal desta se¢do é o processo de Eliminagdo Gaussiana ou Escalonamento para a

determinacdo da solucdo de um sistema, caso exista.

Capitulo 3: Neste capitulo foram abordadas as defini¢Ges, teoremas e aplica¢des
destes em relacdo a Determinantes, além de exemplos que sdo exercicios selecionados

com o objetivo de levar o leitor a uma andlise da maneira que os teoremas sao aplicados.

Capitulo 4: Com o intuito de apresentar uma das muitas possibilidades de inser-
¢do das tecnologias em sala de aula foi desenvolvido neste capitulo uma introdugédo ao
GeoGebra, onde foram exploradas as suas Janelas e utilizadas algumas das ferramentas
de trabalho. Foram abordadas diferentes possibilidades de utilizacdo do software em

sala de aula tanto para o Ensino Fundamental quanto para o Médio.

Ainda neste capitulo foi criado pelo autor do presente trabalho um algoritmo, na
Planilha de Célculos do GeoGebra, capaz de escalonar sistemas 4 X 4 e 5 X 5 usando a

técnica da Eliminacdo Gaussiana por pivotamento.

Capitulo 5: Este capitulo traz as consideragdes do autor sobre o que foi desenvol-
vido, assim como uma andlise critica dos métodos de resolucdo de Sistemas Lineares
adotados no Ensino Médio e a utilizagdo das TDIC’s. Além de perspectivas para futuros
trabalhos.
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Sistemas Lineares e Matrizes

Nesta secdo, vamos analisar um método para a resolucdo de sistemas lineares
em geral. Esse método podera ser aplicado sempre e é de facil mecaniza¢do. Em sintese,
ele consiste em substituir o sistema inicial por sistemas cada vez mais simples, contudo
esses sistemas mais simples serdo sempre equivalentes ao sistema original e apenas trés

operagOes poderdo ser executadas nesse método, a saber:

i. Multiplicar uma equacdo por um ntimero diferente de zero;
ii. Adicionar uma equagdo a outra;

iii. Permutar duas equagdes.

Uma observagdo importante é que essas operagdes elementares num sistema de

equagdes lineares produzem sempre sistemas com mesmo conjunto solugao.

2.1 Definindo sistema linear e sua forma matricial

Definicao 1 Um sistema de equagdes lineares com m equagdes e n incégnitas é um conjunto de
equagoes do tipo:

A11X1 + A1pXp + -+ A1Xy = by

A21X1 + ApXy + -+ - + A X, = by

(I)

A1 X1 + ApyXo + -+ + QX = by,

Coma;;, 1 <i<m;1< j<n, nameros reais ( ou complexos).

Uma solugdo do sistema (I) é a n-tpla de nimeros (x1, x2, - - - , X,,) que satisfaca

simultaneamente estas m equagoes.

Diremos que dois sistemas de equagdes lineares sdo equivalentes se, e somente

se, toda solucdo de qualquer um dos sistemas também ¢é solugdo do outro. O sistema (I)
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pode ser escrito sob a forma matricial:

ain A4 o A
1 dx -+ Oy
(D
Am1  Am2 Amn
ouA - X = B, onde:
ay  ai
a1 Aax
A=
Am1  Am2
é a matriz dos coeficientes;
X1
X2
X =
Xn
é a matriz das incognitas e
by
by
B =
b

¢ a matriz dos termos independentes.

Chamaremos a matriz (II) de Matriz Ampliada do Sistema.

air a4
21 a2

I
Am1 Am2

X1

X2

A1n

Aon

amn

a, b
ay, by
amn bi’l

Onde cada linha dessa matriz é uma representacdo abreviada da equagdo

correspondente no sistema.

Exemplo 1 Dado o sistema linear:

X1+ZXQ+X3:9

2X1 + Xp — X3

3X1 — Xy — ZX3

=3
=4
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Sua forma matricial é dada por:

1 2 1 al [ 9
2 1 1| x|=
3 -1 -2 X3 | -4
E sua forma ampliada:
1 2 1 9]
21 -1 3
3 -1 -2 —4 ]

Através de operagdes elementares é que se pode reduzir a matriz ampliada a uma

equivalente, porém mais simples, com o objetivo de determinar a solugdo do sistema,
caso exista.

2.2 Operacoes Elementares
Sdo trés as operagdes elementares sobre as linhas de uma matriz.
1. Permuta das i-ésima e j-ésima linhas. (LZ- © L]-)

Exemplo 2 (L; — Lj)

3 4 1 3
51|—-151
1 3 3 4

2. Multiplicagdo da i-ésima linha por um escalar ndo nulo k. (Li - K-L j)

Exemplo 3 (L; — -3 L3)

3 4 3 4
511—-] 5 1
1 3 -3 -9

3. Substituicdo da i-ésima linha pela i-ésima linha mais k vezes a j-ésima linha.
(Lio Li+K-L)

Exemplo4 (L; —» L1 —2-Lj)

3 4 1 -2
51]—-15 1
1 3 1 3

Ja foi visto que para determinar a solu¢do de um sistema linear, precisa-se de
um sistema equivalente ao primeiro, porém mais conveniente. Para determinar esse
sistema equivalente tem-se dois métodos: Forma Escada e Método de Gauss.
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2.3 Forma Escada

Definicdo 2 Uma matriz (m X n) é linha reduzida a forma escada se:

i. O primeiro elemento de uma linha ndo nula é 1.

ii. Cada coluna que contém o primeiro elemento ndo nulo de alguma linha tem todos

os seus outros elementos iguais a zero.

iii. Toda linha nula ocorre abaixo de toda as linhas ndo nulas ( isto é, abaixo daquelas

que possuem pelo menos um elemento nao nulo).

iv. Se as linhas 1, ..., 7 sdo as linhas ndo nulas, e se o primeiro elemento ndo nulo da

linha 7 ocorre na coluna k; ,entdo k; <k, < --- <k,.

O topico (iv.) traz que o ntiimero de zeros precedendo o primeiro elemento ndo

nulo de uma linha aumenta a cada linha, até que sobrem somente linhas nulas, se

houver.

A seguir serd apresentado um exemplo de matriz reduzida a forma escada

através de operagdes elementares.

Exemplo 5 Dada a matriz:

5 -2 3 2
B=(3 1 4 -1
4 -3 1 3

As operagoes elementares sobre as linhas dessa matriz se dardo da sequinte forma:

5 -2 3 2
3 1 4 -1|L—»Li—-Ls
4 -3 1 3

'112—1LL3L
_)—.
314—1L2 L24Ll

_)_.
4 31 3|77 !
(1 1 2 -1

0 2 -2 2 | L,—»-0,5-L,
0 -7 -7 7

1 1 2 -1
0 1 1 -1 L3 i L3 +7- L3
0 -7 =7 7
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1 12 -1
011 -1
000 O
Portanto a matriz:
1 12 -1
B=011 -1
000 O

E a matriz reduzida a forma escada da matriz B.

O teorema a seguir trata da equivaléncia entre uma matriz e sua matriz-linha

reduzida a forma escada.

Teorema 1 Toda matriz A,y € linha equivalente a wuma vinica matriz-linha reduzida a forma
escada.

Demonstragao:
Equivaléncia:

Seja A uma matriz (m X n) qualquer. Se na primeira linha de A todos os elementos
sdo iguais a zero, a condigdo (i) estd satisfeita, no que diz respeito a esta linha. Se na

primeira linha figura algum elemento ndo nulo, seja k o menor inteiro j tal que a;; # 0.

Multiplicamos a primeira linha por — e a condicdo (i) ficara satisfeita. Agora para cada
ai;
i > 2, somemos (—a;;) vezes a primeira linha a i-ésima linha. Portanto, teremos uma
matriz cujo primeiro elemento da primeira linha é 1 e ocorre na coluna k. Além disto,

todos os outros elementos da coluna k sdo nulos.

Consideremos a matriz B obtida acima. Se a segunda linha desta matriz for nula,

nada faremos. Se houver elementos ndo nulos nesta linha, seja a coluna k’” a primeira a

conter um destes, multiplicamos a segunda linha por e a seguir, somando multiplos

b
adequados desta nova segunda linha as demais linhas, obteremos uma matriz cujo

primeiro elemento ndo nulo da segunda linha é 1 e todos os outros elementos desta
coluna sdo nulos. Note que nesse processo ndo foram alterados os elementos by 1, b e

nem a k-ésima coluna da matriz B.

Ao repetir o procedimento acima em relagdo as demais linhas, obteremos no final
uma matriz M que é linha equivalente a matriz inicial A, e que satisfaz as condigdes (i) e
(ii). As condigodes (iii) e (iv) serdo satisfeitas através de um ntimero finito de permutagdes

das linhas da matriz M.
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Unicidade:

Para mostrar a unicidade, observemos primeiramente que duas matrizes-linha

reduzidas a forma escada que sdo linhas equivalentes s6 podem ser iguais.

De fato, nenhuma das trés operagdes com linhas, exceto a multiplicacdo de uma
linha pela constante 1, pode ser efetuada numa matriz-linha reduzida a forma escada,

sem que ela perca essa condicao.

Suponhamos que, por opera¢gdes com linhas, partimos de uma matriz M e
podemos chegar a duas matrizes-linha reduzidas a forma escada, N e P. Teremos entdo
M N e M P. Como as operagdes com linhas sao reversiveis, isto significara que N serd
linha-equivalente a P, e, portanto, da afirmacdo acima temos N=P.

Abaixo serdo definidos posto e nulidade de uma matriz, que serdo amplamente

usados para resolver exemplos e aplicados em alguns teoremas ao longo deste trabalho.

Definicao 3 Dada uma matriz Ay, , seja Byx, a matriz-linha reduzida a forma escada linha
equivalente a matriz A. O posto de A, denotado por Pa, é o niimero de linhas nio nulas de B. A
nulidade de A é o niimero n — P4, onde n é o niimero de colunas da matriz A.

Observe que: dada uma matriz A qualquer, para determinar seu posto P4
necessitamos encontrar primeiro sua matriz-linha reduzida a forma escada, e depois
contamos suas linhas ndo nulas. Este é o posto de A. A nulidade n é a diferenga entre
colunas de A e seu posto.

Exemplo 6 Dada a matriz C abaixo, determinar o posto e a nulidade dessa matriz.

1 3 5
C= -10
38 5

Solucdo:

Para determinar o posto e a nulidade dessa matriz, serd necessdrio fazer as operagoes
elementares, determinando assim sua matriz linha-reduzida a forma escada. Conforme visto no
Teorema 1.
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1 3 5
0 -2 =20 | L, > -0,5-L,
0 -1 -10
1 3 5
0 1 10 L3—)L3+L2
0 -1 -10

3 5

1 10

0 0

Portanto, o posto de C, denotado por Pc = 2 e sua nulidade é dadaporn =3-2 & n = 1.

24 O Método de Gauss

O Método de Eliminacao de Gauss, conhecido também como Escalonamento,
é um dos métodos mais usados para resolver sistemas de equagdes lineares, seu
procedimento é simples, consiste em converter a matriz aumentada do sistema dado

numa matriz escalonada, aplicando para tal as operacdes elementares, que ja foram
vistas na se¢do anterior.

Uma considera¢do importante a ser feita é que a solucdo do sistema de equagdes

lineares ndo serd alterada ao serem realizadas as operagdes elementares sobre suas
linhas.

Definicao 4 Diremos que dois sistemas lineares Sy e S, sdo equivalentes, se toda solugio de S,
for solugdo de S, e toda solugdo de S, for solugdo de S;.

Para garantir a definicdo acima seguem dois teoremas e suas respectivas demons-
tracoes.

Teorema 2 Multiplicando-se os membros de uma equagio qualquer de um sistema linear S por
um niimero k # 0, 0 novo sistema S’ obtido serd equivalente a S.

Demonstracgdo:

Seja:
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a11xX1 +apXxy + -+ ay X, = b]

A X1 + dopXy + -+ - + dop Xy, = b2

S apx1 + ApXy + -+ + A;pX, = b;

A1 X1 + Ay Xo + +++ + QX = by,

Multiplicando-se a i-ésima equagdo de S por k # 0, obteremos o sistema:

a11xX1 +apXxy + -+ ayXxX, = bl

ax1X1 + Xy + -+ - + doyp Xy, = b2
S k-anxy+k-apxy+ -+ k-aux, =k-b;

A1 X1 + AypXo + +++ + QX = by,

A tnica diferenca entre S e S’ é a i-ésima equacdo. Portanto, vamos nos ater
apenas a ela.

=

Suponhamos que (a1, ay, - - - , a,) é uma solucdo de S. Provaremos que ela também
é uma solucdo de S'.

De fato: por hipotese aja; + apay + -+ + aya, = b;.

Colocando (a1, @2, ,a,) no 1° membro da i-ésima equacdo de S/, teremos:
k-aﬂa] +k-ai2a2+ +k-am0¢n =k- (ailal +ai2a2+---+ainan) = kl’)Z

Oqueprovaque(ai, ay, - -+, a,) satisfazi-ésima equagdodeS’. Logo (a1, ap, - - -, )
é solugdo de §'.

—
Suponhamos agora que (a3, ay, - -+, @,) é uma solugdo de S’ e provaremos que
ela também sera solucédo de S.

De fato: por hipétese, k - apaqy + k - apa, + -+ + k - aya, = k - b; Colocando

(a1, a0, -+, a,) no 1° membro da i-ésima equacdo de S, teremos:

_k k k —
apoy +apay + -+ a0, = Eaﬂal + Eﬂizaz + o0+ pzinan =

1
= [k-anoq +k-apay + -+ +k-apa,] = E-k-bi = b; O que prova que (a1, a2, -+ , )
satisfaz i-ésima equagdo de S. Logo, (a1, ay, - -+ , @) é solugdo de S.
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Teorema 3 Se substituirmos uma equagdo de um sistema linear S pela soma, membro a membro,
dela com uma outra, o novo sistema obtido, S’, serd equivalente a S.

Demonstracao:

Seja

a11xX1 +apXxy + -+ aX, = b]

ax1X1 + apXy + -+ - + dypXy, = bz
apxy + ApXy + -+ + X, = b;
apxy +apxy + - +apx, =b;

A1 X1 + AypXo + +++ + QX = by,

Substituindo a i-ésima equagdo de S pela soma, membro a membro, dela com a
j-ésima equacdo, obteremos o sistema:

a1 Xy, + apXxs + -+ aygx, = by

a71X1 + Xy + +++ + dypXy = b2
(@i +ap)x1 + (@ + ap)xy + - + (@in + aj)xn = bi + b;
s :

apxy tapxy+---+apXy = b]

A1 X1 + AppXp + === + Ay Xy, = bm

A tnica diferenca entre S e S’ é a i-ésima equagdo. Portanto devemos nos
preocupar apenas com ela.

=

Suponhamos que (a1, a2, - -+ , @) é solugdo de S e provemos que ela também sera
solucdo de S’. De fato, por hipétese:

apay + apdy + -+ + aya, = b (I)
ajpc + Aty + -0+ Ajnly = b] (II)

Colocando (a3, ay, - - - , a,) no 1° membro da i-ésima equacado de S’, teremos:
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(an +ap)ar + (an +ap)as + -+ + (@i + Ay =
(aﬂal +apay + -+ ainan) + (ajlocl tapay+---+ ajnan) =
bi + b]

Oqueprovaque(ay, ay, - -+, a,) satisfazai-ésimaequacdode S’. Logo, (a1, az, - -+ , ay)
é solugdo de §'.

=

Suponhamos agora que (a1, @, - - - , ) é solucdo de S” e provemos que ela também
serd solucdo de S.

Por hipé6tese:

(@i +ap)on + (@n +ap)ag + -+ + (@ + aju)a, = bi + bi(I)
e

apay +apay + ...+ ajo, = bi (1)

Das igualdades (I) e (II), concluimos que aja; + apas + - -+ + aa, = b; , 0 que
prova que (a1, ay, - -+ , @) satisfaz a i-ésima equacdo de S. Logo, (a1, a2, - - - , &) € solugdo
deS.

Esses dois Teoremas garantem que ao escalonar um sistema linear o novo sistema

serd equivalente ao anterior.

2.5 Soluc¢des de um Sistema de Equacdes Lineares

Ao resolver um sistema de equagdes lineares, trés situa¢des distintas podem
ocorrer: o sistema pode admitir uma tinica solugado, neste caso ele é dito possivel e
determinado; pode admitir infinitas soluc¢des, logo serd chamado de possivel e indetermi-
nado; ou ainda ndo admitir nenhuma solugédo, sendo chamado de impossivel, portanto,
faz-se necessdrio analisar cada uma destas situacdes detalhadamente e assegurar o

entendimento de cada uma delas e seu significado.

Vamos estudar detalhadamente todas as situa¢des que podem ocorrer na resolu-

¢do de um sistema linear, iniciando pelo caso geral.
Caso geral:

Consideremos um sistema de m equagdes lineares com n incégnitas xi, xy, . . . , X,.
a11X1 +apXxy + -+ ay X, = b]

Ay X1 + AyXp + -+ + Xy = by,
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Cujos coeficientes a;; e termos constantes b; sdo ntiimeros reais (ou complexos).

Este sistema podera ter:

. . ~ x1 =k . .
i. Uma tnica solugdo , sistema possivel e determinado.
X1 =K

ii. Infinitas solugdes, sistema possivel e indeterminado.

iii. Nenhuma solugdo, sistema impossivel.

O seguinte Teorema traz a andlise das solu¢des de um sistema de equagdes

lineares utilizando os conceitos de posto e nulidade vistos anteriormente.

Teorema 4 (Rouché-Capelli) Consideremos um sistema linear com m equagoes e n incégnitas
AX = B. Sejam P ap 0 posto da matriz ampliada do sistema e P4 o posto da matriz dos coeficientes

do sistema. Entdo:

i. O sistema é possivel se, e somente se, Pap = Py;
ii. O sistema é possivel e determinado se Pap = Py = n;

iii. O sistema é possivel e indeterminado se Pap = P4 < n. Neste caso, n — P, é o niimero de

incégnitas livres do sistema, ou seja, incégnitas que podem assumir qualquer valor real.

Demonstracgdo:

Seja AX = B um sistema linear com n incégnitas. Seja C = [A/B] a matriz
ampliada do sistema e seja C' = [A’/B’] a forma escalonada de C. Denotaremos A" = [alfj]
e B’ =[b]].

Claramente A’ é a forma escalonada de A e como A’ é um bloco de C’, temos que
P, =Py <PC' =PspoulPy =Py :Pc/ = Pyp.

Para um melhor entendimento vamos analisar cada caso isoladamente.

Caso 1: Se P4 < Pap, entdo C’ tem uma linha do tipo (0... 00 1).

s .

Portanto, o sistema A’X = B’ é impossivel e, entdo, por proposicdo (), AX =B é

impossivel.

Caso 2: Se P4 = P4p, entdo C’ e A’ tém o mesmo nimero de linhas nao nulas.

Para uma melhor anélise vamos dividir esse caso em dois subcasos.
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Subcaso 2.1: Py = P =n

Sendo A’ uma matriz com n colunas, com P4 = P4 = n, e estando A’ na forma

escalonada, ela é uma matriz em blocos da forma

L,
0

A =

Como P4 = Pap = n, segue que B’ é tal que b1 = b,, = 0. Portanto, A’X = B’ é pos-
sivel e determinado com a tnica solugéo x; = b}, ..., x, = b’'n. Consequentemente,

AX = B também é determinado com mesma solugao.

Subcaso 2.2: Py, = Pag <n

Ponhamos P = P, = P4p. Neste caso, A’ (assim como C’ ) tem P linhas nao

nulas Ly, ..., Lp, tais que o primeiro elemento ndo nulo de L; estd na coluna k; e

s L ~ <
ky <--- <kp. Além disso, temos b,,, = --- = b;, = 0. Temos entdo que a equagao
A’X = B’ se escreve como
h ) T
X, + W 115k +1 + -+ ay, Xy b;
’ ’
Xy + @ Xkpe1 + o0+ 5, Xy b;
’ ’ — 4
(D] X, + @ X1+ +a,% | = b,
0 0
0 0

A igualdade matricial acima, juntamente como fato da matriz A’ estar na forma
escalonada, nos fornece o sistema de equagoes:

_ . ’ . ’ ’ . .
Xi, = —Z]>k1‘11]~x] + b}, onde ay = 0,sei>j,
— . ’ o ’ r :
Xi, = —Z,>k2a2jx] + D), onde ay, = 0,sei>2,
— _y. ’ . ’ ’ — - N ’oae ’
Xk, = Z]>kp_1ap_1jx] + bp_l, onde a iy, = 0,sei=k, x, = Z]>kpap].x] + bp,

Isto mostra que podemos escolher arbitrariamente valores para as incégnitas no

conjunto {xi, ..., x,} {xkl, s, xkp} (*++)

E com esses determinar valores para xg,, . .., X, -

Como o conjunto (*+) tem 11 — P elementos, o sistema A’X = B’, tem n — P incégnitas

livres e, consequentemente, 0 mesmo ocorre para o sistema AX = B.

A seguir, veremos um exemplo que ilustra a aplicacdo o Teorema de Rouché-
Capelli, demonstrado acima, na resolugdo de um sistema de equagdes lineares.
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Exemplo 7 (IEZZI G.; HAZZAN, 1994) Vamos classificar e resolver os sistemas abaixo
utilizando o Teorema de Rouché-Capelli.

—xl—x2+x3=O
2x1+x+x3=1 (1)
5.X'1+4X2—2.X3 =1

Inicialmente vamos determinar a matriz incompleta A associada ao sistema.

-1 -1 1
A= 2 1 1
5 4 2

Logo a matriz completa do sistema B é dada por:

-1 -1 1 0
B=( 2 1 1 1
5 4 21

Vamos determinar p(A) e p(B), para tal escalonaremos a matriz completa B.

1 -1 1 0
2 01 1 1| Li—-1-1
5 4 -2 1
A
_) — .
21 1 1 L2 LZ : Ll
_) — .
54 -2 1| 2% 7 !
1 1 -1 0
0 -1 3 1| L,—-1-L,
0 -1 3 1
1 0
0 1 -3 -1 L3—)L3+L2
0 -1 3 1
11-1 0
01 -3 -1
00 0 0

Desta maneira, temos: P4 =2, P =2 en = 3, logo, P4 = Py < n. Portanto, por (iii) o
sistema é possivel e indeterminado e sua solugdo é dada por:
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S={(1-2a,-1+3a,a)}

O escalonamento do sistema acima poderia ter sido desenvolvido de outra forma,
utilizando o processo do Pivotamento, sobre essa técnica (LIPSHUTZ, 1994) afirma:

A principal vantagem do algoritmo de pivotamento é que a operagao
por linhas envolve a divisdo pelo pivd e, no computador, os erros de
arredondamento podem ser substancialmente reduzidos quando dividimos
por um ntmero tao grande quanto possivel em valor absoluto.(LIPSCHUTZ,
S., 1994, p.37)

Descreveremos o Algoritmo de Reducado por Pivotamento em cinco etapas.

2.5.0.1 Reducao por Pivotamento

i. Permutar as equagdes de maneira que a primeira incégnita x; ndo tenha coeficiente

igual a zero, ou seja, faga com que a;; # 0.

ii. Use a1; como piv0 para eliminar x; de todas as equagdes, exceto a primeira. Isto é,

para cada i > 1, aplique a operacdo elementar:

—(@ai /1)Ly + Li = L
ou
anly +anLi — L
iii. Examine cada nova equacao L:

1. Se L tem a forma Ox; + Ox; + --- 4+ Ox, = 0, ou se L é mdultiplo de outra
equagdo, retire L do sistema.

2. Se L tem a forma Ox; + Ox, + ---+ 0x, = b, com b # 0, o sistema ndo tem

solucgéo.

iv. Repita as etapas i, ii e iii com o sistema formado por todas as equagdes menos a
primeira.

v. O processo deve ser desenvolvido até o sistema estar na forma escalonada ou

surgir uma equacdo degenerada, tal como em 2. da etapa iii.

A Redugdo por Pivotamento serd amplamente utilizada no Capitulo 4, onde foi
desenvolvido pelo autor do presente trabalho, um algoritmo para o escalonamento de

sistemas lineares usando essa técnica na Planilha de Célculos do software GeoGebra.
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Voltando ao exemplo 7, pode-se perceber que ao resolver e classificar o sistema
dado, foi usado o escalonamento, contudo um outro recurso, também poderia ser
utilizado, trata-se da Regra de Cramer e sua aplicacdo tem inicio com o célculo do
determinante da matriz incompleta do sistema, que é a matriz formada pelos coeficientes
do sistema. No Capitulo seguinte faremos uma ampla anélise da utilizagdo do Teorema

de Cramer para a resolucdo de sistemas de equagdes lineares.
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3

DETERMINANTES

3.1 Regra de Cramer

A cada matriz A = (ai]->, quadrada de ordem 7, estd associado um escalar especial

chamado de determinante de A, denotado por det(A), ou |A], ou

a1 A4y ... A1
ar1 dyp ... dyy
Ayl Ay ... Auy

A funcdo determinante foi descoberta no estudo de sistemas de equagdes lineares
e é um instrumento indispensdvel para investigar e obter propriedades de matrizes
quadradas, contudo no que se refere a matrizes ndo quadradas esse método ndo pode
ser utilizado.

Segundo (LIMA E. L., 1999):

A regra de Cramer é um dos métodos mais tradicionais para resolver
sistemas de equacdes lineares. Ela apresenta a vantagem de fornecer explici-

tamente os valores das incégnitas como quocientes de dois determinantes.
(LIMA, 1999, p. 143).

Consideremos um sistema linear em que o ntimero de equacdes seja igual ao
namero de incégnitas. Nestas condi¢des, A é matriz quadrada; seja o determinante
dessa matriz D = det(A).

Teorema 5 (Teorema de Cramer) Seja S um sistema linear em que o niimero de equagoes seja
igual ao nmiimero de incognitas. Se D # 0, entdo o sistema serd possivel e terd solugdo inica

(a1, a0,...,ay), tal que:

D,
ai:ﬁ,\!ie{l,z,fﬁ,---,n}
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em que D; é o determinante da matriz obtida de A, substituindo-se a i-ésima coluna pela
coluna dos termos independentes das equagoes do sistema.

Demonstracao:
Existéncia:

Considere o sistema S:

a11xX1 +apXxy + -+ ay X, = bl
Ax1X1 + Xy + + -+ + Ay Xy, = bz
S{ amxi +apx; + -0 +az,x, = b3

A X1+ ApXo + - + AppX, = by,

Considere as matrizes:

app dip s Ay ot g X1 by

dp1 dpp +++ dyi -+ Ay X2 by

A=|an axp --- a3 - 4z [ X=|x |e C=| b3
| dn1 Gn2 - Gpi 0 Aun | | Xn | | bn ]

O sistema S pode ser escrito sob a foma matricial A - X = C. Vamos provar que
essa equagdo admite solugdo tnica. Por hipétese, D # 0, logo JA~'.Consideremos a
matriz Xy = A™! - C e provemos que ela é solucdo da equagdo A - X = C.

De fato:

AATT-CO)=(A-AYH).-C=I,-C=C

0 que prova a existéncia da solugdo Xy = A™! - C
Unicidade:

Para provar a unicidade de X, = A™! - C, vamos admitir que A - X = C tenha

outra solucdo X, isto é, A - X; = C.
Entao: X1 = In . X] = (A_l A) . X1 = A_l(A . Xl) = A_l -C= Xo.
Portanto, X é solugdo tinicade A- X = C.

Contudo, A™! pode ser calculado da seguinte forma:
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[ An Ap - Ay o0 A ]
, 1 An Ap - Ay - Ay
A_l—ﬁ-/_XZB Az1 Az - Az -0 Az
| Anl Anz e Ani T Ann |

em que A;; é cofator do elemento 4;; da matriz A.

[ Ay Ap o Ay oo Aw | [ b
, Ay Axp o+ Ay e Ay b,
Logo,onA‘l-CZB A1 Az -+ Az -+ Az || b3
Anl AHZ : Ani Ann bn
Tendo em conta que:

]

as

Xo=| a3

-an .

1
concluimos que «; é dado por a; = B(Alibl + Agiby + Azibz + -+ + Auiby)

D;
1' = . Dl = —
¢ D

1
D

Cabe aqui um exemplo para ilustrar a aplicacdo da Regra de Cramer, contudo
precisaremos antes disso conceituar Cofator e apresentar o Teorema de Laplace, uma

vez que serdo necessarios para a resolugdo do exemplo.

3.1.0.2 Cofator

Considere uma matriz quadrada de ordem n, A = (4;;) e denote por M;; a
submatriz quadrada de ordem n — 1 da A obtida por eliminagdo da i-ésima linha e da
j-ésima coluna. O determinante |Mij| é chamado menor relativo ao elemento a;; de A; e o

cofator de a;;, denotado por A;;, ¢ 0 menor com sinal correspondente:

Ay = (=1 |My
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3.1.0.3 Teorema de Laplace

O teorema de Laplace é uma férmula de recorréncia que permite calcular o
determinante de uma matriz de ordem 7, a partir dos determinantes das submatrizes

quadradas de ordem n — 1.

Teorema 6 O determinante da Matriz A = (a;;) € igual a soma dos produtos obtidos pela

multiplicagdo dos elementos de qualquer linha ( coluna ) por seus respectivos cofatores:

|Al = anAn + apAp + -+ + i Aiy = Z?;ﬂz‘inj

|A| = Lllelj + aZjAZj + -+ lln]'An]' = Zl’?:lai]-Ai]-

Vejamos um exemplo que ilustra a resolugdo de um sistema linear via determi-

nantes e em seguida o mesmo sistema serd resolvido pelo processo do escalonamento.
Exemplo 8 Dado o sistema abaixo:

2X1+ X +b5x3+x4 =5
X1+ xp — 3x3 —4xy = -1
3x1+6x —2x3+ x4 =8
2X1 +2xy +2x3 — 3x4 =2

Vejamos sua resolugio usando o Teorema de Cramer.

Solugao:
1° Passo:

Determinar a matriz associada M, e a dos coeficientes C.

21 5 1 5

11 -3 -4 -1
M = ,eC =

36 -2 1 8

2 2 2 =3 2

2° Passo:



Capitulo 3. Determinantes 33

Calcular o determinante da matriz associada, para tal usaremos o Teorema de
Laplace.

21 5 1
p=| 113 =2 Apn+1-An+3-Ay +2-Ag
36 2 1
22 2 -3

Vamos agora calcular cada cofator:

1 -3 —4
An=C-D"-l6 -2 1 [=-120
2 2 -3
1 5 1
An =116 -2 1 |=-120
2 2 -3
1 5 1
Ay =111 -3 -4 =0
2 2 -3
1 5 1
Ay =D 11 -3 —4|=120
6 -2 1

Portanto,

D=2-(-120)+1-(-120) +3-0+2- 120 —

D =-120
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3° Passo:

Calcular o determinante da matriz obtida de M, substituindo a i-ésima coluna

pela coluna dos termos independentes.

Determinante D;:

51 5 1
Di=| LT T s A 1 An 8 Ay 42 Ay
8 6 -2 1
2 2 2 -3

Vamos agora calcular cada cofator:

1 -3 —4
An=CD"l6 -2 1 [=-120
2 2 -3
1 5 1
An =116 -2 1 |=-120
2 2 -3
1 5 1
Ay =111 -3 -4 =0
2 2 -3
1 5 1
Ay =D |1 -3 -4 (=120
6 -2 1

Portanto,



Capitulo 3. Determinantes

35

Dy =5-(-120)—1-(=120) +8-0+2- 120 —

D, = =240

Determinante D,:

2 5 5 1
D, = L-1 -3 -4 =2 Ap+1-Ay +3-As +2- Ay
3 8 -2 1
2 2 2 -3

Vamos agora calcular cada cofator:

-1 -3 —4
Ap=C-D". 8 -2 1 |=-162
2 2 -3

5 5 1
Ay =(-1)**".8 -2 1 |=-170
2 2 -3

5 5 1
Ay =(=1)>".| -1 -3 -4|=34
2 2 -3

5 5 1
Ay = (—1)4+1 -l -1 -3 -4 |=184
8 -2 1
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Portanto,

D,=2-(-162) +1-(=170) +3-34 +2- 184 —

D, =-24

Determinante Ds:

21 5 1

D; = -1 -4 =1-An+1-Ap+6-App+2-Ayp
36 8 1
22 2 -3

Vamos agora calcular cada cofator:

1 -1 —4
An=(=1)*113 8 1 |=-3
2 2 -3
2 5 1
Ap=(-1)***.13 8 1 |=-7
2 2 -3
5 5 1
Ap =102 -1 -1 —4|=-1
2 2 -3
2 5 1

Ap=-D**?.11 -1 -4 |=8
3 8 1
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Portanto,

Dy=1-(-3)+1-(-7)+6-(-1)+2-8 >

D3=0

Determinante Dy:

21 5 5
11 -3 -1
D; = =1-Ap+1-Ap+6-Ap+2-A
3 3 6 _2 8 12 22 32 42
22 2 2

Vamos agora calcular cada cofator:

1 -3 -1
Ap=D"*2.13 -2 8 |=60

Ap =123 -2 8|=60
2 2 2

2 5 5
Ap =121 -3 -1 |=-12
2 2 2
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2 5 5
Ap =211 -3 -1 |=-72
3 -2 8

Portanto,

Dyi=1-60+1-60+6-(-12)+2-(-72) —

D4 = —96

4° Passo:

Determinar a solugdo do sistema:

D
X1:31—>X1:2
=221
2D 275

D
X3:33—>X3:0
=22
4—D 4—5

1 4
s:(z,—,o,)
575

Perceba que alguns cdlculos mais simples foram omitidos e mesmo assim o custo
operacional é enorme, principalmente quando comparado com o Método da Eliminacdo
Gaussiana, para uma melhor comparagdo verifique a resolu¢do do mesmo exemplo por
este método.
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Agora mostraremos a resolu¢do do mesmo sistema utilizando o processo do

escalonamento.

Vamos inicialmente escrever a matriz ampliada do sistema e em sequéncia fazer

o escalonamento, aplicando as operagdes elementares.

N WO /=

o O O

o O O -

Portanto,

N O R =

N WO~ N

1 5 1 5
1 -3 -4 -1
Lie L,

6 -2 1 8
2 2 -3 2
3 -4 -1
S
2 18 L3—>L3—2-L1
2 3 9 4 4 1
3 —4 -1]
1 9 7
s 13 1 | B3l
8 5 4
-3 —4 -1]
1 9 7
40 40 3 | 7Bk
8 5 4
1 1 -3 -4 -1
0 -11 9 7
0 0 40 40 32
0 0 0 15 12

12 4
x4=E—>x4=g,
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X3:0

Xy =

S

1 4
5=(2507)
575
E facil perceber que o processo de escalonamento do sistema linear resultou na

mesma solugdo, porém o custo operacional foi menor, sobre esse fato (BOLDRINE J.
L.; COSTA, 1980) afirma:

A Regra de Cramer, embora seja muito til, pois d4 uma forma explicita
das solugdes de um sistema, ela ndo é muito usada para célculos numéricos.
Isto porque o ntiimero de operagdes que ela envolve é muito grande, quando
trabalhamos com muitas equagdes. No cédlculo do determinante de uma
matriz de ordem 7, temos que calcular n! produtos de n fatores, e depois
somaé-los.(BOLDRINI, ET AL, 1980, p. 79).

O Escalonamento se mostra mais eficaz na resolucdo de sistemas de equagdes
lineares, e é uma ferramenta de facil aplicagdo, seu custo operacional é baixo quando

comparado a Regra de Cramer.
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4

Introducao ao GeoGebra

O GeoGebra é um software de matemaética dindmica que perpassa por todos
os niveis de ensino, ele retine GEOmetria, AIGEBRA, Planilha de Calculo, Graficos,
Probabilidade, Estatistica e Calculos Simbélicos em um tinico pacote. Esse software tem
a vantagem didética de apresentar, ao mesmo tempo, representacdes diferentes de um
mesmo objeto que interagem entre si: a representagdo algébrica e geométrica. Trata-se
de um Software de Cédigo Aberto, isso quer dizer que estd disponivel gratuitamente

para usudrios nao comerciais.

O software GeoGebra, foi criado inicialmente por Markus Hohenwarter para ser
utilizado em ambiente de sala de aula. Seu projeto teve inicio em 2001, na Universitat
Salzburg- Austria, e até hoje continua sendo desenvolvido, porém agora na Florida
Atlantic University.

A introducdo de softwares educacionais em sala de aula é um recurso a ser
explorado por professores, uma vez que propiciam uma gama de possibilidades e

descobertas além de proporcionar novos métodos de interagdo.

Segundo (GRAVINA M. A., 1998) citando Hebenstreint (1987):

O computador permite criar um novo tipo de objeto - os objetos ‘concreto-
abstratos’. Concretos porque existem na tela do computador e podem ser
manipulados; abstratos por se tratarem de realiza¢des feitas a partir de

construcdes mentais.
Ainda sobre o tema, (GRAVINA M. A., 1998):

Os programas que fazem ‘tradugdes’ entre diferentes sistemas de repre-
sentacdo apresentam-se como potentes recursos pedagdgicos, principalmente
porque o aluno pode concentrar-se em interpretar o efeito de suas a¢des frente
as diferentes representagdes, até de forma simultanea, e ndo em aspectos
relativos a transi¢do de um sistema a outro, atividade que geralmente requer
tempo.(GRAVINA E SANTAROSA, p.80).
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Diante dessa demanda, cada dia mais crescente e necessaria em relacdo a
introducdo das TIC’s no universo escolar, sera desenvolvida nessa se¢ao uma introducéo
ao GeoGebra e nela constard uma apresentagio das Areas de Trabalho: Janela de
Algebra, Janela de Visualizacdo, Planilha e Janela CAS. Além disso, serdo apresentadas

abordagens diferentes para a aplicagdo do software na resolugdo de exemplos.

Ainda nesta se¢do serd apresentado o Algoritmo de Escalonamento por Pivota-
mento desenvolvido na Planilha de Célculos do GeoGebra e que foi criado pelo autor
do presente trabalho com o intuito de se tornar uma ferramenta a ser aplicada em sala
de aula, tornando possivel a visualizagdo das etapas do escalonamento de sistemas 4 x 4
eb Xxb.

Os exemplos ilustrativos fardo referéncia a Matrizes e Sistemas de Equagdes
Lineares e cumprem o objetivo de familiarizar o leitor com a escrita no software,
preparando o caminho para a aplicagdo dos recursos disponiveis na resolucdo de alguns
dos exemplos, seré facil perceber a relacdo deste capitulo com os anteriores, uma vez
que as defini¢Ges, teoremas e demonstra¢des serdo a base tedrica que sustentardo os

exercicios desenvolvidos assim como o algoritmo criado.

Iniciaremos a introdugdo ao GeoGebra explorando suas dreas de trabalho.

4.1 As Areas de trabalho do GeoGebra

i. (Janela de Algebra) A Janela de Algebra serve para armazenar a lei das fungoes, que
devem ser inseridas na Entrada de Comandos, as equagdes das figuras geométricas
inseridas na Janela Grafica ou coordenadas de localiza¢do, quando for o caso de

um ponto.

ii. (Janela de Visualiza¢do) A Janela de Visualiza¢do tem por padrdo, o plano car-
tesiano, nela sdo apresentados os desenhos, que podem ser desenvolvidos pela
Entrada de Comandos ou pela Barra de Ferramentas.

iii. (Janela CAS) A Janela CAS permite que se utilize o CAS do GeoGebra (Sistema de
algebra computacional) para calculos simbolicos. A Janela CAS consiste em células,
onde cada uma tem um campo de entrada na parte superior e, exibigdo de saida
na parte inferior. Com a Janela CAS é possivel realizar cdlculos numéricos e/ou
expressOes matematicas. Estajanela possui uma Barra de Ferramentas diferenciada

das demais.

iv. (Planilha) A dltima das janelas, ndo fica aparente quando o GeoGebra é aberto, é
utilizada como uma planilha de célculo, se assemelha ao Excel e ao Calc. Possui

uma Barra de Ferramentas diferente das demais.
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v. (Barra de Entrada de Comandos) Nesta barra o usudrio insere férmulas matemati-
cas e fungoes. O GeoGebra oferece uma vasta gama de comandos que podem ser
inseridos no Campo de Entrada.

vi. (Barra de Ferramentas) Como a maiorias dos softwares, o GeoGebra apresenta
uma Barra de Ferramentas com os principais comandos, os quais sdo acessados
rapidamente com a utilizagdo do mouse.

vii. (Barra de Menu) A Barra de Menu contém todos os comandos contidos na Barra

de Ferramentas, além de outros comandos, também importantes.

A imagem a seguir ilustra as 4reas de trabalho supracitadas.

& GeoGebra - omEEm
Arautvo Edtar Exiir Opgles Ferramentas Janela Auda BARRA DE MENUS Entrar.
O &) N s =t ) &3 BARRA DE FERRAMENTAS
A Cv AL o- O~

JANELA DE JANELA DE LG

JANELA CAS ALGEBRA | VISUALIZAGAO ! PLANILHA

ENTRADA E& COMANDOS “ B v

Enraga

Figura 1 — Captura da imagem das dreas de trabalho do Geogebra.

4.1.1 Janela CAS

Para ter acesso a janela CAS do GeoGebra faremos o seguinte caminho: Barra de
Menus, Exibir, Janela CAS. A figura 02 ilustra a como encontrar a Janela CAS.

GeoGebra - o EEE

Envar

=

Figura 2 — Captura de imagem Barra de Menus, Exibir, Janela CAS.
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Note que ao clicar em Janela CAS, uma nova janela surgiu entre as Janelas de
Algebra e Visualizagao.

O funcionamento dessa Janela é simples, basta inserir o comando desejado em
suas linhas e apertar a tecla Enter para que o sistema interprete o comando.

Uma observagdo importante é que com essa nova Janela a barra de ferramentas
se altera, utilizaremos alguns recursos dessa barra de ferramentas no decorrer dessa
secao.

Na figura a seguir é evidenciada a nova barra de ferramentas.

GeoGebra - omEm

NOVA BARRA DE FERRAMENTAS

JANELA CAS

Figura 3 —Janela CAS e Nova Barra de Ferramentas.

Um exemplo para ilustrar a utilizagdo dessa barra de ferramentas é a digitacdo
de uma matriz x X 3.

Procedimento: Primeiramente nomearemos a matriz chamando de A, em seguida
digita-se := (2,3,4),(-1,3,5),(0, -2, -6).

Veja a figura 4.

« GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

— 15 7\‘_ _ — 7] PN

= || v "S5 g =[x =||| ¢ | Lo @
» Janela de Algebra X | » Janela CAS X | » Janela de Visualizagao

1 A={{2,3,4}{-1,3,5}{0,-2,-6}} a (]

Figura 4 — Digitacdo da matriz A, 3 X3.
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Ao apertar a tecla Enter a matriz A surgira na Janela de Algebra, mostrando

assim as interagOes entre as Janelas.

o GeoGebra
Arquivo Editar Exibir OpcgGes Ferramentas Janela Ajuda

A P OO £ N e =22 | )

P Janela de Algebra X | » Janela CAS b Janela de Visualizagao
Lista o
/2 3 4y
A= | —1 3 5 | 1 f 2 3 a
Lo -2 -6/ . A= | -1 3 5 | s
o -2 -6/

Figura 5 — Interagéo entre as Janelas CAS e Algebra

4.1.1.1 Matrizes

Para exemplificar transposta de uma matriz, matriz inversa, matriz escalonada,
determinante e posto de uma matriz usaremos matrizes quadradas de ordem 3. Sempre
definiremos as matrizes na Janela CAS, as figuras seguintes nos ajudardo a compreender

0s passos executados.

Sejam dadas as matrizes:

e B=

BN

1]
N W P
B~ NN
N = W
Ul o @
o W
W = O

i Transposta da matriz A.

Para determinar a transposta de uma matriz, um dos caminhos pode ser escrever

na célula “MatrizTransposta[A]”, como se pode verificar na figura 6.

(=4 GeoGebra (1)
Arquive Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda
1 7
[=] = v % «n ™ x=|x=| ¥ |2 &
» Janela de Algebra > [ » Janelacas > [ » Janela de Visualizagao
Lista
A={{1,2,31{3,2,1).{2,4,8] s
f1 2 3 { e }E¢ HH
A=|3 2 1 1 /12 3
L2 a2 6 A= (3 2 1) =
/3 4 6 N2 a4 6/
B= |4 3 1|
5 6 3/ B:={{3,4,6}.{4,3,1}.{5.6.3)} 4
2 /3 4 6
. Bi=(a 3 1| 3
5 6 3/
MatrizTranspostafa]| [ 2
2 13 2
2 2 a 1
3 1 o6
°
a 5 = = T )
-

Figura 6 — Transposta da matriz A
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ii. Matriz inversa de B, B~!.

A figura 7 traz a matriz inversa que pode ser determinada por MatrizInversa[B],

< GeoGebra (1)
Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda
—_ - 15 7. p— 7
= a-5 |||l x=|||x=||| | -= &
» Janela de Aigebra = (<l [ » Janeiacas < | »_Janeia de Visualizagio
Lista
A={{1,2,3}.{3.2,1}.{2,4.6 °
s1 2 3 H{{ 1.6 3G i
A= |3 2 1| e ;1 2 3
2 4 6 - A:= | 3 2 1 | =
f3 4 6 L2 a e
B= |4 3 1)
\ /
5 6 3/ B:={{3.4.6).{4.3,1).{5.6.3}} -
2 /3 a4 6
- B:= | a 3 1 | 3
L5 6 3

Matrizinvers a[g]

3 24 2
3 35 35 5
1 3 3
© | 75 Ts5 s °
o 2 1 -a = 2 o
35 35 5
-
a4 | G

Figura 7 — Inversa da matriz B

iii. Matriz escalonada

As matrizes A e B podem ser escalonadas usando o comando MatrizEscalonada[A]

e MatrizEscalonada[B], conforme foi indicado na figura 8.

o GeoGebra (1)

Arquivo Editar Exibir Opg@es Ferramentas Janela Ajuda

[=] = v |5 ™ x=x~| f||la &

L

b Janela Ueﬂ:‘.!gehfa o [ X » Janela CAS X » Jane|ad9vl$ua|llac‘a€l
Lista
A={{1.231{3.2.1,.{2.4.6)) e
F12 33
A=|3 2 1] i 1 2 3
\ ) \
2 4 6 -~ A:= |3 2 1 | 5
/3 4 6 2 4 6/
B=|4 3 1|
L5 6 3/ B:={(3.4.6},{4.3,11.{5,6.3}} 4
= /3 4 6
- B:=| 4 3 1 ‘] 3
N5 6 3

MatrizEscalonadalA)

g 10 —1 ,
. 01 2
00 o

MatrizEscalonada[B]

1 00 -1
(o10)
0o 0 1

Figura 8 — Escalonamento das matrizes A e B

iv. Determinante das matrizes A e B.

A figura abaixo mostra como podem ser calculados os determinantes das matrizes
A e B bastando para tal digitar Determinante[A] e Determinante[B].
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€7 GeoGebra (2).99b

Arquive Editar Exibir Opgdes Femamentas Janels Ajuda

¥ Janela de Algebra

MW N
Swa N

Nimero
deth =0
a8t = 35

D) OO L) N e =2
% [ » Janeiacas

Ac={(1,2,3){3.2,1)(2.4.6])

X | »_Janela de Visualizagio

A= |

o
&

3
1|
6

Bi=({3.4.6).04.3.1).(553})

B:= |

oo
o wa
Py,

Figura 9 — Determinantes das matrizes A e B.

v. Posto de uma matriz

O posto da matriz B pode ser encontrado digitando Posto[B].

Veja na figura 10.

144

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

E =

» Janela de Algebra
Lista

A=

NawWw W=
SCwWwE BN

B= |

15
3+5

WS oW

7
(N | x= x=| f |.&n| &
Al | » Janela CAS
A={{123}{3.2,1},{24,6}}

2 R
- B:= 1|4 3 1|
\'5 6 3/
3 Posto[B]
- 3
4

GeoGebra (1).ggb

» Janela de Visualizagdo

Figura 10 — Posto da matriz B.

4.1.1.2 Sistemas de Equacdes Lineares

Veremos nessa se¢do como inserir uma equacdo linear na Janela CAS, assim como
um sistema de equagdes lineares, também veremos como determinar as solugdes de

um sistema caso existam e verificar se o sistema é possivel e determinado, possivel e

indeterminado ou impossivel.

Para inserir um sistema de equagdes lineares na Janela CAS, usaremos a seguinte

interface: {equagdo 1, equagdo 2, ..., equagdo n |}
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@ GeoGebra (2).ggb

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

] AL B OO, £ N pee =22 4,

|
-
» Janela de Algebra Xl | » Janela CAS X | » Janela de Visualizagao
1 fx+y=51x-y=9} 8

- {x+y=5,x—y=09}

2 {ory=9 x+y=4}
- {x+y=9.x+y=4}
3 {x+y=9,2x+2y=18}

- {x+y=9,2x+4+2y=18}

Figura 11 - Sistemas de equagdes lineares.

4.1.1.3 Solucao de um sistema de equagdes lineares

Para determinar a solu¢do de um sistema de equagdes lineares usaremos as

seguintes sintaxes: Solu¢des[< Equagdo> ] ou Solugdes| < Equacdo >, < Varidvel > | ou

Solugdes| < Lista de Equagdes >, < Lista de Variaveis > |.

Para ilustrar as solugdes de um sistema veja as figuras 12, 13 e 14..

o GeoGebra (1).ggb

Arquive Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda

— 15 7, _ — 7] -

[=]l =15 Py e~ ¢ a8

» Janela de Algebra Xl | » Janela CAS X | » Janela de Visualizagao

1 fx+y=5x-y=9} 8

- {x+y=5x—-y=09}

2 Solugdes[{x+y=5x-y=9}]

- (T -2) 4

3 || [a]

Figura 12 - Sistema de equacdes lineares possivel e determinado.

& GeoGebra (1).ggb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

[E =]l x| #]als

» Janela de Algebra X| | » Janela CAS X! | b Janela de Visualizagdo

U

1 {x+y=0 x+y=4} []

- {x+y=9x+y=4}

2 SolugBes[{x+y=9 x+y=4}, {xy]

- {} 4

a || a
3

Figura 13 — Sistema de equacdes lineares impossivel.
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(9] GeoGebra (1).ggb

Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda

15 7 _ —
[=] = v | 5oy x=l =] ¢ o @
} Janela de Algebra X| | » JanelaCAS X | » Janela de Visualizagdo

1 {x+y=9,2x+2y=18} 6

- {x+y=9,2x+4+2y=18}

2 Solugbes[{x+y =9, 2x+ 2y =18}, {xv}]

S (—y+9 y) .

Figura 14 — Sistema de equacdes lineares possivel e indeterminado.

4.1.1.4 Interacdo entre as Janelas CAS, de Algebra e de Visualizagao.

Uma aplicagdo muito interessante do Geogebra é a possibilidade de criar uma
interacdo entre as trés janelas: CAS, Algebra e Visualizagdo, a seguir temos uma
sequéncia de passos que podem ser executados com a finalidade de mostrar o sistema
de equagdes, sua solugdo e representagdo geométrica. Todos os passos serdo ilustrados

para facilitar a visualizacao.

Para o primeiro sistema de equac0es lineares, inicialmente iremos digitar o
sistema de equacgdes 01 na célula e com o mouse nessa célula clicar com o botédo
esquerdo, perceba que na Janela de Algebra apareceu uma lista intitulada lista 01, e que
na célula ocorreu 0 mesmo, assim como na Janela de Visualizagao surgiu um gréfico.
Para facilitar, clique na Janela de visualizagdo com o botdo direito e va até a op¢do Malha.

A figura 15 abaixo ilustra os passos dados.

9] GeoGebra (2).9gb

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

15 1 _ -
[5]= v S0 x=x= ¢ &
b Janela de Algebra g X | » Janela CAS

Lista
@ listal={x+y=5x-y=0) | 1
® | - listal := {x+y=5x-y=0}

<

» Janela de Visualizacdo

fal=x+y=5x-y=9) a

2 SolucBes| fx+y=5,x-y=9}]

(T =2 0 1 2 3 4 5 ] 7

Figura 15 — Interacdo entre as Janelas, Sistema de equagdes lineares possivel e determi-

nado.

O mesmo pode ser feito para os sistemas 02 e 03. Podemos analisar e justificar
geometricamente o fato dos sistemas serem nessa ordem impossivel e possivel e
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indeterminado. Veja as figuras 16 e 17 que ilustram os sistemas 02 e 03 respectivamente.

(v GeoGebra (1).ggb

Arquivo Editar Exibir Opges Ferramentas Janela Ajuda

R oA~ B @) Ol L) N nec) 222 ]

» Janela de Algebra Xl | ¥ Janela CAS Xl | b Janela de Visualizagdo
Lista
listati={x+y=9,x+y=4]
@ listal={x+y=9,x+y=4} 1 vy y=4) .
* . listal := {x4+y=9.x+y=4}
q
2 Solugdes[{x+y=9x+y=4}]
- {}
3 [1]

Figura 16 — Interacdo entre as Janelas, Sistema de equacdes lineares impossivel.

o GeoGebra (1).ggb

Arquivo Editar Exibir Op¢des Ferramentas Janela Ajuda

[=] = v |5y x=lx=| ¥ |l &

» Janela de Algebra Xl | ¥ Janela CAS | | » Janela de Visualizagdo
Lista stal = - =
listal={x+y=9,2x+2y= 18} [C)
@ listal ={x+y=9,2x+2y=18} | 1 v 8
[ ] - listal := {x4+y=19.2x+42y=18}

a

2 Solugbesf{x+y=9 2x+2y=18}]

- (—y+9 y) ?

Figura 17 — Interagdo entre as Janelas, Sistema de equagdes lineares possivel e indeter-
minado.

4.1.1.5 Aplicacoes interessantes do GeoGebra em exercicios

Exemplo 9 (LIPSHUTZ, 1994) Resolva o sistema:

X1+ 2xy) — 3x3 +4x4 =2
2x%1+5x —2x3+ x5 =1
5x1 +12x2—7x3+6x4 =7

Solugao:

Vamos reduzir o sistema a forma escalonada, usando para isso o software
GeoGebra. Para tal, escreveremos o sistema na célula 1 da Janela CAS, em seguida
escreveremos sua forma matricial, que chamaremos de B. Ver figura 18.
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[+ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda

[=] =l v &)™ x=|x=| ) 2l @

» Janela CAS

X

» Janela de Algebra
Lista
1

/1 2 -3 42
B:\ 2 5 =211 | - A= {4t4x4+2y-32=2,t4+2x+5y—-2z=1.6t4+5x+12y-7z=7}
V5 12 -7 6 7 !
B:={{1,2-3,4,2),{2,5-2,1,1}{5,12-7,6,7}}
2 1 2 -3 4 2
- B=12 5 -211|
5 12 =7 6 7/

Figura 18 — Matriz ampliada B.

Agora, basta escalonar a matriz ampliada B, ver figura 19.

< GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Feramentas Janela Ajuda
15 7 — &=

[=] =[5 a0y x=] x=| [ ¥ ]| &

X [P JanelaCAS

A=+ 2y-32+41=2 2%+ 5y-22+1=1 55+ 12y-T2+61=T}

- A= {4t 4+x+2y-3z2=214+2x+5y—-2z=1,6t+5x+12y—-Tz=T7}

P Janela de Algebra
Lista
4

B:={{12-34.2}{2.5-211}{5.12-7.67)}

2 1 2 —3 a4 2\

MatrizEscalonada[B]

3 10 —11 18 o
01 a4 -7 0
L0 0 0 o1

Figura 19 — Forma Escalonada da matriz ampliada B.

A matriz escalonada nos apresenta a forma degenerada 0 = 1. Desta maneira o
sistema ndo tem solugdo. (mesmo tendo mais incégnitas do que equagdes).
O préximo exemplo tem uma dupla fungdo, ele mostrard mais uma aplicagdo do

GeoGebra na resolugdo de um sistema de equagdes lineares, contudo servira também
para criar, mais uma vez, um paralelo entre a resolucdo via Determinantes e aplicagdo

do Teorema de Cramer e a resolugao por Elimina¢do Gaussiana.

Exemplo 10 Resolva, usando determinantes:

2x+3y—z=1
3x+5y+22=8
x-2y—-z=-1

Solugao:

Primeiramente deve-se calcular o determinante D da matriz dos coeficientes.
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T‘:} GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A a=2
|% /"v B &f"_ @ @ é‘_ \ ABC 1232 | )
¥ Janela de Algebra P Janela CAS X
Lista
{2,313, {352}, {1,-2 -3}}
/2 3 -1
------ matrizl = | 3 [ 2 | 1 2 3 -1
V1 -2 =3 -~ 3 5 2
Nimero 1 =2 -3,
...... D=22
2 (o]

Figura 20 — Célculo do determinante D da matriz dos coeficientes

Como D # 0, o sistema tem solugdo tnica. Para calcular D,,D, e D,, basta
substituir, na matriz dos coeficientes, os coeficientes correspondentes das incégnitas
pelos termos constantes:

Célculo de D,.

@ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

A,./'; )'@@4\‘“80327‘_}.?

¥ Janela de Algebra

» Janela CAS
Lista

matrizl

matriz2

Mimero

X
10 #2,3,-14, 43,52 1, -2, -38%
2 | ‘ 2 3 -1
-3 - 3 5 2
1 1 -2 -3
2 |
-3/

{{1,3,-1},{8,5,2}, {-1,-2, -3%}

2 1 3 -1
- 8 5 2
-1 -2 -3
3

Figura 21 — Célculo do determinante D.

Calculo de D,.




Capitulo 4. Introdugio ao GeoGebra

£F GeoGebra
Arquivo  Editar Exibir Opghes Ferramentas Janela Ajuda

AL~ @ Al NN B
i arl
b Janela de Algebra b Janela CAS
Lista
23-14, {3521 {1,-2,-3
9 — it 1835241 i
----- matrizl = 3 5 2 1 2 3 -1
1 -2 -3 N 3 5 2
o1 -1 1 -2 -3
----- matriz2 = ( 8 2
-1 -3 {1,313 {8,5.2), -1, -2, -3%
/2 -1 2
----- matriz3 = 3 2 1 3 -1
1 -3 - 8 5 2
Namero -1 -2 -3
..... D=22
""" Dx =66 {2, 1,1, 42,8,2, {1, 1,20
..... Dy=-22
3 2 1 -1
- 3 8 2
1 -1 -3
4

Figura 22 — Célculo do determinante D,

Célculo de D,.

¥ GeoGebra
Arquive Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

A .d:v \U ABC agt
» Janela deAIgebra » Janela CAS
Lista
23-11,4{3521{1,-2, -3
ra 3 _1 it L3521 1 i
----- matrizl = 3 5 2 1 2 3 -1
1 -2 -3 - 3 5 2
fo1 3 -1 1 -2 -3
----- matriz2 = L 8 5 2
-1 -2 -3 1,31}, {8,5,2), {1, -2, -31
{2 1 -1 2
----- matrizd = 3 8 2 1 3 -1
1 -1 -3 - &8 5 2
/2 3 1 -1 -2 -3
----- matrizd = 3 5 8
1 -2 -1 {2,1,-13, 42,8, 25, {1,1,-33}
Nimero 3
..... D=22 2 1 _1
..... Dx = 66 -~ |3 8 2
----- Dy =-22 1 -1 -3
..... DZ=44
4 2 3 1
- 3 5 8
1 -2 -1
&

Figura 23 — Célculo do determinante D..
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Logo,

G‘ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda

[:] A 1 B OO &) N eee =22 )

» Janela de Algebra X/ | » Janela CAS X [ » Janela de Visualizagdo
Lista ) ‘ {2.3-1}.{3.5.2), (1,2, -3
_ (23 =11 ; 66 ,
matrizl = \ 5 2 J 2 3 1 p= o —ar=3
V1 -2 -3 - 3 5 2 -
— — —292
] [ 3 -1 12 -3 y=—5 —y=-1
matriz2 = l 8 5 2 J 22
V-1 -2 -3 ) {{1,3.-1}. {8.6.2}. {-1,-2. 3%} a1 ,
f2 1 =1} 3 B Ty Rt
matrizd = l 3 8 2 J ; g ; 5 {H . ))}
V1 -1 -3 ) - S=1{(3,-1,2
) ! -1 -2 -3
f2 03 1)
matriz4 = 3 5 8
L\. 12 1 f‘.l {2,1,-1} {3, 8.2}, {1, -1, -3}
Nimero 3 2 1 -1
v p=22 -~ |3 8 2
Dx =66 1 -1 -3
Dy = -22
Dz =44
Texto {{2,3.1). {3.5.8}, {1. -2, -1}}
~® textol = x=gg—¢-x=3 L 2 3 1
a9 - 3 5 8
- @ texto2 = "y = » Y= -1 1 -2 -1 3 A
® textod = “z= ;; — z = 2" 5

@ textod = "S ={(3,-1,2)} "

< >

Entrada:

Figura 24 — Solugdo do Sistema Linear.

Agora apresentaremos a resolu¢do do mesmo sistema resolvido no exemplo

acima, por Elimina¢do Gaussiana:

7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

NRERNCEFANEER

» Janela de Algebra | | ¥ Janela CAS £y
Lista
. 2,3-11{3,528},{1,-2,-3-1
/2 3 1 1 i jX¢ 1X4 b
matrizl = ‘ 3 5 2 8 | - 2 3 -1 1
V1 -2 -3 -1 - (3 5 2 a)
1 -2 -3 -1
2

Figura 25 — Matriz ampliada do sistema.

Verifique que a matriz apresentada é a matriz ampliada do sistema.

Basta recordar que para escalonar uma matriz o0 GeoGebra tem uma funcdo

direta. (comando: matrrizescalonada[1].)
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T\:} GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda

DR =)k N = E e

» Janela de Algebra ¥ Janela CAS #
Lista
2,3-11,{3,5,28,{1,-2,-31
/23 -1 1y 8 h 34 H
matrizl — | 3 5 2 8 | 1 2 3 -1 1
V1 -2 -3 -1/ - ( 3 5 2 8 )
f1 00 30 1 -2 -3 -1,
matriz2 — | 010 -1 |
Loo1 2/ 2

Figura 26 — Matriz escalonada

Ap6s feito o escalonamento da matriz ampliada do sistema, vamos a sua solugao.

¥ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A . [N . _7
0 e o o Pl NN R =
} Janela de Algebra X | » Janela CAS % [ » Janela de Visualizagdo

Lista ‘ {2.3,-1,13, {3, 5, 2.8}, {1, -2, 3-1%
3 -1 1) =

5 2 & || 1 2 3 -1 1 y=—1
-2 -3 -1 -~ |3 85 2 8 x=3
3 1

-2 -3 -1

/ 2
. (
matrizl = ‘

|

it

. {
matriz2 = |

\

S§={(3,-1,2)}

2
3
1
/1
0
0

Texto

-® textol
- @ texto2
® textod
® textody; = “S

ay—om
w1
I
{3,-1,2)} "

X < N

Figura 27 — Solugdo do Sistema Linear.

Pode-se facilmente perceber que, mesmo usando o recurso computacional, a
resolucdo via Determinantes foi mais longa, logo mais trabalhosa quando comparada a

resolugdo por Escalonamento.

4.2 Planilha

Ao abrir o software aparece a sua 4rea de trabalho e nela uma caixa de didlogo
do lado direito, essa caixa € intitulada de Disposic¢Oes e traz um acesso direto a Planilha

de Calculos, veja na figura 28 abaixo.
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Figura 28 — Caixa de Disposices, acesso rdpido a Planilha de Célculos.

%7 GeoGebra — [m] *
Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . . @ ® a=
DREMRCFRNSER
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagdo X
[
5
4 Disposigdes
: Algebra
3
W Geometra
» i Planilha de Calculos |
2 x Janela CAS
& Janela3D
1 FS Probabilidade
[
4 3 2 -1 o 1 2 3 ] ]
-1
-2
Entrada

Contudo essa caixa de didlogos desaparece ao clicar em qualquer icone, dai a

Planilha de Calculos pode ser visualizada da seguinte forma: Exibir, Planilha, conforme

figura abaixo.

¥ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda

: Janela de Algebra Ctrl+Shift+A

" Planilha Ctrl+Shift+S .k ABCT iiv '%'7
» Janela de Al I*- JanelaCAS Crl+Shift+K

@ Janela de Visualizagiio Ctrl+Shifi+1

6\ Janela de Visualizacio 2 Ctrl+Shift+2

& Janela de Visualizagdo 3D Clrl+Shifi+3 °

e Protocolo de Construcio Ctrl+Shift+L

<& Calculadora de Probabilidades Ctri+Shift+P

D Teclado

+~ Campo de Entrada 4

¢ Layout

@ Atualizar Janelas Ctrl+F

Recalcular Todos os Objetos Ctrl+R 2

Entrada:

Figura 29 — Exibir, Planilha.

Ao acionar essa op¢ao, surgird ao lado direito uma planilha de cdlculos, e com

ela uma caixa de ferramentas prépria. Confira na figura 30.
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7 GeoGebra — O x

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

o] =]
» Janela de Algebra X | » Janela de Visualizagéo o [X/|| = Planilha X
s Ll BEEISY @

S T -

Entrada

Figura 30 — Planilha de Célculos e caixa de ferramentas.

Contudo, antes de manusear a planilha é preciso compreender alguns dos

comandos e como ela funciona.

Funcionamento da Planilha

A planilha pode ser constantemente expandida, ela é constituida por células,
colunas e linhas, sendo que: cada célula pode ser descrita por um nome, onde primeiro

deve-se escrever o nome da coluna, A, B, C, D... e, em seguida, o nimero.

Por exemplo, A7, indica a coluna A e a linha 7, da mesma forma que F15, indica
a coluna F e a linha 15. A figura seguinte indica as duas células mencionadas nesse

exemplo, perceba que elas foram destacadas em amarelo usando a usando a fungéo "cor
de fundo ".
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a=2

<

Figura 31 — Células em destaque na Planilha de Calculos.

Em uma célula da planilha é possivel digitar valores numéricos, coordenadas de

pontos, funcoes, segmentos, poligonos, entre outros.

4.2.0.6 Icones de calculos

Na figura 32 sdo apresentados alguns valores que foram digitados nas células A1l
a A7 da Planilha. Utilizando as ferramentas da Barra de cones da Planilha podemos

calcular: soma, média, méximo, minimo e quantidade de ntiimeros desse intervalo.

€2 GeoGebra - 8 x

Arquivo_ Editar Exiir Opgtes Ferramentas Janela Aluda Entrar.

N dﬂ] (1.2}

~ Jansla de Algebra
soma
|=iv fev >

L | weda

Figura 32 - Ferramentas da Barra de fcones da Planilha, segundo icone.

4.2.0.7 Listas e Tabelas

Utilizando as opgdes do terceiro icone da Barra de Icones da Planilha podemos
compor listas, matrizes, tabelas e caminhos poligonais a partir do contetido de uma
Planilha, veja na figura abaixo o intervalo de células de A1:C4.



Capitulo 4. Introdugio ao GeoGebra 59

€7 GeoGebra

Asquivo_ Editar Exibir Opgfes Ferramentas Janela Ajuda

& e =)

~ JancladoAl] X [~ Planina
Y02} s
v [ SN |=~ B~

A 7 V|2

BEBEBECE

Entraca de20ts]

Figura 33 — Ferramentas da Barra de fcones da Planilha, terceiro icone.

Por exemplo, para criar uma lista, deve-se selecionar o intervalo de células
desejado e na sequéncia, com o mouse clicar em criar lista. Surgird uma caixa de didlogo

como na figura abaixo.

© Lista X 7

Nome. Visualizar

listat

OPetes lista1={2,3,1,4,5,1,6,7,2,8,9
@ Objetos Dependentes O Objetos Livies |

Ordem das Linhas v

-

Figura 34 — Ferramentas da Barra de Icones da Planilha, criando lista de pontos depen-

dentes.

A opcdo Objetos Dependentes cria uma lista vinculada a planilha. Assim, se o
valor de uma célula for modificado, esse valor é atualizado na lista. Selecionando a

opcdo Objetos Livres é criada uma lista desvinculada da planilha.

De maneira semelhante pode-se criar uma matriz e utilizar os comandos do
GeoGebra para efetuar algumas operagdes tais como:MatrizEscalonada[<Matriz>],
Matrizldentidade[Matriz] Determinante[<Matriz>], MatrizInversa[<Matriz>], Matriz-
Transposta[<Matriz>] e Posto[<Matriz>]. Para facilitar basta acessar o icone ajuda

destacado na imagem 35.
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€7 GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcbes Femamentas Janela Ajuda

Colar || Exibir Ajuda Oniine_|_£5
]

Enrada i

Figura 35 — Ferramentas da Barra de Icones da Planilha, criando matriz.

4.2.0.8 Estatistica

O quarto icone da Barra de fcones da Planilha é Estatistica, veja na figura abaixo

a sua representagdo no GeoGebra.

}

Figura 36 — Ferramentas da Barra de fcones da Planilha, Estatistica.

Desta forma foram apresentados os principais recursos da Planilha com os quais

pode-se trabalhar em conjunto com as janelas de Algebra e Visualizagao.

4.21 Algoritmo desenvolvido para o escalonamento de um sistema
linear

Nesta se¢do serdo apresentados dois algoritmos ciados pelo autor deste trabalho
e desenvolvidos para a resolucdo de Sistemas de Equacdes Lineares pelo processo da
Eliminacdo Gaussiana por Pivotamento, utilizando a Planilha de Célculos e alguns
dos icones apresentados anteriormente. A relevancia desse algoritmo se d4 devido a
sua aplicabilidade pratica em sala de aula e ao fato de na literatura atual ndo constar

nenhum registro de que tal procedimento tenha sido desenvolvido no GeoGebra.
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4.21.1 Escalonamento de um sistema linear 4 X 4

Na Planilha de Célculo foi desenvolvida uma atividade de Escalonamento de
um Sistema Linear 4 X 4, para desenvolver o processo de escalonamento foi criado um
procedimento, ou algoritmo, que permite visualizar cada etapa do escalonamento e a

Matriz Ampliada em sua forma Escalonada.

Perceba que ja existe a funcdo Matriz Escalonada, contudo esta ndo permite a
visualiza¢do de cada uma das etapas do escalonamento, contudo o algoritmo desen-
volvido permite a verificagdo de cada uma das etapas o que torna esse procedimento

importante do ponto de vista didatico.

As figuras seguintes mostram as principais ferramentas que foram utilizadas
na construgdo do procedimento. Na figura 37 veremos as ferramentas da caixa de
ferramentas da Planilha a saber: Lista; Matriz e Tabela, ja na figura 38 as ferramentas

sdo da Janela de Algebra, a saber: controle deslizante e caixa de texto.

€2 GeoGebra - 0o X
Arquivo_Editar_ Exivir Opgies Femamentas Janela Ajuda

YT 22

> Janela de A 5 [ > Janela de Visuaizagao X [~ Planina X
ACEIEEIE
A 8 c

{12} Lista

{eee} Listade Pontos

Watriz

W we
an AN

Tabela

2 CaminnoPotgonal

Figura 37 — Caixa de Ferramentas da Planilha de Célculos.

—
| €2 GeoGebra - o x
Arquivo Editar Exibir OpgBes tas Janela Ajuda

Dl Sl Pl > @ K‘. \ ABC <

> Janela de Algebra o2 Conal B X[~ Pianing X

/8, Catapara s Esconder Objetos A 5 o o :

Botdo

a=lt| Campo de Entrada wul

Figura 38 — Caixa de Ferramentas da Janela de Algebra.
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Para ilustrar o ALgoritmo usaremos como base o exemplo abaixo adaptado de
(LIMA E. L., 1999).

Resolva o sistema:

x+3y+5z+7w =12
3x+5y+7z+w=0
S5x+7y+z+3w=4
7x+y+3z+5w =16

A técnica utilizada para resolver o sistema dado serd o do Escalonamento
por Pivotamento, e como recurso computacional serd usado o software GeoGebra e

desenvolvido um algoritmo préprio para este fim.
As figuras seguintes ilustram o Escalonamento do sistema.

A primeira parte consiste em escrever da célula A1l até E4 todos os coeficientes

do sistema dado, em seguida solicitar a criagdo de uma lista. Veja na figura seguinte.

[#]

Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

.AV /'JV /I‘VV I/\I)V G)V ®V é? X ABCV E:EV Q’V
X

» Janela de Algebra ~ Planilha X

- Lista SLln 1 |BEE|=x (B>
L@ listal={1,3,57,3,57.1,57,1,3,7,1,3,5 x [ s [ c B c

3 5
5 7
7 1
1 3

W

~N

;oW =~
s

Figura 39 — Escalonamento de um sistema linear 4 x 4, criando Tabela 01 e listal.

E preciso saber que os pivos sdo os termos da diagonal principal. Portanto o

primeiro pivo é o termo Al.

Logo teremos a segunda tabela com o primeiro pivotamento.
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7 GeoGebra - O x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
=] pa c
‘ {1’2}7 27 L o
¥ Janela de Algebra > | * Planilha X
Lista AENEEEERER
--@ listal={1,3,57,3,57,1,57,1,3,7,1,3,5
D10 w7 =(-A4)/A1D1+D4
a | 8 [ ¢ [ B E
1 1 3 5 7 12 A
2 | 3 5 7 1 0
N 5 7 1 3 4
4| 7 1 3 5 16
e
| 5 | <
(7 | 1 3 5 7 12
8 | 0 4 4 20 36
(9 | 0 5 24 32 56
T1o | 0 20 32 58
K0
2|
KD
K
15 |
IRCH
|7 | v
< >

Figura 40 — Escalonamento de um sistema linear 4 x 4, Tabela 02.

Note que para determinar a terceira tabela utilizamos como pivo o elemento BS,

dessa maneira todos os nliimeros abaixo desse termo passaram a ser 0.

T3 GeoGebra — [m] x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
i) o (=
‘7 1.2)) Ev S
» Janela de Algebra X | * Planilha X
; Lista LN BEEE =Y A
@ listal={1,3,57,3,57,1,57,1,3,7,1,3,5
Mimero c16 4w |=(-B10)/B2 C8+C10
E16=112 A | s e o S
2 3 5 7 1 0oA
[ 2| 7 1 2 4
[a | 7 1 3 5 16
5 |
"6 |
[ 7 | 1 3 5 7 12 4
s | 0 4 8 20 36
|9 | 0 8 24 a2 56
C1o | 0 20 32 44 58
|
12 |
[ 13 | 1 3 5 7 12
(14 | 0 -4 8 20 36
[ 15 | 0 0 2 8 16
16 | 0 0 56 112
17
18 | v
< >

Figura 41 — Escalonamento de um sistema linear 4 X 4, Tabela 03.

Observe que para obter o 0 abaixo da célula C15 ela foi usada como pivo, vale
ressaltar que estamos efetuando o escalonamento sobre as linhas de uma matriz, logo a
operacdo é desenvolvida sobre todos os elementos da linha em questdo. Perceba que
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essa tabela nos apresenta a forma escalonada do sistema dado. A figura 42 ilustra a

situagdo apresentada.

7 GeoGebra_01.ggh - m] x
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
=] o [ad
dl 2] %] s
» Janela de Algebra X/ | * Planilha [X]
- Lista Alv  [BEE = | B
‘@ listal={1,3,5,7,3,5,7,1,5,7,1,3,7,1,3,5)
Nimera c22 4. w7 =(-C16)IC15C15+C16
E16=112 A ‘ 5 | c | ) E
8 o -4 -8 -20 36| A
o | 0 5 24 32 56
10 | 0 20 a2 44 58
K
1z |
|13 | 1 3 5 7 12 q
|14 | 0 4 8 20 36
|15 | 0 0 8 8 16
|16 | 0 0 8 56 112
17 ]
B
|19 | 1 3 5 7 12
|20 | 0 4 3 20 36
|21 | 0 0 -8 8 16
|22 | 0 [ —| 64 128
| 23 |
B v
< >

Figura 42 — Escalonamento de um sistema linear 4 x 4, Tabela 04.

A préxima imagem traz as matrizes associadas a cada uma das tabelas de-
senvolvidas, verifique que a matriz4 é de fato a forma escalonada do sistema linear
dado.
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oy GeoGebra_01.ggh - (] X
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A . N az2 = =]
° i /v /Jrv bv ®v Ov ‘{U‘v -\' ABcv . ‘%.v . =
» Janela de Algebra X | * Planilha X
Lista Lln  |BEE = |E
@ listal={1,3,5,7,3,5,7,1,5,7,1,3,7,1,3,5
1357 12 q v
.. @ matrizl = [ ; g I ; 2 ) A | B ‘ c ‘ D E
7135 16 1| 1 3 5 ! L
1 3 5 7 12 | 2| 3 5 7 1 0
. 0 —4 —8 —20 —36 2 5 7 1 3 4
matriz2 = ( 0 —8 —24 —32 —56 j T 5 4 ) 5 1
0 —20 —32 —44 —6B 5 |
( 1 3 5 712 j e
matrizd = 0 —4 -8 —20 —36 = |
0 0 -8 3 16 | 7| 1 3 5 7 12
0 0 i) b6 112 8 0 -4 -8 -20 =36
1 3 5 7 12 KN 0 5 24 a2 56
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Figura 43 — Escalonamento de um sistema linear 4 X 4, matrizes associadas as tabelas

construidas.

Para melhorar a apresentacdo do Escalonamento desenvolvido forma utilizadas

as ferramentas Cor de fundo, espessura, centralizar e negrito, veja ao resultado na figura

44.
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Figura 44 — Escalonamento de um sistema linear 4 X 4.

Note que foi dada a matriz ampliada escalonada, compete agora determinar a
Solugdo do sistema, o que fica facil por retro-substituicdo das varidveis. S = {(1,-1,0,2)}.

O Algoritmo desenvolvido para a resolu¢do desta questdo especifica tem uma
aplicacdo muito mais abrangente uma vez que ele pode ser utilizado para Escalonar
qualquer sistema 3 x 3, possibilitando a visualiza¢do de todas as etapas do desenvolvi-

mento.

4.2.1.2 Escalonamento de um sistema linear 5 X 5

Com o intuito de mostrar que o Algoritmo do Escalonamento pode ser expandido
para sistemas maiores do que 4 X 4 foi desenvolvido um procedimento para escalonar

sistemas 5 X 5, ou seja, uma matriz 5 X 6.

Vale ressaltar que a maneira de construir o algoritmo é semelhante a anterior e

que uma vez desenvolvido pode ser utilizado na resolucdo de qualquer sistema 5 x 5.

O primeiro passo feito foi escrever na Planilha de Calculos valores arbitrarios da

célula A1l a F5 e criar uma lista, veja na imagem seguinte.
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Figura 45 — Escalonamento de uma matriz 5 x 6, digitando a matriz na Planilha e criando

a listal.

Usando a célula A1 como pivd teremos todos os demais elementos da coluna A

iguais a 0.
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Figura 46 — Escalonamento de uma matriz 5 X 6, Passo 01.

Agora usando a célula B8 como pivd teremos todos os elementos da coluna B na

terceira Tabela iguais a 0. A imagem 47 ilustra essa situagéo.
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Figura 47 — Escalonamento de uma matriz 5 X 6, Passo 02.

A célula C15 serd o piv0 e os demais elementos da coluna C na Tabela 04 serdo

iguais 0.
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Figura 48 — Escalonamento de uma matriz 5 X 6, Passo 03.

Para finalizar o escalonamento dessa matriz basta utilizar a célula D22 como

pivo e a célula D29 passara a ser igual a 0, como pode-se verificar na imagem seguinte.
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Figura 49 — Escalonamento de uma matriz 5 X 6, Passo 04.

A imagens 50 e 51abaixo apresentam as matrizes associadas as tabelas criadas
na Planilha e o textol destaca a matriz escalonada, perceba que a matriz5 também

representa a matriz escalonada.
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Figura 50 — Matriz 5 X 6 Escalonada.
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Figura 51 — Matriz 5 X 6 Escalonada.

Usando os recursos oferecidos pelo GeoGebra para edi¢do temos uma represen-
tacdo das etapas do Escalonamento por Pivotamento de uma matriz 5 X 6 apresentadas

nas imagens seguintes:
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Figura 52 — Matriz 5 X 6, etapas do escalonamento.
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Figura 53 — Matriz 5 X 6, etapas do escalonamento.

Ressalto a importancia didédtica do Algoritmo criado, uma vez que ele pode ser
utilizado na resolugdo de quaisquer sistemas 4 X 4 e 5 X 5, além de ser adaptado para o

escalonamento de sistemas de ordem superior ou até mesmo sistemas ndo quadrados.

Sua aplicagdo em sala de aula ou Laboratério de informatica pode vir a ressignifi-
car o estudo de Sistemas de Equagdes Lineares e possibilitard ao discente a visualizagao
da resolucdo de sistemas de ordem superior 3, que via de regra, ndo sdo explorados na

educagdo basica devido ao seu custo operacional.
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Conclusao e Perspectivas

Conclusao

Na matematica a resolugdo de exercicios de forma dissociada da teoria, pode
ocasionar em perdas ao estudante, dificultando o processo de aprendizagem. Quando
o professor ndo trabalha previamente a fundamentagédo tedrica, acaba por impor ao
educando a resolugdo das atividades pela mera repeticdo do que foi visto sem ter o
embasamento necessario para uma compreensdo mais ampla e eficaz, reduzindo seu
conhecimento a memorizagao de férmulas e algoritmos que com o passar do tempo

serdo relegados ao esquecimento.

Compete ao educador esse papel de intermediar teoria e prética, e nesse sentido
a resolugdo de exercicios ¢ um momento privilegiado para contemplar os fundamentos
tedricos de forma contextualizada. Para que os alunos sintam-se mais capazes de
dominar os contetidos basicos do Ensino Médio, o professor tem papel primordial no

aprofundamento dos contetidos na educagéo bésica.

O contetido Escalonamento de Sistemas Lineares, estudado geralmente no 2°
ano do Ensino Médio, e por vezes relegado ao esquecimento, é importante, pois traz em
si a possibilidade de explorar a resolucdo de sistemas quadrados de ordem igual ou
superior a 3 de maneira mais simples e a0 mesmo tempo eficaz, facilitando calculos mais
demorados, como é o caso da resolugdo via Determinantes, e no que tange a Sistemas
Lineares ndo-quadrados possibilita a sua resolu¢do o que ndo pode ser feito pelo calculo

por Determinantes ou aplicacdo da Regra de Cramer.

Utilizar as novas tecnologias é essencial na escola atual, cabendo ao docente
familiarizar-se e apropriar-se dessas inovag¢des, uma vez que os educandos encontram-se
inseridos nesse contexto tecnolégico em sua vida cotidiana. Sao muitas as possibilidades
de insercdo das tecnologias na dindmica da sala de aula, no ensino da Matematica:

jogos; planilhas eletronicas; softwares sdo alguns dos recursos que podem ser utilizados,
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sendo que cada recurso atende a uma demanda especifica.

Ao que tange especificamente ao software GeoGebra, ele se destaca por ser de
livre acesso e por abranger tanto a Geometria quanto a Algebra e sua aplicagio em sala
de aula permeia o Ensino Fundamental e 0 Médio, podendo ser usado para a simples
exposicdo de contetidos e exercicios de maneira mais dindmica ou para a construcdo de

ferramentas dentro do préprio software e aplicagdo em resolucdo de exercicios.

Vale ressaltar que a utiliza¢do das tecnologias ndo minimiza a importancia da
teoria estudada, ao contrdrio, refor¢ca no educando a necessidade de aprofundamento
e por vezes imp0Oe ao estudante um retorno ao material didético, na aplicagdo do
GeoGebra na resolucdo de alguns exemplos desenvolvidos nesse trabalho ficou nitida a
importancia do dominio dos contetidos Matrizes, Determinantes e Sistemas Lineares,
uma vez que, mesmo utilizando o software para a resolucio de alguns dos problemas era
necessdria a base do conhecimento e entendimento de Teoremas e defini¢des expostos,
sem 0s quais ndo seria possivel dar sequéncia a resolu¢do e determinar uma solugdo

para o problema.

Contribuicdes

Este trabalho aborda o contetido Sistemas de Equagdes Lineares, trazendo como
foco o aprofundamento tedrico e a utilizagdo do software GeoGebra como ferramenta
facilitadora do aprendizado explorando conceitos envolvidos, suas representacdes e

solucdes de maneira mais detalhada.

Para o Ensino Fundamental traz a anélise geométrica e a construcdo tanto usando
papel milimetrado e esquadros quanto a possibilidade de usar softwares especificos,
na primeira abordagem reforca a importancia de manipulacdo dos esquadros e a
construcdo do plano Cartesiano, na segunda a implementacdo da utilizacdo dos recursos
computacionais pelos educandos usando para tal o Winplot, de facil manuseio e

visualizacdo.

Este material, em relagdo ainda ao Ensino Fundamental, especificamente 7° e
8° anos, pode servir como base para elaboracdo de uma sequéncia didética, uma vez
que traz uma indicagdo clara dos materiais de apoio, materiais concretos e recursos
tecnolégicos, além de uma descrigdo clara de sua proposta pedagégica, tendo os objetivos
bem definidos.

No que tange o Ensino Médio as contribui¢des vao desde um aprofundamento
tedrico na resolucdo de Sistemas de Equagdes Lineares, trazendo uma descri¢do dos

objetivos que se pretende alcancar, ao manuseio do GeoGebra, ai estd seu carater
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inovador, pois inclui a criagdo de um algoritmo para a Elimina¢do Gaussiana por
Pivotamento no software, o que o diferencia dos modelos atuais de ensino dos mesmos

conceitos matematicos.

Mesmo tratando de um tema milenar, o presente trabalho traz uma aborda-
gem nova, empregando a utilizacdo do GeoGebra na prética docente, descrevendo

detalhadamente como utilizéd-lo em sala de aula.

Além disso foi feita uma andlise critica em relacdo a resolucdo de Sistemas
Lineares usando a Regra de Cramer e a elimina¢do Gaussiana, levantando os pros e

contras de cada processo de resolugao.

Em relacdo ao professor da educagdo basica, o presente trabalho provoca uma
inquietacdo ao langar luz sobre pontos importantes como a exploracdo da teoria em sala
de aula, a utilizacdo das novas tecnologias também é outro ponto a ser amplamente
discutido, uma vez que implementacdo das tecnologias em sala de aula devem acontecer

dentro de um contexto onde o recurso seja importante e traga beneficios ao educando.

Sugestdes para trabalhos futuros

O professor que ministra aulas no Ensino Fundamental e Médio precisa ter, além
de um amplo dominio dos contetidos, a prética da utilizagdo das novas tecnologias para
tornar suas aulas dinamicas e atrativas. Esse empoderamento s6 se obtém com esforco
e persisténcia, trazendo consigo uma riqueza de conhecimentos que serdo lapidados em

sala de aula juntamente com seus educandos.

Sugerimos ideias ndo contempladas neste trabalho, mas que compdem uma

importante contribuigdo no estudo do contetido dos sistemas lineares:

¢ Desenvolvimento do algoritmo na Planilha do GeoGebra para a redugédo de

uma Matriz a sua forma Candnica;
¢ Aprofundamento do estudo vetorial dos sistemas lineares;

e Investigacdo de outros métodos de resolugdo como, Eliminacdo de Gauss-
Jordan, Fatoragdo LU entre outros, voltado para o Nivel Superior de Ensino;

e Uso da Janela de Visualizagdo 3D do GeoGebra para interpretacdo geométrica

de sistemas lineares 3 X 3

¢ Criacdo uma ferramenta no software GeoGebra para escalonamento de sistemas

lineares ndo quadrados;

e Criacdo uma ferramenta no software GeoGebra para a eliminac¢do de Gauss-

Jordan;

e Investigacdo da aplicabilidade de outros softwares educacionais como MATLAB,
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por exemplo, na resolucdo de sistemas lineares.
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