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Resumo

Os estudos sobre varios tipos de equagoes motivaram e motivam muitos matematicos
em todo o mundo. Grande parte dos célebres mateméticos entre os anos de 1400 e 1700
deram grandes contribuicoes ao estudo das equagoes algébricas. Resolver uma equacao ja
era um desafio desde o inicio do conhecimento matematico.

Neste trabalho, apresentamos uma técnica para resolver equagoes polinomiais, de até o
quarto grau, que utiliza as matrizes circulantes e conhecimentos basicos de algebra linear.
Ao longo do trabalho fazemos um apanhado histérico dos topicos envolvidos, além de
ilustrarmos toda a dissertacao com exemplos.

Por fim, apresentamos uma sequéncia didéatica com o conteiido do nosso trabalho, que
sugerimos ser desenvolvida em cinco dias de aulas com trés horas de aula por dia, com o

objetivo de melhor preparar os alunos para a vida universitéria.

Palavras-chave: Matrizes, Equagoes, Circulantes, Polindmios.






Abstract

Studies on many sorts of equations motivated and still motivate many mathematicians
around the world. Most of the well-known mathematicians from the years 1400 to 1700
gave huge contributions to the study of algebraic equations. Solving equations was already
a challenge since the beginning of the mathematical knowledge.

In this paper, a technique is presented to solve polynomial equations up to fourth order,
that use the circulating matrixes and basic knowledge of linear algebraic. Throughout
this work we will collect the history of involved topics besides illustrating this entire
dissertation with examples.

Finally, a didactical sequence of our paper’s content will be presented, that we suggest
to be developed in five days of classes within three hours of lessons a day, aiming at

improving student’s preparation for the academic life.

Keywords: Matrixes, Equations, Circulating, Polynomials.
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Introducao

“E possivel determinar as raizes de equacdes polinomiais utilizando-se matrizes? ”

Nosso trabalho ird mostrar que é possivel sim, utilizando-se as chamadas matrizes
circulantes, um caso particular da matriz de Toeplitz também conhecida como matriz das
diagonais constantes criada por Otto Toeplitz.!

De forma geral, as equagoes de primeiro e segundo graus sao estudadas durante o
ensino fundamental nas nossas escolas. Na maioria das vezes as equacgoes de segundo
grau sao ensinadas através da memorizacao de uma féormula, conhecida como férmula de
Bhaskara, para determinar as raizes de forma automatica sem entender porque se obtém o
resultado correto com esse procedimento. Por vezes, alguns professores nao se dao sequer
ao trabalho de orientar os alunos a verificar o resultado obtido, limitando-os a aceitar que
é assim que se determinam as raizes e pronto. Dessa forma o aluno fica desestimulado
a continuar estudando resolugdo de equagoes. Ao ingressar no ensino médio, as vezes,
alguns alunos perguntam se existe férmula para resolver equacoes de grau maior que dois
(terceiro grau, quarto grau, etc), quando entdao o professor lhes diz que existem formulas
para resolver equagoes de terceiro grau e de quarto grau, mas, é muito complicado.

O objetivo do nosso trabalho é apresentar aos professores e alunos do ensino médio
uma forma de resolucao de equagoes, de grau menor que cinco, que utiliza as matrizes
circulantes. Esse procedimento de resolucao independe do grau da equagao e faz uma
conexao entre as equagoes dos diversos graus.

Por trabalhar com matrizes, essa forma de resolugao é indicada para alunos do ensino

médio, permitindo que nessa etapa de sua formacao possa ser feita a correcao da falha de

10tto Toeplitz foi um matematico judeu alemio que trabalhou na analise funcional. Ele estudou
matematica na Universidade de Breslau onde obteve um doutorado em geometria algébrica, em 1905.
Em 1906 Toeplitz chegou & Universidade de Gottingen, que era entao o principal centro matemaético do

mundo, e ele permaneceu 14 por sete anos.



ensinamento das equacoes de segundo grau no ensino fundamental.

Esse trabalho esté dividido em quatro partes, sendo trés capitulos e um apéndice.

O primeiro capitulo contém tépicos que nao fazem mais parte dos parametros curriculares
do ensino médio, a saber: numeros complexos, matrizes e determinantes. O objetivo desse
capitulo é trazer a tona o conhecimento necessario para o bom entendimento do nosso
tema. Desta forma, encontraremos neste capitulo, defini¢des, exemplos e propriedades
relacionadas com os tépicos.

No segundo capitulo trabalhamos alguns conceitos de algebra linear, lembrando sempre
que nosso publico alvo sao os alunos e professores do ensino médio. Assim apresentamos
os conceitos de autovalores e autovetores a partir de conceitos relacionados a matrizes, de-
terminantes, sistemas lineares e raizes de equagdes polinomiais. E também nesse capitulo
que definimos as matrizes circulantes e estudamos as propriedades que tornam esse tipo
de matriz um agente facilitador para o calculo das raizes de polinémios de grau menor
que cinco. Ainda nesse capitulo apresentamos a forma de encontrar raizes de equagoes
de grau menor que cinco usando matrizes circulantes, sendo esta a parte principal desta
dissertacao.

No terceiro capitulo apresentamos uma sequéncia didatica e uma lista de exercicios,
com o objetivo de incentivar professores do ensino médio a propor minicursos com esse
tema.

No apéndice apresentamos o principio da indugao finita, muito utilizado nas demons-

tracoes de propriedades e teoremas e o contetido programatico do Enem?.

2Exame Nacional do Ensino Médio



Capitulo 1

PRELIMINARES

Neste capitulo serao abordados alguns assuntos de matematica que sao fundamentais
para o entendimento do nosso trabalho. Eles nao fazem parte do contetdo programatico
do Enem (apresentado no apéndice), nem dos parametros curriculares do ensino médio. E
como, sem eles, nao sera possivel desenvolver o tema proposto, achamos por bem fazé-lo.

E evidente que, de cada um, vamos apresentar apenas o essencial para a boa compre-

ensao do nosso tema.

1.1 Numeros Complexos

O estudo dos numeros complexos vem do estudo das equagoes do terceiro grau, ou
cubicas. Antes do grande “descobridor” dos complexos, Bombelli, todos os discriminantes
de equagoes de segundo grau e de outros graus, quando negativos, eram apenas desconsi-
derados, e o problema ao qual a equacao estava atrelada era considerado sem solucao.

O primeiro indicio de um “surgimento” dos complexos viria com Cardano, ao resolver
uma equacao do segundo grau, em sua famosa obra Ars Magna, de 1545. Num problema
ele pretendia achar o ponto dentro de um segmento que vale dez e o produto dos dois
segmentos formados forme 40. Ele chama, entao, os segmentos formados pelo ponto de z
e 10 — x. Entao, formando uma equagcao ele tem x - (10 — z) = 40, ou seja,

—22+10-2 —40 = 0. As solucoes dessa equacao sao 5+ v/—15. Cardano, se preparando
para considerar seu problema sem solucao, ja que a raiz ¢ de um ntimero negativo, reparou

que (54 +v/—15)(5b — v/—15) = 25 — (—15) = 40. Que era a solu¢do que ele desejava. Ele,



entao, chamou esses resultados obtidos de solucoes sofisticas da equacao, ja que elas eram,
como o proprio disse, tao sutis quanto intuteis.

Mas o real idealizador dos nimeros complexos, se podemos dizer, é o italiano seguidor
de Cardano, Raphael Bombelli. Bombelli, como admirador de Cardano, leu totalmente
sua publicagao. Mas, descontente com alguns detalhes, ele resolveu publicar seu préprio (e
influente) estudo: I’Algebra. Nesse estudo, Bombelli se depara com uma equagao cibica,
23 = 152 + 4 , cuja solucao seria x = {’/2 + /=121 + \3/2 — +/—121. Mas, como vemos, a

raiz quadrada dentro da ctbica é negativa, fazendo o niimero nao “existir”. Mas, logo apos,

ele percebe que 4 também é uma solucao da equacao cibica proposta. Entao, Bombelli
tem uma ideia para aquele problema: ele considera que, mesmo que imaginariamente,
haja um namero da forma a + v/—b que seja a raiz ctbica de 2 4+ /—121, e também um
nimero a — v/—b, que seja raiz cubica de 2 — /—121. Com esses ntimeros, ele pensa
que esses satisfagam a (a + +/=b) + (a — v/=b) = 4. E, para sua felicidade, ele acha
a = 2. Dal, ele deduz que b = 1, ao voltar a equacao principal. Entao ele tem que
24+/—1= m . E ele finalmente conclui que seu achado é revolucionério. Como
ele diz em sua obra, ele tinha em mente que a “tal” imaginaria sempre “existisse” (é meio
paradoxal mesmo). Dai, ele ja parte para as regras de multiplicagao da unidade imaginaria
em sua obra. Para se ter uma ideia, o pensamento de Bombelli da unidade imaginaria so6
seria formalizado quase 60 anos depois, quando Girard introduziu o simbolo v/—1. J& o
popular simbolo 7 s6 seria introduzido 105 anos depois de I’Algebra, por Leonhard Euler.

(vide [Polcino|, RPM 24)

1.1.1 Definicoes basicas e propriedades

Chama-se conjunto dos numeros complezos, e representa-se por C, o conjunto de pares

ordenados (a,b) de numeros reais onde valem as definigoes:

I) Igualdade: (a,b) = (¢,d) < a=ceb=d.
IT) Adigao: (a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d).

IIT) Multiplicacdo: (a,b) - (¢,d) =(a-c—b-d,a-d+b-c).



Observagoes:

1) O par ordenado (a,0) representa o ntmero real a, ou seja, (a,0) = a, Va € R.
Isto nos mostra que R C C.

2) O par ordenado (0,1) é chamado de unidade imagindria e representado por i, ou

seja, (0,1) =i ei? = —1.

Note que, pela defini¢ao (III), temos
?=i-i=(0,1)-(0,1)=(0-0-1-1,0-1+1-0) = (~1,0) = 1.

2€C& 2= (a,b),sendoa € RebeR.

Dado um namero complexo z = (a,b), temos

z=(a,b) = (a,0)+(0,b)
— (a,0)+(b-0—-0-1,b-14+0-0)

= (a,0)+ (b,0)-(0,1).

Como: (a,0) = a,(b,0) =be (0,1) = i, podemos escrever o nimero complexo z = (a,b)
na forma z = a + b - i, que é chamada de forma algébrica de z.
Desta forma, podemos dizer que:

Chama-se nimero complezo todo expressao da forma z = a+b-i, {a, b} CRe® = —1,i
¢ um numero nao real chamado de unidade imagindria. O nimero a é chamado de parte
real de z[Re(z)] e o namero b é chamado de parte imagindria de z[Im(z)].

Se b = 0, o nimero complexo a+b-i é um nimero real. Mais ainda, se a ¢ um niimero
real ele também é um nimero complexo pois podemos escrever a = a + 0 - ¢, justificando
que R C C.

Se a =0 e b+# 0, o nimero complexo a + b -4 é chamado de imagindrio puro.

Exemplo 1.1.1. z; = 2+ 3 -4 (namero imaginario; a =2 e b= 3)
29 =—4=29=—4+0-i (nimero real; a =—4 eb=0)

23 =>5-1= 23 =0+45-17 (numero imagindrio puro; a =0 eb=75)



Operagoes com numeros complexos (-+, .)

Para quaisquer nimeros complexos z; = a+b-ie zo =c+d-i,{a,b,c,d} C R, temos:
z4+2z=(a+c)+(b+d) i

21.29 = (ac — bd) + (ad + be) - i

Todo ntmero complexo pode ser representado num plano, chamado de plano de Argand

— Gauss, por um ponto P = (a,b), chamado afizo de z =a+b-i = (a,b).

P Re

Figura 1.1: Representacao do ntimero complexo z = a + b - i no plano de Argand-Gauss

Nesse plano o eixo x é chamado de eizo real e o eixo y é chamado de eixo tmagindrio.
Nos exemplos anteriores podemos escrever:

21 =2+3-1=1(2,3)

2g=—4=20=—4+0-i=(—4,0)

23=5-1=23=04+5-i1=(0,5)

Figura 1.2: Representacao dos niimeros complexos no plano de Argand-Gauss



Usando a representacao de um ntmero complexo no plano de Argand- Gauss podemos
obter uma nova representagao de um niimero complexo chamada de Forma Trigonométrica
ou Polar de um ntmero complexo.

Seja z =a+b-i e denote P = (a,b) o seu afizo.

Im(z)

3

Re(z)

Figura 1.3: Mo6dulo e argumento de um nimero complexo

Considere 6 o angulo formado pelo eixo real e a semirreta OP. Observe que cosf =

— e senf = ——. Logo, podemos escrever z = a +b-i = |OP| - (cos + i - senf).
|OP] |OP|
Notagao: 6 é chamado de argumento de z e |OP| = v/a? + b%, denotado por |z| = p,

¢ chamado de mddulo do niimero complexo z, logo, z =a +b-i = p(cosf + i - send).
Definicao: Seja z = a 4 b -4 um nimero complexo, chama-se conjugado de z, e indica-se
por Z, o nimero complexo Z =a — b - 1.

E possivel mostrar que para um ntimero complexo z, temos:

I) 242z =2a
M) z—%=2b-i
) % = 2

V)zoima =71 %



1.1.2 Operacoes na forma trigonométrica

1. Multiplicacao de ntimeros complexos na forma trigonométrica.
Sejam z = p(cosf + i - senf) e w = A(cos¢ + i - seny) dois nimeros complexos na

forma trigonométrica. Entao
zw = pAlcos(0 + @) + i - sen(f + ¢)].
De fato,

zw = p(cosf+i- senf)A(cosp +1i- seny)

= pA(cosB +1i- senf)(cosp +1i - senyp)

-2

= pA[(cosfcosy) + (i - cosfseny) + (i - senf cos ) + (i° - send seny)]

= pA[(cosBcosp — senfseny) + - (sendcosy + seny cosb)]

. 4 N S
-~ -~

cosseno da  soma seno da soma

= pAlcos(0 + @) + i - sen(f + ¢)].

Observacgao:

A féormula anterior pode ser estendida, utilizando o Principio da Inducgao Finita,
para o produto de mais de dois nimeros complexos do modo que segue. Sejam
21 = p1(cos @y +i-senby), zo = pa(cosby+i- senby), z3 = ps(cosOs+i- senbs), . .., z, =

pn(cos b, +1i- senf,), entao

212223+ Zn = P1P2pP3 -+ - Pu[cOS(01 + 02 +05+- - -+0,) +i- sen(by + 02+ 03+ - - +6,,)].

Vejamos:

(I) A formula é valida para n = 1, pois
21 = pr[cos(6h) + @ - sen(6y)].
(IT) A formula é valida para n = 2, pois

2129 = p1palcos(by + ) + i - sen(6; + 65)].



(ITI) Suponha a féormula valida para n = k, provemos que ela vale para n = k + 1.
212923+ 2k = p1Paps - - Pr[cos(0y + 02+ 03+ - -+ 0;) +i- sen(0y + 0+ 65+ - - +6;)].

21 221 = P1 o PrPraa[cos(Or -+ Ok + Opyr) + 0 - sen(0) + -+ Ok + Oi1)].

Portanto a féormula é valida para todo n inteiro e n > 1.

2. Divisao de niimeros complexos na forma trigonométrica.

Sejam z = p(cosf + i - senf) e w = A(cos ¢ + i - seny) dois nimeros complexos na

forma trigonométrica, com w # 0. Entao

5 = g - [cos(0 — @) + 1 - sen(d — ¢)].
De fato,
2 _ 20U
w  w W
~ plcosf +i.senf)\(cosp — i - seny)
N |w]?
~ p(cos B +i.senf)Ncos(—p) + i - sen(—p)]
N [A?
PA .
= F[COS(@ — @) +i-sen(f — )]
= 5[005(9 — @) +i- sen(f — )]

As formulas de De Moivre'

3. Potencia¢do de Numeros Complexos (1* Fdormula de De Moivre)
Seja z = p(cos @ + i - send) um nimero complexo nao nulo.
Na seccao anterior vimos que o produto de n niimeros complexos z1, 29, 23, ..., 2, €

dado por

2122023+ Zn = P1P2pP3 -+ - Pu[cos(01 + 02 +05+- - -+0,)+i- sen(by + 02+ 03+ - - +6,,)].

! Abraham De Moivre nasceu na provincia de Champagne na Franca em 26/05/1667 e faleceu em
Londres em 27/11/1754. Foi um matematico francés, famoso pelas féormulas que levam seu nome que
relaciona os nimeros complexos com a trigonometria e por seus trabalhos na distribuicao normal e na

teoria das probabilidades.



Podemos obter a enésima poténcia de z fazendo z; = 20 = 23 = --- = z, = 2 na

igualdade anterior, obtendo a equagao

2" = p"lcos(nf) + i - sen(nd)]
que é conhecida como a 1* féormula de De Moivre.

. Radicia¢do de Numeros Complexos (2% Fdrmula de De Moivre)

Dado um niimero complexo z, dizemos que o nimero w é uma enésima raiz de z,
se, e somente se,

w' =2z, meNn>2 (1.1)

Seja z = p(cos 0+i- senf) o nimero complexo z = a+b-i em sua forma trigonométrica

e seja w uma de suas raizes enésimas.

w = A(cosp + 1 - seny). (1.2)

Pela definigao (1.1), se aplicarmos a 1* Féormula de De Moivre, obteremos:

w" = A"[cos(ngp) +i - sen(np)]

w" =z = p(cosf +i- senf).

Desta ultima igualdade, temos que

AN'=p= = {/p, (1.3)
para o qual {/p ¢ a raiz enésima do nimero real positivo p, e

cos(np) = cos b
sen(ny) = senf '

Ou seja,

0+ 2k
n<p:(9+2k7r:><,0:%, kez. (1.4)

Como ¢ é o argumento de w, este deve pertencer ao intervalo [0, 27].
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Se substituirmos (1.3) e (1.4) em (1.2), obteremos

0+ 2k 0+ 2k
w = p {cos (l) + - sen <:>} .
n

n

Esta é a 2* Formula de De Moivre para calculos de radiciacao de ntimeros complexos

na forma trigonométrica.
0 0+ 2k 0

Observe que se 0 < k < n teremos — < ¢ = vt hm < — 4 27.
n n n

Logo, temos pelo menos n valores para o arco ¢ que nao sao congruos.

Por outro lado, K > nou k < 0 temos k = ng+r, ¢ € Z e 0 < r < n(principio

fundamental da divisao).

Dai
0 + 2km 0+2(ng+r)r 6 2rm
n n n n
i . ) 0 2rm
Ou seja, @ é um arco congruo ao arco — + —, 0 < r < n.
n n

Portanto, k& deve variar de 0 a n — 1 dando origem a n raizes distintas de z que, a

partir de agora, serao denominadas por wy.

Exemplo 1.1.2. Dado um nimero complexo z = —8 — 8v/3 - i, vamos determinar
as raizes quartas deste numero e representd-las no Plano de Argand — Gauss.

Sendo z = —8 — 8/3 - i, temos que

portanto

p=Va>+ 1 = \/(—8)2 +(=8V/3)2 = V64 1 192 = V256 = 16

a —8 1 b —8V3 V3
cosf=—-=—=— ¢ senfl=—-=——=——.
p 16 2 p 16 2
Fazendo redugao ao primeiro quadrante, temos:

Um dngulo 61 localizado no 1° quadrante que possusi

V3

sen(¢h) = — e cos(bh) = -,
2 2
11



SET

Figura 1.4: Circulo trigonométrico

€ o dngulo 0, = g Portanto 0 = m + g =3

(5 (5]

Aplicando a 2° Formula de De Moivre, podemos calcular as raizes quarta de z:

Logo

4 4
—7T+2k7r —W—|—2k7r

wip = V16 | cos 3T + 7 - sen 3 1

21 + 3k . 21 + 3k
wr = 2 |cos 5 + 17 - sen —5 /|

Atribuimos valores para k:

i 21 , 2
wop = 2 |cos 5 +1 - sen 5
- T

Isto é,

k=0

12



Figura 1.5: Arco do primeiro quadrante

I 2m + 371 , 2m + 37
w; = 2 |cos 5 + 1 - sen 5

o F

Figura 1.6: Arco do segundo quadrante

[ 27 + 67 . 21 + 67
wy = 2 |cos G + 17 - sen 5

5 47 n A

= COS —_— 7+ Sen —
3 3

S IR RS

N 2 2
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\ cOs

Figura 1.7: Arco do terceiro quadrante

W3:2

COS (
117

COS 3

V3

©
L

w3

Figura 1.9: Quadrado inscrito a circunferéncia
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De um modo geral, as afixos z de um complexo z # 0 sao vértices de um poligono
regular de n lados, inscrito a circunferéncia de raio 7 = {/p e centrada na origem

do Plano Complexo.

Exemplo 1.1.3. Encontre as raizes complexas do polinéomio 2™ — 1 = 0.
Temos 2" —1=0=2"=1= 2z = {/1.

Sendo1=140-14, entao p=|z] =v12+02=1c¢

1

sen(d) = % =0 e cos(d)= 1= 1.

Portanto, 6 = 0.

Fazendo uso da sequnda formula de De Moivre, temos

2 2
n n

para o qual k € {0,1,...,n—1}.

Assim,
0 0
k:O:>w0:cos(—7T) + - sen(—ﬂ)
n n
2 2
k:1:>w1:cos(—7r> +1- sen(—ﬂ)
n n
4 4
k:2:>w2:cos(—7r) +i- sen(—ﬂ)
n n
6 6
k:3:>w3:cos(—7r> +1- sen(—W)
n n
2(n—1 2(n —1
k:n—1:>wn_1:cos<u) +1- sen(u).
n n
Note que o |w;| = 1,¥i=0,1,2,3,...,n—1 e os arqumentos das raizes estao em PA

~ ™ . . . ~
e razao —, isso nos diz que 0s afixos dessas raizes sao pontos do plano complexo
d , d d tos do pl [
n
que estao sobre uma circunferéncia de raio 1(3/p = V1=1) e a divide em n partes

1quais. Logo esses afizos sao vértices de um poligono reqular de n lados.
15



Paran =3
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h -4s a Wy e

Figura 1.10: Afixos das rafzes de 22 —1 = 0; Triangulo equilatero inscrito na circunferéncia
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Wy
05 o 05 wy  Re
05
wy

Figura 1.11: Afixos das raizes de z* — 1 = 0; Quadrado inscrito na circunferéncia

Paran =25
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Wp = COS

w1 = COS
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Figura 1.12: Afixos das raizes de z° — 1 = 0; Pentagono regular inscrito na circunferéncia
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Paran =06

Omr Om
Wp = COS (F) + - sen (E)
2 . 2
W1 = COS (F) + - sen (E)
4 47
Wy = COS (F) + - sen (E)
o6 . 6
W3 = COS (E) + - sen (E)
8 8w
W4 = COS (F) +1- sen (F)
107 107
Ws = COS (T) + - sen <?)

Figura 1.13: Afixos das raizes de 2° — 1 = 0; Hex4gono regular inscrito na circunferéncia

Observe que se

entao

(wy)" = (cos (%T) +i - sen <2%)>k = cos (%TW) +i - sen (2]%) = Wg.

Para o qual, a sequnda igualdade decorre da 1* formula de De Moivre.
18
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1.2 Matrizes

1.2.1 Definicao e representacao

Chama-se matriz a toda tabela de elementos dispostos em filas horizontais e verti-
cais que sao chamadas de linhas e colunas respectivamente. Esses elementos podem ser
numeros reais, imaginérios, fun¢oes ou até mesmo outras matrizes.

A representacao de dados de problemas na forma de matrizes nao s6 organiza esses
dados como simplifica a representacao desses problemas.

Representamos uma matriz colocando os dados da tabela entre parénteses ou entre

colchetes. Vejamos alguns exemplos:

1 0 13
9 5 7 32

A:(2 —35); B= . C=|-7 10 5
16 3 19 Dy

A matriz A tem uma linha e trés colunas, dizemos que ela é de ordem 1 x 3.

A matriz B tem duas linhas e quatro colunas, dizemos que ela é de ordem 2 x 4.

A matriz C tem trés linhas e trés colunas, dizemos que ela é de ordem 3 x 3.

Em alguns momentos, para explicitar a quantidade de linhas e colunas de uma matriz
A, usamos a notacao A = A,,x,. Onde m é o nimero de linhas de A e n é o numero de
colunas. Nesse caso, diremos que a matriz A = A,,«, ¢ de ordem ou tamanho m xn (1é-se:
m por n). No caso em que m = n, usaremos também a nota¢do A, para representar a
matriz A.

Se uma matriz A tem m linhas e n colunas sua representacao pode ser

@113 Q2 - Aip
Q21 Q22 - Q2p
Amxn = = [ai ']mxn-
. . . . J
Am1 Am2 **° Amnp

No elemento genérico a,j, 7 representa a linha e j representa a coluna as quais pertence

o elemento, onde i € {1,2,...,m} eje€{1,2,...,n}.
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Exemplo 1.2.1.
1 2 3 4

Asxa=| 5 6 7 8
309 V2

Nessa matriz o elemento asz significa o niumero que se encontra na sequnda linha e na

terceira coluna, ou seja, asz = 7.

Exemplo 1.2.2. (UF - RJ) Antonio, Bernardo e Cldaudio sairam para tomar chope, de
bar em bar, tanto no sabado quanto mo domingo.

As matrizes a sequir resumem quantos chopes cada um consumiu e como a despesa foi

dividida:

4 1 4 5 5 3
S=10201|; D=]1030
315 2 1 3

S refere-se as despesas de sabado e D as de domingo.

Cada elemento a;j nos dd o numero de chopes que i pagou para j, sendo Antonio o
numero 1, Bernardo o nimero 2 e Claudio o nimero 3 (a;; representa o elemento da linha
i, coluna j de cada matriz).

Assim, no sdbado Anténio pagou 4 chopes que ele proprio bebeu, 1 chope de Bernardo
e 4 de Cldudio (primeira linha da matriz S).

a) Quem bebeu mais chope no fim de semana?

b) Quantos chopes Claudio ficou devendo para Anténio?

As primeiras colunas das matrizes S e D representam os chopes que Anténio bebeu
no sabado e no domingo respectivamente, as sequndas colunas representam os chopes que
Bernardo bebeu no final de semana e as terceiras colunas representam os chopes bebidos
por Cldudio no final de semana, portanto: Anténio bebeu 14 chopes (4+0+3+5+0+2),
Bernardo bebeu 13 chopes (142+145+3+1) e Cldudio bebeu 15 chopes (44+0+5+3+0+3),
assim quem bebeu mais chopes foi Cldudio. As primeiras linhas das matrizes S e D
representam o que Anténio pagou para ele mesmo e para os outros dois, as sequndas
linhas representam o que Bernardo pagou para ele mesmo e para os outros dois e as

terceiras linhas representam o que Cldudio pagou para ele mesmo e para os outros dois.
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Sendo assim, Antonio pagou para Cldudio 7 chopes (4+ 3) e Cldaudio pagou para Antonio

5 chopes (3 + 2), portanto Cldudio estd devendo 2 chopes para Anténio.

Duas matrizes Ayxn = [Gijlmxn € Bpxq = [bijlpxq s80 iguais, A = B, se tiverem a
mesma quantidade de linhas (m = p) e a mesma quantidade de colunas (n = ¢q) e ainda

os elementos correspondentes iguais (a;; = b;;).

Exemplo 1.2.3.
2 cos0 9 2 1 3

4 1 120 22 Ine 5!

1.2.2 Tipos de matrizes

Considere a matriz A,x, = [@ij]lmxn. Como ja dissemos, ela apresenta m linhas e
n colunas. Dependendo dessa quantidade de linhas e colunas atribuimos alguns nomes

especiais, a saber:

1. Matriz Nula

Definicao 1.2.4. Dizemos que uma matriz Amxn = [@ijlmxn € @ matriz nula de

ordem m xn se a;; =0, Vie {1,2,....,m} eVje {1,2,...,n}.

Exemplo 1.2.5.

0 00
Agyo = 3 Bayz =
0 0 0 00
2. Matriz Coluna
Definicao 1.2.6. Se a matriz A,xn = [aij]mxn so twer uma coluna, ou seja, se
n =1, ela € chamada de matriz coluna.
Exemplo 1.2.7.
3
Asx1 = ) i DBaxi =
b
—6
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3. Matriz Linha

Definigao 1.2.8. Se a matriz Ay xn = [Gijlmxn SO twer uma linha, ou seja, se

m =1, ela é chamada de matriz linha.

Exemplo 1.2.9.
A1><3:|:l' Y z}; Bl><2:|:0 1}

4. Matriz Quadrada

Definigao 1.2.10. Se a matriz Apxn = [Gijlmxn apresentar o nimero de linhas

igual ao nimero de colunas (m =n), ela é chamada de matriz quadrada.

Exemplo 1.2.11.

1 0 6
1 2
Asys = 2 4 =9 |; DBaxa= ;o Cixi = [ 8 }
3 4
-3 5 8

Numa matriz quadrada A, x, = [@ij]nxn, define-se:

e Diagonal Principal

Definicao 1.2.12. Diagonal principal é o conjunto de elementos a;; com
i =7, ou seja, {ayn, a,ass, ..., Gpn}-

e Traco
Definicao 1.2.13. Traco ¢ a soma dos elementos da diagonal principal, isto
€

n
T = E a; = a11 + aze + agz + -+ + Gy
i—1

e Diagonal Secundaria
Definicao 1.2.14. Diagonal secunddria ¢ o conjunto de elementos a;; com
i+ 7 =n+1, ou seja, {ain, aa(ni1), A3(n-2); - - -, An1 }-

5. Matriz Diagonal

Definicao 1.2.15. Uma matriz quadrada é denominada matriz diagonal se

a;; =0 para i # j.
22



a11 0 0 0
0 a 0 0
Amxn - .
0 0 0 Ann,

6. Matriz Escalar
Definicao 1.2.16. Uma matriz diagonal que tem todos os elementos da diagonal

principal iguais entre si € chamada de matriz escalar.

300
Exemplo 1.2.17. A= | 0 3 0

00 3
7. Matriz Identidade(ou Unidade)

Definicao 1.2.18. Uma matriz escalar que tem todos os elementos da diagonal
principal iguais a 1 € chamada de matriz identidade(ou unidade), ou seja,

Qi — 1.

Exemplo 1.2.19.

1 00
10

Iy = ; Is=10 10
01

0 0 1

8. Matriz Triangular Superior

Definicao 1.2.20. Uma matriz quadrada que tem todos os elementos abairo da
diagonal principal iguais a zero, isto €, a;; = 0 se i > j € chamada de matriz

triangular superior.

Exemplo 1.2.21.

8 —4 10
Ty
A=10 5 3 |; B =
t
0 0 -2
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9.

10.

11.

Matriz Triangular Inferior

Definicao 1.2.22. Uma matriz quadrada que tem todos os elementos acima da
diagonal principal iguais a zero, isto €, a;; = 0 se i < j € chamada de matriz

triangular inferior.

Exemplo 1.2.23.

1 00
z 0
A=14 2 0 |; B =
z t
7 3 9

Matriz Simétrica

Definicao 1.2.24. Uma matriz quadrada, com entradas reais ou complexas, é cha-

mada de matriz stmétrica se a;; = aj;.

Exemplo 1.2.25.

a b ¢ d
3 2 -7 ; ;
e J g
A=1|1 2 4 6 |; B=
c f h 1
-7 6 5
d g 1 k

Matriz Antissimétrica

Definicao 1.2.26. Uma matriz quadrada, com entradas reais ou complexas, € cha-

mada de matriz antisstmétrica se a;; = —a;;.

Note que se A é uma matriz antissimétrica entao os elementos da diagonal principal

sao todos nulos, pois o tinico niimero que ¢ igual ao seu oposto é o zero.

0 3 4
Exemplo 1.2.27. A= | -3 0 —6
-4 6 0
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1.2.3 Operacoes com matrizes e suas propriedades

1. Soma ou adigao de matrizes

A adigdo de matrizes ¢ definida somente para matrizes de mesmo tamanho. Se
A e B sao duas matrizes de mesmo tamanho m X n, a soma destas duas matrizes,
denotada A+ B, é também uma matriz m X n, cujo elemento na posicao ij é definido
como sendo a soma dos elemento de A e B que ocupam a posi¢ao 5. Ou seja, se
Apiscn = [@ijlmxn € Bmxn = [bijlmxn, entdo C' = A+ B é a matriz [¢;j]mxn, definida
por ¢;; = a;; + b;j.

Exemplo 1.2.28. Ao utilizar matrizes, surge naturalmente a necessidade de efe-

tuarmos certas operacoes. Por exemplo, consideremos as tabelas, que descrevem a

produgao de graos em dois anos consecutivos.

Regiao | Soja | Feijao | Arroz | Milho
Regiao A | 3000 | 200 400 600
Regiao B | 700 | 350 700 100
Regiao C | 1000 | 100 500 800

Tabela 1.1: Produgao de graos (em milhares de toneladas) durante o primeiro ano

Regiao | Soja | Feijao | Arroz | Milho
Regiao A | 5000 | 50 200 0
Regiao B | 2000 | 100 300 300
Regiao C | 2000 | 100 600 600

Tabela 1.2: Produgao de graos (em milhares de toneladas) durante o segundo ano

Se quisermos montar uma tabela que dé a producao por produto e por regido nos
dois anos conjuntamente, teremos que somar os elementos correspondentes das duas

tabelas anteriores.

3000 200 400 600 5000 50 200 O 8000 250 600 600
700 350 700 100 |+| 2000 100 300 300 | = | 2700 450 1000 400
1000 100 500 800 2000 100 600 600 3000 200 1100 1400
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Ou seja,

Regiao | Soja | Feijao | Arroz | Milho
Regiao A | 8000 | 250 600 600
Regiao B | 2700 | 450 1000 | 400
Regiao C | 3000 | 200 1100 | 1400

Tabela 1.3: Produgao de graos (em milhares de toneladas) durante os dois anos

Exemplo 1.2.29. Sejam

0 7 106 4

entao
2 V2 4 1 6 V2+1
A+B=|7 -3 |+| 3 3|=]| n+3 0

0 7 106 4 1+ 108 7
. Multiplicagao ou produto de uma Matriz por um Escalar

Um escalar é qualquer ntimero complexo (real ou imaginario).

Se A é uma matriz m X n e « é um escalar, entao o produto da matriz A pelo escalar
«, denotado por a4, é também uma matriz m X n, cujo elemento na posicao ij é
definido como sendo o produto do elemento de A que ocupa a posicao ij pelo escalar

a. Entao, C = oA é a matriz [¢;j],«, definida por ¢;; = aa;;.

2 4 ) ]
Exemplo 1.2.30. Sejam A= | 24 6 8 ea=1,5, entao
0 —10 26 |
2 4 5 [ 3 6 7,5
aA=1524 6 8 |=3 9 12
0 —10 26 I 0 —15 39
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3. Multiplicacao ou produto de Matrizes

O produto de duas matrizes esta definido quando o nimero de colunas da primeira
matriz é igual ao nimero de linhas da segunda. Se A = [aik]mxp € B = [bjlpxn,

entdao C' = AB ¢é a matriz C' = [¢;;]mxn definida por

p
Cij = E Qirbrj = aitbij + @izbaj + -+ + aipby;.
k=1

A notacao de somatorio € utilizada para evitar escrever expressoes grandes, resumindo-
as em um simbolo curto. A expressao acima significa que os indices 7, 7 sao mantidos

fixos, enquanto que o indice k varia desde k = 1 até k = p; em outras palavras,

Cij = ainbij + aigbaj + - + aipby;.

Para encontrarmos o elemento ij do matriz produto AB, multiplicamos cada um
dos elementos da i-ésima linha de A pelo correspondente elemento da j-ésima coluna
de B (como as linhas de A tém o mesmo numero de elementos que as colunas de B,

nao sobram nem faltam elementos) e somamos os p produtos obtidos.

Exemplo 1.2.31. (Covest — PE) Eric necessita de complementos das vitaminas A
e C. Diariamente precisa de pelo menos 63 unidades de A e no minimo 55 unidades
de C. Ele pode escolher entre os compostos I e I1, que apresentam, por cdpsula, as

caracteristicas abaixo:

Composto | Vitamina A | Vitamina C | Valor R$

I 7 unidades | 4 unidades 0,70
II 4 unidades | 5 unidades 0,50

Tabela 1.4: Caracteristicas dos compostos I e I1

Qual o gasto minimo didrio de Eric, em reais, com os compostos I e I17?

Vamos calcular x unidades do composto I e y unidades do composto 11 de modo a

satisfazer as condicoes do problema.

O gasto feito com a compra dessas unidades € dado por G(z,y) = 0,70-z+0,50-y.
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O produto de matrizes abaixo representa a situa¢ao apresentada pelo problema.

7 4 T 63
. >

45 y 55

Esse produto de matrizes pode ser representado pelo sistema

o+ 4y > 63
4x 4+ 5y > 55

que tem solugcao dada por x > 5 ey >T.

Logo o gasto minimo de Eric é R$7,00 [G(5,7) = 0,70-540,50-7 = 7,00], e

pode ser representado na forma matricial abaixo.

)

GM:[5 7}. 0,50

= 7,00

Exemplo 1.2.32. Suponhamos que um jornal esportivo, o Brasil, circule em todo
o pais. Seu preco varia de acordo com o Estado em que é vendido, pois leva-se em

consideracao a distincia ao Fstado de Sao Paulo, onde ele € produzido.

CIDADE PRECO (RS$)
SAO PAULO 1,50
BELO HORIZONTE 2,00
SALVADOR 2,60
RECIFE 3,00

Tabela 1.5: Preco do jornal por cidade

As bancas de jornal “Leia Ja”, que distribuem o jornal Brasil, fazem parte de uma

rede com sede em Sao Paulo e filiais em Belo Horizonte, Salvador e Recife.

O proprietdrio da rede decidiu, durante uma semana, fazer um levantamento sobre
a arrecadacao gerada pelas vendas do jornal Brasil, a fim de estimar qual fracdo
dessa receita representam as vendas do domingo.
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Na semana em que foi realizado o levantamento, foram vendidas as sequintes quan-

tidades:
NUMERO DE EXEMPLARES VENDIDOS
CIDADE DE SEGUNDA-FEIRA A SABADO | DOMINGO
Sao Paulo 248 46
Belo Horizonte 93 32
Salvador 62 29
Recife 57 25

Tabela 1.6: Vendas por cidades e dias da semana

a) Qual foi a receita obtida pelas vendas de Brasil de sequnda-feira a sdbado nessas
cidades? E aos domingos?

b) Que fragao da receita semanal representa as vendas do domingo?
Resolucao:

a) De acordo com as tabelas anteriores, a arrecada¢ao de sequnda-feira a sdbado

pode ser assim calculada:

248 - 1,50 + 93 - 2,00 + 62 - 2,60 + 57 - 3,00 = 890, 20.

Podemos representar o produto acima pelo produto de wma matriz linha por uma

matriz coluna.

1,50 ]

2,00

2,60
3,00

A arrecadagao de domingo € calculada como seque:

[248 93 62 57]' 2[890,20]

46-1,50+32-2,00+ 29 - 2,60 + 25 - 3,00 = 283, 40.

1,50 |
2,00
2, 60
3,00 |

[46 32 29 25 |- 2[283,40}-

29



Os cdlculos anteriores nos sugerem que devemos construir duas matrizes:

1,50
248 93 62 57 2,00
a matriz “vendas”, e a matriz “precos”, idicando
46 32 29 25 2,60
3,00

assim um processo para se multiplicar matrizes. A matriz resultante corresponde a

arrecadacao da semana:

[ 1,50 |
248 93 62 57 2,00 | [ 890,20
46 32 29 25 | | 260 | | 28340
| 3,00

Esse exemplo facilita a compreensao da definicio formal de produto de matrizes
vista anteriormente.

b) A fracao que representa a arrecada¢io do domingo em relagdo a receita semanal
283,40 283,40 1.417
’ : = =0,2415 = 24, 15%.

890,20 + 283,40  1.173,60  5.868

Exemplo 1.2.33. Sejam

1 0 -1 1
1 0 —1
A= e B=100 0 2
3 2 5
2x3 21 0 3
3x4
Entao
1 0 -1 1
1 0 -1 -1 -1 -1 -2
AB = -1 00 0 2=
3 2 5 13 5 -3 22
21 0 3

Note que BA nao estd definida, pois o nimero de colunas de B nao € igual ao

numero de linhas de A.
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4. Matriz Transposta

Dada uma matriz A, x, = [@ij]mxn, podemos obter uma matriz A" = [b;j],xm cujas

linhas s@o as colunas de A, isto é, b;; = a;;. A" é chamada de transposta de A.

Exemplo 1.2.34.

2 0 -1
1 3 4

2x3

2 1
A=| 0 3 ; A=
-1 4

3x2
A seguir iremos apresentar algumas propriedades das operacoes com matrizes.
Como esse assunto nao é o objetivo principal do nosso trabalho, vamos apresentar

essas propriedades sem suas demonstracoes.

Proposigao 1.2.35. Sejam A, B e C matrizes de ordem m X n. Entdo a soma de

matrizes satisfaz as sequintes propriedades:

1) Comutatividade: A+ B =B+ A
2) Associatividade: A+ (B+C)=(A+B)+C

3) Existéncia de Elemento Neutro:

Definindo a matriz nula 0,,x, como sendo a matriz

temos A+ 0= 0+ A= A.

4) Ezisténcia de Elemento Simétrico:

Definindo a matriz —A como sendo —A = (—1)A, temos, A+ (—A) = 0.

A existéncia do simétrico para qualquer matriz permite definir a opera¢ao de sub-

tragao de matrizes: A— B = A+ (—DB).

Proposicao 1.2.36. Sejam A, B e C matrizes definidas de forma conveniente para
que as operagoes indicados estejam definidas, e seja o um escalar. Entao o produto

de matrizes satisfaz as sequintes propriedades:
31



1) Associatividade: A(BC) = (AB)C
2) Distributividade: A(B+ C) = AB+ AC;(A+ B)C = AC + BC

3) Ezisténcia de Elemento Neutro:

Se A € uma matriz de ordem m x n, sejam I,, e I, as matrizes identidade de

ordem n e m respectivamente. Logo
I,-A=A-1,=A.

Observacoes:

1) O produto de matrizes nao é comutativo.

3
1 2 3
Exemplo 1.2.37. Sejam A = e B=1]1 . Temos
1

0 6 1
7 16

0
2
4
3 6 9
8 16
ADB = e BA=|1 14 5 |.
2 ) Podemos ter AB = 0 sem que A= 0 ou B = 0.

1 -1 1 1 2 3
Exemplo 1.2.38. Sejam A= | -3 2 —1 e B=12 4 6 |. Temos
-2 1 0 1 2 3
000
AB=10 0 0
0 00

Proposicao 1.2.39. Sejam A e B matrizes definidas de forma conveniente para que

as operagoes indicadas estejam definidas, e a e B escalares. Entao a multiplicacdao

por escalar satisfaz as sequintes propriedades:

1) Associatividade:
a(fA) = (af)A
a(AB) = (aA)B = A(aB)
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2) Distributividade:
(a+ B)A=aA+ BA
a(A+ B) =aA+ aB

3) Ezisténcia de Elemento Neutro:

1A=A

Nao faz sentido falar em comutatividade para esta operacao, ja que ela envolve
operandos de naturezas completamente diferentes; um é um ntmero, enquanto que

o outro é uma matriz.

Proposigao 1.2.40. Sejam A e B matrizes definidas de forma conveniente para
que as operagoes indicadas estejam definidas, e seja o um escalar. Entdao:

1) (A=A

2) (A+ B)! = At + B!

3) (AB)! = B". A

4) (@A) = aA’

1.3 Sistemas e Matrizes

Um sistema de equagoes lineares com m equagoes e n incégnitas ¢ um conjunto de
equacgoes do tipo

p
CL11'$1+a12'$2+"'+(11n'$n:b1

Aoy - X1+ Qo - Ty + -+ + Aoy - Ty, = by

L aml'x1+am2'x2+"'+amn'xn:bm

com a;;,1 <i<m,1 < j <mn, ntmeros reais ( ou complexos).
Uma solugao do sistema acima é uma n-tpla de ntmeros (1, s, . . . , T, ) que satisfaz

simultaneamente estas m equacoes.
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Podemos escrever o sistema acima na forma matricial

ou A - X = B, para o qual, A é a matriz dos coeficientes, X é a matriz das incognitas

e B ¢ a matriz dos termos independentes, ou seja,

ay; Qa2 Q1n x by
ag1 A2 A2p, X2 by
Am1  Am2 Amn Tp bm

ailz a2 A1n X1 by

ag1  A22 A2n, X2 by
A= . X = e B=

Am1 Am2 Amn Ln bm

Uma outra matriz que podemos associar ao sistema ¢

aix a2 a, b
a21 Q22 asz, by
Am1  Am2 Amn bm

que chamamos matriz ampliada do sistema. Cada linha dessa matriz é simplesmente

uma representacao abreviada da equagao correspondente do sistema.

1.4 Determinantes

Determinante de uma matriz quadrada é uma fungao, det : M(n) — C, que associa
cada matriz quadrada do conjunto das matrizes quadradas de ordem n, a um niimero

do conjunto dos niimeros complexos.

O Professor Manoel Paiva, na sua cole¢ao de matemdtica para o ensino médio (vol.
2, cap. 7, pag. 265), cita que a teoria dos determinantes surgiu no século XVII,
quase simultaneamente no Japao e na Europa. No Japao, o mateméatico Takakazu
Seki Kowa (1642 — 1708), publicou, em 1683, na sua obra Kake Fukudai No Ho,

um método geral para o célculo de determinantes. Na Europa, também em 1683,
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o matematico alemdo Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646 — 1716), escreveu ao
matematico francés Guillaume Frangois Antoine, marqués de L’Hospital (1661 —
1704), sobre um novo tipo de céalculo, que hoje se chama determinante, usado na

classificagao de sistemas lineares.

Os Professores: Abramo Hefez e Cecilia S. Fernandez, afirmam, em seu livro Introdu-
¢do a Algebra Linear (Colecio PROFMAT, cap. 4, pag. 117 ), que os determinantes
sao de multipla utilidade. Servem para dar um critério para invertibilidade de ma-
trizes e um método para o calculo da matriz inversa, caso exista. Em Geometria,
aparecem como a area de um paralelogramo e o volume de um paralelepipedo. Em
Analise, esté presente nos teoremas: da Fungao Inversa, da Funcao Implicita e da
Mudanca de Variaveis. Por meio dos determinantes, define-se a importante nogao
de polinémio caracteristico de uma matriz, que serd visto no proximo capitulo do

nosso trabalho e serd fundamental para o desenvolvimento do nosso tema.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n e considere A;; a matriz obtida de A
eliminando-se a linha ¢ e a coluna 7. O determinante de A é um ntimero, indicado

por det A, definido indutivamente por:

Z) det A = det[an] = a1
i1) det A = det|a;jl, =
(1) a; det Ajy + (=1)"Pa det Aip + -+ - 4+ (=1)""a;, det Ay,

Note que o determinante de uma matriz (quadrada) é um ntmero obtido através de

operacoes envolvendo todas as entradas da matriz.

A expressao
det A = det[aij]n = (—1)i+1ai1 det Ail + (—1)i+2az~2 det AZ‘Q + -+ (—1)i+”am det Am

também é conhecida como regra de Laplace para o calculo do determinante de uma

matriz A = [a;j],.

Observe que a definicao estéa sendo apresentada usando-se uma linha 7 da matriz,

porém podera ser usada uma fila qualquer da matriz (linha ou coluna).
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a;n a
Exemplo 1.4.1. Calcular o determinante da matriz A = e

Q21 A22
Desenvolvendo pela linha 1:
dir dr2 1+1 142
det A = det = (—1) aiy det A11+(—1) a19 det A12 = 110922—0A12a27 .
Q21 @22
Desenvolvendo agora pela coluna 1:
i 12 1+1 241
det A = det = (—1) aiq det A11+(—1) a91 det A21 = A11022—021012.
Q21 QA22

Veja que os resultados sao iguais.

aixz aiz a3

Exemplo 1.4.2. Calcular o determinante da matriz A = | ay; asg o3

a31 a3z G33

Desenvolvendo pela linha 1:

ailz aig ais

det A = det 91 Q92 (923
gy a3z 433
= (—1)1+1a11 det All + (—1)1+20,12 det A12 + (—1)1+36L13 det A13

= Q11022033 + Q12023031 + G13021A32 — (13022031 — (11023032 — G12021033.

Desenvolvendo agora pela coluna 2:

ailz a2 ais

det A = det ao1 Q92 (93
Qg1 A3z a33
= (—1)”2&12 det A12 + (—1)2+2&22 det A22 + (—1)3+2a32 det A32

= —@12021033 + A12023G31 + A22011033 — A22A13031 — A320110A23 + A32013021 .
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Veja que os resultados sao iguais.

Exemplo 1.4.3. Supondo que se pretende que um saldrio O numa empresa seja cal-
culado a custa da divisao de dois fatores X e Z e que deve ser retirada a contribui¢dao
para a sequranca social S. Represente o determinante que permite operacionalizar

o cdlculo desse saldrio.

O=—=-5=0=

X X 1 X 5
— — -=-S'1=0=
Z 1 Z L
Z
Existe um teorema, conhecido como REGRA DE CRAMER, que determina a
resolucao de um sistema de equacoes lineares A - X = B, de ordem n X n, através

de determinantes. (Apresentaremos o teorema sem demonstragao).

Teorema 1.4.4. Se detA # 0, entao o sistema A - X = B tem uma tunica solucao

dada por

m':detAj <]<n
T detA’ -7

onde A; representa a matriz obtida de A substituindo a sua j-ésima coluna pela

unica coluna de B.

Exemplo 1.4.5. Utilizaremos esse teorema para resolver o sistema
$1+2'I2+$3:5

—I1+2'I2+2'l’3:0
T +2-290+3 -2, =—1.

Temos que
1 21 5 21 1 5 1 1 2 5
A= -1 2 2|, Ai=] 0 22|, A=|-1 0 2|eAs=|-12 0
1 2 3 -1 2 3 1 -1 3 1 2 -1

Como detA = 8 # 0, detA; = 8, detAy = 28 e detAs = —24, a Regra de Cramer

nos dd

T3 = —3.

N~
Q)

ZL‘1:1, To =
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Exemplo 1.4.6. Mostre que o determinante de uma matriz Triangular Superior

(ou inferior) é o produto dos elementos da diagonal principal.

Seja a matriz A = [a;jl,, tal que a;; =0 se i < j,

a1 0 0 N 0

21 22 0 e 0
A= asy 3z asz ... 0

Gp1 Qp2 Ap3 ... Gpp

Para o caso de a;; =0 se 1 > j € wdéntico.
Podemos verificar essa propriedade pelo P.I.F. (Principio da Indu¢do Finita).

(I) A propriedade € vdlida paran = 1:

A:[an}ﬁdetA:det[an}:an.

(II) Suponha a propriedade vdlida para n = k:

a1 0 0 e 0 a1y 0 0 e 0
a921 A2 0 ce 0 21 A9292 0 e 0

Akk = as; Qagzz azz ... 0 = det Akk = det 31 Q32 azz ... 0 )
ak1 Qg2 Ag3 ... Qkk k1 Qg2 Qg3 ... QJkk

detAgp = 11022033 - - - Q.

Vamos mostrar que ela é vdlida paran =k + 1. A matriz A de ordem (k + 1) estd

representada abaizo.
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a1 0 0 tee 0 0
a921 929 0 cee 0 0
Ao as ass aszy v 0 0
a1 (g2 agg vt Qg 0
| Ak+1)1 QR+1)2 AR+1)3 0 Atk Q(R+1)(R+1) |

Desenvolvendo o determinante de A pela ultima coluna, temos

det A = (—1)EDFEFDG 0 det Agsngen
= 1 A(k+1)(k+1) * 11022033 * - - Akk

= 011022033 * * * OkkQ(k+1)(k+1)-

Portanto a propriedade € vdlida para todo n > 1. Temos
n
det A = A11A9220A33 * * * App — H (0778
i=1

8 0
Exemplo 1.4.7. Se A = , entdo
9 7

8 0
det A = det = 8.7 =156.

9 7
31 2
SeA=1|0 5 7|, entao
0 0 4
3 1 2

detA=det| 0 5 7| =3-5-4=060.
0 0 4
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Capitulo 2

ELEMENTOS DE ALGEBRA
LINEAR

Neste capitulo iremos apresentar inicialmente algumas defini¢oes, proposigoes e teo-
remas que servirao de ferramenta para desenvolver um procedimento de resolugao de
equagoes polinomiais de grau menor que cinco, utilizando matrizes circulantes. Este

procedimento de resolugao serd apresentado, para cada grau, através de exemplos.

2.1 Polindmio caracteristico de uma matriz

Definicao 2.1.1. Um polinémio € uma expressao que pode ser apresentada na forma
_ n n—1 n—2 2
p(r) = apt™ + ap_ 12" + ap_ox™ T 4 -+ - 4 ax” + a1 + ao,
em que ag, ay, as, . . ., a, € C sao chamados de coeficientes e x € uma indeterminada.

Definicao 2.1.2. Chama-se grau de um polinémio [gr(p)] ao maior expoente da

varidvel entre os termos de coeficientes nao nulos.

Observagoes:
1) Se um polindémio tiver todos os coeficientes nulos ele é chamado de polinémio
nulo.

2) O grau do polinémio nulo nao estd definido.
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3) O coeficiente nao nulo da varidvel de maior expoente é chamado de coeficiente

dominante ou coeficiente lider.

Definicao 2.1.3. Dizemos que o nimero complexo o € uma raiz do polinémio

p(q;) = a,r" + an_lx"_l + -4+ a1x + ag, se o numero complexo
—1
p(a) =a, " +a,_ 10"+ -+ aja+ ag

for igual a 0.

Seja A uma matriz quadrada de ordem n, com elementos reais. Definimos o po-

linémio caracteristico de A como sendo
pa(z) = det(zl — A),

onde I representa a matriz identidade de ordem m. Note que o grau do polindmio

caracteristico de uma matriz A € igual a ordem de A.

As raizes do polinémio caracteristico de A sao chamadas de autovalores de A.
Apesar da matriz A ser uma matriz real, e portanto os coeficientes de p(x) sao
reais, consideraremos as raizes de pa(x) no conjunto dos nimeros complexos. Pelo
teorema fundamental da dlgebra, temos que pa(x) possui n raizes, sendo n a ordem
de A e o grau do polindmio caracteristico. Observe que nao necessariamente todas

as raizes sao distintas.

Se A € uma matriz quadrada de ordem n e X € um autovalor de A, temos que

pa(A) = det(AM—A) =0, e isto € equivalente a dizer que o sistema linear homogéneo

Ty 0
M—-A) | | =]: (2.1)
Tn 0
possui uma solug¢ao nao trivial.
Se x = (x1,%2,...,2,) € C" € uma solu¢ao nao trivial de (2.1) chamamos x de

autovetor de A associado ao autovalor .
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010

01
Exemplo 2.1.4. Dada as matrizes A = eB= 100 11|, calcule o
10
1 00

polindmio caracteristico, os autovalores e 0s autovetores de A e de B.
Temos, pela definicao, que o polindémio caracteristico de A é
-1

T
pa(z) = det(zl — A) = det =2 -1
-1

Para encontrar os autovalores de A devemos determinar as raizes do polindmio

caracteristico, daf,

pa(A) =0 X ==+1.

Agora que encontramos os autovalores da matriz A podemos determinar os seus

autovetores resolvendo o sistema (2.1).

Para A =1
x 10 01 x 1 -1 x 0
(1.1—A) - _ _ _
Y 01 10 Y -1 1 Y 0
r—y=20
ST =Y.
—r+y=0

Logo todas as solugoes sao da forma (z,x) € C2.

Para A = —1 o sistema
T -1 0 0 1 T -1 -1 T
(—1.1-A) = — — _
Y 0 -1 10 Y -1 -1 Y
—rz—y=20
= —Tr =Y.
—r—y=0

Logo todas as solugoes sio da forma (x, —x) € C2.
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Assim, os autovetores de A sao da forma (x,z), (z,—x),x € C e x # 0.

Repetiremos os cdlculos acima para a matriz B.

pp(z) =det(xl —B)=det | 0 2« -1

Logo o polinémio caracteristico de B € pp(x) = 2° — 1.

Os autovalores de B sdo as raizes de ordem 3 da unidade, ou seja,

 —1+iV3

A=1 A
’ 2
Determinando os autovetores temos:
para A = 1:
T 1 -1 0 T 0
(LI-A) ]y =0 1 -1 y| =10
z -1 0 1 z 0

Para A\ =
2
i3 -
) AV I 0
—14+4v3 _ ;
(_I—TZ\/_.I—A> Y 0 1+—Z\/§ -1
2
—1 443
< 1 0 %\/_

Logo todas as solugoes sao da forma (x,

—1—1iV3
TRt

Para \ =

—1+iV3 —1+iV3
X T
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/3 z 2
(%_1_0 g | = 0

Logo todas as solugoes sao da forma (q:,

Portanto os autovetores de B sao da forma (z,x,x), (

( 1-iV/3 —-1-—iV/3
x, T T

[ —1—iV3

—1

~1
—1—iV3
2
0

0

—1 Y

—1—4V3 P

2 i

5 , 5 >comx€@.

2.2 Matrizes Circulantes

Nesta seccao iremos falar um pouco sobre matrizes circulantes e algumas de suas

propriedades.

Lembramos que o objetivo principal deste trabalho € aplicar essa belissima teoria na
resolucao de equagoes polinomiais de grau menor que 5 e, portanto, ndao iremos nos

estender muito sobre essa teoria. Focaremos estritamente nos resultados que nos

2 Y

1443 —-1+4iV/3
X e e

?

2 ’ 2

darao embasamento tedrico para alcangar nosso objetivo principal.

Uma matriz circulante C' € uma matriz quadrada, com elementos reais, em que cada

linha 1 € formada por um deslocamento ciclico de i — 1 posicoes, para a direita, de

um mesmo vetor ag, a1, a9, . .., Qp_1.
Qo a1 a2 Ap—1
Ap—1 Qg a1
Ap—2 0Ap-—1
C =
ai as
Qp—1 Qo a1
a’l PR .. an72 a/nfl CLO

Notagao: Denotamos uma matriz circulante C' por C(ag, a1, as, . .

Qgp, a1, Az, . .

., Gp_1 SG0 os elementos da sua primeira linha.
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Exemplo 2.2.1.

a b c d
a b c
a b d a b c
Cla,b) =  Clab=|ca b | Clabed=
b a c d a b
b ¢ a
b ¢ d a
Representamos por C,, a matriz circulante, de ordem n, dada por C, = C(0,1,0,...,0),
ou seja,
010 -0
001 -0
Cn=
100 --- 0
. -4 nXn

Exemplo 2.2.2. Seja C, = C(0,1,0,...,0), mostre que p¢c, (x) = 2™ — 1.

Paran =2 en =3 jd foi feito no exemplo 2.1.4. Para n > 3, temos

s 1 0 0 0 |
0 x -1 0 0
po, () = det(xl — C,,) = det
0O 0 0 z —1
-1 0 0 0w |

Usando a regra de Laplace para calcular o determinante, considerando a enésima linha,

temos
-1 0 0 0 zr —1 0
r —1 0 0 0 = -1
po,(r) =ap(=1)"det | 0 x —1 .-+ 0 |+am(-D)"™det| 0 0 2
0 0 0 -1 0 O 0

Como as duas matrizes acima sao triangulares, seque do exemplo 1.4.6 que
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pon(z) = —1(=1)"T(=1)"" + 2(=1)*"2"" = pon(z) = 2" — 1.

Com esse exemplo podemos concluir que os autovalores de C,, sao as raizes enésimas da

unidade.

O prozimo resultado nos diz que dada uma matriz circulante qualquer C'(ag, a1, ag, . .., ap_1)
podemos escrevé-la como combinagdo linear da matriz circulante C, = C(0,1,0,...,0),
—_——
(n—upla)
1sto €,

C(a()? ai, g, . .. 7&n71) = Clo[ + alcn + GQCZ + a202 + - F anlcgfl-

Proposigao 2.2.3. Qualquer que seja a matriz circulante C' = C'(ag, a1, az, . . ., a,_1) vale

que o polinémio q(x) = ag + a1 + ax® + azx® + -+ + ap_12" ! satisfaz

C = q(Cy) = apl +a1Cy, + a;C% + a3C> + -+ - 4 a,_,C™ 1.

Prova: Temos

100 -0 010 ---0
010 ---0 001 -0
C:a/(:l . . . . . —I—al . . . . . +
000 1 100 0
- . 000 -+ 01
001 0
100 -+ 00
000 -+ 0
a (. |t t+tap1 |01 0 --- 0 0],
010 0
- - 000 -+ 10

ou seja,
C =aoC(1,0,0,...,0)4+a,C(0,1,0,...,0)4+a2C(0,0,1,...,0)+- - -+a,_1C(0,0,0,...,1).
Para concluir a demonstracao basta mostrar que

Ci = C(0,1,0,...,0) = C(0,0,0, ..., 1 )}
coordenada  (i+1)

Sejam

€1 = (1,0,0,...,0)
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€y = (0,1,0,...,0)
es =(0,0,1,...,0)
e, = (0,0,0,...,1),

os vetores da base canénica de R". Observe que C,, = C(e3), logo

010 ---0 010 ---0 0 01

001 -.---0 001 -0 0 00
Cp=CCo= 1| T

100 --- 0 100 --- 0 010
ou seja,

C2=(C(0,0, _1, ,...,0)=C(es)
30 termo

0 01 0 010 0 0 001

000 0 0 01 0 0000
C3=C2C, =

1 10 0 1 00 0 0 01 0
ou seja,

C3=C(0,0,0, 1 ,...,0)=C(es)
40 termo

Suponha valida a igualdade abaixo:

CZLZC(O,O,, 1 ,...,O)ZC(€i+1).

(i+1)°  termo
Entao
Cj:rl = C,;Cn = C(0,0,..., 1 ,...,0) = C<€i+2)~
(i42)°  termo

Portanto, a propriedade é valida para todo i € N.
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a b c 010 1 00
Exemplo 2.2.4. Sejam A= | ¢ a b |, Cs5=10 0 1|, I=101 0] ¢

b ¢ a 1 00 001
q(z) = a + bx + ca?.
Temos que,
1 00 010 0 01
q(C3) =al +bC5+cC5=q(C3)=a |0 1 0|+b|0 0 1 |4+c|1 0 0]|=
001 1 00 010
a b c
qC3)=1¢ a b | =A.
b ¢ a

O proximo resultado, apesar de sua simplicidade, é de extrema importancia para o

nosso estudo.

Proposicao 2.2.5. Sejam A uma matriz quadrada de ordem n, X € C* e A € C. Se
AX = M\X, entao A"X = \"X,Vn € N.

Demonstracao. Essa propriedade pode ser verificada pelo Principio da Induc¢ao Finita
(P.LF.)
(I) A propriedade é valida para n = 1, pois:

A'X =MX = AX = )\X
(IT) Suponha a propriedade vélida para n = k:
ARX = N\FX.

Vamos provar que a mesma vale para n = k + 1. De fato,

AFLX = AR(AX) = AP (AX) = M (APX) = A (VX)) = N X
Logo, a propriedade é valida para todo n € N. O

Teorema 2.2.6. Sejam ag, a1, as9,...,a,-1 € R e C = C(ag,a1,as,...,a,_1) uma matriz

circulante. Entao todos os autovalores de C' sao da forma q(\), onde \ € autovalor de C,,

e q(x) = ag + a1 + axx® + azx® + - -+ + a2 L.
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Demonstracao. Seja A um autovalor de C,, e seja X um autovetor associado ao autovalor

A. Entao

(M — C)X =0 CpX = \X.

Logo
(9N = CIX = [qN)] — (a0l + ar1Cy + axCy + asCy + -+ a, 1 O )]X
CLQI + alcn + CZQCS + GSCE +F an—log_l)X
apX + a;C, X + a2C’ZX + agCgX +- an_1Cg_1X)

= q(A)X —
=q(N)X —(
= q(N)X — (apX + e X 4+ ap\*X + as X + -+ ap  A"HX)
=qN)X — (ap + a1 A+ ap\? + az\® + -+ a,  AHX
(A)

X —q(N)X =0.

Visto que
CoX =X, C2X = N2X, C3X = X, ... Cr 71X = \vLX.

Mostraremos agora que dado um autovalor o de C' entao existe um autovalor A de C), tal
que o = q(A).
Considere o polinémio

r(z) =q(z) —o

de grau n — 1. Pelo teorema fundamental da aritmética podemos escrever

n—1

r(x) = ap-1- H(f — 1)

i=1
onde p; s@o as raizes complexas do polinémio r(x).

Seja y # 0 um autovetor de C' associado ao autovalor ¢. Dai,
C-y=0-ye (C—0ol)-y=0.

Assim a matriz C — ol é nao invertivel.

Note que

n—1

r(Cy) =q(Cp) —cl =C -0l =ap_1 - H(Cn — pil).

i=1
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Como C — ¢l é uma matriz nao inversivel, entao para algum i =1,2,...,n — 1, a matriz

C, — ;I é nao inversivel. Logo u; é autovalor de C,. Sendo p; uma raiz do polindémio

entao
0=r() = q(i) — o = q(;) = 0.

[]

n n
da unidade de ordem n. Segue que todas as raizes do polindomio caracteristico de C,

. . T . 2 .
Como vimos no exemplo 1.1.3, considere w; = cos (—) + ¢ - sen —) uma raiz

sao da forma w! com ¢ = 0,1,2,...,n — 1. Logo, dada qualquer matriz circulante
C = C(ag,a,as,...,a,—1) todas as raizes do polinémio caracteristico de C' sdo da forma
q(wi) = ag + a1wi + as(w?)? + az(w?)3 + -+ + a1 (W)L
1 21 3
. , 31 21 . . .
Exemplo 2.2.7. Considere a matriz C' = C(1,2,1,3) = cujo polinémio
1 3 1 2
2 1 31

caracteristico €
po(x) = det(x] — C) = 2* — 42® — 202% — 4o — 21

e tem associado a ela o polinémio q(x) = 1+ 2z + 2% + 323.
Note que as raizes de pc(x) sao:

qW?) =q(1)=1+21+1*43.13 =17, pois
po(7) =T —4.7 —20.7° —4.7-21=0
qwi) = q(i) =1+ 2.0+ + 343 = —i, pois
po(—i) = (—=i)* — 4.(=4)* — 20.(—i)* —4.(—i) =21 =0
q(w?) = q(—1) = 1+ 2.(=1) + (=1)? + 3.(—1) = =3, pois
po(—3) = (=3)* —4.(=3)*> =20.(—3)* —4.(-3) - 21 =0
qwd) = q(—i) =14 2.(=i) + (—=i)* + 3.(—1)> = 4, pois

po(i) =i' — 4.4° — 20.i* — 4.4 — 21 = 0.
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2.3 Matrizes Circulantes na resolucao de equacoes po-
linomiais de grau < 5

Utilizaremos agora o que foi mostrado nas secgoes anteriores para resolver equagoes de
grau menor que cinco através das matrizes circulantes. Mas antes, vamos explicar porque
podemos usar as matrizes circulantes e em que isso facilita o cilculo das raizes.

Primeiro note que dada qualquer matriz circulante conhecemos todas as raizes do seu
polinémio caracteristico.

Dado um polindémio de grau n < 5 que desejamos conhecer as suas raizes, podemos
supor que este polindbmio é o polinémio caracteristico de uma matriz circulante de or-
dem n (igual ao grau do polindmio), simplesmente porque sabemos todas as raizes deste
polindmio caracteristico.

Entao, passamos do problema de encontrar raizes ao problema de encontrar a solucao
de um sistema de equagoes obtido pela igualdade de polinémios.

Vejamos como funciona:

Seja p(x) um polindémio do qual se deseja encontrar as raizes.

e Em primeiro lugar, substituiremos a variavel = do polinémio p(z) por outra variavel,
y por exemplo, de modo a eliminar o coeficiente de grau (n — 1), de acordo com o
procedimento descrito abaixo.

Seja p(r) = apx™ + Ap_12" ' + ap_22" % + a,_ 32" 3 + -+ + ap = 0, uma equagao
polinomial de grau n.

Substituindo z = y + @ em p(z), podemos escolher um valor conveniente para a de
modo que o novo polinémio, na variavel y, seja desprovido do termo de grau (n —1),

ou seja, o coeficiente do termo de grau (n — 1) é igual a zero.
Vejamos:

Vamos relembrar a féormula do desenvolvimento do Bindmio de Newton.

n_ (™) n 0 Y\ n-1 1 Y\ n-2 2, Y o on
(y + «) —<O)ya —i—(l)y a+(2>y o+ +(n)ya



Vamos agora substituir  por y+ « no polindémio p(x) acima, obtendo entao um novo

polindmio na variavel y:

p(y) = an(y+ )" + ap1(y + )" F oy + )"+ a3y +a)"F+ -t ag

=a, (Y +ny" et ) Fap (YT ™) g
= a,y" + (an.na+ an_1)y" "+ + a.
Como queremos que o coeficiente do termo de grau (n — 1) seja zero, temos

ap.n.cc + a,—1 = 0.

Logo

an—1 ~ . C e e
Fazendo x =y — na equacao polinomial inicial obteremos
na,

p(y) = any™ + bp_oy™ 2+ -+ by = 0.

Note que o polindémio p(z) nao tem as mesmas raizes que p(y), mas, existe uma
ap—1

bijecao entre as raizes destes polinomios, pois x; = y; — .
na,

Calcula-se o polinémio caracteristico da matriz circulante C' = C(0, ), C(0,b, ¢) ou
C = C(0,b,c,d) associada ao polinémio p(y), dependendo do grau de p(y), e a cada
matriz circulante associa-se um polinémio da forma q(y) = by, q(y) = by + cy® ou

q(y) = by + cy® + dy?, respectivamente.
Justificativa para a escolha da matriz circulante:

Seja uma matriz A, = A. Prova-se que o polindémio caracteristico de A é dado por
pay) = det(yl — A) = y" —tr(A)y" ' + ap2y" > + ap3y" 7 + -+ - + (=1)"det(A).
(Introdugdo & Algebra Linear, Colecio PROFMAT, cap. 9, pag. 256 ). Como, no
nosso caso, a matriz A é circulante, ou seja, A = C(ag,as,...,a,-1), o trago de A é
dado por tr(A) = n-ap. Como queremos que o coeficiente do termo de grau (n — 1)
seja zero, deve ocorrer tr(A) = n-ay = 0. Devemos ter ap = 0, ja4 que n nao pode

ser zero por se tratar da ordem da matriz.

Faz-se pc(y) = p(y) e resolve-se o sistema a fim de determinar as entradas da matriz

circulante.
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e A solucao desse sistema de equacoes nos fornece os valores dos coeficientes do po-
linomio q(y) = by, q(y) = by + cy® ou q(y) = by + cy® + dy?, dependendo do grau do
polinémio p(y).

e Pelo teorema 2.2.6 os autovalores de C' (raizes de p(y) = 0) s@o os valores de g(\),

sendo A os autovalores da matriz circulante C,,, onde n é o grau de p(y).

e De posse das raizes de p(y), substitui-se essas raizes na expressao da mudanga de

variavel, obtendo-se assim as raizes de p(z).

2.3.1 Equagoes do segundo grau

Exemplo 2.3.1. Encontre as raizes de p(x) = > — 5z + 6.

) 1
Fazendo x = y + 2 obtemos p(y) = y* — 7

Considere a matriz circulante C = C(0,b). O polindmio caracteristico de C' € o po-

lindmio

po(y) = det(yl — C) = det 4 — 22

Fazendo pc(y) = p(y), obteremos

Por conveniéncia adotaremos b > 0.

Assim a matriz circulante C' = C(0, %) € tal que o seu polindmio caracteristico € igual

ao polindomio dado.
1
Considere q(y) = by = Y-

Como pc,(A) = A\ — 1 e 1 sdo as raizes desse polinémio, seque que (1) e g(—1) sao

as raizes de pc(y) = p(y).

1 1 1 1 5
Portanto as raizes de p(y) = y*> — = s@oy; = = eyo = —=. Assimxy =~ +-=3 ¢
4 2 2 2 2
SR
To — 5 9 = z.

Exemplo 2.3.2. Encontre as raizes de p(z) = > — 4x + 5.

Fazendo x = y + 2, obtemos p(y) = y* + 1.
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Considere a matriz circulante C = C(0,b). O polindmio caracteristico de C' € o po-

linomio
poly) = det(yl — C) =det | ¥ V| =i
by

Fazendo pc(y) = p(y), obtemos b> = —1 < b= 4+/—1 = +i.

Por conveniéncia adotaremos b > 0.

Assim a matriz circulante C' = C(0,7) € tal que o seu polindmio caracteristico é igual
ao polindomio dado.

Considere q(y) = by = 1y.

Como po,(A\) = X2 —1 el =1 e Xy = —1 sdo as raizes desse polindmio, seque que
q(1) e q(—1) sao as raizes de pc(y) = p(y).

Portanto as raizes de p(y) = y> + 1 sdo y; = i e yp = —i. Assimx; = i+ 2 ¢
To = —1 + 2.

Forma geral: seja um polinomio de segundo grau, p(z) = 2 + ax + .

45 — o?

Q@
Fazendo x = y — — efetuamos a mudanga de variavel, obtendo p(y) = y? + 1

Considere a matriz circulante C' = C(0, b).

O polinémio caracteristico de C' é o polinémio

pe(y) = det(yl — C) = det v b =y? — b
by
Fazendo pc(y) = p(y),temos
b = @ Sb=+ @.
Por conveniéncia adotaremos b > 0.
Assim a matriz circulante C' = C(0, 052%4%) é tal que seu polinémio caracteristico
¢ igual ao polinémio dado.
Considere ¢q(y) = by = w!y.

Pelo teorema 2.2.6 os autovalores de C' (raizes de p(y) = 0) sdo os valores de g()),
sendo A os autovalores da matriz circulante Cy = C(0, 1), ou seja, as raizes quadradas da
unidade (A\; =1 e Ay = —1).
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Entao temos:

a? —4p
—~1) = — =
q(—1) 1 N
a? — 48
1 p— p—
q(1) 4 Y2
!
Como x =y — X temos:
a? —48  «
T = — -—.
' 4 2
o> —48 «
Ty = - —.
? 4 2

2.3.2 Equacoes do terceiro grau

Exemplo 2.3.3. Determine as raizes de p(x) = z* — 62% + 11x — 6.

—6
Fazendox:y—% =y+ 2, vem

py) = (+2)°—6(y+2°+11(y+2) -6 =ply) =y’ —v.

Vamos associar a ele a matriz circulante C = C(0,b,¢) e q(y) = by + cy?® o polinémio
associado a C.

Determinando o polinémio caracteristico de C, temos

y —b —c
pe(y) =det(yl —C)=det | —¢ y —b | =¢° — (Bbo)y —b* — .
—b —c vy
Fazendo pc(y) = p(y), temos
1 1
—3be = — be = = b = —
3bc 1 - c=3 - C o
- =0 B+c=0 V+c=0

1
Note que b® e ¢® sdo as raizes da equacio t> — 0t + — = 0. Logo

27
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Pl
27 27
Entao
—b3—+ Z
\/2_7
\/Z_ \/_[ 0s(= )+Zsen(g
1 T4+ 2km T+ 2km
b=} cos(2 + isen(2 ke {0,1,2}.
leos() s isen( sk € {0.1,2)
Fazendo k =0, obtemos
1 s s
cos + isen(—
— sleos(E) + isen(5)
3 3 3.1
b:—(£+z’.—):+—\/—2.
/32 6
Como bec = =, vem ¢ = 1 2 _ 3= V3 e
-3 (BB T3+43i 0 6
3+ /3. 3 — /3.
aly) = by e = (2 g+ ()
14 1
Como po,(A\) =N —1eX =1, = +TZ\/§ e X3 = T@\/ﬁ sGo as raizes desse

polinémio, seque que q(A1),q(A2) e q(A3) sdo as raizes de pe(y) = p(y).

Logo
no= q(Al):(3+T‘/§‘i).1+(3_T‘/§'i).12:1
T R Y
o= g = B (T B VE TV,

6

Portanto, como x = y + 2, temos

T3 = Ys+2=0+2=2.
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Exemplo 2.3.4. Encontre as raizes de p(z) = 23 — 32? — 3z — 1.

-3
Fazendo x =y — % =y+1, vem

p(y) = (y+17° =3y +1)2=3y+1)—1=ply) = 4> — 6y — 6.

Considere a matriz circulante C = C(0,b,¢) e q(y) = by + cy? o polinémio associado a

C. Seque que o polinomio caracteristico de C é:

y —b —c
pe(y) =det(yl —C)=det | —¢ y —b | =¢° — (Bbo)y —b* — .
—b —c y
Fazendo pc(y) = p(y), temos
—3bc = —6 be = 2 Ve =8
= =
—b -3 =-6 b+ =6 b+ =6

Note que b® e ¢® sdo as raizes da equacdio t> — 6t +8 = 0. Entdo

Da7

Como bc = 2, obteremos

2,
c=—==V4
V2
Segue que q(y) = 2y + V4y?.
~1+iV3

Como pc;(A) =X —1l e =1, = e \g = sao as raizes desse

—1—iV3
2
polinomio, seque que q(A1),q(N2) e q(A3) sao as raizes de pc(y) = p(y).

Entao as raizes de p(y) sao:

y o= q\) =V21+ V412 =2+ V4

o = q(he) = V2 + VA(N)® = S[(-V2 = V4) +iV3(V2 — V4)]
[(—V2 — V4) —ivV3(V2 — V4)).

NSRS NN I

ys = q(\3) = V23 + V4(Ng)? =

Portanto, as raizes de p(z) = 2* — 32* — 3z — 1 = 0 sao:

o8



T, = p+1=1+V2+V4
v o= 1= @ V2 VA) + V(Y2 - V)
vy = gt 1= (2 V3 VA) - VB2~ V)]

Formal geral: Vamos transformar p(r) = x3+ax?+ Bz+ na forma p(y) = y>*+py+q,
eliminando-se o termo de 2° grau em p(z). Para isso, devemos fazer a substitui¢ao de x
«
or (y——).
P (y 3)
Dado p(y) = y* + py + ¢, vamos associar a ele a matriz circulante C' = C(0,b,¢) e
q(y) = by + cy? o polindmio associado a C.

Determinando o polindémio caracteristico de C, temos

y —b —c
pe(y) =det(yl —C) =det | —¢ y —b | =¢° — (3bo)y —b* — .
—b —c vy
Fazendo pc(y) = p(y), vem
—3bc=1p bc = _b b33 = _i
& 3 & 27
—b'—c*=gq b+ =—q B+ =—q

3

Note que b® e ¢ sao as raizes da equacao t? + gt — % = 0, que resolvida nos da como

3 3
s —p+\/q2+‘§%éb ) (—p+\/q2+‘§%>
1: = pu— .

2 2

raizes, t1 e to.

Depois de determinado o valor de b, que é o calculo da raiz ctubica do nimero complexo

Ap3
)

. . p
, determinamos o valor de ¢ considerando que bc = —=.

3

2

P 2
c=—=

3 / 4p3

Determinados os valores de b e ¢ podemos escrever ¢(y):

4p3
I G ARV p 2 )
q(y) = 5 y—3 — |V
—Pt+\/q°+ 5
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Como pe,(A) =X —led =1, =

2

—1+iV3

e)\g

—1—iV3
2

sao as raizes desse

polindmio, segue que g(A1),q(A2) e g(A3) s@o as raizes de po(y) = p(y).

As raizes de p(y) sao:

1= q(\) =
Y2 = q(A2) =
ys = q(A3) =

2 (1)_5

P+ P+ % '
27 —141iV3

2 2

—pta/t+ 2 '
27 —1—iv3

) (S

>_
>_

2
VE+ %

p 2 (—1+i\/§>2
3 p+ q2+42L7“ 2

p P (—1—@'\/3)2
3 L+ q2+% 2 )

a
Para determinar as raizes de p(x) é suficiente substituir y;,ys € y3 em z =y — 3 obtendo

assim T, To € T3.

2.3.3 Equacgoes do quarto grau

Exemplo 2.3.5. Determine as raizes de p(x) = z* — 4x

3

— 202 — 4 — 21.

4
Fazendo x =y + 1oyt 1, obtemos p(y) = y* — 26y* — 52y — 48.

Vamos igualar a esse polindémio o polindémio caracteristico da matriz C' = C(0,b,¢,d).

O polinomio caracteristico de C' € dado por

pe(y) = det(yl — C) = det

—d

= po(y) = y* — (4bd + 2¢%)y* — 4c(b® + &)y + (¢* — b* — d* — 4bdc® + 20°d).

Igualando esse polindmio caracteristico a p(y), temos

Temos bd =

4bd + 2c¢* = 26
4e(b* + d*) = 52

ct — bt —d* — 4bdc® + 2b%d* = —48

13 — 2

e b+ d?
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13)° 13 — ¢ 13 — 2\ ?
A —(b*4d*)? —4bdc® +4b*d* = —48:>c4—(?3) —4&( 32 ¢ )+4< 32 ¢ ) = —48

= 4c% — 52¢ +217¢2 — 169 = 0.

Fazendo ¢ = t, vem
)

42 — 5212 + 217t — 169 = 0.

Dat

4 1 _ 2
b — 3—c
4bd + 2c2 = 26 L 2
B2 = =2
4e(b? + d?) = 52 S 9
2
A bt — Abde® 4 2P — —48 =1
At — 52t + 217t — 169 = 0

\
Resolvendo-se essa equagao do terceiro grau (procedimento jd visto no item 2.3.2),
encontraremos t; = 1,to = 6 + gi, t3 =6 — gz

Tomaremos t; = 1, logo

c=1, bd=6, bV +d*=13.

Como b*d* = 36 e b*+d? = 13, temos que b? e d* sao as raizes da equacio z*—13z+36 =
0, logob> =4 ed* =9, dat, b=+2 e d = +3.

Sendo bd = 6, para b= 2 teremos d = 3.

Sendo 1,i,—1 e —i as raizes quartas da unidade e q(y) = 2y + 1y* + 3y, entio as

raizes de p(y) sao:
y = q(1)=21+1.1*+31°=6
v = q(i) =24+ 14> +3.%=—-1—1

Ys =

o~

(
(
(=) =2.(=1)+1.(=1)* +3.(-1)* = —4
(—

yr = q(—i) =2.(—i) + 1.(=)* +3.(=i)® = =1 +1i.
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Substituindo essas raizes em x =y + 1, encontraremos as raizes de p(z):

ry = n+1=7
To = Yot+1l=—i
3 = ys+1=-3
Ty = Ya+1=1.

Exemplo 2.3.6. Encontre as raizes do polinémio p(x) = x* — 1023 + 3522 — 50z + 24.

1 5 5 9
Fazendo v =y + 7= + o1 em p(xz) obtemos p(y) = y* — §y2 — 0y + R

Vamos igualar a esse polindmio a matriz C = C(0,b, ¢, d).

O polinémio caracteristico de C' € dado por

y —b —c —d

—d y —-b —c
pc(y) = det(yl — C) = det

—c —d y —b

—b —c —d y

pe(y) =y — (4bd + 2¢%)y? — 4c(b* + &)y + (¢ — b* — d* — 4bdc® + 26°dP).

Igualando esse polinomio caracteristico a p(y), temos

5
4bd + 2¢* = —
2
4e(b* +d*) =0
ct — bt — d* — 4bdc? + 2b%d? = 3

16
De 4c(b* + d?) = 0, temos ¢ =0 ou b* + d* = 0.
Para ¢ =0, obtemos
dbd = 2 bd = > R — 2
—bt — d* + 20%d? = — —(V* + d?)* + 4°d* = — V+d? =41
16 16
2 2 o ‘, ~ 2 5 .
Os wvalores de b* e d* sao as raizes da equacao t* —t + o1 0, ou seja,
; 1 n 3. ; 1 3.
=—+4+-1 e == — —1.
T2y ‘T2 8

Portanto
62



Cdlculo de b:

5,4 3
z = p(cosh + isend) = g(g + 5@)

W = E =/ [cos (9 +22k7r) +isen (9 +22k7r>}
wy = g |:COS (9+22k7r) + isen (0 +22k7r)} ke {0,1}

5 0 , 0
Para k=0 éwo—\/g{cos <§>+zsen <§>]
0 1 —cosf 0 1+ cosf
)=/ — sl=f—
sen (2) 5 € Ccos (2) 5
—. Logo

Como sen(f) > 0 e cos(f) > 0, entao 0 < 0 < g e portanto 0 < 3 <7

Sabemos que

3

sen(g) >0e cos(g) > 0.

Da7

1OjL 10

10
_[(3\/_ \/_> m(gm .m)_za 1
Wy = 3 —+1 = +Zz.

Cdlculo de d:

1
Sendo bd = §, fazendo b = Z + 11 teremos
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5 5 3 _ 1, 5(3_1;
d—_8 _ _8 4 42_8(4 41)_§_1i
=3, 1, 3,13 1, 5 = .
it it 1ot 8 4 4

Determinagao do polinomio q(y) :

= =) (1)

Y2 = ﬂa:(%+£0¢+(§—%)ﬁz—%

o= a0 = (F430) 0+ (G- 51) =3
3
i

w = a0 = (3+7) o+ (3-0) o5

Portanto, as raizes de p(x) sao:

r = +§—§+§—§—4
Lo Ty =5 T5757
RPN B B B
S T S N
T3 = +5——3+5—2—1
3T BTy T T T T
51,5 6,
SR RS S

Forma geral:
Considere o polindémio do quarto grau p(z) = z* + ax® + Bz* + vyx + 6.
o
Fazendo a substitui¢ao de z por (y — Z) em p(x), obtemos o polindbmio
4 2
py) =y +py +ay+r.
Admitiremos que os coeficientes (p,q,r) nao sejam todos nulos, para evitar o caso

trivial p(y) = y*.

Admitamos a matriz circulante C' = C(0,b, ¢, d).
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O polinémio caracteristico de C' é dado por

po(y) = det(yl — C)

y —-b —c —d

—d —b —c
= det Y

—c —d y —b

—b —c —d vy

pe(y) = y* — (4bd + 2¢%)y* — 4e(b* + &%)y + (¢* — b* — d* — 4bdc® + 2b°d°).
Igualando esse polindmio caracteristico a p(y), temos

4bd + 2¢* = —p
4e(b? + d?) = —q
ct— bt — d* — 4bdc? + 20*d% = r
Observe que da primeira e segunda equacoes podemos escrever bd e b? + d? em funcao

de ¢ e entao reescrever a terceira equacao em funcao de c.

¢ (p+22)?

4 2 | 2\2 2 22 _ 4 2 2 _
¢t — (b* 4+ d°)" — 4bde +4bd—r:>c—1662—|— 1 + (2 +p)ct =7
2 2
6 , P 2 p~ —dr 24 _
=c ~|—2c +( G )c 6l 0.

Fazendo ¢? = t, obteremos uma equacao de terceiro grau em t,

2_4 2
t3+]—)t2+(u>t—q—20.

2 16 64
Dai
4 - _22
bd:%
4bd+202:—p b2+d2:__q
4e(b* + d?) = —q & de
4 14 4 2 2 12 ¢t =t
c* —b* —d* — 4bdc® + 2b°d* =r t3+2t2+ P — dr t_q_2:0
\ 2 16 64

Uma solucao dessa equacio de grau 3 nos fornece um valor de ¢? e dai, substituindo

esse valor na expressao de bd e b? + d* descobriremos os valores de b e d, determinando
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assim, o polindémio ¢(y). Substituindo os autovalores de Cy que s@o 1,7, —1, —i em

q(y) = by + cy? + dy? encontraremos as raizes de p(y). Ou seja,

q(1) = b4+c+d=y
(1) = —btc—d=y

q(i) = bi—c—di=i(b—d)—c=1y;
q(—=i) = —=bi—c+di=i(d—b)—c=uys.

.

Substituindo-se agora cada y; em x; = y; — §(i = 1,2,3,4) encontraremos as raizes de

p(z), terminando assim, a resolu¢do da equagao do quarto grau.

2.3.4 Equagoes de grau maior ou igual a cinco

Descoberta a formula para equacao quartica, muitos matematicos achavam que so seria
uma questao de tempo para encontrar a resposta da equacao de quinto grau aplicando a

técnica de reducao de grau, pois nao ¢ dificil ver que a transformagao

n.ay

converte qualquer equacao completa de grau n da forma
anZ" + p 12" a0 4 asr? + g + a9 =0

em uma equacao de grau n em Z, faltando o termo de grau n — 1.

Um médico chamado Paolo Ruffini (1765 — 1822), em 1803, 1805 e 1813 deu uma prova
incompleta, ou melhor, sem muito rigor matematico, considerando impossivel a solucao
por radicais para equagoes maiores ou iguais ao quinto grau.

Niels Henrik Abel (1802-1829), tendo verificado este trabalho de Ruffini, conseguiu
provar por meio da algebra classica a insolubilidade dessas equacoes por radicais. Em
1832, Evariste Galois (1811-1832) provou, antes de um duelo de pistola que o levaria a
morte, a impossibilidade para as equagoes de grau maior ou igual a cinco terem solugoes
por radicais, sendo a demonstracao feita por meio da algebra moderna.

[Wellington José Ferreira, Curso de Matematica, Universidade Catolica de Brasilial
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Capitulo 3

SEQUENCIA DIDATICA

Apresentaremos neste capitulo uma sequéncia didatica, com o conteudo desenvolvido
no nosso trabalho, destinada aos alunos do terceiro ano do ensino médio com o objetivo
de melhor prepara-los para alguns vestibulares do pais, como por exemplo: Ita, Fuvest
e outros. Em particular, para que os alunos que pretendem cursar a area de exatas

ingressem no ensino superior em melhores condi¢oes de acompanhar os cursos.

3.1 [1° dia de aula] - NUMEROS COMPLEXOS

(Duragao: 3 horas)

3.1.1 Objetivos

Dar aos alunos uma visao mais ampla do universo dos ntimeros levando-os a reconhecer
os nimeros reais como subconjunto do conjunto dos nimeros complexos(C). Para tanto,
aproveitamos a curiosidade dos alunos sobre a resolucao de equagoes do segundo grau,
utilizando a férmula de Bhaskara, nas quais o discriminante é negativo. Uma vez intro-
duzido o conceito de niimeros complexos, os alunos deverao ser capazes de reconhecer as

formas de representagao e efetuar operagoes com esses nimeros.
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3.1.2 Contetidos apresentados

Defini¢ao de nimeros complexos.

Poténcias de i.

Forma algébrica e forma trigonométrica.

e Operacoes com numeros complexos: na forma algébrica e na forma trigonométrica.

3.1.3 Metodologia

Iniciaremos com a resolucao de uma equacao do segundo grau que tenha discriminante
negativo, usando a féormula de Bhaskara. Usaremos como argumento de nossa exposi¢ao
a raiz quadrada desse discriminante, visto que, até entao, o aluno encerrava a resolugao
dessas equagoes, por entender que essa raiz quadrada nao pertencia ao conjunto universo
adotado, o conjunto R. Em seguida, introduziremos a unidade imaginaria ¢ e a definicao
de nimeros complexos. Na sequéncia da exposicao dos contetidos da nossa aula serao

resolvidos varios exemplos com o objetivo de fixar bem o contetdo.

3.1.4 Procedimento avaliativo

A avaliagao seré feita da seguinte forma: Os alunos se dividirao em grupos para resolver
exercicios propostos com posterior exposicao, através da qual serd analisado o aprendi-
zado.

Tempo estimado: 1 hora.

3.2 |2° dia de aula] - MATRIZES

(Duragao: 3 horas)

3.2.1 Objetivos

Ao final desta aula os alunos deverao ser capazes de: representar genericamente uma
matriz, construir matrizes a partir da sua lei de formagao, reconhecer os tipos de matrizes

e seus elementos, e realizar as operacoes entre elas.
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3.2.2 Contetidos apresentados

e Conceito e operagoes com matrizes.
e Propriedades das operacoes com matrizes.

e Resolugao de exercicios sobre as operagoes destacando a multiplicagao de matrizes.

3.2.3 Metodologia

Sera apresentado o conceito de matriz através da organizacao de dados de uma ob-
servacao, em forma de tabela, e destacadas as vantagens dessa representacao. Utilizarei
para tal, algumas situagoes, como por exemplo: a organizacao dos alunos em sala de
aula, os digitos de um teclado de celular, a utilizacao de dados no [Excel|, entre outros.
Dando sequéncia, apresentaremos as operacgoes e suas propriedades através da resolucao

de exemplos.

3.2.4 Procedimento avaliativo

Os alunos se dividirao em grupos para resolver exercicios propostos com posterior
exposicao, através da qual sera analisado o aprendizado. (Sugestdo: exercicios 1 e 2 da
lista de exercicios).

Tempo estimado: 1 hora.

3.3 [3° dia de aula] - DETERMINANTES

(Duragao: 3 horas)

3.3.1 Objetivos

Os objetivos dessa aula sao: ensinar aos alunos como calcular determinante de matriz
de ordem 2 e ordem 3 e reconhecer que um determinante pode ser desenvolvido a partir
de qualquer linha ou coluna e aplicar a definicao para calcular determinante a partir da

fila mais conveniente.
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3.3.2 Contetidos apresentados

Definicao de determinante.

Mostrar que o determinante de uma matriz quadrada pode ser encontrado fazendo

uso de qualquer fila (linha ou coluna).

Calculo de determinantes de ordem 2 e de ordem 3 (Regra de Sarrus).

Resolugao de sistemas de equacoes lineares 2 x 2 e 3 x 3 fazendo uso de determinantes.

3.3.3 Metodologia

Iniciaremos a aula mostrando como fazer o calculo de determinante de ordem 2 e de
ordem 3 (regra de Sarrus). Em seguida, apresentaremos a defini¢do de determinante
de qualquer ordem (teorema de Laplace). Na sequéncia, mostraremos a aplicagdo dos
determinantes na resolucao de sistemas de equacgoes lineares n x n através da regra de

Cramer.

3.3.4 Procedimento avaliativo

Os alunos se dividirao em grupos para resolver exercicios propostos com posterior
exposicao, através da qual seré analisado o aprendizado. (Sugestao: exercicios 3, 4, 5 e 6
da lista de exercicios).

Tempo estimado: 1 hora.

3.4 [4° dia de aula] - RESOLUCAO DE EQUACOES
DO 2° E 3° GRAUS

(Duragao: 3 horas)

3.4.1 Objetivos

Revisar com os alunos a resolucao de equacoes do segundo grau, através da féormula
de Bhaskara, e ensinar a resolver equagcoes de 2° e 3° graus usando o procedimento das

matrizes circulantes.
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3.4.2 Contetidos apresentados

e A formula de Bhaskara.

e Comparagao da resolugao de equagoes do 2° grau usando a féormula de Bhaskara e

matriz circulante.

e Estender a resolucao de equagoes do 2° grau usando matriz circulante para a reso-

lucao de equacgoes do 3° grau.

3.4.3 Metodologia

Comecaremos com a apresentacao da formula de Bhaskara para resolver equacoes do
2° grau, em seguida introduziremos o conceito de matriz circulante na resolucao dessas
equacoes, destacando a facilidade quando se usa esse segundo método. Dando sequéncia
a nossa aula, estenderemos esse método das matrizes circulantes para a resolucao de

equagoes do 3° grau através de exemplos.

3.4.4 Procedimento avaliativo

Os alunos se dividirao em grupos para resolver exercicios propostos com posterior
exposicao, através da qual seré analisado o aprendizado. (Sugestao: exercicios 7, 8 ¢ 9 da
lista de exercicios).

Tempo estimado: 1 hora.

3.5 [5° dia de aula] - RESOLUCAO DE EQUACOES
DO 4° GRAU

(Duragao: 3 horas)

3.5.1 Objetivos

Ensinar aos alunos a resolver equagoes do 4° grau através do método apresentado na
aula anterior, matrizes circulantes, levando-os a perceber que esse método é tinico para

qualquer equacao de até o 4° grau.
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3.5.2 Contetidos apresentados

e Apresentacao da resolucao de equagoes do 4° grau usando as matrizes circulantes.

3.5.3 Metodologia

Comecaremos fazendo uma breve revisao sobre a aula passada e, em seguida, estende-
remos o método das matrizes circulantes para a resolucao das equagoes do 4° grau através

de exemplos.

3.5.4 Procedimento avaliativo

Os alunos se dividirao em grupos para resolver exercicios propostos com posterior
exposigao, através da qual serd analisado o aprendizado. (Sugestao: exercicio 10 da lista
de exercicios).

Tempo estimado: 1 hora.
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Lista de exercicios

Propomos uma lista de exercicios para ser trabalhada junto com a sequéncia didéatica.

01) (UFRJ) Uma confecgao vai fabricar 3 tipos de roupas utilizando 3 materiais diferentes.
Considere a matriz A abaixo, onde cada elemento a; representa quantas unidades de

material j serao empregados para fabricacao de roupas do tipo .

5 0 2
013
4 21

A:

a) Quantas unidades de material 3 serao empregados na confec¢ao de uma roupa tipo 27
b) Calcule o total de unidades do material 1 que serda empregado para fabricar cinco

roupas do tipo 1, quatro roupas do tipo 2 e duas roupas do tipo 3.

02) (COVEST) Um nutricionista pretende misturar trés tipos de alimentos (A, B e C) de
modo que a mistura resultante contenha 3600 unidades de vitaminas, 2500 unidades de
minerais e 2700 unidades de gorduras.

Consulte a tabela abaixo e diga qual quantidade de cada alimento deve compor a mistura.

Vitaminas | Minerais | Gorduras
40 100 120
80 50 30
120 50 60

Tabela 3.1: Tipos de alimentos e misturas

03) Resolver em R a equagao

det




04) De quantas maneiras diferentes ¢ possivel trocar R$ 20,00 por notas de R$ 1,00,

R$ 2,00 e R$ 5,00, com pelo menos uma nota de cada um desses valores?

05) Resolver o sistema
r+3y=>5
20+ Ty =12

06) Resolver o sistema
r+2y+32=7
2r+y+z2=4
r+3y+z2=14

07) Um estudo concluiu que para compensar a poluigdo produzida por carros e 6nibus
seria necessario plantar 1 drvore para cada 1000 km percorridos de carro e 5 arvores a cada
1000 km percorridos de 6nibus. Um ecologista fez uma viagem de 4000 km percorrendo
uma parte de carro e o restante de onibus. Se ele plantou 16 &rvores para compensar a

poluicao produzida, quantos quilometros ele percorreu de carro e de 6nibus?
08) Resolver a equagao z* — 6z + 13 =0
09) Resolver a equagao 2 — 9z + 26z — 24 = 0

10) Resolver a equacao z* — 523 + 722 — 52 + 6 = 0
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Respostas

01) a) 3 unidades; b) 33 unidades
02)A=10g B=10g C=2¢g

03) S = {4,5,9}

04) 13 maneiras diferentes

05) S = {—1,2}

06) S = {0,5,—1}

07) a) Carro: 1000 km; b) Onibus: 3000 km
08) S = {3+ 2i,3 — 2i}

09) S = {2,3,4}

10) S = {2,3,4, —i}
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Apéndice A
P.I.LF. e Programa do Enem

Este apéndice esta dividido em duas partes: A primeira, [A], trata do P.I.F. (Princi-
pio da Indugao Finita), procedimento muito tutil na demonstracao de propriedades e a
segunda, |B], apresenta o contetdo programatico do Enem com o objetivo de mostrar a
auséncia dos topicos apresentados no primeiro capitulo.

[A] - Principio da Indugao Finita

O principio da indugao finita (P.I.F.), ou principio da indu¢ao matematica, ¢ um proce-
dimento matematico muito utilizado nas demonstracgoes de propriedades. Existem outras
maneiras de se fazer essas demonstragoes, porém, o principio da inducao finita é, com
certeza, mais uma ferramenta disponivel, muito 1til e um grande facilitador.

Uma explicagao muito interessante sobre esse principio pode ser vista no livro Inducao
Matemdtica do professor Abrahmo Hefez:

“E preciso ter clareza que a Inducdo Matematica é diferente da inducdo empirica das
ciéncias naturais, em que é comum, apds um certo nimero, necessariamente finito, de
experimentos, enunciar leis gerais que governam o fenémeno em estudo. Essas leis sao tidas
como verdades, até prova em contrario. Na matemaética, nao ha lugar para afirmacoes
verdadeiras até prova em contrario. A Prova por Indugao Matematica trata de estabelecer
que determinada sentenca aberta sobre os naturais é sempre verdadeira.

A indugao empirica foi batizada, de modo irdnico, pelo matematico, filésofo e grande
humanista inglés do século passado, Bertrand Russell (1872-1970), de indugdo galinacea,
com base na seguinte historinha:

Havia uma galinha nova no quintal de uma velha senhora. Diariamente, ao entardecer,
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a boa senhora levava milho as galinhas. No primeiro dia, a galinha, desconfiada, esperou
que a senhora se retirasse para se alimentar. No sequndo dia, a galinha, prudentemente,
foi se alimentando enquanto a senhora se retirava. No nonagésimo dia, a galinha, cheia
de intimidade, ja nao fazia caso da velha senhora. No centésimo dia, ao se aprorimar a
senhora, a galinha, por inducao, foi ao encontro dela para reclamar o seu milho. Qual
nao foi a sua surpresa quando a senhora pegou-a pelo pescoco com a inten¢ao de po-la na

panela. ”

Proposicao A.0.1. Seja n um nimero natural que possui uma propriedade P(n). P(n)
¢ verdadeira para todo niumero natural, se e somente se, forem verificadas as sequintes
condicoes:

(I)P(1) € verdadeira.

(II) Se P(k) € verdadeira, entio P(k+ 1) também é verdadeira.

Exemplo A.0.2. Seja n um numero natural. Prove, usando o principio da indu¢ao

finita, a sequinte propriedade P(n): A soma dos n primeiros nimeros naturais € dada

_ n(n+1)
pela expressao —

Resolucao A.0.3. Devemos provar que

1
1+2+3+~-+n:n(n;r )
. (I) P(1) € verdadeira, pois
| — 1(1+1)
2

(I1I)Suponha P(k) verdadeira, ou seja
k(k+1
1+2+3+---+k=%

Vamos provar que P(k + 1) também € verdadeira.
De fato,

HESD) )
k(k+1)+2(k+1)
2

(k+1)(k+2)
2
(k+D[(k+1)+1]
2

1+243+--+k+(k+1)=

Portanto, a propriedade € vdlida para todo n € N.
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[B] - Contetido das provas do Enem

O contetudo das provas do Enem é definido a partir de matrizes de referéncia.

Matriz de Referéncia de Matematica e suas Tecnologias:

Competéncia de area 1 - Construir significados para os ntmeros naturais, inteiros,
racionais e reais.

H1 - Reconhecer, no contexto social, diferentes significados e representagoes dos nime-
ros e operacoes - naturais, inteiros, racionais ou reais.

H2 - Identificar padroes numéricos ou principios de contagem.

H3 - Resolver situagao-problema envolvendo conhecimentos numéricos.

H4 - Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na construcao de argumentos
sobre afirmagoes quantitativas.

H5 - Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

Competéncia de area 2 - Utilizar o conhecimento geométrico para realizar a leitura e a
representacao da realidade e agir sobre ela.

H6 - Interpretar a localizagdo e a movimentagao de pessoas/objetos no espaco tridi-
mensional e sua representacao no espaco bidimensional.

H7 - Identificar caracteristicas de figuras planas ou espaciais.

HS8 - Resolver situagao-problema que envolva conhecimentos geométricos de espaco e
forma.

H9 - Utilizar conhecimentos geométricos de espago e forma na selegao de argumentos
propostos como solugao de problemas do cotidiano.

Competéncia de area 3 - Construir nocoes de grandezas e medidas para a compreensao
da realidade e a solucao de problemas do cotidiano.

H10 - Identificar relagoes entre grandezas e unidades de medida.

H11 - Utilizar a nogao de escalas na leitura de representacao de situacao do cotidiano.

H12 - Resolver situagao-problema que envolva medidas de grandezas.

H13 - Avaliar o resultado de uma medi¢ao na construgao de um argumento consistente.

H14 - Avaliar proposta de intervencao na realidade utilizando conhecimentos geomé-
tricos relacionados a grandezas e medidas.

Competéncia de area 4 - Construir nogoes de variagao de grandezas para a com-preensao

da realidade e a solucao de problemas do cotidiano.
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H15 - Identificar a relagao de dependéncia entre grandezas.

H16 - Resolver situagao-problema envolvendo a variacao de grandezas, direta ou inver-
samente proporcionais.

H17 - Analisar informagoes envolvendo a varia¢ao de grandezas como recurso para a
construcao de argumentacao.

H18 - Avaliar propostas de interven¢ao na realidade envolvendo variacao de grandezas.

Competéncia de area 5 - Modelar e resolver problemas que envolvem variéveis socioe-
conomicas ou técnico-cientificas, usando representacoes algébricas.

H19 - Identificar representagoes algébricas que expressem a relagao entre grandezas.

H20 - Interpretar grafico cartesiano que represente relacoes entre grandezas.

H21 - Resolver situagao-problema cuja modelagem envolva conhecimentos algébricos.

H22 - Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgao
de argumentagao.

H23 - Avaliar propostas de intervengao na realidade utilizando conhecimentos algébri-
Cos.

Competéncia de area 6 - Interpretar informacoes de natureza cientifica e social obtidas
da leitura de graficos e tabelas, realizando previsao de tendéncia, extrapolacao, interpo-
lagao e interpretacao.

H24 - Utilizar informacgoes expressas em graficos ou tabelas para fazer inferéncias.

H25 - Resolver problema com dados apresentados em tabelas ou graficos.

H26 - Analisar informagoes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a cons-
trucao de argumentos.

Competéncia de area 7 - Compreender o cardter aleatério e nao-deterministico dos
fendmenos naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determi-
nacao de amostras e calculos de probabilidade para interpretar informacgoes de variaveis
apresentadas em uma distribuicao estatistica.

H27 - Calcular medidas de tendéncia central ou de dispersao de um conjunto de dados
expressos em uma tabela de frequéncias de dados agrupados (ndo em classes) ou em
graficos.

H28 - Resolver situacao-problema que envolva conhecimentos de estatistica e probabi-

lidade.

80



H29 - Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso para a cons-
trugao de argumentacao.

H30 - Avaliar propostas de intervencao na realidade utilizando conhecimentos de esta-
tistica e probabilidade.

(http://download.inep.gov.br/educacao basica/enem/downloads/2012/matriz referen-
cia enem.pdf)

Contetdo Programatico de Matematica e Suas Tecnologias

Conhecimentos numéricos: operagoes em conjuntos numéricos (naturais, inteiros, raci-
onais e reais), desigualdades, divisibilidade, fatoragao, razoes e proporgoes, porcentagem
e juros, relagoes de dependéncia entre grandezas, sequéncias e progressoes, principios de
contagem.

Conhecimentos geométricos: caracteristicas das figuras geométricas planas e espaci-
ais; grandezas, unidades de medida e escalas; comprimentos, éreas e volumes; angulos;
posicoes de retas; simetrias de figuras planas ou espaciais; congruéncia e semelhanca de
triangulos; teorema de Tales; relagoes métricas nos triangulos; circunferéncias; trigono-
metria do angulo agudo.

Conhecimentos de estatistica e probabilidade: representagao e anélise de dados; me-
didas de tendéncia central (médias, moda e mediana); desvios e variancia; nogoes de
probabilidade. Conhecimentos algébricos: graficos e fungoes; fungoes algébricas do 1.° e
do 2.° graus, polinomiais, racionais, exponenciais e logaritmicas; equagoes e inequagoes;
relacoes no ciclo trigonométrico e fungoes trigonométricas.

Conhecimentos algébricos/geométricos: plano cartesiano; retas; circunferéncias; para-
lelismo e perpendicularidade, sistemas de equagoes.

(https://www.infoenem.com.br /matematica-e-suas-tecnologias/ )
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