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Formulas do Traco e o Calculo de Matrizes Inversas
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Resumo: Neste trabalho utilizaremos a forma canonica de Jordan para provar o Teorema
de Hamilton-Cayley e como aplicacao introduziremos uma técnica para obter a inversa de
operadores lineares utilizando um algoritmo recursivo, ver [1], para calcular os coeficientes
do polinomio caracteristico.
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1 Introducao

Seja 'V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo F e £(V) o conjunto
das transformacoes lineares T : V — V. E bem conhecido da teoria de algebra linear que
L(V) é um espago vetorial isomorfo ao espa¢o das matrizes M = M,,.,(R). Neste sentido,
constitui-se um importante problema obter, para cada T € L(V), um representante A no
espago M. Também sabemos que matrizes semelhantes representam o mesmo operador linear
T relativamente a distintas bases do espaco vetorial V. A questao que se coloca é obter uma
base especial do espaco V para a qual a matriz que representa o operador T seja diagonal.
Se todas as raizes do polinomio caracteristico estiverem no corpo F e forem distintas entao
a base do espaco na qual o operador é representado por uma matriz diagonal é exatamente
a base constituida pelos autovetores associados aos respectivos distintos autovalores e por-
tanto, a matriz que representa o operador linear possui em sua diagonal principal os distintos
autovalores e zero nos demais elementos. Para o caso em que nem todos os autovalores sao
distintos o operador pode ou nao possuir uma representacao diagonal. No Caso de nao ser
possivel obter uma base de autovetores, podemos obter uma decomposicao em blocos, isto €,
a diagonal principal serd constituida de blocos “conhecido como blocos de Jordan”e os demais
elementos serao blocos nulos. Considerando que sempre podemos extender o corpo basico
através da adjuncao de raizes até obter um corpo que possua todas as raizes do polinémio
caracteristico, em certo sentido o célculo do Polinomio Caracteristico é fundamental para a
diagonalizacao de operadores lineares.

Questao relevante é obter a inversa de um operador linear. Para dimensoes pequenas
é possivel obter a inversa de modo simples, entretanto para dimensoes maiores o calculo
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se torna exaustivo. Neste trabalho aplicaremos o teorema de Hamilton-Cayley combinado
com as formulas do trago e apresentamos uma técnica para calcular a inversa de operadores
lineares. A técnica consiste em utilizar recursivamente as formulas do trago o que reduz o
problema ao cédlculo de poténcias da matriz que representa o operador linear.

Este trabalho esta estruturado do seguinte modo:

Na secao 2 enunciamos a Forma Canonica de Jordan e referenciamos um texto que apre-
senta uma eficiente receita para o calculo da Matriz de Jordan.

Na se¢ao 3 provamos o Teorema de Hamilton-Cayley.

Na secao 4 apresentamos um algoritmo para o calculo dos coeficientes do Polinomio Ca-
racteristico.

Na secao 5 mostramos a praticidade do algoritmo para o calculo de Matrizes Inversas.

Finalmente na se¢ao 6 deixamos ao leitor algumas atividades que complementam o contetido
deste trabalho.

2 Forma Canodnica de Jordan
Nesta secao enunciaremos o teorema de Jordan.

Definicao 2.1 Seja A um autovalor associado a um Operador Linear T, a multiplicidade
algébrica de A\ € definida como sendo a dimensao do subespaco gerado pelo autovetor associado
a este autovalor.

Definicao 2.2 O polinomio
p(A) =det(A —XI) = (=1)"\"+c A" dey)
¢ chamado o polinémio caracteristico da matriz A = (a;;)p-

Teorema 2.1 Seja T : V — V um Operador Linear cujos polinomios caracteristico e mini-
mal sao respectivamente

pPA) = (A= A)" (A= A)" - (A= \)"™,
) = (=A™ = do)™ - (A= A

Entao T possui uma representacao matricial diagonal J

Ji. 0 -~ 0 0 0
0 Jo --- 0 0 0
I=1 0 o .. Ji. 0 0

o 0 --- 0 Jo O

Os blocos J;; satisfazem Ji; = N\l + N;, isto €,

A 1 0 - 0 0

0 AN 1 -+ 0 0
Jij = . .

0 0 0 A1

0 0 0 0 A
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00 0 --- X\ O 00 0 ---0 1
00 0 -+ 0 N 00 0 --- 00

onde Ny € uma matriz nilpotente e para cada autovalor \; os blocos J;; correspondente tem
as sequintes propriedades:

e FEmiste ao menos um J;; de ordem m;, todos os outros sao de ordem menor ou tgual.
e A soma das ordens dos J;j € igual a n,.

e O numero de blocos J;; € igual a multiplicidade algébrica de \;.

e O numero de blocos J;; de cada ordem possivel é determinado de modo inico por T.

Demonstragao: Para a demonstracao deste teorema ver [1] e para calcular a matriz de
Jordan ver [2]. O

3 Teorema de Hamilton-Cayley

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Hamilton-Cayley e aplicaremos este teorema
para o céalculo de operadores inversos.

Teorema 3.1 Toda matriz quadrada anula o seu polinomio caracteristico.

Demonstracao: Seja A uma matriz quadrada com o polindmio caracteristico
PA) = (=1)"A=A)(A=A2) - (A=) (1)

e seja J uma matriz de Jordan semelhante a A.

M ox 0 - 0 0
J= 0 0 X3 *x --- 0 , onde *x=0oul.
o 0 --- 0 0 Mn

Seja J; =J — NI, i = 1,2,-- - n de modo que P(J) = (—=1)"J1Jy - - - J,,, desde que a
fatoracao de P(\) seja vélida para o polindomio matricial P(z). Mas a i-ésima linha J; tem =
na coluna 7 + 1 e zeros no restante. Portanto a n-ésima linha de J,, é uma linha de zeros, as
duas ultimas linhas J,_1J,, sao de zeros, as ultimas trés linhas de J,,_»>J,_1J,, sao de zeros
e assim por diante, logo, a multiplicagao sucessiva dos J; d4 P(J) = 0. Como P(A) é uma
matriz semelhante a P(J), podemos concluir que P(A) = 0. O



Como aplicacao deste teorema podemos calcular a inversa de uma matriz inversivel A,
do seguinte modo: Seja

pA) = (=D)" N+ e N+ ey) (2)

o polinémio caracteristico de A. Como A é nao singular, A = 0 nao é um valor caracteristico,
e portanto ¢, # 0. Temos entao

A"+ A" 4 A+, I=0

isto é,
A"+ A" e A = —cd

e operando com A~! obtemos
A—l — _cgl(An—l + ClAn—Q N Cn—ll)

e portanto para obter a matriz inversa A~! basta encontrar os coeficientes ¢;, i = 1,2, - -, n.

4 Foérmulas do Traco

Nesta secao utilizamos um algoritmo recursivo para calcular os coeficientes do polinomio
caracteristico o qual combinado com o teorema de Hamilton-Cayley fornece uma técnica
simples e eficiente para calcular matrizes inversas. Este algoritmo ¢é o nicleo matematico do

trabalho de R. R. Silva [3].

Definicao 4.1 O traco de uma matriz quadrada A, indicado portrA, é a soma dos n-valores

caracteristicos de A;
trA=>"\.
i=1

Lembrando que matrizes semelhantes possuem os mesmos valores caracteristicos, podemos
concluir que matrizes semelhantes possuem o mesmo traco. Podemos definir o trago de uma
Transformagao Linear T como sendo o traco de qualquer matriz que represente T. A seguir
provaremos que o traco de uma matriz é a soma dos elementos da diagonal principal.

Teorema 4.1 Seja

aj; ai2 ... Qip
A — 21 Q929 ... Q9pn
Ap1 QAp2 ... Qpp

Entao



Demonstracao: Considere o polinomio caracteristico de A,

det(A —AXI) = (=1)"(\"+c\" '+ +cp)
= (=D"A=M) (A=)

Pela forma do determinante, o coeficiente de A"~ ! ¢,
(=)t i ai; = (—1)"¢cy,
i=1
enquanto que pela forma fatorada obtemos
(—1)m*Ht i Ai = (=1)"¢.
i=1

Logo,

trA = Zn:)\l = Xn:a”
=1 i=1

Como uma consequéncia obtemos a equagao
¢ = —trA.
Os outros ¢; podem ser determinados através do seguinte resultado.

Teorema 4.2 Os coeficientes do polinomio caracteristico de uma matriz A sdo obtidos re-
cursivamente por

g = —1irA

co = —27eitrA 4 trA?)

cs = =3 'eatrA + citrA® + trA?]

Cn = —n en itrA 4y otrAP - - etr AV 4 tr A",

Demonstracao: Para a prova deste teorema ver [3]. U



5 Aplicacao das Férmulas do Traco

5.1 Inversa de um Operador Linear

Considerando que existe uma bijecao entre a classe de operadores lineares definidos em
um espago vetorial de dimensao finita n e a classe das matrizes M (n x n), o cdlculo da matriz
inversa é importante para o céalculo de operadores inversos.

Vamos entao calcular a inversa do Operador Linear T : R — R3. definido por

T(x,y,z) = (y,z,—x +y + 2).

Inicialmente obtemos [T onde 3 é a base canonica do R?,

T(1,0,0) = (0,0,—1) = Oe; + Oey — les (3)
T(0,1,0) = (1,0,1) = 1leg + 0ey + leg (4)
7(0,0,1) = (0,1,1) = Oe; + Les + les (5)
e dai [T é dada pela matriz
0 10
A= 0 01
-1 11

e o polinomio caracteristico é dado por p(\)
do seu polinomio caracteristico teremos

(=1)*(N* =A% =X +1). Como A é um zero

A3 —A’—A+1I=0
multiplicando a esquerda por A~! obtemos
A=A+ A+I

de onde segue que

1 1 -1
Al = 1 0 0
0 1 0

No célculo da matriz inversa foi importante determinar os coeficientes do polinémio ca-
racteristico do Operador.

Para valores grandes de n pode ser dificil calcularmos diretamente estes coeficientes, e
neste sentido o Teorema 4.2 fornece uma alternativa viavel.

5.2 Calculo da Matriz Inversa

Como uma aplicacao do Teorema 4.2 vamos calcular a inversa da matriz

0 10
A= 0 01
-1 11



Em conformidade com (2), o polinomio caracteristico desta matriz de ordem 3 x 3 tem a
seguinte forma
pA) = (=1)°(N° + aA* 4+ o) + ¢3).

Utilizando o Teorema de Hamilton-Cayley obtemos

A3 +01A2 +CQA+CgI =0

e multiplicando por A~! temos

AT A’ + 0 A? + A +31) =0
A2+ A+el+cAP=0

de onde segue que
A7l = N (A% + A + ).

Agora calculamos as matrizes

0 01
A= -1 1 1
-1 0 2
-1 11
A= -1 0 2
—2 1 2

e portanto, utilizando as Férmulas do Traco, calculamos os coeficientes do polinomio conforme
abaixo

cq = —trA=-1
o = —27'eitrA +trA? = —1
c3 = =3 'eotrA + citrA* +trA’) =1,

de onde segue que
A=A+ A+,

o que resulta, por substituicio das matrizes A e A? na ltima equacdo, a inversa de A,

1 1 -1
Al = 1 0 0
0 1 0

Para finalizar deixamos ao leitor algumas atividades que complementam os resultados
estudados neste trabalho.



6 Atividades

6.1 Encontre f(A) onde

e fF(A) = A2 —3A+T.

6.2 Mostre que

= (53)

¢ um zero de f(\) = \? — 4\ — 5.
6.3 Seja A uma matriz triangular. Encontre o polinomio caracteristico de A.

6.4 Calcule o polinomio caracteristico e a inversa de cada matriz abaizo.

12 3
A=[23 0],
01 2
—2 1 3

B=| 0 -1 1|,
1 2 0

1 -1 1 -1

0o 1 0 1

C= 1 0 -1 0

0 1 0 -1

6.5 Determine se as matrizes

=(44) (3 )

sao semelhantes.

6.6 Seja

NN
W w W

1
A=10
0

A ¢ semelhante a uma matriz diagonal? Se for encontre esta matriz.
6.7 Prove as sequintes propriedades do traco.

(i) Se A ¢ nilpotente, trA =0

(i) tr(A+B)=trA+trB

(iii) trAB = trBA

6.8 Prove que qualquer matriz e sua transposta sao semelhantes.



6.9 Se A\, \a, - - -\, sdo os distintos autovalores de um operador T : 'V — V, mostre que
det[T] = )\1)\2 s )\n

6.10 Prove que uma Transformacao Linear € inversivel se, e somente se, nenhum dos seus
autovalores € nulo.

6.11 Prove que uma condicao suficiente para que um Operador Linear T : 'V — V seja
representado por uma matriz diagonal € que os autovalores de T sejam todos distintos.

6.12 Mostre com um exemplo que todos os autovalores distintos nao é condi¢ao necessaria
para a diagonalizagcao de operadores.

6.13 Determine a forma de Jordan das sequintes matrizes:

7 4 -1 0 1 0
4 7 -1 |, 0 0 1
4 —4 4 ~1 -3 -3

6.14 Seja T : R* — R4, definida por T(x,y, z,u) = (y, z,u, 4w — 4y — 32 + 4u). Determine
a matriz de Jordan de T.

6.15 Suponha que os polinémios caracteristico e minimal de um operador t sejam respec-
tivamente p(A) = (A — 2)4(X = 3)3 e m(A\) = (A — 2)%(A\ — 3). Quais as possiveis formas
canonicas de Jordan para o Operador T.
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