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Resumo

A presente dissertacao tem como objetivo apresentar aos alunos do ensino basico
uma poderosa ferramenta na resolucao de problemas aritméticos, que é a Congruéncia
modular.

Para tanto, iniciamos nosso estudo abordando conceitos basicos da teoria dos niimeros:
divisibilidade, divisao euclidiana, méaximo divisor comum, minimo multiplo comum, ana-
lise de restos, culminando com a congruéncia modular e algumas de suas aplicagoes:

Teorema Chinés dos restos e Partilha de senhas.

Palavras Chaves: Divisibilidade, divisor, restos, aritmética modular, partilha de senhas.
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Abstract

The purpose of this dissertation is to present to the students of basic education a
powerful tool in the resolution of Arithmetic such as Modular Congruence.

We initiate our study by approaching the main basics concepts of Number Theory: Di-
visibility, Eucledian Division, Greatest Common Divisor, Remainder modular arytmetics,
culminating with Modular Congruence and its applications: Chinese Remainder Theorem
and Intergers.

Keywords: Divisibilidade, Divisor, Remainders, Modular Arytmetics, Intergers.



Introducao

Desde a antiguidade, os gregos se dedicavam a Matemaética e, dada a atitude filoséfica e
especulativa que os mesmos tinham face a vida, deram a esta ciéncia um carater cientifico.

Pitdgoras de Samos (5807 — 5007 a.C) e a sua escola, chamada escola Pitagérica,
difundiram a Matemaética pela Grécia e suas colonias. Os mesmos atribuiam aos nimeros
um poder mistico, adotando a Aritmética como fundamento de seu sistema filosofico. O
filos6fo Platao (429 — 348 a.C), apesar de nao ser matematico, tinha preferéncia pelos
aspectos mais tedricos e conceituais, e fazia uma clara diferenciacao entre a ciéncia dos
numeros, que ele chamava Aritmética, e a arte de calcular, que ele chamava Logistica, a
qual desprezava por ser “infantil e vulgar”.

Tratada de maneira tao significativa pelos Gregos, a Matematica, em especial a Arit-
mética, ganha ainda mais notoriedade, com o surgimento de um importante tratado “Os
Elementos de Euclides”. Foi Euclides que estabeleceu um padrao de apresentagao e rigor
na Matematica, que passou a ser seguido nos milénios que se sucederam. A obra de
Euclides é composta por treze livros, sendo que trés desses, os Livros VII, VIII e IX,
eram dedicados a Aritmética. Neles, encontram-se temas relacionados a: Divisibilidade,
Divisao com Resto, Maximo Divisor Comum, Nimeros Primos, Progressoes Geométricas,
dentre outros.

Apos Euclides, a Aritmética passou por um longo periodo de estagnacao, cerca de 500
anos, até ressurgir com os trabalhos de Diofanto de Alexandria, que viveu por volta de
250 d.C. Diofanto escreveu uma obra em treze volumes, chamada Aritmética.

Entre os séculos XVI e XVII, varios matematicos se dedicaram a Aritmética, destacando-
se Pierre de Fermat e Leonhard Euler, sendo fundamentais no desenvolvimento da Teoria
dos Numeros.

Entre os séculos XVIII e XIX, surge um dos maiores matematicos de todos os tempos,
o Alemao Carl Frederich Gauss (1777 — 1855), que de forma precoce, aos 17 anos de idade,
decide incursionar na Aritmética, com o proposito de esclarecer, completar e desenvolver
o que os seus predecessores haviam realizado e, aos 21 anos, Gauss produz uma das obras
primas de toda a matematica, o livro Disquisitiones Arithmeticae, trazendo nesta obra
a nocao de congruéncia modular e aritmética dos restos, sendo de grande aplicacao no
cotidiano. A exemplo, podemos citar os sistemas de criptografia e seguranga de dados.

Diante de notéria importancia da Aritmética ao longo da historia e, observando a
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caréncia dos alunos do ensino béasico bem como a dos livros didaticos nessa importante
area do conhecimento, o presente trabalho tem como objetivo, de forma gradativa e numa
linguagem acessivel ao aluno, revisar os varios tépicos relacionados a teoria dos nimeros, a
fim de construir o conceito de congruéncia modular, e as suas aplicacoes, e sera estruturado
da seguinte forma:

No capitulo 1, faz-se uma revisao do conceito de divisibilidade, bem como as suas
propriedades. Aqui, o aluno tera a oportunidade de rever importantes conceitos como:
nimeros naturais primos, o importante teorema fundamental da aritmética, e estender
a ideia de divisibilidade ao conjunto dos numeros inteiros, com exemplos de aplicacao
diferenciados daqueles encontrados nos livros didaticos.

No capitulo 2, destaca-se a divisao entre ntimeros inteiros com resto, a chamada divisao
euclidiana, que fundamentara teoricamente os capitulos subsequentes.

No capitulo 3, utilizando as deficinicoes de multiplicidade e divisibilidade, define-
se o minimo multiplo comum(mmec) e o maximo divisor comum(mdc) entre ndmeros
inteiros, onde é enfatizado o importante algoritmo de Euclides para determinar o mdc de
numeros inteiros e a relagao de Bézout, que servem de base para a resolucao das equagoes
diofantinas lineares.

No capitulo 4, desenvolve-se a ideia de fazer contas com restos, utilizando exemplos de
aplicacao em olimpiadas e desafios matematicos, evidenciando a ideia de periodicidade,
repeticao.

No capitulo 5, a ideia de fazer contas com restos é formalizada num importante conceito
da aritmética, a congruéncia modular, que junto com as suas propriedades operatorias, dao
base a resolucao de congruéncias lineares, e fundamentam o tltimo capitulo deste trabalho,
que sao as aplicagoes da congruéncia modular: o Teorema Chinés dos Restos, concluindo
com a partilha de senhas, que dd uma ideia dessa poderosa ferramenta matematica nos

sistemas de seguranca de dados.
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Capitulo 1
Divisibilidade

Consideremos o conjunto dos nimeros naturais, N = {1,2,3,4,...}.Vejamos um im-
portante conceito, a divisibilidade. Dados dois nimeros naturais a e b, com com a # 0,
diz-se que a divide b, quando existir um nimero natural k, tal que b = a - k. Neste caso,

podemos dizer:
i) a é um divisor de b ou a divide b;
ii) a é um fator de b;

iii) b é um multiplo de a. Sendo todas essas proposi¢oes equivalentes.

Observacao 1.1 : As proposicoes acima, também sao validas para o natural k, substituindo-

o no lugar de a.

Exemplo 1.1 :
a) 8 € um divisor de 72, pois 72=8- 9.
b) 12 nao € um divisor de 135, pois o mesmo nao € um fator de 135.

c) 8 é um divisor de 3%, pois 0 mesmo é um fator de 3%.

1.1 Propriedades da divisibilidade.

Consideremos os numeros naturais a, b e ¢, com a#0. Temos:
i) 1 é divisor de a;

ii) a é divisor de q;

iii) a ¢é divisor de 0.

iv) Se a é divisor de b, e b é divisor de ¢, entao a é divisor de c.

1



Vejamos a demonstragao de (iv).
Se a é divisor de b entao, existe um numero natural k, tal que b = a - k. Da mesma
forma, se b ¢é divisor de ¢ entao, existe um natural ¢, tal que ¢ = b-q. Logo, ¢ = b-q

=c=a-k-gq=c=a-(k-q),ouseja, a é divisor de c.

Exemplo 1.2 : Tem-se que 4 ¢é divisor de 16, e 16 ¢ divisor de 80 logo, 4 ¢ divisor de
80. Observe: 16 =4-4 ,80=16-5=80=4-4-5, evidenciando que 4 é um fator de 80.
v) Sejam a, b, ¢ e d, nimeros naturais, com a #0 e ¢ #0, entao, se a divide b e ¢ divide

d, entao (a - c) divide (b-d).

Demonstracao: Se a divide b, entao existe um nimero natural k, tal que b = a - k. Da
mesma forma, se ¢ divide d, entao existe um nimero natural ¢, tal que d = ¢ - ¢. Temos
queb-d=(a-k)-(c-q)=(a-c)-(k-q), ouseja,(a-c)éum fator de (b - d), demonstrando

a preposicao.

Exemplo 1.3 : 5 divide 20, e 6 divide 12, logo, 30 =5 -6 divide 240 = 20 - 12. Observe:
20=5-4¢e¢12=6-2, assim, 240=20-12=5-4-6-2=5-6-4-2=30-4-2.

vi) Sejam a, b e ¢ nimeros naturais, com a #0, tais que a divide (b + ¢) ou a divide(b — ¢),

entao a divide b se, e somente se, a divide c.

vii) Sejam a, b e ¢ nimeros naturais, com a #0, e x e y numeros naturais tais que a divide

b e a divide ¢, entao a divide (zb + yc); e se xb > yc, entao a divide (zb — yc).

viii) Sejam a e b nimeros naturais, ambos diferentes de zero, tem-se que se a divide b,

entao a<b.
Exemplo 1.4 : O nimero 2'° -5 € divisivel por 2*?

Solucao: Como 210 = 2%.26 temos 210-5 = 24.20.5 ou seja, 2* é um fator de 210 - 5.

Portanto a resposta é sim.
Exemplo 1.5 : O nimero 2° -3 é divisivel por 97

Solucgao: Observe que 9 = 3 -3, e que o ntimero 2° - 3, apresenta apenas um fator 3, logo,

9 nao é divisor de 29 - 3.

1.2 Numeros naturais primos e nuimeros naturais

compostos.

Definicao 1.1 : Um numero natural diferente de 0 e de 1 e que é apenas divisivel por 1
e por si proprio € chamado numero primo. Um numero natural diferente de 0 e de 1 que
nao € primo € chamado de nimero composto. Desta maneira, excetuando-se os numeros

0 e 1, qualquer outro nimero natural ou € primo ou é composto.
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Exemplo 1.6 : Os numeros 2, 3, 5, 11 sao numeros primos, enquanto 8 = 2-4 ¢ 36 = 4-9

5G40 numeros compostos.

Verificar se um nimero natural é primo ou composto, nao é uma tarefa muito simples.
O fato é que os numeros naturais compostos sao infinitos. Fuclides de Alexandria,

em 300 a.C, demonstrou que também sao infinitos os niimeros primos.

1.3 O Crivo de Eratostenes.

Eratéstenes (7276 a.C. — 7196 a.C.) foi criado em Cirene, cidade grega ao norte da
Africa. Estudou em Alexandria, no Egito, e depois em Atenas, retornando a Alexandria
em 255 a.C., onde se estabeleceu. Eratodstenes escreveu sobre matematica, astronomia,
geografia, historia e fez criticas literarias. E atribuido a Eratéstenes o célculo do tama-
nho da terra e, dentre outras descobertas, o chamado Crivo de Eratodstenes, um método
bastante eficiente para obter de forma sistematica nimeros primos.

A palavra Crivo, significa peneira. Sendo assim, o método consiste em peneirar
nimeros naturais, em um conjunto limitado de tais nimeros, eliminando-os, restando
assim, apenas nimeros primos.

Para construir o Crivo, Eratdstenes baseou-se no seguinte resultado, devido ao proprio.

Proposicao 1.1 : Se um niumero natural a > 1 € composto, entao ele é maltiplo de
algum nimero primo p tal que p* < a. Equivalentemente, é primo todo nimero a que nao

¢ maltiplo de nenhum primo p tal que p* < a.

Demonstragao: Para demonstrar esse resultado, utilizaremos o fato de que se um
namero natural a é miltiplo de b e b é multiplo de ¢, entao a é mltiplo de c.

Vejamos um exemplo pratico: 20 é multiplo de 4 e 4 é multiplo de 2, logo, 20 é multiplo
de 2.

Sendo assim, se a é um natural composto e p é o menor nimero primo do qual a
¢ multiplo, entdao @ = p - b, com p e b naturais menores do que a. Sendo b primo ou
composto, ele serd multiplo de um primo ¢, pois ele sera o préprio g, se for primo, ou sera
b =n-q, caso seja composto.

Desta forma, a é multiplo de b e b é multiplo de ¢, entao a é multiplo de ¢ e sendo p
o menor primo do qual a é multiplo, temos p < ¢. Segue,p? < p-q < a e que 0 menor

divisor de um ntmero natural é um ntmero primo.
Exemplo 1.7 : Verificar se o niumero 167 é primo ou composto.

Solucgao: Utilizando o mesmo critério adotado por Eratdéstenes, basta verificar se 167 é
multiplo dos primos 2, 3, 5, 7 ou 11, j& que o préximo primo 13, é tal que 132 = 169 > 167.

Como 167 nao é multiplo de 2, 3, 5, 7 ou 11, temos que o mesmo é primo.



Exemplo 1.8 : Identifique todos os numeros primos menores que 90.

Solugao: Consideremos, inicialmente, o primeiro nimero primo, o nimero 2. A seguir,
grifamos todos os miltiplos de 2 existentes na tabela.
Em seguida, observamos o primeiro niimero nao grifado na tabela, o nimero 3, que é
primo, pois nao é miltiplo de nenhum ntmero anterior diferente de 1. Grifamos todos os
seus multiplos.

Continuamos esse procedimento, tomando o préximo numero nao grifado na tabela, o
nimero 5, que é primo. Grifamos todos os seus multiplos.

Continuando esse procedimento e, levando em consideragao que o mesmo terminard

assim que chegarmos ao nimero primo 11, pois 112 = 121 > 90. Tem-se:

234|567 |89 1011121314 15
16 |17 |18 119120 |21 |22 |23 |24 25| 26 | 27| 28 | 29 | 30
3132|3334 35|36 37|38 3940|4142 /43|44 45
46 |47 |48 149 |50 | 51|52 |53 |54 55 56 | 57| 58 | 59 | 60
61 | 62 | 63 | 64 | 65|66 67 |68 69|70 |71 |72)/73 |74 |75
76 |77 |78 1798081828384 85|86 8788|8990

Assim, os numeros destacados em negrito, sao todos primos.

Observacgao 1.2 : Fatorar um numero natural, significa escrever esse numero como um
produto de dois ou mais fatores, diferentes de 1. Sendo assim, observe as vdrias formas

de fatorar o numero 480.

480 = 2 - 240
480 =4 - 120
480 = 10 - 48
480=2°-3-5

Essa ultima forma de escrever um ntimero natural na forma fatorada é devida a um
importante teorema, conhecido como Teorema Fundamental da Aritmética, e é destacado

por Fuclides de Alexandria no livro Os Elementos.

1.4 Teorema Fundamental da Aritmética.

Teorema 1 : Todo nimero natural maior do que 1 ou € primo ou se escreve de modo

unico como um produto de numeros primos.

Exemplo 1.9 : Vejamos alguns nimeros naturais e as suas respectivas fatoragoes com-

pletas, ou seja, aquelas em que s aparecem fatores primos na sua decomposicao.



a) 72 =2%.3?
b) 144 = 2*. 3?2
c) 2700 =23 .33 .53
Exemplo 1.10 : O nimero 2 - 3% € divisivel por 67

Solucao: Observe que 6 = 2-3 , como o ntimero?2 - 3% apresenta os fatores 2 e 3, portanto

o mesmo ¢ divisivel por 6.

Exemplo 1.11 : No exemplo 1.6, verificamos que 6 000 era miltiplo de 240. Vejamos

uma outra forma de evidenciar tal fato.

Solugao: Temos que 6000 = 2%-3-5% e 240 = 2% -3 -5 . Observe que um nimero para
ser multiplo de 240, deve possuir pelo menos quatro fatores iguais a 2, um fator igual a
3 e um fator igual a 5. Logo, como o nimero 6 000 satisfaz tais condi¢oes, o mesmo é
multiplo de 240.

Exemplo 1.12 : E verdade que se um numero for divisivel por 4 e por 5, entdo ele tem

que ser divisivel por 4 -5 =207

Solucao: Um numero natural que é divisivel por 4, deve possuir pelo menos dois fatores
iguais a 2. Como o numero ¢ divisivel por 5, a sua decomposi¢ao devera ter pelo menos
um fator 5. Portanto, esse nimero devera ser divisivel por 2-2-5. Logo, a resposta ¢é sim.
Observe que este tltimo exercicio nos da um interessante critério de divisibilidade de um

numero natural por 20.

1.5 Estendendo a divisibilidade ao conjunto dos niimeros

interios

Assim como vimos a divisibilidade no conjunto dos niimeros naturais, podemos verifica-
la no conjunto dos niimeros inteiros.

O conjunto dos nuimeros inteiros Z, que é uma ampliacao do conjunto dos numeros
naturais, surgiu da necessidade de efetuar a operacao b—a , em que a e b sao nimeros
naturais e b < a. Escrevendo os seus elementos em ordem crescente, temos:
Z=A.,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}.Trate-se de um conjunto com infinitos elementos,

com as seguintes caracteristicas:
i) Os nimeros a esquerda do zero sdo denominados negativos;

ii) Os ndimeros & direita do zero sao denominados positivos;



iii) O zero nao é positivo e nem negativo;

iv) Dado um numero inteiro a, o nimero inteiro —a é denominado oposto ou simétrico

de a.

v) A distancia de um ndmero inteiro a ao zero é denominado médulo ou valor absoluto

do numero inteiro a, representado por |a|.

Dados dois niimeros inteiros a e b, com a # 0 , dizemos que a é um divisor de b, ou que
a divide b, se e somente se, existir um numero inteiro k, tal que b = ak. Desta maneira,
define-se a divisibilidade em Z, que é similar a divisibilidade em N, valendo também as

propriedades da secao 1.1, levando em consideragao algumas caracteristicas:
1*) Se o inteiro a divide o inteiro b, entao —a divide b; a divide —b; —a divide —b.
2%) Se o inteiro a é divisor de 1, entdao a = +1.
3*) Se a divide b e b divide a, entdo a = +£b .
4*) Se a divide b com b = b # 0, entdo |a| < |b].
Exemplo 1.13 : —72 ¢ divisivel por 8, pois 8 - (—9) = —72.

Exemplo 1.14 : /5 nao € divisivel por -4, pois -4 nao € um fator de 45.



Capitulo 2
Divisao Euclidiana

Considere a situagao-problema: Deseja-se dividir 58 bolas de gude entre 4 criangas.
Quanto cabera a cada uma delas? Observe que neste caso, 58 nao é multiplo de 4, ou
seja, 4 nao divide 58. O valor mais préximo que caberia a cada uma delas, seriam 14
bolinhas, porém ainda restariam 2 bolinhas. Observa-se, assim, que na divisao entre
inteiros, podemos trabalhar com a ideia de “resto”.

Para realizar divisoes com esta caracteristica, o grande matematico Fuclides utilizava
um algoritmo, que aparece na sua obra Os elementos, e que por essa razao ficou conhecida

como Divisao Euclidiana.

2.1 Algoritmo da Divisao Euclidiana

Dados os numeros inteiros a e b, b # 0. Na divisao de a por b, existem dois tnicos
numeros inteiros ¢ e r, tais que a = b-q+r, com 0 < r < |b|. Neste caso, temos:
a — Dividendo;
b — Divisor;
q — Quociente;

r — Resto.

Observacgao 2.1 : Quando r =0, dizemos que a € divisivel por b.

Para demonstrar esse algoritmo, utilizaremos o Principio da boa ordenac¢ao:Todo con-

junto nao vazio A de inteiros ndo nagativos possui um menor elemento.

Demonstragao:

Existéncia: Vamos supor que a > b. Considere também, o conjunto S ={a,a —
b,....,a—n-b,..}, com n inteiro e a — nb > 0.

Pelo Principio da boa ordenacgado, tal conjunto tem um menor elemento r tal que » > 0

er=a—bgoua=bqg+r, comq € Z. Além disso, temos que r < b, pois caso contrario,

7



r > b, terfamos: r—b>0=a—-bg—q>0=a—b(qg+1) <r, ouseja r nao seria o

menor elemento de S.

Unicidade: Suponhamos que existam ¢; e r; , tais que a = bg; + r; com 0 < rqy < b.
Comparando a = bg + r, com a = bg; + ry , temos:
bg+r=a=bq+1r =bg—bqy =r—r=>0(q—q)=r —r, logo, b divide r—r. Como
ry < ber <b, temos |r; —r| < b e, portanto, como b divide r;—r, deve-se ter r1—r = 0,
ou seja, 1, = 1.

Desta forma, bg = bg;, como, por hipétese b # 0, temos ¢ = ¢;.
Exemplo 2.1 : Determine o quociente q e o resto r nas divisoes de :
a) 48 por 5.

Solucgao: Observe, como proceder neste caso: 48 =1 -5 + 43;

48 =25+ 38;
48 = 3.5+ 33;
48 =45+ 28;
48 =55+ 23;
48 =65+ 18;
48 =75+ 13;
48 =85 +8;
48=9-5+3.

Portanto, temos, na divisao de 48 por 5, quociente ¢ = 9 e resto r = 3. Observe que os
restos 43, 38, 33, 28, 23, 18, 13 e 8 eram todos maiores que 5.

b) 69 por 7.

Solugao: De maneira mais pratica, 69 =9 -7+ 6. Como 6 < 7 , temos que o quociente

dessa divisao é ¢ =9 e o resto é r = 6.
c¢) 63 por -13.

Solucao: Efetuando as divisoes dos valores absolutos de 63 e —13, temos:
63=13-4411 =63 =—-13-—-4+11,e 0 < 11 < |—13] . Assim, obtemos quociente
q= —4 erestor =11.

d) -78 por 11.

Solucao: Efetuando as divisoes dos valores absolutos de -78 e 11, temos:

78 =11-7T+1= —78 = 11-—7-1. Observe, neste caso, que o resto r = —1 nao satisfaz a
condicao 0 < r < 11. Vamos agora, utilizar o artificio de somar e subtrair 11 ao segundo
membro da igualdade , assim, —78 =11 - -7 —-11-1+11 = -8 =11 (-7—-1) + 10 =
—78 =11- -84 10. Como 0 < 10 < 11, obtemos quociente ¢ = —8 e resto r = 10.
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e) 3 por -8.
Solugao: 3=-8-0+3,logog=0,r=3e0<3<|-§|
f) -4 por -11.

Solugao: —4=—-11-1+T7,logog=1,r=7Te0 <7< |-11].

Observacgao 2.2 Pelo algoritmo visto, na divisao de um numero natural por 2, temos
apenas dois possiveis restos, 0 ou 1. Portanto, sendo n um numero natural, temos:
n = 2q, sendo chamado par,ou n = 2q + 1, sendo chamado impar. Verificar a paridade

de um numero natural, € verificar se o mesmo € par ou impar.
Exemplo 2.2 : Verifique a paridade da soma de dois niumeros naturais pares.

Solucgao: Sejam n; = 2¢q; e ny = 2¢s, dois nimeros pares. Assim:
ny +ns = 2q1 + 2¢g2 = 2(q1 + ¢2). Fazendo ¢1 + ¢2 = ¢, temos, ny + ny = 2¢q. Portanto, a

soma de dois nimeros naturais pares ¢é par.

Observacao 2.3 : Fizando um numero natural m < 2, pode-se sempre escrever um
numero natural qualquer n, de modo unico, na forman = mk+r, onde k e r sao naturais

er <m.

Exemplo 2.3 : Todo numero natural n pode ser escrito em uma, e somente uma, das
sequintes formas: 6k, 6k + 1,6k + 2,6k + 3,6k + 4 ou 6k + 5.

Exemplo 2.4 Mostrar que todo natural impar € da forma 4k + 1 ou 4k + 3.

Solugao: Dividindo um nimero inteiro n por 4, temos os possiveis restos: 0, 1, 2, 3.
Sendo assim: n =4k, n=4k+1,n=4k+2oun=4k+ 3, com k € Z.
n=4k=n=2-2k = 2k, k1 € Z , portanto n é par.
n=4k+1=n=2-2k+1=>n=2 -k +1, ki € Z, portanto n é impar.
n=4k+2=n=2-2k+1)=>n=2-ko+1, ko € Z e ky =2 -k + 1, portanto n é par.
n=4k+3=n=4k+2+1=>n=2-2k+1)+1=>n=2-ko+1, ks € Zeky =2-k1+1,

portanto n é impar.



Capitulo 3

O Minimo Muiltiplo Comum e O
Maximo Divisor Comum entre dois

numeros inteiros

Agora que ja conhecemos a ideia de multiplos e divisores no conjunto dos nimeros
inteiros, veremos dois importantes conceitos: O Minimo Miltiplo Comum (m.m.c) e O
Méximo Divisor Comum (m.d.c), bem como as suas propriedades e aplicagoes na resolugao

de problemas.

3.1 Minimo Miiltiplo Comum (m.m.c)

Consideremos o numero inteiro a # 0. Se multiplicarmos esse nimero pelos ntmeros
inteiros, Z = {..., —3,—2,—1,0,1,2,3, ...}, obteremos o conjunto M(a), denominado con-

junto dos multiplos de a.

Exemplo 3.1 :
a) M(4) ={...,—12,-8,—-4,0,4,8,12, ...} = {0, £4, £8,+12, £16, ...}

b) M(7) ={..,—21,—14,-7,0,7,14,21, ..} = {0, £7, +14, £21, +28 .. .}
¢) M(6) ={..,—18,—12,-6,0,6,12,18,..} = {0, +6, £12, +18, +24, ...}
d) M(-7) ={0,+7,+14,£21,.. .}

Observagao 3.1 : Verificamos imediatamente que, o inteiro zero € maultiplo de todo

nidmero inteiro e verificamos também que M(a) = M(-a).
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Observando os conjuntos M(4) e M(6), verificamos que os mesmos apresentam nimeros
comuns. Se considerarmos o conjunto M(4,6), como sendo o conjunto dos miltiplos
comuns de 4 e de 6, temos: M(4,6) ={£12, +24, +36, ...}.

Exemplo 3.2 :
a) M(2,5) = {0,£10,+20, £30, £40, ...}.
b) M(4,8) ={0,+8,£16,+24,...}.

Definicao 1 : Sejam a e b dois inteiros diferentes de zero. Chama-se minimo maultiplo
comum, de a e b, representado por m.m.c(a,b), o menor inteiro positivo m, m > 0, que é

maltiplo comum de a e b.
Exemplo 3.3 :

a) Sejam M(2) = {0, £2, £4, £6, £8, £10, £12, ...} e M(5) ={0, £5, £10, £15, £20, ...}
Desta maneira, M(2,5) = {0, £10, £20, +30, £40, ...}, e m.m.c(2,5) = 10.

b) Sejam M(4) ={0, £4, £8, £12, £16,420,...} e M(8)={0, £8, £16, £24, £32,...}.
Desta maneira M(4,8) = {0,4+8, £16,+24,...}, e m.m.c(4,8) =8.

c¢) No conjunto M(10,6) ={0, £30,+60, £90, ...}, tem-se m.m.c(10,6) = 30.

d) No conjunto M(-12, 30) = {0, £60, £120, +180, . ..}, tem-se m.m.c(-12, 30)= 60.

Observagao 3.2 : No exemplo anterior (a), verificamos que os nimeros 2 e 5 sdo
numeros primos, e que m.m.c(2,5) = 10 = 2-5. De forma geral, o m.m.c(a,b) = a - b,

todas as vezes que a e b sao niumeros primos.

Observacao 3.3 : No ezemplo anterior (b), verificamos que os nimeros 4 e 8 sao tais
que, 8 é um maltiplo de 4, e que o m.m.c(4,8) = 8. De forma geral, sendo a e b dois

nimeros inteiros tais que b é um multiplo de a, entao o m.m.c(a,b) = b.

Observacao 3.4 : Como M(-a) = M(a), entdo m.m.c(-a, b) = m.m.c(a, -b) = m.m.c(a,

b).

O conceito de m.m.c entre dois nimeros inteiros pode ser estendido a mais de dois

numeros.

Exemplo 3.4 : Calcular o m.m.c(10, 12, 18).
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Solugao: Como M(10,12,18) = {0, £180, £360, 540, ...}, temos que m.m.c(10,12,18) =
180. Para calcular esse m.m.c, pode-se calcular m.m.c(10,12) e, dispondo desse resultado,
calcular o m.m.c do mesmo com o inteiro 18.

Até agora, calcular o m.m.c entre nimeros inteiros foi um trabalho relativamente facil,
pois estamos trabalhando com ntmeros inteiros pequenos. Mas, caso quiséssemos calcular
o m.m.c(2400,3200), como farfamos?

Antes de responder a essa questdo, considerando que o m.m.c(20,24)= 120, vamos
calcula-lo de uma maneira diferente. Para tanto, vamos tomar os niimeros 20 e 24 nas
suas respectivas formas fatoradas, representando os seus fatores primos em dois conjuntos,
P(20) e P(24), respectivamente:

Como 20 =22 -5 e 24 = 23 . 3, temos:

P(20 P(24)

Observe que neste diagrama, na regiao comum aos conjuntos, aparece o fator 22, o
que é facil perceber pois 23 = 22 - 2. Se multiplicarmos todos os fatores que aparecem na
uniao dos conjuntos P(20) e P(24) obteremos 2%-2-3-5 =2%.3-5 = 120 = m.m.c(20,24).
Lembre-se que o m.m.c de dois niimeros é o menor miltiplo comum entre eles, portanto
nele devem aparecer fatores que sao tanto do niimero 20 quanto do nimero 24, elevados
a0s seus maiores expoentes, pois caso contrario, ele podera ser fator de um dos nimeros,
e nao sera do outro, basta verificar no exemplo, se tomdssemos o fator 22. Desta maneira,

podemos enunciar a seguinte propriedade:

Proposicao 3.1 : O m.m.c de dois numeros inteiros é dado pelo produto dos seus fatores

primos positivos, comuns e nao comuns, elevados aos seus maiores expoentes.
Exemplo 3.5 : Calcule:
a) m.m.c(360, 150).

Solucao: Escrevendo os ntimeros 360 e 150 na forma fatorada temos:
360=2%-32-5e150=2-3-5%
Assim, m.m.c(360,150) = 23 - 3% - 52 = 1800.

b) m.m.c(-2400, 3200).
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Solugao: Como m.m.c(-2400,3200) = m.m.c(2400,3200), temos:
2400 = 2° - 3 - 52

3200 = 27 - 52

Assim, m.m.c(-2400, 3200) = 27 - 3 - 5% = 9600.

Exemplo 3.6 : Os irmaos Pitagoras, Fuclides e Tales, visitam o seu avo Arquimedes,
respectivamente, a cada 6 dias, a cada § dias e a cada 4 dias. Se eles se encontraram
na casa do avo no dia 5 de marco desse més, determinar em que dia eles se encontrarao

novamente.

Solucao: Como precisamos descobrir em que dia eles voltarao a ser encontrar, devemos
saber quantos dias se passarao até o proximo encontro. Para tanto, devemos determinar
o m.m.c(6,8,4). Pois, este dia deverd ser um multiplo comum de 4, 6 e 8.

Sabendo que 6 = 2-3; 8 = 2% ¢ 4 = 22, temos que m.m.c(6,8,4) = 23-3 =83 = 24.
Portanto, o préximo encontro dos irmaos na casa do vovo Arquimedes sera no dia 29 de

marco.

3.2 Maximo Divisor Comum(m.d.c)

Nas secoes anteriores, vimos a definicao de divisibilidade no conjunto Z. Observando
o fato de que se um numero inteiro a é divisivel por um inteiro b, entao —a também
divide b, podemos determinar o conjunto dos divisores inteiros de um nimero inteiro a,

representado por D(a).
Exemplo 3.7 :
a) D(9) = {£1,+3, +9}
b) D(18) ={=£1,+2, £3, £6, £9, £18}
¢) D(42) ={+£1,+2,£3 +6,£7, £14, £21, +42}
d) D(56) ={%1,£2, £4, £7, +8, £14, £28, +56}.

Observando os conjuntos D(42) e D(56), verificamos que os mesmos apresentam nimeros

comuns. Se considerarmos o conjunto D(42,56), como sendo o conjunto dos divisores co-
muns de 42 e de 56, temos: D(42,56) ={£1,+£2,+7, £14}.

Definigao 2 : Sejam a e b dois inteiros nao conjuntamente nulos a # 0 ou b # 0.
Chama-se maximo divisor comum de a e b, representado por mdc(a,b), o inteiro positivo

d, d >0, que é divisor comum de a e .

Exemplo 3.8 :
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a) Os divisores comuns positivos dos inteiros 16 e 56 sdo tais que, D(16,56) ={1, 2,4, 8},
logo mdc(16,56) = 8.

b) Os divisores comuns positivos de 24 e 48 sao tais que, D(24,48) = {1, 2, 3,6, 8,12, 24},
logo mdc(24,48) = 24.

Observacgao 3.5 :

i) mde(a,1) = 1.

ii) mdc(a,0) =|a|, com a # 0.

iii) Se a € divisor de b, entao mdc(a,b) = a.

iv) Se mdc(a,b) = 1, entdo a e b sao denominados primos entre si ou coprimos.
Exemplo 3.9 :

a) mdc(234,1) =1

b) mdc(8,0) = 8

¢) mdc(12,24) = 12, pois 12 é divisor de 24.
Observagao 3.6 : Sabendo que D(-a) = D(a), entao mdc(-a, b) = mdc(a, -b) = mdc(a,b).
Exemplo 3.10 : mdc(-6, 8) = mdc(6,8) = 2.

Vamos calcular o m.d.c(480,144) = 48, utilizando a nogao de conjuntos. Para tanto,
vamos considerar as formas fatoradas de 480 e 144, e P(480) e P(144), os respectivos

conjuntos cujos elementos sao os fatores primos de 480 e 144.
480 =25-3-5 144 = 2*. 32,

P(480) P(144)

Observe que m.d.c (480,144) = 2*-3 = 48, e que corresponde a regiao comum aos con-
juntos P(480) e P(144), ou seja, a intersecgao dos conjuntos. Lembre-se que o m.d.c(a,b)
¢ o maior divisor comum desses niimeros, portanto, se tomassemos um fator que nao seja
comum aos numeros, por exemplo, o fator 5, no célculo do m.d.c(480,144), o mesmo nao
dividiria 144, visto que 5 nao é fator de 144.

Desta forma, assim como fizemos para o mmec, podemos enunciar, sem o rigor ma-

tematico devido, a seguinte propriedade.
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Proposicao 3.2 : O mdc de dois numeros inteiros ¢ dado pelo produto dos seus fatores

primos positivos e comuns, elevados aos seus menores expoentes.
Exemplo 3.11 : Calcule:
a) m.d.c(54,36).

Solucao: Escrevendo 54 e 36 nas suas formas fatoradas, temos: 54 = 2- 3% ¢ 36 = 22 - 32,
logo, 0 mdc(54,36) = 2-32 =2-9 = 18.

b) m.d.c(66,121).
Solugao: Como 66 =2-3-11 e 121 = 112, temos que mdc(66,121) = 11.
c¢) m.d.c(10,39)

Solugao: Como 10 = 2-5 e 39 = 3 - 13, temos m.d.c(10,39) = 1, ou seja, 10 e 39 sdo

copTiMmos.

Exemplo 3.12 : Dois cabos de aco devem ser cortados em pedacos de tamanhos iguais,
de forma que os pedacos fiquem com o maior comprimento possivel. Se um cabo tem 60

m e o outro 48 m, que tamanho terd cada pedaco? Quantos pedacos serao obtidos?

Solucgao: Devemos ter pedacos de tamanhos iguais e o maior possivel, assim, devemos
determinar o mdc(60,48). Como 60 = 2%2-3 -5 e 48 = 21 .3, temos mdc(60,48) =
22.3 = 4-3 = 12. Logo, devemos cortar os cabos em pedagos de 12 m. Dividindo (60+48)
por 12, temos 9 pedagos de cabo.

Proposicao 3.3 : Um numero d € divisor comum de a e de b, nao ambos nulos, se, e

somente se, ele € um divisor comum de a e b—a .
A justificativa dessa propriedade fundamenta-se na secao 1.1.
Exemplo 3.13 : 5 é um divisor comum de 25 e 75. Assim, 5 € divisor de (75 — 25).

Se considerarmos na ultima propriedade, d como maximo divisor comum de a e b, temos:

m.d.c(a,b) = m.d.c(a,b— a)
Exemplo 3.14 : Calcule:

a) m.d.c(42,30).
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Solugao: mdc(42,30) = mdc(30, 42 - 30) =
mde(30, 12) = mde(12, 30 — 12) =
mde(12,18) = mde(12, 18 — 12) =

dc(12, 6) = mdc(6, 12 - 6) =

mdc(6,6) = 6. Deta forma, mdc(42,30) = 6.

=

b) m.d.c(3 418, 1 424).

Solugao:mde(3 418, 1 424) = mdc( 1 424, 3418 — 1 424) =
mdc(1 424, 1 994) = mde( 1424, 1 994 — 1 424) =
mdc( 1 424, 570) = mdc ( 570, 1 424 — 570) =
mdc( 570, 854) = mdc( 570, 854 — 570) =
mdc( 570, 284) = mdc(284, 570 — 284) =
mdc( 284, 286) = mdc (284,286 — 284) =
mdc(284,2) =
Observe que este processo é bastante trabalhoso, vejamos uma outra propriedade que

nos auxiliara no calculo do mdc de niimeros inteiros.

Lema 3.1 : Sea eb sao inteiros e a =b-q+r, onde q e r sdo inteiros, entao mdc (a,b)

= mdc (b, v), onde r = a—bq € o resto da divisio de a por b(divisao euclidiana).

Demonstracgao: Da igualdade a = b- ¢+ r concluimos que todo divisor de b e r também
é divisor de a (segao 1.1). Se escrevermos a igualdade anterior como r = a—b-q temos que,
da mesma forma, todo divisor de a e b também é um divisor de r. Ou seja, os divisores

comuns de a e b sdo os mesmo de b e r. Logo, mdc (a,b) = mdc (b, r).

Exemplo 3.15 : Sejam a = 50 e b = 15. Dividindo a por b obtemos: 50 =3-15+5. O
mde (50,15) = mdc (15,5) = 5.

Exemplo 3.16 : Calcule m.d.c (876, 597).

Solugao: 876 = 1. 597 4+ 279 — Pelo Lema 3.1: mdc (876, 597) = mdc (597, 279)
597 = 2. 279 + 39 — Idem: mdc (597, 279) = mdc (279, 39)
279 = 7. 39 + 6 — Idem: mdc (279, 39) = mdc (39, 6)
39=6.6 + 3 — Idem: mdc (39, 6) = mdc (6, 3)
6=2.3+0— Idem: mdc (6, 3) = mdc (3, 0) = 3.
Logo, temos: mdc (876, 597) = mdc (597, 279) = mdc (279, 39) = mdc (39, 6) = mdc
(6, 3) = mdc (3, 0) = 3. Observe que, 3 é divisor de 6, assim, a dltima igualdade poderia
ter sido dispensada.

Observe no exemplo anterior, que o Lema 3.1 foi aplicado iniimeras vezes até se obter
resto zero nas divisoes euclidianas. Sendo assim, vejamos o mesmo exemplo, através de
um algoritmo, que utiliza tal propriedade, conhecido como Algoritmo de Euclides para o

calculo do mdc de inteiros.
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1 2 | 7162
876 | 597 | 279 | 39
209139 | 6 | 3

Na primeira linha desse algoritmo, escrevemos os quocientes obtidos e na 1ltima linha,

escrevemos os restos.

Exemplo 3.17 : Utilizando o Algoritmo de Euclides, determine mdc(1 496,728).

Solucgao:
2 |18
1496 | 728 | 40 | 8
40 8 |0

Observagao 3.7 : Pode-se calcular o mdc entre trés ou mais numeros inteiros. Assim,
se quisermos calcular o mdc(a,b,c), calculamos o mdc(a,b) = d, em sequida calculamos
mdc(d,c).

Exemplo 3.18 : Calcular mdc(56,64,80).

Solucgao: Calculemos inicialmente mdc(80,64).

1] 4
80| 64 | 16
16| 0
Vamos calcular agora, mdc(36,16).
2
36 | 16
4 10

Logo, mdc(36,64,80) = 4.

3.2.1 Relagao de Bézout

Dados inteiros a e b, quaisquer, mas nao ambos nulos, existem dois inteiros n e m tais
que mdc(a,b) = a-n+b-m. Em outras palavras, a relagao diz que o mdc(a,b) pode ser
escrito como combinagao linear de a e b. De acordo com a relagao de Bézout, podemos
definir: Dois ntimeros inteiros a e b, com a # 0 ou b # 0 sdo coprimos, quando existem

dois inteiros m e n, tais que a-n+b-m = 1.

Exemplo 3.19 : O mde(30,42) = 6. Observe que 6 = 3-30+42-(—2), comn =3 e

m= —2.
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Vocé deve estar se perguntando, como descobrir esses inteiros n e m? A resposta esta no
algoritmo de Euclides.

Consideremos o algoritmo utilizado para determinar mdc(30,42).

1122
42 1 30 | 12
1216 | 0

Utilizando o algoritmo de Euclides de tras para a frente, temos:
6=30-2-12=30-2-(42-1-30) =30-2-42+2-30=3-30-2-42=30-3+42-(—2).

3.3 Equacoes Diofantinas Lineares

Considere a seguinte situacao problema: O valor da entrada de um cinema é 8,00 reais
e da meia entrada 5,00 reais. Qual é o menor niimero de pessoas que pode assistir a uma
sessao de maneira que a bilheteria seja de 500,00 reais?

Para resolver esse problema, vamos denominar o nimero de pessoas que pagam a
entrada de 8,00 reias por X, e as pessoas que pagam meia entrada de Y. Assim, temos a
equacao 8X + 5Y = 500. Equagoes como esta serao nosso objeto de estudo nessa secao,
e sao denominadas Equagoes Diofantinas, em homenagem a Diofanto de Alexandria (300
d.C).

Denomina-se Equagao Diofantina Linear(EDL), toda equagao da forma ax + by = ¢,
onde a, b e ¢ sao nimeros inteiros dados e x e y sao incognitas a serem determinadas em
Z.

Sendo assim, as equagoes 4x + 5y = 18, 2z-3y = 20, 4x + 8y = 23, sao Equacoes
Diofantinas Lineares.

As solucoes de uma EDL, consistem em pares de niimeros x e y, caso existam. Desta

forma, se uma EDL possui solugao, teremos um nimero indeterminado das mesmas.
Exemplo 3.20 : Na EDL 3x + 6y = 18, temos:

Paraz =4ey =1, temos 3-4+4+6-1 = 18. Logo, r =4 e y = 1 é uma solucao da
equacao.

Parax=—-6ey=6,temos 3-—6+6-6 = 18. Logo, x = —6 e y = 6 é uma solucao da
equagcao.

Parax =10 ey = —2, temos 3- 1046 - —2 = 18. Logo, x = 10 e y = —2 é uma solugao
da equacao.

Parax =7ey = —3,temos 3-7+6-—-3 =3 # 18. Logo, x =7 e y = —3 nao é uma

solugao da equacao.

18



Exemplo 3.21 : Na EDL 4x + 8y = 57, nao hd solucao, pois 4x+ 8y = 2- (2z + 4y) que

¢ um numero par, nunca podendo ser iqual a 57.

Como acabamos de ver, existem EDLs que possuem varias solugoes e outras que nao
possuem solucao. Como saber se uma EDL possui solucao e como determina-las? Para
responder a essa pergunta, vejamos o teorema abaixo, e para maiores detelhes ver [1]. Por

hora, é interessante mostrar ao aluno, com exemplos, porque o mesmo funciona.

Teorema 2 : A equagdo diofantina ax + by = ¢ admite infinitas solugoes se, e somente
se, mde(a,b) divide c.

Exemplo 3.22 Considere a EDL 6x + 9y = 12.

Observe que mdc(6,9)= 3, e que 3 é divisor de 12. Logo, pelo teorema anterior, a mesma
admite solugoes. Vejamos:

Dividindo toda a equagao por 3, temos a equagao equivalente 2x + 3y = 4.
4 — 3y 3y
Tomando y = 2k, com k € 7Z, pois devemos encontrar solugoes inteiras, obtemos infinitas

Isolando a varidvel x, tem-se x =

solugbes para tal equagdo, na forma (2 — 3k, 2k), com k € Z.
Exemplo 3.23 Considere a equagao 8x + 12y = 14.

Observe que mdc(8,12) = 4, e que 4 nao é divisor de 14. Portanto, tal equa¢ao nao admite

solucoes inteiras. Vejamos:

14—8x:> 14 8x:> 7 2x P )
=— - — = — — —. Por mai
12 Y= g T YT g g ormanane

tomemos x = 3k, com k € Z, jamais teriamos solucoes inteiras, visto que 5 ¢ 7.

Isolando a variavel y, temos:y =

Exemplo 3.24 : Verifique se as EDLs admitem solugao:
a) 8r+ 12y = 44

Solugao: Como o mdc(8,12) = 4, e 4 divide 44, temos que a equagao admite solugao.
b) 6x + Ty = 1.

Solugao: Como o mde(6,7) = 1, e 1 é divisor de 1, temos que a equagao admite solugao.
c) 10z + 14y = 5.

Solugao: Como o mdc(10,14) = 2, e 2 nao divide 5, temos que a equa¢ido nao admite

solucao.

Observagao 3.8 : Dada a equagao diofantina linear ax+by = ¢, se mdc(a,b) = 1, entdo

a equacao sempre admite solucao, pois 1 € divisor de qualquer nimero inteiro.
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Exemplo 3.25 : Resolver a equacao Diofantina linear 3z + by = 7.

Solugao: Observe que mde(3,5) = 1, portanto a equacao possui solu¢ao. Vamos determi-

nar solucoes particulares para a equacgao, e a partir dai, determinar solugoes gerais. Note

que:
3-245-—1 = 1. Multiplicando toda a equacao por 7, temos: 3-14 +5- -7 = 7.
Percebemos entao que xo = 14 e yo = —7 é uma solucao particular de tal equacao.

Consideremos agora, as equagoes 3x + by = 7 e 3xg + byg = 7. Subtraindo uma equagao
da outra, temos 3 (x — o) + 5 (y — yo) = 0. Fazendo (z — x¢) = a e(y —yo) = b , tem-se
3a+5b = 0. Para que esta ultima igualdade seja verdadeira, devemos ter b divisivel por 3,
e a divisivel por 5. Supondo a = 5k, temos, 15k +5b =0 = b = —3k. Fazendo (x — z¢) =
bk=x=x0+bk=x=14+bke (y—y) =-3k=y=yo—3k=y=—-7-—3k, que
sao as solucoes da equacao, para todo inteiro k.

Acontece que nem sempre é facil encontrar solugoes particulares para tais equagoes,
utilizando o processo de tentativas e erros. O proximo resultado ira facilitar a resolucao

das mesmas.

Observacgao 3.9 : Se x = xg e y = Yy sao solugoes particulares de uma equagao diofan-

a
tina ax + by = ¢, entao todas as solugoes sao dadas por x = xy + g key=uyo—--k,

d
com k um inteiro qualquer.Para maiores detalhes, consultar [8].

Exemplo 3.26 : Resolver a equacao 40X — 65Y = 135.

Solucgao: Inicialmente temos que mdc(40,65) = 5, e 5 divide 135. Podemos desta maneira,
dividir toda a equagao por 5, obtendo 8 X—13Y = 27. Como mdc(8,13) = 1, podemos,

através do algoritmo de Euclides, escrever 1 = 8n + 13m. Observe:

13=8-1+4+5
8=5-14+3
5=3-1+2
3=1-2+1

Assim, com um procedimento analogo ao do exemplo 5, verificamos que 1 = 8 - 5-3 - 13.
Multiplicando esta igualdade por 27, obtemos 8 - 135-13 - 81 = 27. Portanto, obtemos a
solugao particular zy = 135 e yy = 81. Concluimos entao que as solugoes de tal equagao

sao da forma: x = 135 — 13k e y = 81 — 8k, para todo k inteiro.
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Capitulo 4
Fazendo contas com restos

Considere o seguinte problema:

Joao mora em Salvador e seus pais em Recife. Para matar a saudade, ele telefona
para seus pais a cada trés dias. O primeiro telefonema foi feito num domingo, o segundo
telefonema foi feito na quarta-feira seguinte, o terceiro telefonema foi feito no sdbado, e
assim por diante. Em qual dia da semana Joao telefonou para os seus pais pela centésima
vez?(banco de questoes da obmep 2010).

Vocé pode resolver esse problema, construindo uma tabela, constando o dia da semana

e a posicao da ligacao de Joao para os seus pais.

Domingo | Segunda | Terca | Quarta | Quinta | Sexta | Sabado
12 6* 42 2% ™ 5 3%
8* 13* 112 h 14* 122 102

E claro que se vocé continuasse a completar essa tabela, descobriria em qual dia da
semana foi realizada a centésima ligacao. Porém, vamos analisd-la sobre outro ponto de
vista.

Verificando a primeira linha da tabela, notamos que aparecem os 7 primeiros telefo-
nemas, um para cada dia da semana. A partir do sétimo telefonema, os dias comecam a
se repetir. Observe que os elementos da segunda linha da tabela foram obtidos a partir
da soma do elemento que se encontra na mesma coluna na linha anterior, com 7. Por
exemplo, os elementos da coluna referente a quarta-feira, seriam: 2, 9, 16, 23, 30,..., ou
seja, s6 aparecem numeros que quando divididos por 7, deixam resto 2. Desta forma,
podemos relacionar o dia da semana, com o resto da divisao do nimero correspondente
da ligacao por 7.

Domingo — resto 1
Segunda — resto 6
Terca — resto 4
Quarta — resto 2
Quinta — resto 0
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Sexta — resto b
Sabado — resto 3
Assim, dividindo 100 por 7, tem-se 100 = 7 - 14 + 2, e a centésima ligacao foi realizada
numa quarta-feira.

Pudemos verificar que para resolver esse problema, levamos em consideracao a re-
peticao ou periodicidade com que ele acontecia, analisando os restos da divisao de um
inteiro por 7, ou seja, periodicidade 7, portanto periodo 7 1.

Este comportamento nao é um fato raro, ele é comum em varias situagoes do cotidiano.
Exemplo 4.1 :

a) Nos relégios, onde as horas se repetem de 12 em 12 horas, ou, de 24 em 24 horas.
b) Nos calendérios, em que os dias da semana se repetem de 7 em 7 dias.

¢) Fenomenos naturais como as fases da Lua.

Vejamos outra situacao: Vamos construir uma tabela, em que nela aparecem a sequéncia

dos nuimeros inteiros nao negativos, e os seus respectivos restos na divisao por 3.

Inteiro |0 11234 |5|6|7]8
Resto | 0|1

Observamos assim, que os restos na divisao de inteiros por 3, sao periddicos de periodo
3. De maneira geral, os restos dos inteiros sucessivos na divisao por um inteiro positivo
qualquer n repetem-se com periodo n. A justifivicativa dessa afirmacgao, encontra-se na
secao referente a divisao euclidiana.

Vejamos agora, outras caracteristicas interessantes no calculo com restos.

4.1 O resto da soma é a soma dos restos?

Vejamos as seguintes situagoes:

1) Qual é o resto da divisao de (9 457 + 2 734) por 47

Solucao: Vejamos a solucao desse problema de duas formas distintas.
1*) Forma:

Sabendo que 9 457 4+ 2 734 = 12 191. Dividimos 12 191 por 4, obtendo quociente
3047 e resto 3.

!Entende-se por periodo, o intervalo com que as ligacdes se repetiam com regularidade.
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2*) Forma:

Facamos o seguinte: Vamos dividir 9 457 e 2 734 por 4, tomar os restos dessas divisoes
e soma-los. Assim, 9457 = 2364 -4+ 1 e 2734 = 683 -4+ 2. Observe que os restos obtidos
foram 1 e 2, que quando somados dao igual ao resto da divisdo da soma (9 457 + 2 734).
Considerando 9457 = 2364 -4+ 1 e 2734 = 683 - 4 + 2, temos:

9457 42734 =2364-4+1+683 -4+ 2

=2364-4+683-4+1+2

— 4. (2364 + 683) + (1+2)
2) Qual é o resto da divisao de (12 369 + 24 734) por 67

Solucao: Temos que 12369 = 2061 -6 + 3 e 24734 = 4122 -6 + 2. Como 12369 + 24734 =
37103 = 6183 - 6 + 5. Observe que, o resto da soma dos valores em parénteses por 6, é
igual a soma dos restos da divisao de cada uma das parcelas por 6.

Mas sera que isso sempre ocorre? A resposta é nao! Observe o proximo exemplo:
3) Qual é o resto da divisao de (16 + 20) por 37

Solucao: Observe que 16 + 20 = 36 = 12 - 3. Temos, também, que 16 = 5-3+ 1 e
20=6-3+2.

Assim, verificamos que a soma (16 + 20) = 36, que é um miltiplo de 3. Porém, a
soma dos restos das parcelas 16 e 20 por 3, é igual a 3, que quando dividido por 3, tem

resto igual ao de 36 por 3.

Desta forma, verificamos: O resto da divisao por m # 0 da soma de dois numeros
naturais quaisquer € igual ao resto da divisio por m # 0 da soma de seus respectivos

restos.

De maneira mais geral:

Consideremos dois nimeros naturais N7 e Ns, tais que a soma N+ N, quando divida
por m # 0, deixa resto s, 0 < s < m, ou seja, N1 + Ny = mk + s, e que quando divididos
pelo natural m # 0, deixam restos r; e 3, com 0 < r; < m, 0 < ry < m. Sendo assim,
existem naturais k; e ko, tais que: Ny = m -k +1r e Ny = m - ky + ro. Desta forma,
temos:

N1+N2ZTTZ'/{?1+7’1+m'/{Z2+T’2:m'k1+m'k}2+T1+T2:m'(k1+k2)+<7“1+7’2).
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Consideremos, agora, 1 + 19 = mk' +1', e k1 + ks = k” com 0 < r’ < m. Assim:N; +
Ny =m- (ki + ko) + (r1+r2) = mk” +mk’ +1" =m - (K" + k) + 1, com 0 <7 <m.

Logo pela unicide do resto s= r'.

4.2 O resto do produto é o produto dos restos?

Assim como vimos na se¢ao 4.1, vamos verificar se o resto do produto de dois niimeros
naturais é igual ao produto dos restos na divisao de naturais. Vejamos as seguintes

situacoes:
1) Qual é o resto da divisao de (2 367 - 5 986) por 57

Solucgao: Efetuando o produto 2367 - 5986, temos como resposta 14 168 862, que dividido
por 5 éigual a 14168862 = 2833772-5+2. Observe que 2367 = 473-5+2 ¢ 5986 = 1197-5+1.
Desta forma, os restos das divisoes de 2 367 e 5 986 por 5 sao, respectivamente, 2 e 1, que
quando multiplicados dao o mesmo resultado da divisdo do produto (2 367 x 5 986) por
5.

2) Qual é o resto da divisao de (25 - 44) por 77

Solugao: Observe que 25 =7-3+4e44 =7-6+2. Como (25-44) = 1100 = 157- 7+ 1.
Multiplicando os restos das divisoes de 25 e 44 por 7, temos 2-4 =8 = 1-7 + 1, este
produto tem o mesmo resto da divisdo de (25 - 44) por 7.

Desta forma, assim como na soma, verificamos: O resto da divisao por m # 0 do
produto de dois numeros naturais quaisquer € igual ao resto da divisao por m # 0 do
produto dos seus respectivos restos.

A demonstragao segue um principio analogo da demonstragao realizada na se¢ao 4.1,

e é facilmente verificada.
Exemplo 4.2 : Qual € o resto da divisao de (2573 + 4534+ 97-76) por 117

Solucgao: Fazendo as divisao de 25, 73, 45, 34, 97 e 76 por 11, obtemos os respecti-
vos restos, 3, 7, 1, 1, 9 e 10. Desta maneira, substituindo esses valores na expressao,
temos:(3-7+1-1+4+9-10) = 112, que quando dividido por 11, deixa resto 2.

Exemplo 4.3 : Qual é o resto da divisao de 13*°° por 12¢

Solugao: Sabe-se que 132° apresenta 200 fatores iguais a 13, basta calcular o resto da
divisao de 13 por 12 e eleva-lo a 200. Como o resto da divisao de 13 por 12 é 1, temos

que o resto de 132 por 12 é igual a 129 = 1.

Exemplo 4.4 : Prove que n® + 4n € divisivel por 5 qualquer que seja o natural n.
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Solucgao: Na divisao de um nimero natural n por 5, temos os possiveis restos: 0, 1, 2, 3,

4, sendo assim, vejamos a tabela, com os possiveis restos para n® + 4n na divisao por 5.

Resto de n por 5 | Resto de n® por 5 | Resto de 4n por 5 | Resto de n® + 4n por 5.
0 0 0 0
1 1 4 5
2 2 3 5)
3 3 2 5
4 4 1 5

Analisando a 1ltima coluna, verificamos que os possiveis valores para o resto de n®+44n

por 5 sao 0, logo o mesmo serd divisivel por 5, ou 5 que ¢é divisivel por 5.
Exemplo 4.5 : Determine o iltimo algarismo do nimero 2°°.

Solucgao: Observe a sequéncia abaixo das primeiras poténcias de base 2:
2t =2

22 =4
23 =38
21 =16
25 = 32
26 = 64.

Vemos que os tultimos algarismos das primeiras poténcias de base 2, sao: 2, 4, 8, 6,
2, 4, ..., ou seja, elas se repetem ciclicamente. Desta forma, para determinar o 1ltimo
algarismo de 2°°, basta determinar 2", onde r é o resto da divisao de 50 por 4. Assim,
50 =4-12 4 2 = 2'2 = 4. Portanto, o tltimo algarismo do nimero 2°° ¢ 4.
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Capitulo 5
Congruéencia Modular

Na se¢ao 2, vimos uma importante defini¢ao no conjunto dos nimeros inteiros que foi
a divisao euclidiana. Nela, verificamos que na divisao de dois numeros inteiros, quando
um nao ¢ multiplo do outro, a existéncia de restos. Na se¢ao 4, vimos o comportamento
do resto na resolugao de problemas.

Varios matematicos, a exemplo FEuler, Fermat e Gauss, se dedicaram a estudar a
aritmética com restos na divisao euclidiana por um nimero fixado, dando inicio a um
importante ramo da matematica na teoria dos nimeros, a congruéncia modular.

Introduzida por Gauss no seu livro Disquisitiones Arithmeticae, a congruéncia modu-
lar tornou-se uma importante ferramenta nas resolugoes de problemas que estao associados

a fatos periddicos. Deve-se a Gauss também, a simbologia utilizada nesta teoria.

Definigcao 5.1 : Sejam a e b inteiros quaisquer e seja m > 1 um inteiro positivo fizo.
Diz-se que a é congruente a b mddulo m, representado por a = b(mod m), se, e somente
se, m divide a diferenca a — b. Em outros termos a € congruente a b modulo m se, e

somente se, existe um inteiro k tal que a—b = km.
Exemplo 5.1 :
a) 38 =18 ((mod 5), pois 38 — 18 = 20 e 5 € divisor de 20.
b) 2=28 ('mod 6), pois 2 -8 = -6 e 6 é divisor de -0.
c) 23=17 ('mod 8), pois 23 — 7 = 16 e 8 divide 16.
d) 10=—4 (mod 7), pois 10 — (-4) = 10 + 4 = 14 e 7 divide 14.

Observagao 5.1 : Quando a nao é congruente a b mddulo m, representamos a % b

(mod m).
Assim, 24 # 18 (mod 5), pois 24 - 18 = 6, e 5 nao é divisor de 6.
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Observacao 5.2 : a =0 (mod m) se, e somente se, m é divisor de a.

Observacao 5.3 : Da defini¢cao de congruéncia, podemos concluir que, dois inteiros a
e b sao congruentes modulo m se, e somente se, a e b deizam o mesmo resto quando

dwididos por m. Verifiquemos:

(=) Da definigao de congruéncia, a = b(mod m)< a—b = km, com k inteiro.

Seja r o resto da divisao de b por m, de tal maneira que b = gm + r, com 0 < r < m,
e q € Z. Sendo assim, temos: a = km +b=a=km+qn+r =a=m((k+q)+r,
portanto a quando dividido por m, também tem resto r.

(<) Supondo que a e b quando divididos por m tém o mesmo resto, temos:
a=qgqn+reb=tm+r=ab=gn+r-(tm+r)=ab=gm+r-tmr = ab=
m (g—t) = m divide a—b , portanto a = b(mod m).

Exemplo 5.2 :
a) 25 =19 (mod 6), pois25=6-4+1¢e19=3-6+ 1.
b) =78 =21 (mod 11), pois =78 =11-(—8) +10 e 21 = 11 -1 + 10.
c) 3T =17 (mod 5), pois 37T =5-7T+2 e 17=5-3+2.

Observagao 5.4 : Ao dividir um niumero inteiro positivo a por m, obtemos k € 7Z e
0 <r < m, tais que a = mk +1r = a—r = mk = a = r(mod m).Desta maneira, todo

inteiro positivo € congruente modulo m ao resto de sua divisao por m.
Exemplo 5.3 :

a) 20 =6 (mod 7), pois 20 =2 -7 + 6.

b) 53 -5 ( mod 8), pois 53 =6 - 8 4 5.

Uma consequéncia imediata das observagoes 5.3 e 5.4 , é que todo nimero inteiro a é
congruente modulo m a exatamente um dos nimeros 0, 1, 2, ..., m — 1 e estes tltimos sao

incongruentes entre si médulo m.

Definigao 5.2 : Seja m > 0. Chama-se sistema completo de residuos (restos) mddulo
m, um conjunto de m nimeros {ry,r9,73, ..., m}, tal que cada a inteiro é congruente a
exatamente um dos numeros ri, ro, 13,..., T'm, ou ainda, podemos dizer que 0s 11, Ta,

r3,..., T'm 8GO0 congruentes, em alguma ordem, modulo m aos niumeros 0, 1, 2, 3, ..., m.

Exemplo 5.4 : Seja m = 4, temos que o conjunto 0, 1, 2, 3 ¢ um sistema completo de
restduos modulo 4. Observe que o conjunto -12, 19, 22, 41 também é um sistema completo
de residuos modulo 4, pois =12 =0 (mod 4), 19 =3 (mod 4), 22 =2 (mod 4) e 41 =1
(mod 4).
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5.1 Propriedades da congruéncia modular.

Seja m um inteiro positivo fixo (m > 1) e sejam a, b e ¢ inteiros quaisquer. Valem as

propriedades:
i) a = a (mod m). (reflexiva)
ii) se a = b (mod m), entdo b = a (mod m).(simétrica)
iii) se a =b (mod m) e b = ¢ ( mod m), entdao a = ¢ (mod m). (transitiva)
Demonstracoes:
i) Como m divide 0, entao m divide (a — a), ou seja, a = a (mod m).

ii) a = b (mod m)= a-b = km, para k € Z. Desta forma, b = a-km = b-a =
—k)m = b= a (mod m).

iii) se a =b (mod m) e b = ¢ ( mod m), entao existem inteiros k e ¢, tais que:
a—b = km e b—c = gm. Somando membro a membro as equacoes anteriores, temos:

a-b+b-—c=km+qgm = a—c=m(k+q), ou seja, a = ¢ (mod m).

5.2 Propriedades operatérias da congruéncia modu-

lar.

Veremos nesta secao, propriedades operatorias das congruéncias modulares. Faremos

a demonstragao de algumas delas. Para verificacdo das demais, consultar [5].

Py) Sejam a, b, ¢ e d nimeros inteiros tais que a = b(mod m) e ¢ = d(mod m). Tem-se
que:a £+ ¢ = b+ d(mod m).

Prova: se a = b (mod m) e ¢ = d ( mod m), entdo existem inteiros k e ¢, tais que:
a=km+bec=qgm+ d. Somando membro a membro as equacoes anteriores, temos:
atc=m(k+q+(b*td) =atc=b+d (mod m).

P,) Sejam a, b, ¢ e d niimeros inteiros tais que a = b(mod m) e ¢ = d(mod m). Tem-se

que:ac = bd(mod m).
P3) Se a =b (mod m), entdo a + ¢ = b+ ¢ (mod m), para algum c € Z.
Py) Se a = b (mod m), entdo ac = be (mod m), para algum c € Z.
P5) Sejam a = b (mod m) e n € N, temos que a" = b"(mod m).

Ps) Se a=b (mod m), e se n é um divisor de m, com n > 0, entdo a = b (mod n).
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a b m
Prova: Se a = b(mod m), entio: a —b—km, ke Z = &= 2 — . 5 %@ 2 Poq
vVa. ca= mod 1m), entao: a = Km, d d_ d d_dmo
=)
=),

Ps) Se ac = be (mod m) e se o mde(c,m) = d, entdo a = b (mod d/m ) .
Py) Se ac = be ( mod m) e se o mde(c,m) =1, entdo a = b (mod m).

Esta propriedade mostra que é permitido cancelar fatores de ambos os membros de uma

congruéncia que sao coprimos com o maédulo.

Piy) Se ac = be(mod p), onde p é um nimero primo, e se p divide ¢ entdo a = b( mod

p).

Prova: Temos que p nao divide ¢ e p é primo, desta forma, mdc(p,c)=1, garantindo o
cancelamento pela FP.
Fazendo uso da definicao e das propriedades da congruéncia modular, vejamos algumas

situacoes problemas:
Exemplo 5.5 : Calcule o resto da divisao de 30063°% por 5.

Solugao: Como 3006 = 6000 - 5 + 1, temos: 3006 = 1 (mod 5)= 30063°%¢ = 130% (mod
5)= 3006°°% =1 (mod 5). Portanto o resto procurado é 1.

Exemplo 5.6 : Sabendo que 01/01/2013 foi uma terca-feira, determine em que dia da

semana caird 06/07/2013, sem fazer consulta a qualquer tipo de calenddrio.

Solugao: Se 01/01/2013, foi numa terca, temos:

02/01— quarta-feira, 03/01— quinta-feira; 04/01— sexta-feira; 05/01— sabado; 06/01—
Domingo; 07/01— segunda —feira; 08 /01— terga-feira; 09/01— quarta-feira, e assim por
diante. Observe que a partir dai, para saber o dia em que caiu determinada data, basta
determinar o nimero de dias que se passarao até ela, na congruéncia médulo 7, pois sao
7 dias na semana, e que toda data congruente a 1 modulo 7, serd uma terca; congruente
a 2 médulo 7 sera uma quinta, e assim por diante. Desta forma:

Janeiro = 31 dias; Fevereiro = 28 dias; Marco = 31 dia; Abril = 30 dias; Maio = 31 dias;
Junho = 30 dias; Julho = 6 dias. Desta forma, terao se passado 187 dias até 06/07. Como

187 =5 (mod 7), temos que tal data serd num sabado, pois 05/01 foi num sabado.

Exemplo 5.7 : Sabendo que agora sao 11 horas da manha, que horas serao daqui a 230

horas?
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Solucgao: Sabendo que as horas se repetem num periodo de 24 horas, e sabendo que
230 = 14 (mod 24), temos 11 + 14 = 25 = 1 (mod 24), portanto, serda 1 hora da manha.

Exemplo 5.8 : Verifique se 30% + 610 ¢ divisivel por 31.

Solugao: Da defini¢do de congruéncia modular, temos: 30 = —1 ( mod 31) e 61 = —1
(mod 31).

Assim: 30% 4 61! = (=1)99 + (—1) 100 = —1 + 1 = 0, equivalente a 30% + 611 = 0 (
mod 31). Portanto, 30% + 6119 é divisivel por 31.

Exemplo 5.9 : Determine o resto da divisio de 531t 4 71311 1 111311 1 95131 pop 8,
Solucao: 5131 4 71311 4 111311 | 951311 — (_3)1311 + (_1)1311 431811 4 1311 _ ( mod 8).

Exemplo 5.10 : Prove que 11772 4+122""1 ¢ divisivel por 133 qualquer que seja o nimero

natural n.

Solucdo: 11742 41220+ = 112. 11" +12. 122" = 121117 +12- 122", Escrevendo 121 -11"
na forma 133 - 11" — 12 - 11", temos:

133-11" —12- 11" + 12 - 1220

=12(12%" — 11")=

(144" — 11™), como 144 = 11 (mod 133), pela propriedade Ps, temos (144" — 11") =
0(mod 133).

5.3 Congruéncias Lineares.

Denomina-se congruéncia linear, toda congruéncia da forma ax = b (mod m), com a,

b, m > 0 e x inteiros,onde x sao as solucoes procuradas.

Exemplo 5.11 : Sdo congruéncias lineares: 4x =7 (mod 5), 3x =9 (mod 6), bx = 8
(mod 4).

Mas sera que toda congruéncia linear tem solugao? A resposta é nao! Vejamos agora

sob quais condicoes essas congruéncias admitiram solucao, e caso admitam, quantas sao.

i) Uma congruéncia linear ax = b (mod m) admite solugdo se, e somente se,d =

mdc(a,m) divide b.

ii) Se d = mdc(a,m) divide b, entdo axz = b (mod m) possui exatamente d solugdes
incongruentes entre si médulo m. Se Xy € Z é uma solugao particular, entao as

m m m
solugoes incongruentes sao da forma Xy ; Xo+ —; Xo+2 - —; Xo+3 - —; ..;

d d d
m
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Demonstragao:

i) Observe que a congruéncia az = b (mod m) é equivalente, para algum y € Z, a uma
equagao Diofantina linear axz + my = b, admitindo solu¢do quando o mde( a,m)
divide b.

ii) Se d divide b e sendo X € Z uma solugao particular, com axy = b(mod m), ou seja,

azxy + myy = b, para algum Y inteiro. Por se tratar de uma EDL, toda solugao da
A - m

congruéncia axz = b (mod m) sao da forma x = x¢ + 7 -t,com t € Z. Escrevendo-se

t=qd+k, com g, k inteiros e 0 < k < d — 1, temos:

x:xo+%-t:>x:$o+%'(qd+k):>95:$0+mq4‘%'k5370+k'%(m0d

m).

, . . N m m
Além disso, consideremos as solugoes: © = xg+e-— , x =29+ [ - = de tal

d

m m
maneira que xg + e - 7 =0 +f- E(mod m), com 0 <e, f <d—1, temos:

m m m m
e-—=f— (mod m), desta forma podemos escrever e - — = f - — + wm, com

d d d
w € Z. Como % # 0, tem-se: e = f +wd = f (mod m).

De 0 < |e— f| < d—1, conclui-se que w = 0 ou e = f. Portanto as solucoes

indicadas sao incongruentes médulo m.
Exemplo 5.12 : Resolver a congruéncia linear 9x = 3(mod 12).

Solugao: Inicialmente verificamos que d = mdc(9,12) = 3, como d =3 divide b=3, a
congruencia possui 3 solucoes. Pela propriedade Fs, podemos escrever a congruéncia da
seguinte forma: 3z = 1(mod 4).

Verificamos, por tentativas e erros, a solucao particular Xqg = 3. As demais solucoes

12 12
incongruentes sao: X; =3 + 3 =X =T7TeX9=3+2- 3 = Xy =11.
Exemplo 5.13 : Resolver a congruéncia 2z = 5(mod 6).

Solugao: Observe que mdc(2,6) = 2, e 2 nao divide 5. Portanto, a congruéncia nao possui

solucao.
Exemplo 5.14 : Resolva a equagio 3x =5 (mod 7).

Solugao: O mdc(3,7) =1 e 1 divide 5. A congruéncia possui solugao tnica. Por tentativas

e erros, chega-se a Xy = 4.
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Exemplo 5.15 : Pode o triplo de um nimero natural deizar resto 14, quando dividido
por 187

Solugao: Sendo x o nimero procurado, devemos verificar se existe solugao para a con-
gruéncia 3z = 14 (mod 18). Como mdc(3,18) = 3, e 3 nao divide 14, concluimos que nao

h4a nenhum numero natural com tal caracteristica.
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Capitulo 6

Aplicacoes das congruéncias

modulares.

Dentre as varias aplicagoes da congruéncia modular, iremos destacar, nesta secao, o
famoso Teorema Chinés dos Restos e, numa sequéncia légica, veremos uma importante
aplicacao de tal teorema, que é a Partilha de Senhas.

O matematico Chinés Sun Tzu Suan Ching, no seu livro “Manual Aritmético do Mestre
Sol”, escrito provavelmente entre 280 d.C e 483 d.C, enunciou o seguinte problema:
“Temos coisas, mas nao sabemos quantas; se as contarmos de trés em trés, o resto é 2; se
as contarmos de cinco em cinco, o resto é 3; se as contarmos de sete em sete, o resto é 2.
Quantas coisas temos?”

De acordo com o que aprendemos no capitulo anterior, podemos escrever esse pro-

blema utilizando a notacao de congruéncia. Seja x o nimero de coisas procuradas, tem-se:

2 (mod 3)
=3 (mod 5)
2 (mod 7)

8 8 8

Observe que a solucao desse sistema de congruéncias nos dard o valor de x procurado.

Vejamos alguns exemplos de como resolver sistemas de congruéncias lineares.

r =1 (mod 2)
Exemplo 6.1 : Resolver o sistema ¢ = =2 (mod 3)
r =4 (mod5)

Solugao: Observe que somando 1 a cada uma das congréncias, temos que x + 1 serd
multiplo de 2, 3 e 5, pois teremos:
r+1=2(mod 2)= x+1=0 (mod 2)
rz+1=3(mod 3)= x+1=0 (mod 3)
r+1=4(modb)=x+1=0 (mod 5)
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Como 2, 3 e 5 sao coprimos dois a dois, a menor solugao devera ser o menor multiplo
comum(mmec) desses nimeros, ou seja, z + 1 = 30 = x = 29. As demais solucoes desse
sistema sao da forma 29 4+ 30K, com k € Z.

x =1 (mod 3)

Exemplo 6.2 : Resolver o sistema
x =2 (mod?b)

Solucao: Utilizando a definicao de congruéncia e realizando algumas substituicoes, po-
demos encontrar a solucao desse sistema. Observe, nesse caso, que nao da pra resolver o
sistema utilizando o mesmo raciocinio do exemplo anterior. Assim, tem-se:

r=1 (mod 3)= 2z =3k +1ex=2 (mod 5)= = = 5ky + 2, com ki, Ky € Z.
Substituindo x = 5ky + 2 na congruéncia z = 1 (mod 3), temos: bky +2 = 1 (mod
3)< 2ky + 2 = 1(mod 3), pois 5 = 2 (mod 3).

Assim, 2k + 2 = 1 (mod 3)& 2ky = —1(mod 3)& 2k = 2 (mod 3)& ky = 1(mod
3)= ko = 3ks + 1, para k3 € Z. Observe que utilizamos o fato de —1 = 2(mod 3), para
facilitar a resolucao.

Desta forma, © = 5ky +2 =5(3k; + 1) + 2 = = = 15k3 + 7. Como:

i) © =15k +7=3-5ks+2-34+1=3-(5ks+2)+ 1, temos que = é congruente a 1
mod 3.

i) =15k +7=5-3ks+5-14+2=>5-(3ks+ 1) + 2, temos que x é congruente a 2
mod 5.

Logo, as solugoes desse sistema sao da forma x = 15k3 4+ 7, com k3 € Z.

Observagao 6.1 : Poderiamos resolver esse ultimo sistema, transformando-o numa EDL.
Partindo de x = 3k1 + 1 e x = 5ky + 2, e igualando as sentencas, temos:
3k1 + 1 = bky + 2 = 3k; — Bky = 1(EDL). Utilizando as técnicas de resolugdo dessas

equacoes, chega-se a mesma solucao.

6.1 Teorema Chinés dos Restos (TCR)

O sistema de congruéncias lineares:

/

r =a; (mod my)
r =ay (mod my)
xr =az (mod ms3)
| ¢ =a; (mod my)
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Com mdc(m;, m;)' = 1, para i # j, possui uma nica solugao médulo M = my - my -

mg - ... - mg. Tal solugao pode ser obtida como segue:

r = Mixia1 + Maxsas + ... + Mpxray

onde M, = % e z; é solugao de M; X = 1(mod m;), i =1,..., k.
i
Demonstragao:
Existéncia:
Vamos provar que x ¢ uma solucao simultanea do sistema. De fato, como m, divide Mj;,
se i # j, e Myx; =1 (mod m;), segue:
r = Myziay + Maxsas + ... + Myzxpa, = Mix;a; = a;( mod my).
Unicidade:

. ’ ~ . ~ !/
Seja x uma outra solucao do sistema, entdao z = a, (mod m, )= x (mod m,.), comr =1, 2
s Y ) b )

3,4, ..., k. Sendo assim, m,. divide (:E—x/), basta observar a definicao de congruéncia. Mas
mde(m;,m;) = 1= (M =my -my-...-my) divide (z-2') , ou seja, M divide (z-2') e
z =2 (mod M).

Exemplo 6.3 : Resolver os sistemas de congruéncias:

r =3 (modb)
a) ¢ * =5 (mod?7)
r =7 (mod 11)

Solugao: Observamos que o sistema tem solugao, pois mde(5,7) = mde(5,11) = mde(7,11)
= 1. Sejam, mq, ms e ms, respectivamente 5, 7 e 11. Entao, m =5-7-11 = 385. Consi-
dere: My =77, My =55 e M3 = 35.

Para determinar as solugoes desse sistema, devemos encontrar as menores solugoes posi-
tivas de :

77x1 =1 (mod 5) , 5522 =1 (mod 7) e 3523 = 1 ( mod 11). Levando em consideragao
que 77 = 2 (mod 5), 55 = 6 (mod 7) e 35 = 2 (mod 11), devemos resolver as congruéncias:
2¢1 =1 (mod 5)=z; =3

6xe = 1( mod 7)= 25 =6

223 = 1(mod 11)= 23 =6

Logo, a solucao do sistema sera dada por:

r=3-77-3+5-55-64+7-35-6 ( mod 385)= = = 3813 (mod 385), como 3813 = 348

INesta secdo, estaremos interessados na resolucao de sistemas lineares em que m; e m; a0 coprimos,

pois nem sempre hé solucao quando esta caracteristica nao ocorre.
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(mod 385), temos que a menor solugao positiva desse sistema é 348, e as demais solugoes
sao da forma 348 + 385K, com K € Z.

3z =1 (mod?7)
b) ¢ bx =2 (mod 11)
4r =3 (mod 13)

Solugao: Inicialmente verificamos que mde(7, 11) = mdc(7,13) = mde(11,13) = 1. Desta
maneira, o sistema tem solucao. Levemos em consideracao que:

3r =1 (mod 7)& =5 ( mod 7)

5z =2 (mod 11)& =7 ( mod 11)

4z = 3 (mod 13)< x =4 (mod 13)

5 (mod 7)
7 (mod 11) . Pelo (TCR),
4 (mod 13)

Assim, o sistema inicial é equivalente ao sistema

CHEEC I
Il

temos:
m="7-11-13 = 1001, com M; =143, My =91 e M3 =T7, ¢ :
14321 =1 (mod 7)< 3z; = 1 (mod 7)= x, = 5.
912y =1 (mod 11)< 32y =1 ( mod 11)= 25 = 4.
77r3 =1 (mod 13)& 1223 = 1 (mod 13)= z3 = 12.
Logo, a solugao do sistema serd dada por: © =5-143-5+7-91-4+4-77-12 ( mod 1
001)= 2 = 9819 (mod 1001), como 9819 = 810 ( mod 1001), temos que a menor solugao

positiva do sistema é 810, e as demais solucgoes sao da forma 810 + 1001 K, com K € Z.

Exemplo 6.4 : Um camponés tem um certo nimero de ovos; quando os divide por 3,
sobra-lhe 1; quando os divide por 4, sobram 2 ovos; e quando os divide por 5, sobram 3.

Quantos ovos tem o camponeés, sabendo que a quantidade de ovos é um numero inteiro
entre 100 e 2007

Solucao: Observe que podemos escrever um sistema de congruéncias para resolver este

problema:

1 (mod 3)
2 (mod 4)
3 (mod b5)

8 8 B
Il

onde z representa o nimero de ovos do campones.

Como mdc(3,4) = mdce(3,5) = mdc(4,5) =1, temos, pelo TCR:

m=3-4-5=060e M; =20, My =15 e M3 = 12. Devemos resolver as congruéncias:
20x; =1 (mod 3)< 227 =1 (mod 3)= 2, = 2.
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1529 =1 (mod 4)< 3xs =1 ( mod 4)= x5 = 3.
1223 =1 (mod 5)< 223 = 1 (mod 5)= x5 = 3.
Assim, 2 =1-20-2+2-15-343-12-3 ( mod 60)= z = 238 ( mod 60)= = = 58 ( mod
60).As solugoes desse sistema sao da forma 58 4+ 60k, com k € Z. Tomando k = 2, temos

que o numero de ovos do campones é 178.

6.2 Partilha de senhas

Os cofres de bancos e empresas de valores utilizam, para maior seguranga, senhas
para a abertura dos mesmos. Acontece que estas senhas nao sao entregues a uma unica
pessoa, pois assim, ficaria um pouco mais facil para um assaltante descobrir tal pessoa e
consequentemente a senha. Elas sao distribuidas entre um determinado ntmero de fun-
cionarios, escolhidos dentre os funcionarios da empresa, sendo que a abertura do cofre
fica condicionada a presenca de um determinado nimero desses, ou seja, cada um deles
recebe parte da senha. Este método utilizado pelos bancos para a escolha de senhas é
denominado Partilha de senhas. Trata-se de uma importante aplicacao do TCR,com a fi-
nalidade de distribuir uma senha s, entre k£ ou mais pessoas escolhidas de um conjunto S,
composto por n pares de niimeros inteiros positivos, de forma que de cada inteiro positivo

k < n previamente escolhidos, tem-se que:

e Qualquer subconjunto de S com k elementos permite determinar facilmente s.

e I muito dificil determinar s conhecendo menos que k elementos de S.

6.2.1 Como funciona a Partilha de senhas?

Antes de verificar o funcionamento da partilha de senhas, vamos definir alguns impor-

tantes conceitos.

Defini¢ao 3 :(Limiar de um conjunto)Sejam I um conjunto de n inteiros positivos, dois
a dois coprimos, N o produto dos k menores elementos de I. e M o produto dos k — 1
matores elementos de IL.Diz-se que o conjunto I tem limiar k se M < s < N, onde s
€ a senha que se quer partilhar entre n pessoas e que poderd ser escolhida como sendo

qualquer inteiro no intervalo citado.

Exemplo 6.5 : Seja L = {5,11,13,17,19}, verificar se este conjunto possui limiar 2.

Solugao: Seja k = 2, temos:

N=>5-11 = 55, o produto dos k = 2 menores elementos de L.
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M =19, o produto dos k — 1 elementos de L.
Como M = 19 < N = 55, temos que o conjunto possui limiar 2, e a senha s pode ser

escolhida no intervalo 19 < s < 55.

Exemplo 6.6 : Seja L = {11,13,17,19, 23,31}, verificar se este conjunto possui limiar
3.

Solugao: N=11-13-17 = 2431, o produto dos k = 3 menores elementos de L.

M= 23-31 =713, o produto dos k — 1 = 2 elementos de L.

Como M = 713 < N = 2431, temos que o conjunto possui limiar 3, e a senha s pode ser
escolhida no intervalo 713 < s < 2431.

Observagao 6.2 : Observe que a escolha dos elementos do conjunto 1. € que torna

possivel a escolha do limiar k de acordo com as definicoes.
Exemplo 6.7 : Seja L = {3,5,11,13,17,19, }, verificar se este conjunto possui limiar 3.

Solugao: N=3-5-11 = 165, o produto dos k£ = 3 menores elementos de L.
M=17-19 = 323, o produto dos k — 1 = 2 elementos de L.

Observe que M = 323 > N = 165, portanto o conjunto nao possui limiar 3.

Defini¢ao 4 (Conjunto gerador de senhas): Seja L um conjunto de n inteiros positivos,
dois a dois coprimos, e com limiar k. Definimos o conjunto S, conjunto gerador de senhas,

que serd constituido pelos pares da forma (p,s,), onde p € L e s, é a forma reduzida de
s(mod p).

Exemplo 6.8 : No ezemplo 6.3, escolhendo a senha 43, no intervalo 19 < s < 55, temos:

Solucao: S={(5,3),(11,10),(13,4),(17,9),(19,5)}.Visto que:
43 = 3(mod 5); 43 = 10(mod 11);43 = 4(mod 13);43 = 9(mod 17);43 = 5(mod 19).
Observacao 6.3 : Um limite k > 2 implica em s > p para qualquer p € L. Logo s, < s

para qualquer p € L.

Observagao 6.4 : Supondo que sejam conhecidos, em um dado momento, t > k pares de

elementos de S,ou seja, existem t pessoas presentes para decifrar uma senha s. Denota-se

€SSES pares por (pl, 31) ) (P2, 32) y ey (pt: St) ed= {(pl, 51) ) (p27 82) y e (Pt, St)}-

Sendo assim, para se chegar a senha s é necessario resolver o seguinte sistema de con-

gruéncias:
(
x =s; (mod p)
= sy (mod po)
xr =s3 (mod p3)

x =8 (mod py)

38



Observe que pelo TCR, obtém-se xy como solucao, tal que :

Ty =S (mOd p17p27"'7pt)'

Observagao 6.5 : Como t > k, temos (p1 - pa - ... - pt) > N > k, e o sistema acima tem

uma unica solugdo menor que (p1 - Pz« ... Di).

Exemplo 6.9 : No banco “PROFMAT BANK” ha 5 funciondrios responsdveis pela ma-
nutencao da senha de um cofre, e pelo menos 2 pessoas (k = 2) tém que estar presentes
para a abertura do mesmo.Vamos determinar uma senha s, e verificar como dois fun-

cionarios fariam para abrir o cofre deste banco.

Solugao: Vamos definir um conjunto I composto de elementos que sao nimeros primos
relativamente pequenos, assim, L = {7,11,13,17,19}.

De acordo com a definicao, vamos determinar os valores de N e M.

N=7-11 = 7 e M = 19. Portanto, a senha s devera ser escolhida no intervalo
19 < s < 77. Vamos escolher a senha de valor 60.

Desta forma, temos o conjunto S = {(7,4),(11,5),(13,8),(17,9),(19,3)}.

Escolhendo os funcionérios que possuem as senhas (7,4) e (13,8), basta resolver o sistema
r =4 (mod7T)

de congruéncias lineares:
r =8 (mod 13)

Pelo TCR:
m="7-13; M1 =91 +7=13;My =91 =13 = 7. Assim:
1321 = 1(mod 7)< 621 = 1(mod 7)= z; = 6.
Tzy = 1(mod 13)= x5 = 2.
Sendo assim, t =4-6-13+8-7-2 (mod 91)= z = 424(mod 91)= z = 60(mod 91).
Assim, verifica-se que xo = 60 é o menor valor inteiro positivo congruente a x que ¢é a

senha correta.

Exemplo 6.10 : Como duas pessoas so sabem guardar um segredo se uma delas ja estiver
morta, o “PROFMAT BANK” resolveu fazer uma mudanca completa no esquema de
sequranca e a senha foi trocada, além disso ficou estabelecido que estejam presentes, no

minimo, 3 pessoas para que o cofre possa ser aberto. Trés funciondrios estao com as
chaves (11,3), (17,11) e (21,6). Qual é a senha?

r =3 (mod11)
Solugao: Devemos resolver o sistema de congruéncias lineares: ¢ = =11 (mod 17)
xr =6 (mod 21)

Pelo TCR:
m=11-17-21 = 3927; M; = 3927 +~ 11 = 357; My = 3927 + 17 = 231,
Mz = 3927 + 21 = 187
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Assim:
357x1 = 1(mod 11)< 52y = 1(mod 11)= 27 = 9.
231xy = 1(mod 17)< 1025 = 1(mod 17)= x5 = 12.
187x3 = 1(mod 21)< 18z3 = 1(mod 21)= z3 = 10.
Sendo assim, x = 3-357-9+ 11-231-12+ 6 - 187 - 10 (mod 3927)= = = 51351(mod
3027)= = = 300(mod 3927).
Verificamos que xy = 300 é o menor valor inteiro positivo congruente a x. Portanto,a

senha desse cofre é s = 300.

40



Referéncias Bibliograficas

HEFEZ, Abramo. Iniciacdo a Aritmética-Programa de Iniciagao Cientifica OBMEP,
Ed. da SBM, Rio de Janeiro-RJ,2012.

COUTINHO, S. C. Criptografia-Programa de Iniciacao Cientifica OBMEP, Ed. da
SBM, Rio de Janeiro-RJ, 2008.

HEFEZ, Abramo. Elementos de Aritmética-Colecao Textos Universitarios, Ed. da
SBM, Rio de Janeiro-RJ, 2. ed. 2011.

Banco de Questoes 2010, SBM, IMPA.
FONSECA ,Rubens Vilhena. Teoria dos Nimeros, UEPA, BELEM- PA.

COUTINHO, S. C. Numeros Inteiros e Criptografia RSA. Série de Computacao e
Matemadtica n. 2, IMPA, Rio de Janeiro-RJ, 2005.

WIKIPEDIA, A ENCICLOPEDIA LIVRE.

SANTOS, José Plynio de Oliveira. Introducao a Teoria dos Numeros, Ed. do IMPA,
Rio de Janeiro-RJ, 3. ed., 2010.

FOMIN, D.; GENKIN, S.; ITENBERG, I.Circulos Matemdticos - A experiéncia
Russa, Ed. do IMPA, Rio de Janeiro - RJ, 2010.

41



