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RESUMO

SKAETTA, Rafael. Maximos e Minimos na Geometria Euclidiana. 2015. ?? f. Dissertagao
(Mestrado Profissional em Matematica) — Instituto de Matematica e Estatistica, Universidade
do Estado do Rio de Janeiro, Rio de Janeiro, 2015.

Neste estudo abordam-se problemas classicos de maximos e minimos na Geometria
Euclidiana envolvendo areas e perimetros de triangulos e poligonos. Também sera estudada a
Desigualdade Isoperimétrica para poligonos e o Problema Isoperimétrico geral.

Palavras-chave: ~ Triangulos. Poligonos. Areas e Perimetros. Méaximos e Minimos.
Desigualdade Isoperimétrica.



ABSTRACT

SKAETTA , Rafael . Maximum and minimum in Euclidean Geometry. 2014. 14f.
Dissertation ( Master in Mathematics ) - Institute of Mathematics and Statistics of the State
University of Rio de Janeiro , Rio de Janeiro , in 2014.

This study addresses classical problems of maximum and minimum in Euclidean geometry
involving areas and perimeters of triangles and polygons.The isoperimetric inequality will
also be studied for polygons and in its general form.

Keywords: Triangles. Polygons. Areas and perimeters. Maximum and Minimum.
isoperimetric inequality.
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INTRODUCAO

Segundo o matematico e historiador Dirk Jan Struick, como consta na pagina 49 de
seu livro, o primeiro problema resolvido envolvendo a busca de maximo que ¢ do nosso
conhecimento veio da geometria euclidiana e diz “de todos os retingulos de um mesmo
perimetro, o quadrado ¢ o que tem a maior area”. Sua solu¢cdo pode ser encontrada na
proposicao 27, livro VI de Os Elementos de Euclides, século III a.C.

Nosso objetivo neste trabalho ¢ apresentar e resolver problemas conhecidos de
maximos ¢ minimos envolvendo areas e perimetros de tridngulos e poligonos, utilizando
sempre que possivel, argumentos da geometria euclidiana. Entre estes problemas aqui
estudados, encontra-se o que ¢ conhecido como a Desigualdade Isoperimétrica, restrita ao
caso dos poligonos. Apresentamos também uma prova geométrica de facil compreensao,
devida a Jakob Steiner (1796-1863, da Desigualdade Isoperimétrica geral no plano).

Nossa abordagem dos problemas, sempre que possivel, via geometria euclidiana em
detrimento da teoria de maximos e minimos do célculo diferencial tem por objetivo tornar o
trabalho acessivel e inteligivel para os estudantes do ensino médio de nossos colégios.

A principal referéncia bibliografica na elaboragao deste texto ¢ o artigo do professor

Djairo Figueiredo.
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1. Resultados Preliminares

Para facilitar o desnvolvimento dos problemas a serem estudados, veremos alguns

resultados preliminares.

Proposi¢aol. Um angulo externo de um triangulo ¢ maior do que qualquer um dos

angulos internos nao adjacentes.

Figura 1: O teorema do angulo externo.

Prova. Seja ABC um tridngulo de angulos internos e um angulo externo @ adjacente

ao angulo interno €- Sendo M o ponto Médio de AC ¢ P pertencente a semirreta EM

tal ue BM = MP pelo caso LAL | o AAMB= ACMP ¢ portanto = , assim
as i

Analogamente, tomando o ponto médio de EC e usando angulos opostos pelo vértice,
temos

que &> B. (veja Figura 1)
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Proposicao 2. Se dois lados de um triangulo ndo sdo congruentes, entdo os angulos

opostos

a eles ndo sdo congruentes e o maior Angulo esta oposto ao maior lado. Se £ > b entdo,

C>E

Figura 2 : O maior angulo ¢ oposto ao maior lado.

Prova.Considere o tridngulo ABC de modo que AB>AC ¢ D em 4B tal que AD

AC

Como D ¢ interno a , conclui-se que . (veja Figura 2)

Além disso, o BADC ¢ isdsceles por construgdo, logo, . Mas & externo ao

ABDC  assim e ,dai .

Proposicao 3. Se dois angulos de um triangulo nao sao congruentes, entdo os lados
opostos a eles ndo sdo congruentes e o maior lado ¢ oposto ao maior angulo, isto ¢, se

;{-}E entéo’ﬂ.:}b_
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Figura 3: O maior lado € oposto ao maior angulo.

Prova. Sejam BC =a, AC=b e AB=C o5 lados do tridngulo. Ha trés
possibilidades: (veja Figura 3).

Note que se BC < AC , pela proposicao anterior A<B , 0 que € um absurdo.

Se BC =

AC .

=l
™y

, entdo pelo teorema do triangulo isésceles 4 = B | absurdo. Logo, BC >

Proposicao 4. A desigualdade triangular. Em qualquer triangulo, o comprimento de

um dos lados ¢ sempre inferior a soma dos comprimentos dos outros dois lados.
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Figura 4: A desigualdade triangular.

Prova. Consideremos um ponto I na semirreta cA talque que AD= 4B, (veja Figura

4).

Logo, D€ = AC + AD = AC + AB_Como o tridngulo ABD ¢ isosceles, e como 4 ¢

interno ao Angulo , temos que . Portanto, como CBD > CBB, aplicando
a proposicio anterior, no triangulo DBC | segue que BC <CD. Mas
CD=AC+AD=AC+A4E que implica BC < AC +AB | De maneira analoga, se

prova os outros dois casos.

A desigualdade triangular também pode ser enunciada da seguinte maneira:

Em todo triangulo cada lado ¢ maior que o mddulo da diferenca dos outros dois.
Se @b ec sio oslados de um tridngulo, entdo sabemos que:
a< b+, b<a+c e c=a+h
Reescrevendo a segunda e a terceira desigualdade, temos b—-c<a e c—b=a
implicando que I? — ¢l <@  Damesma forma, P—al<c ¢ la—cl<b |

A seguir, mostra-se um resultado que segue da desigualdade triangular.

Corolario 1. Seja um tridngulo A5C ¢ P um ponto em seu interior, entdo

PB+PC < AB+AC
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Prova. Basta prolongar a semirreta CP até que ela intercecte o lado 4B em D . (veja

Figura 5)

Figura 5: uma consequéncia da desigualdade triangular.

Agora é s6 usar a desigualdade triangular nos tridngulos 4DC € BDP para obter

DC <AD+AC o BP<BD+DP

Somando ambos os lados das desigualdades, conclui-se que
DC+BP<AD+ AC+ BD+DP
subtraindo PP de ambos os lados

EP+DC—-DP <= AD+ ED+AC+DP-DP

masj DC=DP+ PC (] AE=AD+DE ,entaosegueque PE+PC=¢AB+AC

Sabemos que existem infinitas curvas que ligam dois pontos quaisquer. Assim,
dada uma reta ¥ € dois pontos 4 e 5 do mesmo lado da reta no plano, qual é a curva

de menor comprimento que parte de 4 tocaem” echegaa® ?

A resposta desta pergunta ¢ o assunto do resultado abaixo.

Proposi¢io 5. Considere uma reta ' e dois pontos 4 e B do mesmo lado da reta no

plano. A curva de menor comprimento ligando 4 com B tocando a reta ¥ ¢ formada
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AC e CB

pelos segmentos de reta ,onde € pertence a™ . Além disso, se CM ¢ q

perpendicular a ¥ do mesmo lado de 4 € B | entdo os angulos e sdo iguais. (veja

Figura 6)

Figura 6: Curva de menor comprimento que liga A a B tocando emr.

Demostragdo: A justificativa da primeira parte tem como base o seguinte argumento: a

curva de menor comprimento que liga dois pontos 4 ¢ B ¢ um segmento de reta com

extremos nesses pontos e serd feita em trés passos.

() A curvad de menor comprimento procurada toca T em apenas um ponto. De
fato suponhamos por contradi¢do, que [] toca I' em dois pontos € € Cy. Seja B um
ponto de § fora de ' , tal que ao percorrer a curva de { para R | passa-se por C1. Entio
a curva 0 obtida a partir de § pela substitui¢io do trecho CR pelo segmento de reta

CR tem comprimento menor que a curva & (veja Figura 7)
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figura 7: Curva ligando 4 a B intercectando r em dois pontos.

ii) A curva® deve ser formada por dois segmentos de reta. Sendo € o ponto onde ¢

toca ™ , entdo necessariamente os trechos AC e CB da curva sio segmentos de reta,
pois devem ser de comprimento minimo.

iii) O ponto C é obtido pela intersecdo dareta ¥ com o segmento 4 B onde 4" ¢ o

simétrico de & em relacdo a™ . De fato se o ponto de contato de & com T fosse um
outro ponto, teriamos

uma outra curva de maior comprimento do que aquela tocando £ . Para comprovar isso,
basta

ver que os tridngulos ADE e A'DE g0 congruentes , bem como os tridngulos
ADC e A'DC

Assim, temos que
AC —AC e AE -A'E

Mas pela desigualdade triangular aplicada no tridngulo 4 BE

r

AB = AC +CB < AE +EB

logo, conclui-se que

AC+CB <AE+ AB

Enfim, veremos que os angulos e sdo iguais. Como os tridngulos ADC ¢ A DC s3o

congruentes, implica que os angulos e também sdo congruentes.
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Agora, pelo teorema das paralelas cortadas por uma transversal: angulos alternos

internos sao iguais e angulos correspondentes sdo iguais, concluimos que Os angulos

e sdo iguais, pelo fato de serem alternos internos e os dngulos e sdo iguais, por

serem correspondentes. Segue entdo, que

Vamos apresentar um resultado que ¢ um reforco da Proposicdo 5 e também

sera de grande utilidade ao longo do trabalho.

Proposi¢ao 6. Seja C a solugdo do problema de minimizacao estudado na Proposigao 5.
Agora, considere na reta ¥ os pontos £ € Es  de modo que E1 estd estritamente entre

E eC | entdo vale a desigualade:

AE + EB > AE, + E,B

Demonstragio: Assim como na proposi¢do 5, seja 4 o simétrico de 4 em relacio a reta
r .

(veja Figura 8)
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Figura 8: Ponto E1 entre os pontos E € €

Entdo a desigualdade acima a se provar € equivalente a:

AE+EBE>AE +E

Agora é s6 reparar que E1 ¢ um ponto que esta no interior do tridngulo 4 EB . Entfo,

pelo corolario 1 esta provada a desigualdade.

2 Maximizando a area e minimizando o perimetro de triAngulos
Este capitulo ¢ dedicada a responder as seguintes questdes:
Problema 1. Considerando todos os triangulos de mesma area, qual ¢ o de menor
perimetro?
Problema 2. Considerando todos os tridngulos de mesmo perimetro, qual é o de maior

area?

A solucdo do problema 1 ¢ apresentada no resultado abaixo.
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Teorema 1: Entre todos os tridngulos de mesma area o de menor perimetro ¢ o
triangulo

equilatero.

Demostracdo: Suponhamos que o tridngulo EFG  tenha o menor perimetro entre todos

aqueles que t€ém a mesma area e ndo seja equilatero. Logo, possui dois lados, por

exemplo, EF € FG | de comprimentos diferentes. Considere a reta ¥ paralela ao lado

EG

(veja Figura 9)

Figura 9: Fixando a 4rea e minimizando o perimetro.

Pela Proposigdo 5, o tridngulo isosceles EHG  possui o perimetro menor do que o do

triangulo EFG | Além disso os tridngulos tém mesma 4rea, uma vez que possuem a

mesma base e a mesma altura. O que ¢ uma contradi¢do, ja que no inicio fizemos a

suposi¢do de que o tridngulo EFG tem o menor perimetro entre os tridngulos de 4area

fixada. Portanto, o triangulo equilatero ¢ de fato o de menor perimetro.

Observacao 1. Na demonstragdo acima, admitimos implicitamente a existéncia de um
triangulo de menor perimetro, que ¢ um fato razoavel no contexto deste trabalho. Esta
atitude serd adotada outras vezes neste trabalho. A rigor, a existéncia do tridngulo de

menor perimetro deveria ser provada.
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A solugdo do problema 2 ¢ apresentada no resultado abaixo.

Teorema 2: Entre todos os tridngulos de mesmo perimetro, o de maior area ¢ o
triangulo equilatero.

Demosntra¢do: Vamos supor que EFG ¢ o tridngulo com maior 4rea entre os tridngulos
com perimetro fixo € que ndo seja equilatero (veja Figura 10). Suponhamos que os lados
EF e FG tenham comprimentos diferentes. Aqui usaremos a constru¢do do problema 1

acrescentando um ponto 5+ sobre areta 5 , acima de H, tal que

FiguralO:Fixando o perimetro e maximizando a area.

Assim, os triangulos EH'G ¢ EFG possuem o mesmo perimetro. E o tridngulo isoceles
EH'G tem maior 4rea do que o triangulo EFG | pois EG ¢ base comum a ambos

triangulos e a altura de EH G ¢ maior que a altura de EFG . Mas isto contradiz a

hipdtese feita acima, o que prova o teorema.

A seguir vamos apresentar uma solucdo alternativa para o problema 2 baseada na
formula de Heron para o célculo da éarea do tridngulo, no estudo de um trindémio do

segundo grau e no célculo diferencial.
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Prova alternativa do teorema 2: Considere o tridngulo ABC de lados @b ec  com

perimetro 2P = @+ b+ ¢ Pela formula de Heron a 4rea do tridngulo AEC ¢ dada por

S = +pp—adp —b)p—c) | Fixando o lado @ , como o perimetro € constante ,
p—a=k ¢outra constante. Desde que P+P—a=b+c obtém-seP+k=b+c ¢
c=p+k—b Nosso objetivo ¢ maximizar a drea 9 que é 0 mesmo que maximizar a
funcao

S = phlp-)p—p—k+b) = pk(p—b)(B—k) = pk [-b* + (v + Kb — pkl

apoés substituir P—@ e ¢ na formula de Heron. Observe que a fungdo ¢ um trindmio

_ptk _b+c
do segundo grau em ? | que tem maximo quando = 2 ~ 2 ' Logo |,

2b=b+coub=c.
Assim, mostramos que entre todos os tridngulos de mesmo perimetro com base fixa, o

de maior area ¢ o isdsceles. Considere o triangulo isosceles de lados @ beb ¢

a
, . . , —b=-
perimetro 2p=a+2b, o que implica 2p—-2b=a ¢ dai ¥ 2.

57 = p(p — a)p — bYp — b) = Pl — o — b =2 (0 — e’

Assim,
Agora, vamos encontrar o ponto que maximiza a funcio @)= @ —a)a* _ Para isso,

derivamos a funcdo e procuramos o valor de @ > 0. parao qual f @ =0 _Visto que

2
f'@ = 2ap —a)— a® = —3a® +2pa= a(-3a+2p) no ponto ~ 3° a fungio

atinge o seu valor maximo. Como 2P =a+2b  obtém-se 3¢=2p=a+2b e onde
segue que @=Db _ Portanto, @= b =¢  ou seja, o tridngulo de perimetro fixo e 4area

maxima, ¢ o equilatero.

3. Maximizando a drea minimizando o perimetro entre os poligonos
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No estudo deste capitulo, estenderemos os problemas 1 e 2 estudados no
capitulo 2 para o caso dos poligonos.
Problema 3. Considerando todos os poligonos de ™ lados e de mesma area, qual
possui 0 menor perimetro?

Problema 4. Considerando todos os poligonos de ® lados e de mesmo perimetro, qual
possui a maior area?

Relembremos aqui que um poligono de ™ lados ¢ dito regular, se possui todos
os lados e todos os angulos iguais. A solu¢do dos problemas acima enunciados ¢ dada a

seguir.

Teorema 3. Entre todos os poligonos de ™ lados e de mesma area, o que possui o

menor perimetro ¢ o poligono regular.

Demonstraciao: Suponhamos por absurdo que o poligono de ™ lados que possui o

menor perimetro tem dois lados EF e FG de comprimentos

diferentes (veja Figura 11). Sejaareta” paralela a EG |

Figura 11: Poligono regular.
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Pela proposicio 5, existe 1 sobre T talque:

EH4+HG < EF+EG

Note que os triangulos EHG e EFGr possuem a mesma é4rea, visto que possuem a

mesma base e a mesma altura. Assim, o poligono obtido quando substituimos os lados

EF e FG por EH e HG | possui a mesma area do poligono original e perimetro
menor. Isto ¢ uma contradi¢do, logo, o poligono deve ter todos os lados de mesmo

comprimento, ou seja, ¢ equilatero.

Provaremos agora que o poligono equilatero ¢ também equidngulo. Considere trés lados

EF , EG e GH

consecutivos do poligono todos iguais, como acabamos de

provar. Agora, suponhamos que os angulos e  sejam diferentes, sendo o primeiro

angulo de medida @ maior do que o segundo angulo de medida 8 (veja Figural2).
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Figura 12: Poligono equiangulo.

Agora, escolha um ponto 4 sobre GH de modo que o dngulo de medida € seja tal que
26 <a—f | Note que tal 4 existe, basta toma-lo suficientemente proximo de & . A
seguir pega-se um ponto & sobre o prolongamento de EF de modo que BG seja
paralelo a FA . Sejam BFA =6, ¢ GAF =8, a5im temos que

a4 6, —8=180 e 846, +5=180"
Logo, o468, -8=0+6;+F ou g,—8,=a— 526

Como por hipotese & —F —28 >0  conclui-se que &z > 6.
Afirmacdo: fz > 81 implica que FB + BA <FG + GA

Logo, substituindo a parte EFGH do poligono por EBAH | teremos um outro
poligono de mesma area e perimetro menor que o primeiro, mas isso contradiz a
hipdtese que nosso poligono equildtero de angulos diferentes era o de menor perimetro.
Para concluir a demonstracgao resta provar a afirmag¢ao acima.

Como o angulo #z pode ser obtuso, vamos reformular a afirmagdo, que passa a
ser a seguinte: se FBGA ¢ um quadrilatero onde os lados BG ¢ FA 3o paralelos e os
angulos

sdo tais que B1 <02 entio FE+BA <FG+GA
Para demonstrar este fato, seja ¥ a intersecdo da reta § perpendicular a FA que passa
pelo seu ponto médio, com a reta que passa pelos pontos & € & (veja Figura 13). Assim
teremos duas possibilidades:

i) BeG estdo ambos a direita de ¥ , na reta que passa por eles. Neste caso, o resultado

segue imediatamente da proposicao 6.
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Figura 13: Quadrilatero FBGA com B entre ¥ e G .

i) ¥ estaentre 5 € G . Neste caso se chamarmos de & o simétrico de & em relacio a

reta 5 (veja Figura 14) entdo a desigualdade a ser provada ¢ equivalente a

FE+BA<FG +G A

Figura 14: Quadrilatero FBGA com ¥ entre B e G .
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Mas como agora , & € B estdo do mesmo lado em relagdo a ¥ | recaimos no caso (2

para o poligonoF @ BA | o que completa a prova .

O resultado seguinte soluciona o Problema 4.

Teorema 4. Entre todos os poligonos de * lados e de mesmo perimetro o de maior area

¢ o poligono regular.

Demonstracdo: Seja P o M - poligono de maior 4rea entre todos os - poligonos de
mesmo perimetro P e seja 4 a sua area. Se P ndo for regular, existe pelo Teorema 3,
um 1t - poligono regular i de mesma area 4 e perimetro P1 <P .

Agora, considere dois lados consecutivos EFeFG do n — poligono £ e

escolha um ponto " sobre areta s, perpendicular a EG passando por £ (veja Figura

15), de modo que

(EF +FG)- (F +6) =p—p

S

Figura 15: Poligono & obtido de i .
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O n - poligono & , obtido de A , substituindo os lados EF € FG por EF’ ¢ F'G

possui 0 mesmo perimetro de P e 4rea 4z = 4 | isto &, 4rea maior do que a drea de £ |

0 que ¢ um absurdo. Assim o teorema esta provado.

4. A Desigualdade Isoperimétrica

4.1 A Lenda de Dido

Dido era uma princesa que vivia na cidade de Tiro no século IX a.C. Seu
irmao, o rei Pigmaledo, assassinou o seu marido, que era um grande sacerdote, para
confiscar os seus tesouros. Temendo pela sua vida, Dido fugiu com os seus seguidores
para o norte da Africa com o proposito de fundar uma nova cidade, Cartago, as margens
do Mar Mediterraneo. Para realizar o seu projeto, foi-lhe prometido pelo rei local a
extensdo de terra que pudesse cercar com o couro de um boi. Dido e seu grupo
decidiram entdo cortar o couro em tiras tdo finas quanto possivel, emendar todas e
cercar um terreno beirando o mar, na forma de um semicirculo. Essa ¢ a legendaria
estoria da fundacao de Cartago. O problema de Dido, em sua homenagem, € o seguinte:

“Entre todas as curvas planas fechadas de mesmo comprimento dado L, qual ¢ aquela
que engloba a maior area’?
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Analisaremos o problema acima nos restringindo aos poligonos e mostraremos
mais adiante que a princesa Dido conseguiu a maior extensao de terra possivel naquela
circunstancia.

4.2 A Desigualdade Isoperimétrica para Poligonos.

Nesta sec¢do usaremos um pouco de trigonometria e também resultados de
calculo diferencial e integral.

Teorema 5: Dados dois poligonos regulares de mesmo perimetro L, um com j lados e

outro com k lados, com 4reas dadas respectivamente por AG) ¢ AWF) j<k | entio
A() < AG). Além disso,
L:

A -
{n]{q.-}[ paran}z.

Observag¢do 2. A dultima desigualdade nos diz que designando por A e L

respectivamente a area e o perimetro de um poligono (regular ou nao) temos
L:

A=<—

que € conhecida como a Desigualdade Isoperimétrica para poligonos.
Einx
Im =
Antes de provar o teorema mostraremos que x—8 x , usando argumentos

geométricos.

Considere o circulo trigonométrico com centro na origem. Como * pode tender a zero

pela direita ou pela esquerda, temos dois casos:
T
. . . . = X = — =0 .
Tomemos primeiramente ¥ no primeiro quadrante, 0 2 onde senx . (veja

Figura 16)

Figura 16: Demonstracao de limite.
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Note que a area do triangulo 492 ¢ menor do que a 4rea do setor circular 94D que

por sua vez é menor do que a drea do tridngulo €D . Como a 4rea do tridngulo

, Senx x , tgx
AOD e , . 0AD & 5 , N CODe —
2, a area do setor circular ¢ 2 e a area do triangulo 2,
obtém-se
senx x Lgx Senx SENX
<= — Senxy € x < . .. COSX < <1
2 2 - 2 . Portanto, cosx , 0 queimplica .
limcosx =1 lim1=1 .
Como =x-o e x—o , pelo terema do confronto conclui-se que
. Senx
lim — =1
X0t X
T
Quando ¥ estd no quarto quadrante, 2 <X =<0 ¢ senx <0  Agsim
senx x tgx x 1 x
}—}i 1= - — COSY = —— <0 1
2 2° 2, deondesegue que, senx cosx . Logo Seny , de

novo , pelo teorema do confronto, obtemos o resultado.

Demonstracio do teorema S. Primeiramente vamos expressar a area A(n)  de um

n — poligono regular em fungdo do perimetro P dado. Assim o lado ! do poligono é

P

== , , . - ., . .
n . OM —poligono regular ¢ formado pela unido de ™ tridngulos isdsceles iguais

de base ! e altura ® . (veja Figural7).
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Figura 17: Poligno regular de n lados.

[
[h T 3 1
Aln) _ M= cn . tg—=—=—
Portanto , =2 . Observando o triangulo isésceles, temos que “n  h 2k
I n 2
h= = Aln) = T
de onde segue que 2895 | Substituindo em A@) | obtém-se Yty
- r
Lembrando que  n,
p? T
n—= P: 1 P= —
—__n" _ - _n_
‘ A(nJ—*th—m-th . Alp) = o th
conclui-se n n  que pode ser reescrita na forma mn
m
multiplicando o numerador e o denominador por n
X
i . f)=—
Para sabermos como A1) varia em termos de ™ |, basta estudar a funcao tgx e
T
) x € (0= ¥=—,h =2
analisar o seu comportamento quando ( 2 ) e tomar n . Observe que

x
: — Tim  — lim f(x)=lim—=10
Imfe=lm =1 Hgf e 7P
_ tgx — xsec®x
Sabemos também, que /& continua e que a sua derivada [ &) tg*x =
1 x cosx x sen2x — 2x ({] E)
tox 5en?¥ = senxy sen?x = 2sen?x <0 | pois parax 2/ temos
SEN2x < 2%

. , . 0,- ,
Assim [ ¢é estritamente decrescente em ( ’2) e consequentemente A@) ¢

estritamente
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T T
Xg=— = Xg= —
Nz

~ 1 ’
crescente. De fato, m1,Mz =2 e ny < nz | entdo My . Como [ &

T T
| fE)<r(E)
estritamente decrescente, obtém-se V1 nz/ | implicando que 401,) < AG;).

Portanto , a area de um poligono regular de j lados serd menor do que a area de um

:
A = FE =
poligono regular de k lados se j < k. Além disso, como P97 & estritamente
12 no
hm A0 = il—'ﬂ:_g Sarimiy U , A< &
crescente e 9n = 41 , conclui-se que 4T

Observacio 3. Note que um circulo de comprimento ( perimetro ) L , possui raio
L L3

= , Ad=mr*=— . ’ 4
27 . Portanto a sua area 47 . Assim concluimos que a arca cercada por

um circulo de

comprimento L ¢ maior do que a drea de um poligono de perimetro L , qualquer que

seja o numero de lados do poligono.
4.3 A Desigualdade Isoperimétrica Geral

Nosso proximo objetivo € apresentar uma prova geométrica, de facil compreensao,
devida a Jakob Steiner que assegura que o circulo ¢ a solu¢do 6tima do problema

isoperimétrico geral

A=

Antes de prosseguir provamos uma propriedade da geometria plana.

Proposi¢io 7. Considere uma figura formada por uma curva convexat e um
segmento 45 (veja Figural8). Suponha que, dado qualquer ponto P sobre ¥ , o angulo

éreto. Entdo ¥ ¢é um semi-circulo.
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Figural8: semi-circulo 1

Demonstracio: Seja @ o ponto médio do segmento AB . Devemos entdo provar que
0A = 0P, para isso basta mostrar que @ =&  Agora tracemos uma paralela a PB
passando por @ . Entdo, pelo teorema de Tales, a interse¢do £ dessa reta com AP ¢ o
ponto médio do segmento AP. Logo os tridngulos AC0 e PCO  sio congruentes, pelo

caso LAL  Assimer=a’
Retomando o nosso objetivo, apresentamos o resultado final deste trabalho.

Teorema 6. Entre todas as curvas planas, simples e fechadas de comprimento L, o
circulo é a que engloba a maior 4rea 4 .

Demonstracio: A prova de Steiner admite previamente que existe uma curva ¥ que € a
solugdo do problema, isto €, engloba a maior area. Mostraremos em trés etapas que essa

curva € um circulo.
1. Acurva ¥ ¢é convexa.

Suponha que ¥ nao € convexa, logo ela possui uma reentrancia, isto €, existem
dois pontos Pr e P2 em ¥ de modo que o segmento Fafz esta fora da regido delimitada

por¥ .
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Figura 19: Curva ndo convexa.

Usando o segmento £ifz  como um espelho, considere C a reflexdo do trecho de
¥ entre A e B (veja Figural9). A curva ¥ obtida a partir de ¥ , substituindo o

trecho entre os pontos fi e & por C, tem 0 mesmo comprimento de ¥ porém engloba

uma area maior do que ¥ . Portanto ¥ tem que ser convexa.

2. A darea 4 consiste de duas partes iguais.

Agora, escolha dois pontos @1 €@z sobre ¥+ Enquanto @1 ¢ escolhido
livremente, @z é o ponto que bissecta a curva ¥ em dois arcos ¥1 €Yz de mesmo

comprimento. Isto significa que caminhando na curva ¥ comegando em %1, chega-se a

L
@z apos percorrer 2 . Tracando uma reta de @1 @ @2 nos obtemos duas novas areas

Ay e Az de modo que A=4,+4;  Afirmamos que 41 = Az . Supondo que,

sem perda de generalidade, 41 > Az nos podemos outra vez usar o segmento ?1@z

para refletir 41 para o outro lado e substituir 42 Assim, obtém-se uma nova curva de

mesmo comprimento de ¥ e drea maior, o que ¢ uma contradicao.

3. As curvas Y1 € ¥z s3o semi-circulos.

Como ja mostramos que 41 =4z | & suficiente mostrar que Y1 é um semi-
circulo. Novamente vamos supor que Y1 ndo seja um semi-circulo (veja figura 20)

P

Q, Q, Q,
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Figura 20: Curva convexa. Figura 21: Semi-Circulo 2.

Entdo existe, pela proposi¢do 7, um ponto P em FYi1 tal que o angulo Q.PQ;

denominado @ nao é igual a 90 graus. A idéia agora é manter @1 fixo e deslocar @z
sobre a reta que passa por €1 € Uz mantendo os comprimentos @1F € @2F inalterados.
Esta operagao deformara a curva ¥i1 , deixando o seu comprimento e as areas
hachuradas da figura 20 intocadas. Assim a variagdo da area englobada pela curva V1 e

o segmento ¥1¥z ficara por conta do tridngulo Y1£%z | cuja 4rea serd maxima quando

ele for retangulo. Logo deslocando ¥z até o dngulo @ ser igual a 90 graus, obtemos
uma nova curva ¥ que juntamente com o segmento 21?2z engloba uma 4rea maior que
antes. Mas isto ¢ uma contradicdo a nossa suposicdo que ¥1 e o segmento @12z cerca

a maior area. Assim ¥1 tem que ser um semi-circulo, e o teorema estd provado.

Observacao: A prova de Jakob Steiner, embora tenha uma construg¢do intuitivamente
acessivel, ela ndo pode ser vista como um prova matematicamente completa do
problema isoperimétrico. Ela simplesmente da um modo de construir a curva, de
comprimento fixo, que engloba a maior area. De fato ¢ assumido que o problema tem
solugdo e que a solugdo € tinica. Uma prova rigorosa, devido a Erhad Schmidt, pode ser

vistaem [1] .
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Apéndice.

Apresentamos no inicio de nosso trabalho alguns resultados de geometria que
foram usados posteriormente na resolugdo de problemas de maximos € minimos. Aqui
utilizaremos a Proposi¢do 5 para provar uma propriedade interessante da Elipse.

Uma elipse ¢ uma conica obtida pela intersecdo de um cone com um plano que
ndo seja paralelo a sua base e nem intercepta as suas duas folhas. Na geometria
euclidiana podemos definir a elipse como o conjunto de todos os pontos do plano cuja
soma das distancias a dois pontos fixos ¢ constante.Os pontos fixos sao chamados de
focos da elipse. Mais precisamente, se F1 € Fz2 sd0 os focos, a elipse é o lugar
geométrico dos pontos P do plano tais que

dP.F)+d(P.E)=12a

onde a constante 2@ = 0 ¢ maior que a distancia entre os focos.

Q



Figura 22: Elipse 1.

Mais detalhes sobre a elipse pode ser encontrada em [ 2].

A propriedade da elipse acima mencionada ¢ a seguinte:

Teoremna 7 . A reta perpendicular a elipse num ponto P- divide o angulo F1PFz em

dois angulos iguais , onde F1 € Fz 530 os focos da elipse. (veja Figura 23)

Figura 23: Retas tangentes e perpendicular a elipse num ponto ¥ .

A demonstragdo da proposi¢cdo necessita de alguns resultados que serdo
apresentsdos a seguir com o objetivo de tornar o texto auto suficiente.

Proposicio 8. ( Identidade do paralelogramo). Seja o paralelogramo APA'Q | entdo é
valida

40



41

a igualdade

(o) +(ia ) =2 (iP) +2(50)

Prova. Observe o desenho do paralelogramo (ver Figura 24), as construcdes nele feitas
¢ a letra atribuida a cada segmento, isto ¢, AQ=PA=a  AQ=PA'=b
PD=AE =c

PQ=d o Ad =e

>
0

L I e R ]

|
|
|
p ® & L el
D

Figura 24: Identidade do paralelogramo.

Aplicando o Teorema de Pitagoras nos tridngulos AEQ, QPE e ADA"  temos que

b2 = c? 4 At (D)
d?*=(@+0)*+h? (2)
g2 =(a—c)® + A2 (3)

Substituindo (1) em (2) e (1)em (3) obtém-se, respectivamente, que

d* = a*+2ac+ c* + h* = a® + 2ac + b* 4)

e =a®—2ac+ c? +h? =a? - 2ac+b? (5)

Somando (4) e (5), concluimos que

d¥ 4 e% =2a%+ 2b% .
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Lembrando que
, conclui-se a prova.

Proposiciio 9. Sejam AP@ um triangulo e B o ponto médio do lado PQ, (veja Figura

25) entdo vale a desigualdade

RA < 5 (PA +QA).

Figura 25: Triangulo 4PQ@ com R ponto médio de QUOTE PQPQ,

Prova. Pela desigualdade triangular , [AP - 4Q| < PQ. Assim, elevando ao quadrado

esta desigualdade, obtemos

{ﬂ}z + {E}z - 2(AP)(4Q) < {P_Q}z . Como

2(4Q)" +2([4P)1* = (1PQ)1* + (&X'

3

multiplicando a inequacdo por -1 e somando com a igualdade acima, conclui-se que

(#Q)" + (@p) +2(4P)(4Q) > @y

que € 0 mesmo que
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(AP +4Q) = (A‘qf) . Extraindo a raiz quadrada e lembrando que B ¢ ponto médio

de AA" segue que

que ¢ a desigualdade procurada.

Proposicao 10. A elipse ¢ uma curva estritamente convexa .

Demonstraciao: Por defini¢do, um conjunto T ¢ dito convexo, quando satisfaz a
condigdo: 5¢ P eQ pertencema T ,entdo o ponto médio B do segmento P@ também

pertence a T . Entdo basta mostrar que o conjunto T dos pontos do plano tais que

PF, + PF, = 2a

satisfaz a condi¢do acima. E também vamos mostrar que se P € € estdo sobre a elipse,

entdo B ¢ talque
RF; + RF; < 2a

Agora considerando 4 € B os focos da elipse e mais a Proposi¢io 9, temos

1 — 1
S RF: e
2(PF, +QF,) ¢ 2(PF; + QF;)

RF,

Dai, basta somar ambos os lados das desigualdades e obtemos

- 1
RF, + RF;

=
* ~ 2(PF, + PF; + OF, + OF;)

Como PFy+ PFy =QF; +QF; = 2a, segue que
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K +RE <

e

(4a)

B | b=

Corolario 2. Sejam a elipse de focos F1 € Fz | K um ponto em seu interior e ¥ um

ponto em seu exterior. Entdo valem as desigualdades:

KR + KF < 2a e SH + 5K = 2a

Figura 26: Elipse 3

Prova.Seja um ponto £ pertence a elipse, sabemos que P + Pz = 2a  Agora
observe que & & um ponto interior ao tridngulo F1PFz | (veja Figura 26) entdo pelo

corolariol, temos que:

KF, + KF, < PF, + PF, = 2a

Note que P é um ponto interior ao tridngulo F15Fz | logo, pelo corolariol segue que:

SR+5KE PR+ PR =2a

De posse dos resultados acima, vamos agora fazer a prova da propriedade enunciada da

elipse.
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Figura 27: Retas tangente e perpendicular a elipse num ponto P .

Prova do Teorema 8: Considere a reta tangente a elipse em £ e um ponto ,

pertencente a tangente, diferente de £ . (veja Figura 27). Note que ¥ " esta fora da
elipse e isto se deve ao fato de a elipse ser estritamente convexa. Entao pelo corolario 2,

temos que
P'F, + PF; > 2a

Assim, de todos os pontos da tangente, o que possui a minima soma das distancias aos
focos é P. Logo, pela proposi¢do 5, a reta perpendicular a tangente em P» divide o

angulo F1PFz em dois angulos iguais.
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