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Resumo

Neste trabalho de conclusio de curso abordaremos o estudo das se¢des cOnicas: elipse,
hipérbole e a pardbola. Tal assunto € muito pouco abordado nos livros de ensino médio.
Por isso propomos uma abordagem ao tema que favoreca o desenvolvimento da habilidade
dos alunos em classificar algebricamente, comparar geometricamente, e entender as constru-
coes de forma simples e prazerosa. Abordaremos o assunto de forma detalhada e rigorosa,
contaremos a parte histérica, suas aplicacoes, classificaremos as cOnicas através das equa-
¢oes reduzidas. Partindo da equagdo geral das cOnicas discutimos a natureza dos processos
de rotacdo e translagdo que levam a classificagdo geral das conicas. Como o objetivo deste
trabalho € ser fonte de referéncia aos professores e estudantes que se interessam pelo tema,
apresentaremos também uma forma de classificar as conicas usando definicdes e teoremas
da Algebra Linear, possibilitando ao leitor escolher qual método utilizar e leva-lo a perce-
ber que a Geometria Analitica e a Algebra Linear se complementam. E, para enriquecer a
intuicao a este processo utilizaremos alguns recursos do software mateméatico Geogebra.

Palavras-chave:Elipse, Hipérbole, Pardbola, Geogebra.



Abstract

In this dissertation we will cover the study of conic sections: ellipse, hyperbola and pa-
rabola. This subject is quite rarely addressed in high school books. We therefore propose an
approach that favors the development of students’ ability to algebraically classify, geometri-
cally compare, and understand the constructions in a simple and pleasant way. We atempt
address the subject in a detailed and rigorous manner, telling the historical development,
talking about its applications, and classifing the conic sections through the reduced equati-
ons. Starting from the general equation of conic sections, we discuss the role of rotation and
translation processes that lead the general classification of conic sections. Since the aim of
this work is to be a comprehensive source for teachers and students interested in the subject,
we also present a way to classify the conic sections using definitions and theorems from li-
near algebra, enabling the reader to choose between methods and taking him to realize that
Analytical Geometry and Linear Algebra complement theirselves. For the sake of strengh-
tening the intuition on this process we will use some features of the mathematical software
Geogebra.

Keywords: Ellipse, Hyperbola, Parabola, Geogebra.
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1 Introducao

O estudo das conicas na educagdo bésica no Brasil é geralmente abordado na 3¢ série
do ensino médio, no entanto na maioria dos livros didaticos nao se encontram as classifica-
¢oes das conicas através da equacgdo geral do segundo grau, somando a isso, tal assunto tem
sido pouco mencionando em provas de acesso ao ensino superior, provavelmente pelo seu
grau de complexidade. Dessa forma cabe ao professor de matematica pesquisar em livros
complementares e levar o tema para sala de aula.

Nesta dissertacdo abordaremos o estudo das Conicas, que € um assunto bem antigo se-
gundo a histéria da Matemdticalll], [2] e [3]. Os historiadores atribuem ao mateméatico Me-
naecmus (380 - 320 a.C. aproximadamente), discipulo de Eudéxio de Platdo, a descoberta
das curvas conicas ou sec¢oes conicas quando trabalhava na resolu¢do do problema da du-
plicacdo do cubo. Foi ele o primeiro a mostrar que as elipses, as pardbolas e as hipérboles
s@o obtidas como se¢des de um cone quando cortado por planos ndo paralelos a sua base.

Nos escritos de Pappus de Alexandria, credita-se ao geometro grego Aristeu (370-300
a.C.) a publicagdo do primeiro tratado sobre seg¢des cOnicas. Mais tarde, o astrbnomo e
matematico grego Apolonio de Perga (262-190 a.C.) recompilou e aprimorou os resultados
conhecidos até entdo sobre o assunto na sua obra Secdes Conicas. Pouco se sabe sobre
Apolénio de Perga, Sul da Asia Menor, pela histéria foi considerado um cordial rival de
Arquimedes, supde-se ter sido educado em Alexandria e por algum tempo ter ensinado em
sua "Universidade", como o apoio de Lisimaco, general de Alexandre, transferiu-se para
Pérgamo, onde havia uma biblioteca e uma "Universidade"'muito conceituada, onde sé perdia

para as da Alexandria.

Figura 1: Apolénio de Perga

15



Veja isso em: http://www.vivendoentresimbolos.com /2012/10/apolonio-de-perga.html

A denominacdo das curvas nio foi devida a Menaecmus. As curvas somente foram no-
meadas na obra de Apoldnio, mas os nomes pardbola e hipérbole foram usados antes dele.
Foi Apoldnio quem considerou as curvas como secdes do cone duplo, com o qual a hipérbole
adquiriu outro ramo, tal qual conhecemos hoje em dia. A obra Se¢des Conicas de Apoldnio

e os Elementos de Euclides constituem o dpice da matemadtica grega.

1.1 Classificacao das conicas

"Conicas"origem do grego Konikos (que tem a forma de um cone). As cOnicas sdo,
geometricamente, relacionadas com o cone, que conforme apresentado na figura 2 é repre-
sentado pelo vértice V disposto no eixo e e qualquer reta que passa pelo vértice estd sobre a

superficie canonica é denominada geratriz (g).

Figura 2: Cone de duas folhas
Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

As cOnicas sdo obtidas através da intersec¢ao de um plano (o) com um cone circular reto
de duas folhas.

Quando o plano (o) intercepta o cone e ndo passa pelo seu vértice, obtém-se: uma cir-

cunferéncia e as conicas regulares ou seja nao degeneradas: pardbola, elipse e hipérbole.
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e CIRCUNFERENCIA: Quando o plano (o) for perpendicular ao eixo (e) do cone.

Figura 3: Circunferéncia

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

e PARABOLA: quando o plano (o) for paralelo a uma geratriz do cone.
"Pardbola"vem de parabolé que significa "comparacdo"de PARA "ao lado", mais BAL-

LEIN "lancar", "atirar"ja que o plano gerador da pardbola € paralelo a geratriz.

Figura 4: Pardbola

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

e ELIPSE: Quando o plano (a) for obliquo ao eixo e ndo paralelo a uma geratriz. O
plano corta apenas uma das folhas do cone.
A palavra "Elipse"vem do grego Elleipsis que significa "ato de nao chegar". De fato o

plano que corta o cone para gerar a elipse ndo contém a geratriz.
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Figura 5: Elipse

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

e HIPERBOLE: Quando o plano (ct) dor paralelo ao eixo do cone.
"Hipérbole", também vem do grego Hiperbolé significa "exagero", "excesso"; a hipér-

bole é gerada a partir de um corte do cone por um plano que vai além da geratriz e

atinge a outra parte dele.

Figura 6: Hipérbole

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

No entanto, se o plano (o) passa pelo vértice V do cone, obtém-se uma Conica Dege-
nerada: um ponto, um par de retas concorrentes, uma reta ou um par de retas paralelas.

Assim, destaquemos as conicas degeneradas:

e O PONTO: quando o plano (o) tiver em comum com o cone apenas o vértice V. trata-

se de uma elipse degenerada.
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Figura 7: ponto

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

e UM PAR DE RETAS CONCORRENTES:Quando o plano (o) contiver o vértice e

duas geratrizes do cone. E uma hipérbole degenerada.

Figura 8: Par de retas concorrentes

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

e UMA RETA: Quando o plano contiver o vértice e uma geratriz do cone. O plano (o)

tangencia o cone. Figura-se como pardbola degenerada.
r _
Figura 9: Reta

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.
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e UM PAR DE RETAS PARALELAS: Num caso particular obter-se-4 duas retas pa-
ralelas quando da interseccao de uma superficie cilindrica circular (considerada uma

superficie conica de vértice impréprio) por um plano () paralelo ao seu eixo.

/“"'1'"';—;-';
7‘10(

Figura 10: Par de retas paralelas

Veja isso em: http://images.slideplayer.com.br/3 /1266771 /slides/slide_2.jpg.

A motivagdo principal de Pierre de Fermat na elaboragdo de sua obra Ad locos pla-
nos et solidos isagoge (1636), no qual estabelece um sistema de coordenadas na Geometria
Euclidiana (equivalente ao de Descartes), aconteceu quando restaurava a obra perdida de
Apoldnio, Plane Loci, seguindo o delineamento feito por Pappus de Alexandria (290 - 350
aproximadamente).

De posse da teoria de equagdes de Francois Viete, Fermat fez uso sistematico da lin-
guagem algébrica para obter as demonstragdes dos teoremas enunciados por Pappus na sua
descri¢do da obra de Apolonio. A aplicacio da Algebra combinada com a natureza particular
dos lugares estudados em Plane Loci e as técnicas usadas nas demonstracdes dos resultados,
revelaram a Fermat que todos os lugares geométricos discutidos por Apolonio poderiam se
exprimir na forma de equagdes algébricas com duas varidveis, cuja andlise, usando a teo-
ria de Viéte, produziria as propriedades fundamentais do lugar geométrico assim como a
natureza da sua construgao.

Fermat aplicou os mesmos procedimentos ao estudar a obra Cénicas de Apolonio e,
através das propriedades que definem as se¢des cOnicas, obteve suas equagdes. Seus estudos
e andlise deram lugar a sete equacdes que ele podia obter como formas irredutiveis a partir

da equacao geral do segundo grau com duas varidveis que, escrita na linguagem atual, é:
Ax* +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0. (1.1)
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Segundo os valores dos coeficientes dessa equacado, Fermat classificou os lugares geomé-
tricos obtidos na seguinte nomenclatura: reta, hipérbole equildtera, par de restas concorren-
tes, parabola, circulo, elipse e hipérbole axial.

Nosso objetivo € estudar a equagdo nos caso em que pelo menos um dos coeficientes
dos termos quadraticos (A ou B ou C) seja nao nulo.

Para isso, definiremos geometricamente e algebricamente nos capitulos 2] 3] e 4] uma
elipse, uma hipérbole e uma pardbola, demonstraremos seus principais teoremas, faremos
alguns exercicios como exemplo e ainda mostraremos suas constru¢des no software Geoge-
bra, com o intuito de facilitar o entendimento, a compreensao e a visualizacao do leitor (veja
(0, 121, [3] e [4D.

Ja nos capitulos [5] [6] e [7], abordaremos respectivamente: as equagdes de translagdo dos
eixos coordenados de cada uma das cdnicas; faremos um estudo da equacéo (1.1I) para iden-
tificar a caracteristica da curva através de sua equacao e mostraremos as novas equacoes das
conicas quando os eixos coordenados sdo rotacionados por um angulo 6. De modo anédlogo
aos capitulos anteriores faremos alguns exercicios como exemplo e ainda mostraremos suas
construgdes no software Geogebra, objetivando facilitar a aprendizagem do estudante (veja
(0, 121, [3] e [4].)

Agora no capitulo |8, apresentaremos uma outra técnica para identificar a cOnica repre-
sentada por uma equagio qualquer, aplicando a Algebra Linear, como o objetivo do trabalho
¢ o estudo das cOnicas nesta secdo faremos apenas a aplicacdo dos teoremas, deixando a

demonstragdo para o leitor (veja [S] e [6]]).
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1.2 Aplicacoes das conicas

As cOnicas estdo presentes em nosso cotidiano em situagdes diversas, vamos citar alguns
destas aplicagdes.

As conicas desempenham um papel importante em varios dominios da fisica, incluindo
a astronomia, a economia, a engenharia e em muitas situagdes, pelo que nao € de estranhar
que o interesse pelo seu estudo seja tdo antigo.

Suponhamos que temos uma bola sobre uma mesa em uma sala escura, ao iluminar a bola
com uma lanterna, é possivel perceber que o formato da sombra se modifica de acordo com
a posi¢do da lanterna. Entao o feixe de luz emitido desenhard na mesa uma curva conica.

Esse fato acontece porque o feixe de luz emitido pela lanterna forma um cone, e também
porque a mesa funciona como um plano que corta o cone formado. Dependendo da inclina-
¢do da lanterna relativamente a mesa, assim se obtém uma circunferéncia, uma elipse, uma
parabola ou uma hipérbole.

A superficie formada pela dgua dentro de um copo € eliptica, sendo circular apenas no
caso em que 0 copo estd exatamente na vertical, isto €, a superficie da d4gua estd alinhada com
o nivel, na horizontal. Ao girar o copo com movimento rotativo sobre si proprio, a superficie
do liquido nele inserido serd a de um paraboldide.

Na astronomia, Kepler mostrou que os planetas do sistema solar descrevem orbitas elip-

ticas, as quais tém o sol num dos focos.

Figura 11: Sistema Solar

Veja isso em: http://www.sobiologia.com.br/conteudos/Universo/sistemasolar.php

No estudo dos dtomos, um campo da Fisica e da Quimica, as 6rbitas dos elétrons em

torno do nucleo sdo elipticas.
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Para exemplificar aplicagdes praticas da pardbola, Arquimedes construiu espelhos para-
bdélicos, os quais por refletirem a luz solar para um s6 ponto, foram usados para incendiar os
barcos romanos quando ouve as invasdes de Siracusa, pois a concentracdo de energia gera
calor.

De fato, as propriedades refletoras das conicas, tem contribuido para a construcio de
telescopios, antenas, radares, fardis de navegacao, fardis de carros, lanternas, etc.

Alguns dos objetos mencionados também obedecem a propriedade refratora das cOnicas.
Esta propriedade estd ligada com a propriedade refletora, pelo que os estudos sdo muito
idénticos. Por exemplo: os 6culos de grau, as lupas, os microscépios, etc.

A partir da propriedade refletora das pardbolas, os engenheiros civis construiram pontes
de suspensdo parabdlicas. Imaginemos os cabos que prendem o tabuleiro da ponte como
raios de luz, facilmente verificamos que o cabo que passa pelos pilares da ponte, tem forma
de uma pardbola. (O tunico objetivo de citar este exemplo aqui é observar o formato dos

cabos tem a forma de uma pardbola, sem aprofundar nos estudos da engenharia).

Figura 12: Ponte suspensa

Veja isso em: http://olhares.sapo.pt/ponte-suspensa-foto689370.html

A hipérbole, ao rodar em torno de um dos eixos de simetria, gera uma superficie que tem
o nome de hiperboléide de revoluc@o. Nestas superficies, as se¢des ao eixo de rotagdo sio
circunferéncias e as segdes paralelas ao eixo sdo hipérboles.

Em 1669, Chrisropher Wren (arquiteto da catedral de Sao Paulo) mostrou que o hiperbo-
loide de uma folha pode ser gerado pelo movimento duma reta e pode ser considerado como

sendo formado por uma infinidade de retas que € uma superficie gerada.
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O hiperboloide de uma folha é usado na construcdo de centrais de resfriamento de energia
nuclear, nomeadamente em centrais atomicas, que sdo regradas e podem ser reforcadas com
barras de acgo retilineas, que se cruzam de forma a obter estruturas extremamente fortes
conforme a Figura 13(a).

O elipsoide € usado na construcao civil como modelo de edifica¢cdes conforme a Figura
13(b).

(a)Figural (b)Figura2

Veja isso em:
http://s1.static.brasilescola.uol.com.br/galeria/images/
torre-resfriamento-uma-usina-nuclear53b6d2e49a836.jpg
http://planosdecasas.net/wp-content/uploads/HLIC/85aa2569339af77ec37¢c9b432013f308.jpg
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2 Elipse

Neste capitulo falaremos sobre a Elipse e suas aplicagdes algébricas e geométricas, abor-

daremos a assunto de forma clara e simples, facilitando o entendimento do leitor (veja [1]],

[2]] e [3]).

2.1 Tracando e definindo a elipse

Numa folha de papel apoiada sobre um plano qualquer, consideremos dois pontos, dis-
tintos F; e F;. Fixando dois pregos nesses pontos, vamos amarrar um barbante ou uma linha

de 14 ndo esticado.

r

Figura 13: Barbante sem esticar
Veja isso em: https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images
Com a ponta P de um ldpis, esticamos o barbante. Movendo o ldpis e mantendo o bar-

bante sempre esticado, obtemos uma curva fechada na qual a soma das distancias PF| + PF;

¢ constante. A curva fechada assim obtida chama-se Elipse.

Figura 14: Barbante esticado
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Veja isso em: https://encrypted-tbn0.gstatic.com/images

Definicao 2.1. Elipse é o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja soma de suas

distancias aos pontos Fy e F;, desse plano, é constante e maior que a distancia entre eles.

2.2 Elementos da elipse

A figura abaixo representa alguns elementos importantes da elipse.

B

1

Figura 15: Elipse e seus elementos

a) Focos da elipse: sdo os pontos fixos Fi e F»;

b) Distancia focal: € a distancia F1F> = 2c;

¢) Centro da elipse: é o ponto O, ponto médio do segmento F| F>
d) Vértice da elipse: sdo os pontos A e Aj;

e) Eixo maior da elipse: é o segmento A1A>, com AjA; = 2a;

f) Eixo menor da elipse: é o segmento BB, com BB = 2b;

C
g) Excentricidade: € arazdaoe = —,em que 0 < e < 1;
a

Note que a relagio a® = b* + ¢? é vilida.
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2.3 Excentricidade

Ao analisar vérias elipses notamos que algumas sdo bem préxima a uma circunferéncia
e outras sdo mais achatadas. Essa caracteristica da elipse € determinada pela excentricidade
e.

c .. ;
Como e = — e ¢ < a, a excentricidade e esta entre O e 1.
a

I) Se e for préximo de 0O, a elipse € mais proxima a uma circunferéncia.

IT) Se e for proximo de 1, a elipse é mais achatada.

A A,
Al A

(a)Figurae = 0,6 (b)Figurae = 0,8 (c)Figurae = 0,98

2.4 Equaciao da elipse com centro na origem

Fixando um sistema de coordenadas cujos eixos contém os eixos da elipse, vamos en-
contrar a equacao da elipse. Temos dois casos considerarmos [1],[2] e [3].
1° Caso: Eixo maior da elipse sobre o eixo das abcissas

Seja uma elipse com centro O na origem do sistema cartesiano, eixo maior de coorde-
nadas A;(—a,0) e A»(a,0), com a > 0, eixo menor B (—b,0) e By(b,0), com b >0, ¢
focos Fi(—c,0) e F»(c,0), com ¢ > 0.

Seja um ponto P qualquer sobre a elipse, com coordenadas (x,y) e com eixo maior 2a.

Entdo podemos aplicar a férmula da distancia de dois pontos para obtermos a equacao
da elipse [1]].
|PF||+|PF| = 2a. (2.1)
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Temos que:
V= (O + (=012 44/ (r— ) + (3= 0) = 2a,
entao,
V (x—e)2+y? =2a—/(x+c)? +y?, (2.2)
assim,
[/ (= )2+ = 2a— 1/ (x+ )2+,
logo,
portanto,

(x—c)>+y* =4a* —da\/ (x+¢)2 +y2 + (x4 ¢)> +)7, (2.3)
+

X2 —2cx+c*+y? =4a* —day/ (x+ )2 +y2 + X2+ 2ex + 2+,
concluimos que:
4ay/ (x—c)2 +y? = 4a® + 4cx,
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dividindo ambos os lados da igualdade por (4a), obtemos:
c
(x+c)2+y2=a+—x,
a
novamente elevando os dois membros ao quadrado, temos que:

C

(v (x+c)2+y2)? = (a+ —x)z,

a

assim,
2

x2+2cx+c2+y2 =a®+2cx+ C—2x2,
a

¢é equivalente,
2

C
P44y :a2+;x2,

logo,

2 022 2 2 2
x—a—2x+y:a—c,

colocando x? em evidéncia no primeiro membro, obtemos:

2 c? 2 2 2
X (1—;)—%)} =a°—c,

multiplicando os dois membros por a2, obtemos:
XZ(aZ o C2) +a2y2 — a2(a2 - 02),

dividindo os dois membros por a*(a®> — ¢?), obtemos:

x2(a2 —C2) N a2y2 a2(a2 _ 62)
Z_CZ) aZ(aZ_CZ) aZ(aZ

consequentemente,
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Note que a > c, isto implica que a® > ¢2, entdo a”> — c? > 0.

Como B e B, também sdo vértices, dai segue:

|B1F1| + ‘BlF2’ = 2(1,

assim,
VO0+2 (=602 4 /(00— + (~b—0)> = 2a,
entao,
\/cz+b2+\/cz+b2 =2a,
equivalente,

2V 2 +b?* = 2a,

dividindo os dois lados da igualdade por 2, temos:
Ve =a,
elevando os dois membros da equagdo ao quadrado, obtemos:
(Ve +52) = (a)’,

consequentemente,

P=d—c

substituindo essa equagdo em segue o resultado:

(2.7)

(2.8)

Assim, essa € a equacdo reduzida da elipse de focos no eixo das abscissas e centro

(0,0). Como o eixo maior da elipse estd contido no eixo x € a e b sdo positivos, entdo

a > b. Assim o denominador de x? é maior que o denominador de y?.

Note que na verdade, demonstramos apenas que um ponto P(x,y) que satisfaz a equa-

cdo (2.1 também satisfaz a equacgdo (2.8)). Seguindo os passos da demonstracio apre-
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sentada, no sentido inverso, pode-se mostrar que todo ponto P(x,y) satisfaz (2.1)).

Para ir de (2.5) para (2.4) precisamos verificar que:

a+ x>0, 2.9)
a

e para ir de (2.3) para (2.2)) precisamos verificar que:

2a—1/(x—c)>+y>>0. (2.10)

Com efeito, sendo 0 <c<ae a?® = b? + ¢%, temos [13]]:

2

X x2 y 2 2

<Gt =1=P<d >k <a=s—a<i<a
2 2 2

y X yo 2 2 2 2

=(x+c)+y = 2+ P4y <d? F2d* +d? — b4y < 4d?

=4/ (x+¢)?+y?* < 2a.

(2.11)
Assim, as equagdes (2.1) e (2.8)) sdo equivalentes.

Isto completa a prova de que P = (x,y) pertence a elipse, se e somente se,

Note ainda que estamos admitindo a possibilidade de termos ¢ = 0, isto é, F1 = F,

caso em que a elipse se reduz a uma circunferéncia (elipse com dois eixos iguais).

Como resultado dessa discussdo temos o teorema a seguir:

Teorema 2.1. Se 2a, a constante a que se refere a Definicdo 2.1 e a elipse tiver seus

focos em (c,0) e (—c,0), entdo para b> = a* — ¢, uma equagdo da elipse serd:

x2 y2

pz 1

ot
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2° Caso: eixo maior da elipse sobre o eixo das ordenadas

Seja uma elipse com centro O na origem do sistema cartesiano, eixo maior de coorde-
nadas A (0, —a) e A2(0,a), com a > 0, eixo menor B;(—b,0) e B2(b,0), com b >0, ¢
focos F1(0,c) e F2(0,—c), com ¢ > 0.

Seja um ponto P qualquer sobre a elipse, com coordenadas (x,y) e com eixo maior 2a.

¥

(0.aly A,
P(x,y)
FE
J (0,c)
/
[ \
(b0)] |(b,0)
EI1T|I . Iaz 4
\ /
] P
{D,-C}. F1 /
e
(0,-a) ] A,

. 2 42
Figura17: ; +5 =1

Entao podemos aplicar a férmula da distancia de dois pontos para obtermos a equagao

da elipse.

Como
PFi| + [PF| = 2a, (2.12)

temos que:

\/(Y+C)2 +x2+ \/(y— c)?+x%=2a.
Analogamente ao que fizemos no 1° caso, obtemos:

2 2
;‘7+§:1,a>b>o. (2.13)

Isto € equivalente a substituir x por y na equacdo do Teorema 2.1.

Logo, essa € a equacao reduzida da elipse de focos no eixo das ordenadas e centro
(0,0).
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Como o eixo maior da elipse estd contido no eixo y e a € b sdo positivos, entao a > b.
Assim o denominador de x> é menor que o denominador de y?.
52 2
Exemplo 2.1. Dada a elipse com a equacdo — + — = 1. Determine as coordenadas dos

49 25
vértices e dos focos, os comprimentos dos eixo, a excentricidade e faca o esboco da elipse.

Resolucao:
2 2

e Ao comparar a equagao 1 + %= 1 com a equagdo reduzida (2.8)), verificamos que

a > b, isto €, o eixo maior da elipse estd contido no eixo x.

De fato, a®> = 49 = a = 7 de mesmo modo b? =25 = b = 5.

Aplicando em a? =b*+ cz, obtemos ¢2 =49 —25 = ¢ = \/ﬁ = ¢ = 24/6.

Logo as coordenadas do vértice sdo: Aj(—7,0), A2(7,0), B1(—5,0) e B2(5,0) e as
coordenadas dos focos sio: Fi(—2+/6,0) e F2(2v/6,0).

e O comprimento do eixo maior é: 2a = 2.7 = 14 e do eixo menor é: 2b = 2.5 = 10.
c 2V6

e A excentricidade daelipse é: e = — = e = 7
a

e Elipse construida no Geogebra sobre o eixo OX.

Figura 18: % + % =1

Exemplo 2.2. Dada a elipse com a equacdo: 16x* +9y> = 144. Determine as coordenadas

dos vértices e dos focos, a medida dos eixos, a excentricidade e fagca seu esbogo.

Resolucio:
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Primeiramente vamos deixar a equacao na sua forma reduzida, dividindo os dois mem-

bros da equacgdo por 144, temos:

16x? N 9y 144 _ x? N y?
9 16

144 " 144~ 144 =1L

Essa é a equacio da elipse de centro na origem, como o denominador de x> ¢ menor

que o denominador de y?, entdo eixo maior estd sobre 0 €ixo y.

Entdo, a*> = 16 = a = 4 de mesmo modo b* =9 = b = 3. Aplicando em a* =b*+ 2,
obtemos ¢ = 16—9 = ¢ =+/7.

As coordenadas do vértice sdo: A;(0,—4), A2(0,4), B1(0,—3) e B»(0,3).
As coordenadas dos focos sdo: F1(0, —v/7) e F>(0,/7).
O comprimento do eixo maior é: 2a = 2.3 = 6.

O Comprimento do eixo menor é:2b = 2.4 = 8.

7
A excentricidade da elipse é: e = ¢ =e= \/T_
a

Portanto a elipse construida no Geogebra sobre o eixo OY.
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Exemplo 2.3. Os focos de uma elipse sdo os pontos (2,0) e (—2,0) e sua excentricidade é

3 Determine a equagdo da elipse.

Resolucao:

Temos que a reta focal é o eixo OX, o centro da elipse é a origem C(0,0), c =d(C,F;) =2

.. 2 ¢ 2
e suaexcentricidade e = - = — = — = aqa = 3.
a

a
Logo, b> = a®> —c? =32 — 2?2 =9 — 4 =5 ¢, portanto a equagio da elipse é:

2

l —1.
9

2
Yy
+5
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3 Hipérbole

Neste capitulo falaremos sobre a Hipérbole e suas aplica¢des, abordaremos a assunto de

forma clara e simples, facilitando o entendimento do leitor.

3.1 Tracando e definindo a hipérbole

A luz emitida por alguns modelos de arandela proprias para drea externa, tais como pis-
cinas e jardins. Se Instaladas sobre uma parede, ao serem ligadas projetam sobre esta, uma
iluminacao cuja borda da parte iluminada forma uma hipérbole (figural e figura2).

Veja as imagens acima no site: http://lista.mercadolivre.com.br/iluminacao-residencial/arandela

(a)Figural (b)Figura2

Definicao 3.1. Hipérbole é o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja diferenca,
em modulo, de suas distdncias aos pontos F\ e F,, desse plano é constante e menor que a

distdncia entre eles.

Para construir uma hipérbole, vamos marcar sobre um plano o dois pontos F; e F», dis-

tantes 2¢ um do outro conforme a figura abaixo.

F F
1 2
® @

- -
: 2c :

Figura 20: F| e F; sdo os focos da hipérbole
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Figura 21: |PF, — PF>| =2a

Consideremos o conjunto dos pontos P do plano « tais que a diferenca de suas distancias
aos pontos F} e F, seja uma constante positiva 2a, isto é, |PF; — PF>| = 2a, com 2a < 2c.
Agora se tivermos uma conjunto de pontos Pj, P, Ps, ..., P, que satisfacam as mesmas

condig¢des de P, obtemos assim a hipérbole.

Figura 22: |P1F1 —P1F2| = ’PzFl —P2F2| =..= |PnF1 —PnF2| =2a
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3.2 Elementos da hipérbole

A figura a seguir representa alguns elementos importantes da hipérbole.

Figura 23: Hipérbole e seus elementos

a) Focos da hipérbole: sdao os pontos fixos F| e F»;

b) Distancia focal: é a diatancia F1 F, = 2c;

¢) Centro da hipérbole: é o ponto O, ponto médio do segmento Fi F>

d) Vértice da hipérbole: sdo os pontos A e A;

e) Eixo real da hipérbole: é o segmento AjA,, com A A; = 2a;

f) Eixo imagindrio da hipérbole: é o segmento BB, com BB = 2b;
c

g) Excentricidade: € arazdao e = —,em que e > 1, pois a < ¢;
a

Note que a relagio c? = a® + b? é vilida.
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3.3 Excentricidade

Ao analisar vdrias hipérboles notamos que algumas t€m ramos mais abertos que outras.
Essa caracteristica da hipérbole é determinada pela excentricidade e. Comoe=—ec > a, a

a
excentricidade e é maior que 1.

I) Se e for préximo de 1, os ramos da hipérboles serdo mais fechados, veja a figura 1.

IT) Se e for um ndmero tendendo ao infinito, os ramos da hipérbole serdo mais abertos,

veja a figura 2.

(a)Figural (b)Figura2

3.4 Equacao da hipérbole com centro na origem

Fixando um sistema de coordenadas cujos eixos contém os eixos da hipérbole, vamos

encontrar a equagao da hipérbole [1]],[2]] e [3]. Temos dois casos considerarmos.

1° Caso: Hipérbole com eixo real sobre o eixo das abcissas

Seja uma hipérbole com centro O na origem do sistema cartesiano, eixo real de coor-
denadas A (—a,0) e A3(a,0), com a > 0, eixo imagindrio B;(0,—b) e B»(0,b), com
b >0, e focos Fi(—c,0) e F»(c,0), com ¢ > 0.

Seja um ponto P qualquer sobre a hipérbole, com coordenadas (x,y) e com eixo real
2a.
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B, (0.b)®

iy " fi-a,0 0 ' ol (c,0)

B (0,-b)@

Figura 24: Hipérbole com eixo real sobre o eixo OX

Entao podemos aplicar a férmula da distancia de dois pontos para obtermos a equagdo

da hipérbole.

Sabemos que [1]:
[PFy| - P3| = 2 (3.1)

Para determinar a relagdo de a e ¢, aplicamos a desigualdade triangular no tridngulo

F1PF, da figura 24. Assim escrevemos:

D)

|F]F2| + |PF]| > |PF2| = |F]F2| > |PF2| — |PF]|

1)

|F1F2‘ + ’PF2| > ’PFI‘ = |F1F2‘ > |PF1‘ — ’PF2|

Usando valor absoluto as desigualdade I e /I podem ser escritas como a desigualdade:

|FF>| > ||[PF| — PRy

Pela figura 23 temos que:
|F1F| =2c.
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E pela figura 24 temos que:
|IPF| - |PF5|| = 2a.

Isto implica,
2¢ > 2a.

Consequentemente,

c>a.

Como, [PFi| = /k— (—c)P + (b~ 07 ¢ [PFs| = \/(x— 2 + (y— O)%.

Entéo de (3.1), P pertence a hipérbole se e somente se:

\\/[x—(—C)]“r(y—O)z—\/(x—c)2+(y—0)2| = 2a.

Isto €,

‘\/(x+c)2+y2— \/(x—c)2+y2} =2a.
Logo,

\/(x+c)2+y2 - \/(x—c)2+y2 = +2a.
Assim,

\/(x+¢)2+y2=42a+/(x— )2 +y2

Elevando os dois membros da igualdade ao quadrado, temos que:

2

( (x+c)2+y2)2:(i2a+ (x—c)2+y2>.

Dai segue,

X2 +2ex+c+y? =4a* +day/ (x—c)2 +y2+ x> —2ex+ 2 +y?
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Equivalente,
+day/ (x— )2 +y? = dex —4a?,

Dividindo os dois lados da igualdade por (4a), obtemos:

+/(x—c)2+y2 = gx—a.

Novamente elevando os dois membro da igualdade ao quadrado, temos que:
2 c 2
<i (x—c)2+y2) = <—x—a> .
a

2
c

x2—2cx—|—cz+y2 = —2x2—2cx+az.
a

Assim,

Equivalente,
2

c
Py =d+ S
a

Colocando x* em evidéncia no primeiro membro, obtemos:
2
2 ¢ 2 2 2
X (1—;) +y =a"—c".
Multiplicando os dois membros por (—a?), obtemos:

XZ(C2_a2) _a2y2 :a2(c2_a2)‘

Dividindo os dois membros por a*(c? — a?), obtemos:

XZ(CZ _a2) a2y2 B aZ(CZ _a2)

a*(c2—a?) d?(c2—a?) a*(c?—a?)’

Consequentemente,

- — 55— = 1. (3.3)
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Note que da equagio (3.2)) temos que ¢ > a, isto implica que a® < ¢?, entdo ¢ —a?® > 0.

Como B; e B, sdo vértices imagindrios pela distancia de dois pontos, segue:

‘BlFll + ’BIF2| = 2c.

Assim,
V0@ + (=02 = /(@2 + () = 2.
Entao,
\/a2+b2+ \/a2+b2 =2c.
Equivalente,

2V a2 +b% =2c.

Dividindo os dois lados da igualdade por 2, temos:
Va2+br=c.
Elevando os dois membros da equacgdo ao quadrado, obtemos:
(Va2 +b2)? =c2
Consequentemente,
b =c? —a? (3.4)
Substituindo na equacao (3.3)), temos:

x2 y2

;—ﬁzl,a>b>0 (3.5)

Assim, essa € a equacdo reduzida da hipérbole de focos no eixo das abscissas e centro
(0,0).

Como o eixo real da hipérbole estd contido no eixo x e a e b sdo positivos, entdo a > b.

Assim o denominador de x? é maior que o denominador de y?.

Note que na verdade, demonstramos apenas que um ponto P(x,y) que satisfaz a equa-
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¢do (3.1) também satisfaz a equacéo ((3.3). Seguindo os passos da demonstragio apre-
sentada, no sentido inverso, pode-se mostrar que todo ponto P(x,y) satisfaz (3.1). Essa
demonstracdo € andloga a que fizemos no equagdo reduzida da elipse e fica como exer-

cicio para o leitor.

Como resultado dessa discussdo temos o teorema a seguir:

Teorema 3.1. Se 2a, a constante a qual se refere a definicdo 4.1 e a hipérbole tiver
seus focos em (c,0) e (—c,0), entdo para b*> = ¢* — a?, uma equagdo da hipérbole

serd:
X2 y2

2Z b

2° Caso: Hipérbole com eixo real sobre o eixo das ordenadas

Seja uma hipérbole com centro O na origem do sistema cartesiano, eixo real de coor-
denadas A (0, —a) e A2(0,a), com a > 0, eixo imagindrio B(—b,0) e Bz(b,0), com
b >0, e focos F1(0,c) e F»(0,—c), com ¢ > 0.

Seja um ponto P qualquer sobre a hipérbole, com coordenadas (x,y) e com eixo real
2a.

Figura 25: Hipérbole com eixo real sobre o eixo OY
Entao podemos aplicar a férmula da distancia de dois pontos para obtermos a equagao

da hipérbole. Como
[PFi| - [PFa| = 2a. (3.6)
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Temos que:

‘\/(y+6)2+x2— \/(y—6)2+x2

Isto € equivalente a,

\/(y+c)2 +x%— \/(y—c)2 +x? = +2a.

Assim,

(y+c)2+x2=42a+/(y—c)?+x%

Analogamente ao que fizemos no 1° caso, obtemos que:

2 2
y X
;—ﬁzl,a>b>0

Isto € equivalente a substituir X por y na equacdo do Teorema 4.1.

=2a.

(3.7)

Assim, essa € a equagdo reduzida da hipérbole de focos no eixo das ordenadas e centro

(0,0).

Como o eixo real da hipérbole estd contido no eixo y e a e b sdo positivos, entdo a > b.

Assim o denominador de x> é menor que o denominador de y.

3.5 Assintotas da Hipérbole

O Retangulo da Base da hipérbole é o retangulo cujos lados tem A1; Ay; By € By como

em relacdo a reta focal.

assintotas[3]. A seguir temos uma definicdo geral de assintotas.

qualquer uma das afirmacoes a seguir for verdadeira:

pontos médios. As retas que contém as diagonais do retangulo s@o as assintotas da hipérbole.

Portanto, as assintotas sdo as retas que passam pelo centro da hipérbole e tem inclinagdo +—
a

Vamos provar que uma hipérbole tem assintotas e mostrar como obter as equagdes dessas

Definicdo 3.2. O grdfico da equacdo y = f(x) terd a reta y = mx + b como assintotas, se

i) imy o[f(x) — (mx+b)] =0, e para qualquer M > 0, f(x) # mx+ b sempre que

x> M.
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ii) limy_s 1| f(x) — (mx+b)] =0, e para qualquer M < 0, f(x) # mx+ b sempre que
x<M.

A afirmaco (i) indica que para todo € > 0 existe um niimero N > 0 tal que: se x > N entdo
0 < |f(x) — (mx+b)| < &, isto é, podemos tomar valores funcionais de f(x) tdo préximos
do valor de mx + b quanto quisermos, tomando x suficientemente grande. Isto é consistente
com nossa no¢ao intuitiva de assintotas de um gréfico.

De modo anédlogo podemos dar uma nogdo intuitiva para (i).
2 2

Para a hipérbole — — i 1, resolvendo em y obtemos:
a

y= igvxz—az.

Assim, se
f(x)zg x2 —a?. (3.1
Entao,
. b
Jim 1) 2. (32)

Fazendo a substitui¢ao da equagdo (4.1) na (4.2) obtemos,

b b
lim {— X2 —a?— —x} .

x—+oo | A a

Equivalente,
b . (Wxr—a?—x)(Vx*—d?+x)
— lim .
a x—+oo (\/_xz—az—{—x)
Consequentemente,
b 2
?im —2 .

ax—+eo\/x2 g2 4 x

. b b
Logo pela defini¢iio 4.2, a reta y = —x é uma assintota do grafico y = —v/x% —a?.
a a

b
Analogamente, podemos mostrar que a reta y = ——x é uma assintota do graficoy = ——+v/x2 — a?.
a a
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Assim podemos escrever o teorema a seguir:

b .
Teorema 3.2. As retas y = +—x, isto é r1 : bx—ay =0 e rp : bx+ ay = 0 sdo as assintotas
a

2 y2

da hipérbole i 1.

As figuras abaixo mostram a construgdo da hipérbole com eixo real OX e com eixo real

OY e suas assintotas.

2 2 2 2
W5~z =1 OPSSS

Note que as diagonais do retidngulo com vértice em (a,b), (a,—Db),(—a,b) e (—a,—b)
estdo sobre as assintotas da hipérbole. Esse retangulo é chamado de retingulo auxiliar da
hipérbole.

., ~ x2 2 .
Exemplo 3.1. Dada a hipérbole com a equa¢dots — % = 1. Determine as coordenadas dos
vértices, o comprimento dos eixos, a excentricidade, as assintotas e faca o esbogo da elipse.
Resolucio:
$2 2

e Ao comparar a equacao 6 9= 1 com a equagio reduzida da hipérbole (3.3), veri-

ficamos que a > b, isto €, o eixo maior da elipse estd contido no eixo x.
Assim, a®> = 16 = a = 4 de mesmo modo b =9 = b = 3.
Aplicando em 2 =a*+b% obtemos 2 =16+9=c=+25=c=5.

Logo as coordenadas sdo:

e Focos: Fi(—5,0) e F»(5,0).Vértices reais:A|(—4,0) e A»(4,0).
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Vértices imagindrios: B1(0,—3) e B(0,3).
O comprimento do eixo real é: 2a = 2.4 = 16.

O comprimento do eixo imagindrio é: 2b =2.3 = 6.

.. . . c 5
A excentricidade daelipse é: e = — = e = T
a

As assintotas sao:

b 3
X=t-y=>x==%-y,
a 4

ou seja,
ry:4x+3y=0er;:4x—3y=0.

Hipérbole construida no Geogebra sobre o eixo OX.

Figura 26: Z—i —m =
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Exemplo 3.2. Dada a hipérbole com a equagcio 4y* —9x*> = 36. Determine as coordenadas
dos vértices e dos focos, a medida dos eixos, a excentricidade, as assintotas e faca seu

esboco.

Resolucio:

e Primeiramente vamos deixar a equacdo na sua forma reduzida. Dividindo os dois

membros da equagdo poe 36, temos:

4y 9x* 36 2
——— ===

¥ oox
36 36 36 9

—=1.
4

Essa é a equacgio da hipérbole de centro na origem, como o denominador de x> e menor

que o denominador de y?, entdo eixo maior estd sobre o eixo y.
Assim, > =9 = a = 3 de mesmo modo b2 =4 = b =2,
Aplicando em 2 =a*+b%, obtemos ¢ =9+4 = ¢ =/13.

Logo as coordenadas:
e Focos: Fi(0,—/13) e F5(0,/13).
e Vértices reais: A1(0,—3) e A(0,3).
e Vértices imagindrio:B;(—2,0) e B2(2,0).
e Comprimento do eixo real é: 2a = 2.3 = 6.

e Comprimento do eixo imagindrio é:2b = 2.2 = 4.

13
e A excentricidade da elipse é: e = ¢ =e= =3
a

e As assintotas sao: b 5
X=d—-y=>x=+——y,
ay ,—13)’
ou seja
ri:VI13x+2y=0er:v13x—2y=0.

e Portanto a hipérbole construida no Geogebra.
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Figura27: & — & — |

Exemplo 3.3. Determine a equacdo da hipérbole tendo um foco (5,0) e os extremos do eixo

imagindrio em (0,2) e (0,—2).

Resolucao:

Temos que a reta focal é o eixo OX, o centro da hipérbole é a origem C(0,0),

c = d(C,Fl):c:S

d(C,B))+d(C,By) 2+2

h—
2 2

2

Comob?=c?—a®>=a>=c?—bh* =25-4=a=+2l.

Portanto a equacao da hipérbole é:
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4 Parabola

Neste capitulo falaremos sobre a Pardbola e suas aplicacdes, abordaremos a assunto de

forma clara e simples, facilitando o entendimento do leitor [11],[2] e [3].

4.1 Tracando e definindo a parabola

Por que as antenas que captam sinais do espaco sdo parabdlicas?
Por que os espelhos dos telescopios astrondmicos sdo parabdlicos?

Nos dois exemplos acima, os sinais que recebemos (ondas de radio ou luz) sdo muito
fracos. Por isso € necessdrio captd-los em uma drea relativamente grande e concentri-los em
um unico ponto para que sejam naturalmente amplificados. Portanto, a superficie da antena
(ou do espelho) deve ser tal que todos os sinais recebidos de uma mesma dire¢do sejam
direcionados para um tnico ponto foco apds a reflexdo. A antena ideal deve dirigir todos os

sinais recebidos ao ponto F (foco da pardbola) conforme a figura abaixo.

A pardbola possui exatamente essa propriedade e, por isso, as antenas e os espelhos

precisam ser parabdlicos.

Definicao 4.1. Pardbola é o lugar geométrico dos pontos P de um plano cuja distincia a

uma reta d dada é igual a distancia a um ponto F ndo pertencente a r.

Consideremos, agora o conjunto dos pontos P do plano . .

Note que qualquer ponto P pertencente 4 curva dista o mesmo de F' e de d, ou seja,

|Pd| = |PF|.
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Seja 0 AB um segmento ortogonal a reta d e o ponto B pertencente a reta d, veja que:

PB+PA =AB=PF +PA = PB+PA=PF+PA= PB=PF.

Figura 28: |Pd| = |PF|

Agora se tivermos um conjunto de pontos Pj, P, Ps,..., P, que satisfacam as mesmas

condic¢des de P, obtemos assim a parabola.

\ /

Figura 29: ‘P1d| = |P1,F|; |P2d = P2F|; ey ‘Pnl’ = P,,r|
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4.2 Elementos da parabola

A figura abaixo representa alguns elementos importantes da parédbola.

s

Figura 30: Pardbola e seus elementos

a) Foco da pardbola: € o ponto fixo F’;

b) Diretriz: é areta d,

¢) Reta focal ou eixo de simetria: é a reta s, perpendicular a reta d, que passa pelo foco;
d) Vértice da pardbola: € o ponto V de interseccao da pardbola com o eixo de simetria;

e) Parametro da pardbola: € a distancia p entre o foco e a diretriz, isto é, p = F'D ou seja

FV+VD=p.

4.3 Equacao da parabola com centro na origem

Fixando um sistema de coordenadas OXY onde o vértice da pardbola € a origem e a reta

focal é uma dos eixos coordenados. Temos quatro casos a considerar.

1° Caso: Parabola com vértice na origem e reta focal sobre o eixo das abscissas com con-
cavidade voltada para direita. Neste caso o foco F estd a direita da diretriz d, como
o vértice da pardbola é origem V = (0,0), temos que o foco € o ponto F = (p,0) e a

diretrizé aretad : x = —p, onde 2p = d(F,d). Conforme a figura a seguir:
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Qpy@ — — —

(-p.0) v

X

Figura 31: y> = 4px

Um ponto P(x,y) estard na pardbola se e somente se P for equidistante de F e da reta
d. Isto é, se Q(—p,y) for o pé da perpendicular 4 diretriz passando por P, entdo P

estard na pardbola se e somente se

|FP| =|QP|. 4.1)
Como
[FP| =/ (x—p)*+)2, 4.2)
(&
0P =/ (x+p+ (v —y)> = [QP =/ (x+ p)2. (4.3)

Substituindo as equagdes @.2) e (4.3) na equacdo (4.1I), temos que P estd sobre a

pardbola se e somente se:

\ (x=p)2+y2 =1/ (x+p)*

Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado, obtemos:

JG—prrrr = (o)

Equivalente,
(x=p)*+»* = (x+p)*.
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Desenvolvendo os trindmios do quadrado perfeito temos:

)c2—2px-|-p2-|-y2 :x2+2px+p2.

Consequentemente,
Y =4px,
ou seja,
=
4p

Assim podemos enunciar o teorema:

Teorema 4.1. A equacdo da pardbola com foco em (p,0), tendo como diretriz a reta

x=—péy> =4px.

2° Caso: Parabola com vértice na origem e reta focal sobre o eixo das abscissas com con-

cavidade voltada para esquerda.

Neste caso o foco F estd a esquerda da diretriz d, como o vértice da pardbola é origem
V = (0,0), temos que o foco é o ponto F' = (—p,0) e a diretriz é aretad : x = p, onde

2p =d(F,d). Conforme a figura a seguir:

- - - -¢alny

(-p.0) \4 (»,0) X

Figura 32: y> = —4px

Um ponto P(x,y) estard na pardbola se e somente se P for equidistante de F e da reta

d. Isto é, se Q(p,y) for o pé da perpendicular 4 diretriz passando por P, entdo P estard
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3° Caso:

na pardbola se e somente se

|FP| =|QP|. 4.4)
Como
[FP|=1/(x+p)*+? (4.5)
€
0P = \/(x—pP+ (v —y)> = [QP| =/ (x— p)2. (4.6)

Substituindo as equacdes (@.5) e (4.6) na equagdo (4.4), temos que P estd sobre a
parabola se e somente se:

\ (x+p)2+y2 =1/ (x—p)*.

Elevando os dois lados da igualdade ao quadrado, obtemos:

2

(x+p)*+y" = (x—p)~.

Desenvolvendo os trindmios do quadrado perfeito temos:
x2+2px+p2+y2 =x° —2px—|—p2.

2 _ : _
Consequentemente, y© = —4px, ou seja, x = TE

Assim podemos enunciar o teorema:

Teorema 4.2. A equagdo da pardbola com foco em (—p,0), tendo como diretriz a reta

x=péy> = —4px.

Parabola com vértice na origem e reta focal sobre o eixo das ordenadas com con-

cavidade voltada para cima.

Note que neste caso o foco F estd a cima da diretriz d. Neste caso, temos: V = (0,0),
F =(0,p) e a diretriz é aretad : y = —p, onde 2p = d(F,d). Conforme a figura a

seguir:
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F(0,p)€

(0, —p),

Figura 33: x> = 4py

Um ponto P(x,y) estard na pardbola se e somente se P for equidistante de F e da reta
d. Isto é, se Q(x,—p) for o pé da perpendicular 4 diretriz passando por P, entdo P

estard na pardbola se e somente se

|FP| = |QP| 4.7)
Como
[FP|=1\/x*+(y—p)? (4.8)
(&
0P| =/ (x—2)2+ (v + p)? = [P =/ (y+ p)? (4.9)

Substituindo as equagdes @.8) e (4.9) na equacdo (4.7), temos que P estd sobre a

pardbola se e somente se:

¥+ =p)?=1/0+p)*
2

. . X
Desenvolvendo de modo andlogo ao item 1° caso, temos: x> = 4py, ou seja, y = e

Assim podemos enunciar o teorema:

Teorema 4.3. A equacdo da pardbola com foco em (0, p), tendo como diretriz a reta

y:—péx2:4py.
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4° Caso: Parabola com vértice na origem e reta focal sobre o eixo das ordenadas com con-

cavidade voltada para baixo.

Neste caso o foco F estd a abaixo da diretriz d. Neste caso, temos: V = (0,0), F =

(0,—p) e adiretrizéaretad : y = p, onde 2p = d(F,d). Conforme a figura a seguir:

Figura 34: x> = —4py

Um ponto P(x,y) estard na pardbola se e somente se P for equidistante de F e da reta
d. Isto é, se Q(x, p) for o pé da perpendicular 4 diretriz passando por P, entdo P estard na

pardbola se e somente se

IFP| =|0P|. (4.10)
Como
|FP| = 1\/x*+(y—p)?, 4.11)
c
0P| =/ (x—2)2 + (y— p)> = [QP| =/ (- p)?. (4.12)

Substituindo as equacdes (@.11)) e (.12) na equagio (4.10), temos que P esté sobre a pardbola

S€ € somente se:

\/x2+ (v +p)*= \/(y—p)z.
Desenvolvendo de modo andlogo ao item 1° caso, temos:

x2

—x* = 4py, ouseja, y = ——.
4p
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Assim podemos enunciar o teorema:

Teorema 4.4. A equagdo da pardbola com foco em (0, p), tendo como diretriz a reta’y = p
éx> = —4py

Exemplo 4.1. Determine os principais pontos e represente geometricamente as pardbolas

indicadas pelas equacoes abaixo.
a) X2 — 8y =0;
b) y*>+10x = 0;
Resoluciao:
a) Temos x? = 8y, assim identificamos uma equacgdo com x> = 4py. Entio:

4p=8=p=2.

Logo, o vértice da pardbola € a origem e o foco estd no eixo y, na parte positiva.

Assim, os principais pontos da pardbola sao:

Vértice: V(0,0).

Foco: F(0,2), acima da diretriz.

Eixo de simetria: eixo Oy: x = 0.

Diretriz d: y = —2.

Representagdo geométrica construida no Geogebra.

Y

F9(0,2)

diy— 2 v[©,0) X
(0,-2)

Figura 35: x> — 8y =0
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b) Resolucao:
Temos y> = —10x, assim identificamos uma equacdo com y> = —4px.
Entao:

5
4p:10:>p:§.

Logo, o vértice da pardbola € a origem e o foco estd no eixo x, na parte negativa.

Assim, os principais pontos da pardbola sdo:

e Vértice: V(0,0).

Foco: F (—%,O), a esquerda da diretriz.

e Eixo de simetria: eixo Ox: y = 0.
o 5
e Diretrizd : x = 5

Representacao geométrica construida no Geogebra.

Y

)
(*;U) (0,0)

Figura 36: y> + 10X =0

Exemplo 4.2. Determine a equagdo da pardbola de foco F(0,—5) e diretrizy = 5.

Resolucao:

2
Com os dados do enunciados temos: y = —:—, com p =35.

14
Consequentemente

2 2 2
X X X )
=—— = — =—— = 20y=0
YE Ty TV T Ty YT T T A

x € a equagdo da pardbola.
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Podemos fazer a representacdo geometricamente.

y

V1(0,0)

F (0,-5)

Figura 37: x> +20y =0
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S5 Translacao dos eixos coordenados

Neste capitulo abordaremos a translacdo dos eixo coordenados da elipse, hipérbole e
parabola de forma simples e clara, facilitando o entendimento do leitor.

Transladar um eixo € movimenta-lo paralelamente ao sistema OXY, isto € equivalente a
criar um novo sistema de eixos ordenados, onde o centro passa a ser um ponto O = (xg,y)
(0, [2], (3] e [4].

Sejam OXY um sistema de eixos ortogonais, O = (xo,yo) um ponto do plano e OXY o
sistema cujos eixos OX e OY sio paralelos aos eixos OX e OY e tém o mesmo sentido destes
eixos, respectivamente.

Seja (x,) as coordenadas do ponto P no sistema OXY e par e (x,y) e as coordenadas de P

no sistema de eixos OXY, conforme a figura 33.

¥ ¥
s P
e 4 COTCTRE CHEISEEIRRSIS e
¥ i
I
[
[
I
1
1
1
1
1
1
Yo o X, i
I
]
]
1
o] Xq Xgt ¥ X

Figura 38: P = (x,y) e P = (xo +X,y0 +9)
Assim, as coordenadas do ponto P nos sistema OXY e do ponto P sdo dadas pelo sistema:

X= X-+Xx9 5.0)

y= Y+Yo

Por uma translacao dos eixos coordenados vamos determinar a equacdo das cOnicas.
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5.1 Elipse com centro no ponto 0= (x0,¥0)

1° Caso: Reta focal paralela ao eixo OX

Como O = (x,yo) é a origem, € 7 : y = yo é uma reta focal e d(F;,0) = d(F;,0) = ¢

entdo F; = (xo —¢,y0) € F» = (xo+ ¢, yo) sdo os focos da elipse.

Assim temos que um ponto P = (x,y) = (X+x0,y+yo) pertence a elipse se, e somente
se,
d(P,Fl) —|—d(P,F2) = 2a.

Que ¢ equivalente 4:

d((X+x0,5+y0), (x0— ¢,y0)) +d((x+x0,5+y0), (x0+¢,y0)) = 2a,
ou seja,
d(X+x0 —x0+ ¢,y +y0 —yo0) +d(X+x0 —x0 — ¢,y +yo — yo) = 2a,
isto €,
dx—c,y)+dx+c,y) =2a,

se, € somente se
d((x,y),(=¢,0)) +d((x,y),(c,0)) = 2a,

assim,
|PFi|+ |PF>| = 2a,

que é equivalente &

®oY
az b
s€ € somente se ( )2 ( )2
X —X0 y—=Yo
Tty =1 (5.2)
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Portanto, a forma canénica da elipse com centro no ponto O = (xo,yo) € eixo focal

paralelo ao eixo OX ¢é a equagéo (5.2)), isto é:

)2 —u)2
& ;CO) + b b;}O) =1, onde b*=d*—c%
a

Os elementos dessa elipse sdo:

Reta focal: r: y = yyp.

Reta nao focal: 7 : x = xg.

Focos: F; = (X() —C,yo) e Fh, = (X()—I—C,y()).

Vértices sobre a reta focal: A| = (xo —a,y) e Az = (xo +a,y0).

Vértices sobre a reta ndo focal: By = (xo,yo —b) e By = (x0,y0+b).

Representagdo grafica da elipse transladada, construida no Geogebra.

v

b2

Figura 39: (x*a%)z 102y

2° Caso: Reta focal paralela ao eixo OY

Analogamente ao 1° caso, verifica-se que a forma candnica da elipse com centro no

ponto (xg,yo) e eixo focal paralelo ao eixo OY é

_ 2 _ 2
b b;CO) + b ;)0) =1, onde b*=d*—c%
a
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Os elementos dessa elipse sdo:

Reta focal:s : x = xy.

Reta ndo focal: 5:y = yg.

Focos: F; = (x0,y0 —¢) € F» = (x0,Y0 + ¢).

Vértices sobre a reta focal: A| = (xo,y0 —a) e Ay = (x0,y0 + a).

Vértices sobre a reta ndo focal: By = (xo —b,yo) € By = (xo+ b, yp).

Representacao grafica da elipse transladada, construida no Geogebra.

7

=

FM

Figura 40: (x;# + (y;# 1

A figura a representa a elipse com os focos sobre o eixo OX e a figura b representa a

elipse com os focos sobre o eixo OY.

Exemplo 5.1. Os focos de uma elipse sdo (3,6) e (3,4), e o comprimento de sue eixo ndo
focal é 8. Determine: O centro e os seus vértices, a excentricidade, a equagdo da elipse na

forma canédnica e faca o esbogo da elipse, mostrando os focos.

Resolucao:

e Como F| = (3,4) e F, = (3,6) sdo os focos da elipse, assim sua reta focal, paralela ao

eixo OY,és:x=xp,le,s:x=3.

e Centro: 0 =115 = (3+3é4+6) = (6’210) =(3,5).
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Reta ndo focal s: y = yp, ie,5: y =35.

Além disso, 2b = 8 = b = 4. Note que ¢ = d(C,F|) = d(C,F,) = 3 e como a*> =
P +c?=a*=16+9=25=a=>5.

Vértices sobre a reta focal: A = (xo,y0—a) = A1 =(3,5—-5)=A1=(3,0) e Ay =
(x0,y0+a) = Ar = (3,545) = A, = (3,10).

Vértices sobre a reta ndo focal: B] = (xo —b,y9) == B1 =(3—4,5) =B =(—1,5)e
By = (xo+b,y0) = By = (3+4,5) = B, = (7.5).

Assim temos: a = 5 e ¢ = 3, entdo a excentricidade da elipse é dada por:

Entdo temos que O = (3,5), isto significa que: xo = 3 e yo = 5, e como o eixo focal

pertence ao eixo OY, obtemos a equagao da elipse na sua forma candnica:

(x—3)*  (x=5?% (x—3)*  (x=5?%
5 + 5 =1= 6 + 75 =1.

Representacao grafica da elipse construida no Geogebra.

{-1,5) (3.5) (7.5) X

(3,0 4,

Figura 41: (x;g)z + - =1
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5.2 Hipérbole com centro no ponto O = (xg, )

1° Caso: Reta focal paralela ao eixo OX
Como O = (x,yo) é a origem, € 7 : y = yo é uma reta focal e d(F;,0) = d(F;,0) = ¢
entdo F; = (xo —¢,y0) € F» = (xo+¢,y0) sdo os focos da hipérbole.
Seja P = (x,y) = (X¥+x9),y¥ +yo) um ponto pertencente a hipérbole, onde x = X + xo
e y =Y+ yo sdo suas coordenadas no sistema OXY, X e y sdo suas coordenadas no

sistema OXY, obtido transladando o sistema OXY para a origem O = (x¢,Y0).

Entdo P pertence a hipérbole se, e somente se,
|d(P,F1)—d(P,F,)| = 2a.
Que € equivalente a:

|d((X+x0,Y+Y0), (X0 — ¢,¥0)) —d((X+x0,Y+Y0), (xo +¢,y0))| = 2a,

se, e somente se,
[d((x,7),(=¢,0)) =d((x,y), (¢,0))| = 2a,

que € equivalente 4
=2 52
X
4 1

2
se, € somente se
(X - Xo)2 (y - yo)2

R a (5.3)

Portanto, a forma candnica da hipérbole com centro no ponto 0= (x0,Y0) € eixo focal

paralelo ao eixo OX €

2 )2
(x a:o) _(y szo) =1, onde b =c*—d°.
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Os elementos dessa hipérbole sdo:

Focos: F; = ()C() —C,y()) eFp = (XQ+C,y0).

Reta focal: r: y = yp.

Reta nao focal: 7 : x = xg.

Vértices reais: A} = (xo —a,yo) e A2 = (xo +a,y0)-

Vértices imagindrios: By = (xp,y0 — b) € By = (x0,y0+ D).

b
Assintotas: y—yp = +—(x—xp), ou seja,
a
r:b((x—x0) —a(y—yo) =0ery: b((x—x0) +a(y—yo) =0.

Representagdo grafica da hipérbole transladada, construida no Geogebra.

=

Py
Yo )

e xe =

Figura 42: (x*a# _ (yfb%)2 _

2° Caso: Reta focal paralela ao eixo OY Analogamente ao 1° caso, verifica-se a forma canonica

da hipérbole com centro no ponto (xo,yo) € eixo focal paralelo ao eixo OY.

=1, onde b =c* —a’.

(y—y0)? | (x—x0)?
a? + b?
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Os elementos dessa hipérbole sdo:

Focos: F| = (xg,y0 —¢) e F» = (x0,y0 + ¢).

Reta focal:s : x = xy.

Reta ndo focal: 5:y = yg.

Vértices reais: Aj = (xo,y0 —a) e Ay = (x0,y0 +a).

Vértices imagindrios: By = (xo — b,yo) € By = (xo + b, y0).

Assintotas:

b

X—X0 = ia(y_y())a

ou seja,

i tal(x—x0) —b(y—yo) = 0e rj : a(x—x0) +b(y —y0) =0.

Representagdo grafica da hipérbole transladada, construida no Geogebra.

Yo

B

2

Figura 43: O=y)® _ G=x)” _

a? b
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5.3 Parabola com centro no ponto O = (xg,Yo) e reta focal paralela ao

eixo OX

Analogamente ao que fizemos para a elipse e a hipérbole nas se¢des anteriores, para
obtermos a forma canénica da pardbola de vértice V = (xp,yo) e reta focal paralela ao eixo
OX, vamos considerar o sistema de eixos ortogonais OXY, com origem o=V = (x0,¥0) €
eixos OX e OY, respectivamente.

Temos dois casos a considerar:

1° Caso: O foco F esta a direita da diretriz d e a reta focal paralela ao eixo OX.

Sabemos que, no sistema de coordenadas OXY, a equacio da pardbola é 3> = 4px; o
foco é F = (p,0); o vértice V = (0,0); a diretrizé d : X = —p e aretafocal éd : y = 0.

Como x =X+ xp € y =y + )0, assim a equagdo da parabola é:

(y—y0)* = 4p(x —2x0) (5.4)

e seus principais elementos sdo:

Foco: F = (xo+ p,Yo0)-

Vértice: V = (xo0,y0).

Diretriz: d : x —x9 = —p, ou seja, d : x = xo — p.

Reta focal:r' : y —yp = 0, ou seja, y = yo.

Representagdao geométrica, construida no Geogebra.

Figura 44: (y fyo)z =4p(x—xp)
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2° Caso: O foco F esta a esquerda da diretriz d

Sabemos que, no sistema de coordenadas OXY, a equagio da pardbola é 3> = —4p¥; o

foco é F = (—p,0); o vértice V = (0,0); a diretrizé d : X = p e areta focal éd : y = 0.

Como x =X+ xp e y =y + o, assim a equagdo da pardbola é:

(y—y0) =

e seus principais elementos sdo:

Foco: F = (xo — p,y0).

Vértice: V = (xo0,)0).

—4p(x—xp)

Diretriz: d : x —xo = p, ou seja, d : x = xo + p.

Reta focal:r' : y —yp = 0, ou seja, y = yo.

Representagdo geométrica, construida no Geogebra.

Y+

Yo

O

-0

Xo—p Z+xo) [P0

Figura 45: (y—yo)?
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5.4 Parabola com centro no ponto O = (xg,yo) e reta focal paralela ao

eixo OY

Do mesmo modo da subse¢@o anterior, para obtermos a forma candnica da pardbola de
vértice V = (x9,y0) e reta focal paralela ao eixo OY, vamos considerar o sistema de eixos
ortogonais OXY, com origem O =V = (x0,yo) e eixos OX e OY, respectivamente. Temos
dois casos a considerar:

1° Caso: O foco F esta a cima da diretriz d

Sabemos que, no sistema de coordenadas OXY, a equacdo da pardbola é X* = 4py;

0
foco é F = (0, p); o vértice V = (0,0); a diretrizé d : y = —p e aretafocal é d : x = 0.

Como x =X+ xp € y =y + o, assim a equagdo da pardbola é:

(x—x0)> =4p(y —y0) (5.6)

e seus principais elementos sdo:

Foco: F = (x0,y0+ p).

Vértice: V = (xo,y0).

Diretriz: d : y —yo = —p, ou seja, d : y = yo — p.

Reta focal:r’ : x — xo = 0, ou seja, x = xg.

Representagdao geométrica, construida no Geogebra.

X

Yo+ P

J+Yo

Do

Yo—p

|
|
|
1
|
|
|
I
(0] € T+ x0 X

Figura 46: (x —x0)* = 4p(y — yo)
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2° Caso: O foco F esta a baixo da diretriz d.

Sabemos que, no sistema de coordenadas OXY, a equagio da pardbola é X2 = —4py; 0
foco é F = (0, —p); o vértice V = (0,0); a diretrizé d : y = p e areta focal é d : X = 0.
Como x =X+ xp e y =y + o, assim a equagdo da pardbola é:

(x—x0)* = —4p(y—y0) (5.7)

e seus principais elementos sdo:

Foco: F = (x0,y0 — p).

Vértice: V = (xo0,)0).

Diretriz: d : y —yo = p,ouseja, d :y =yo+ p.

Reta focal:r' : x — xg = 0, ou seja, x = x.
— Representagdo geométrica, construida no Geogebra.

Y Y

d Yo+ P T

Yo

I+

Yo—p

7

Figura 47: (x—xp)*> = —4p(y — o)
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Exemplo 5.2. Determine a equagdo da pardbola que tenha a reta y = —1 como diretriz e o

ponto F(—3,5) como foco. Faga o esbogo dessa pardbola.

Resolucao:

Note que a diretriz € paralela ao eixo x, o eixo serd paralelo ao eixo y e a equacgdo terd a
seguinte forma: (x —x0)% = 4p(y —yo).

Como o vértice V estd no ponto médio entre a diretriz e o foco, V tem coordenadas
(—3,3).

A distancia orientada do vértice ao foco € p, assim p=5—-3 = p =2.

Logo, a equacdo é:

(x+3)2=8(y—4).

Desenvolvendo o trindmio do quadrado perfeito do primeiro membro e aplicando a pro-

priedade distributiva no segundo membro, temos:
X2 4+6x+9=8y—24=x>+6x—8y+33=0.

Representagdo dessa pardbola do Geogebra.

Figura 48: x> +6x—8y+33=0
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Exemplo 5.3. Seja a pardbola representada pela equagdo: (x—3)* = —8(y —4), determine

seus principais pontos e faca um esbogo do grdfico.

Resolucao:

Vértice:V = (3,4).

Foco: F = (3,2).

Reta focal 7 : x = 3 est4 abaixo de V.

Diretrizd :y—yo=p=d:y=2+4=d:y=6.

Representagdo dessa pardbola do Geogebra.

‘r
ia=3

Figura 49: (x—3)> = —8(y—4)
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6 A equacao geral do segundo grau

Neste capitulo faremos um estudo da equagdo geral do segundo grau a duas varidveis x e
y (veja [, [2], [3] e [4]).

Ax*+Bxy+Cy’+Dx+Ey+F =0, 6.1)

onde A, B e C ndo sdo simultaneamente nulos, pois se A = B = C = 0, obtemos equacdo da
reta no plano Dx+ Ey+F =0.

Portanto temos dois casos a estudarmos o primeiro caso em que B = 0 e o segundo
caso em que B # 0, nesta secdo vamos analisar o primeiro caso, de forma simples e clara,

facilitando a compreensao do leitor.

6.1 Equacao do segundo grau com B=0e AC >0

Consideremos a equacio da elipse de centro no ponto (xo;yp) e reta focal paralela ao eixo

OX:
(x—x0)?  (y—y0)* _ 1
a? + 2

Desenvolvendo essa equagao, obtemos:

b>x% + a*y* — 2b%xox — 2a%yoy + bzx(z) + azy(z) —a’h? =0,
que é da forma (6.I), onde A = b>, B=0, C =a*>, D= —2b*g, E =24y ¢
F = b’x* + a>y* — a*b>.

Entdo, B =0 e os coeficientes de A e C t€ém o mesmo sinal. O mesmo vale para a equagado
da elipse com centro no ponto (xo,yo) e reta focal paralela ao eixo OY .

Assim, temos a proposicao a seguir:

Proposicao 6.1. Suponha que os coeficientes A e C, da equacdo
Ax> +Cy* +Dx+Ey+F =0, (6.2)

tém o mesmo sinal. Seja M = C>D* + ACE? — 4AFC>.
Entdo, a equacdo (6.2) representa:
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o Uma elipse com eixos paralelos aos eixos coordenados, se M > 0.
e Um ponto, se M = 0.
o Um conjunto vazio, se M < Q.

Demonstragdo. Dividindo a equag@o (6.2)) por AC, obtemos:

Ao, Co, D B F o 2,y D E T _,
— X+ — — X+ — — = —t+ =+ —=x+— — =
Act Tac” Tact T ac? T ac caTactTac’ ac T
ou seja,
Aigx Ve F
C A AC
Completando os quadrados, temos:
2 2
PR+ VHEytim  F L pE
C A  AC  4A2C  4AC

Isto €,

2 2
D 2, E
(H ZA) . (y * 20) D21 ACE?—4AFC> M

C A - 4A2C3 4A2C3

(6.3)
onde M = C2D? + ACE2 — 4AFC2.

e Se M =0, a equagdo (6.2) representa o ponto < - %, —%) , pois A e C t¢ém 0 mesmo

sinal.

e Se M # 0, podemos escrever a equagdo (6.3)) na forma:

2 2
(+8) ("+#)
—1. (6.4)

/A
4A2C2 4ACC?

Como AC > 0, a equacdo (6.4) representa uma elipse de eixos paralelos aos eixos

D E
coordenados e centro no ponto | — %3¢ | se M > 0.
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e Se M < 0, a equacdo ([6.4) representa o conjunto vazio, pois, neste caso,

M M

M 0 e 2
aazc2 <Y ¢ gaccr <

]

Note que nos casos em que a equagio do segundo grau (6.2) com AC > 0, representa um

ponto ou um conjunto vazio sdo denominados casos degenerados da elipe.

Exemplo 6.1. Verifique se as equacdes abaixo representa uma elipse ou uma elipse degene-
rada em caso afirmativo determine seu principais pontos.

a) 4x> +9y> —8x— 36y +4=0;

b)9x2 +4y? + 18x — 9y +25 =0;

¢) 36x% +9y* — 108x + 6y + 82 = 0;

Resolucio:

a)

e Comparando a equacio 4x> + 9y?> — 8x — 36y +4 = 0 coma equacio (6.1)), temos que:
A=4B=0,C=9,D=—-8E=-36eF =4.

e Note que AC=36>0¢

M =C?D* +ACE*> —4AFC* = M =97 .(—36)? +4.9.(—36)> —4.4.4.9% = 146448 > 0.

e Completando os quadrados na equacio, obtemos: 4(x*> —2x+41) +9(y* —4y+4) = 36,
equivalente, 4(x — 1)% +9(y*> —2)? = 36.

Dividindo ambos os membros da equacdo por 36, obtemos:

(k=172 (*=2)?°
o "4

=1.

e Esta equacdo representa uma elipse translada com centro C = (1,2).

e O eixo maior da elipse € paralelo ao eixo OX. Assim, temos:

a?=9=a=3 e b*=4=b=2.
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Como ¢? = a? — b? entdo

2=9_4=c2=5=c=1/5.

e Aretafocal, r: y=yy = r:y=2, paralela ao eixo OX.
e Aretandofocal é5:x=x9=5:x=1, paralela ao eixo OY.

e Os focos da elipse sdo:

Fi=(0—cy)=F=(1-V52) e B=@x+cy)=F=(1+V52).

e Os vértices sobre a reta focal sao:

A= (xo—a,yo) = A1 =(1-3,2) = A =(-2,2)

Ar = (xo+a,y0) = A= (143,2) = A = (4,2).

e Vértices sobre a reta nao focal:

B = (x0,y0—b) = B =(1,2—2) = B; = (1,0)

By = (x0,y0+b) = By = (1,2+2) = B, = (1,4).

e Como ¢ = /5 e a = 3, entdo a excentricidade da elipse é dada por:

e Representacdo grafica da elipse construida no Geogebra.
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Figura 50: —(XBI)Z + 7(}’2;2)2 =1

b)

e Comparando a equacio 36x? 49y — 108x 4- 6y + 82 = 0 com a equacio (6.1)), temos
que: A=36,B=0,C=9,D=—108,E=6¢ F =82.

e Note que AC =324 >0, ¢

M = C?D? + ACE* — 4AFC* = M = 9*.(—108)* + 36.9.(—6)* — 4.36.82.9> = 0.

e Completando os quadrados na equagdo, obtemos:

9 2 1 9
2 Z 2, ~ i 7 -
@36()6 3x+4) +9<y +3y+9) 82+36.7+9.5

3\ 2 1\?
@36( —5) +9(y+§) = —82+81+1

3\ 2 1\?
36(x—2 9 ) =o.
< 36(x=3) +9(r+3)
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3 1
Assim, apenas o ponto (5, —§> satisfaz 4 equacdo dada. Logo temos a equagdo de
uma elipse degenerada que representa um ponto.

c)

e Comparando a equagio 9x> +4y? + 18x — 9y 425 = 0 com a equacio (6.1), temos que:
A=9B=0,C=4,D=18,E=—-9eF =25.

e Note que AC =36 >0,¢

M =C?D*+ACE? —4AFC? = M =4%.(18)%+9.4.(—9)? —4.(9).25.4*> = —6300 < 0.
e Completando os quadrados na equagdo, obtemos:

9(x? 4 2x) + 4 (y2 - gy) =-25

4

9 81 81

S92+ 1) +4(y -2y = ) = -2549.1+4.—
(X" +2x+1)+ (y 4y+64> +9.1+4.—

9\ ? 81 175
<:>9(x+1)2+4(y—§) =164 =———.

175
Como ——— < 0, nenhum ponto do plano satisfaz a equagdo. Logo temos a equagdo

de uma elipse degenerada que representa o conjunto vazio.

6.2 Equacao do segundo grau com B=0e AC <0

Consideremos a equacdo da hipérbole de centro no ponto (xq;yg) e reta focal paralela ao

eixo OX:
(?C—xo)2 (v —yo)2 —1
a? - b? -

Desenvolvendo essa equagdo, obtemos:

b*x> — a2y2 —2b%xpx + 2a2yoy + bzx(z) — azy(z) —a’b? = 0,
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que € da forma da equacdo (6.1)), onde A = >, B=0,C=—a*, D= —2b2xo, E = 2a2y0 e
F = b’x* —a?y* — a*b°.

Entdo, B = 0 e os coeficiente A e C t€m o sinais opostos. O mesmo vale para a equacio
da hipérbole com centro no ponto (xo,yo) e reta focal paralela ao eixo OY. Reciprocamente,

temos a proposi¢ao a seguir:

Proposicao 6.2. Suponha que os coeficientes A e C da equagdo
AX> +Cy? +Dx+Ey+F =0 (6.5)

tém sinal oposto. Seja M = 4ACF — CD* — AE?. Entdo, a equacio (6.3) representa:
e Uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos coordenados, se M # Q.
e Um par de retas concorrente, se M = 0.
A demonstragdo € andloga a anterior, ficando de exercicio para o leitor.

Demonstra¢do. Suponhamos A > 0 e C < 0. Entdo, podemos reescrever a equagio (6.5))
como: Ax?> +Dx — (Cy? —Ey) = —F.

Dividindo a equagao por AC, obtemos:

Ao, D (€, EN_ F
Aac” Tact Ac’ ~ac’) T Tac

Multiplicando por (—1), obtemos:

<x2 + %x) (y2 + %y) F

- ¢ A " ac

Completando os quadrados, temos:

2 2
D E

—C A T AC  4A2C 4AC?
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Que implica que

2 2
D E
(HZA) <y+20) _ 4ACF — CD? — AE?

—C A 4A2C?
Isto €,
2 2
(5) (+£)
¢ A ~ 4A2C2 6.6)

onde M = 4ACF — CD?* — AE?.

e Se M # 0, a equagdo (1) representa uma hipérbole com eixos paralelos aos eixos

coordenados.

e Se M =0, a equagdo (1) representa um par de retas concorrentes,
E —A D
Y+ s== —<x—|——>. (6.7)

]

Note que a equacdo (6.7) com AC < 0, que representa um par de retas concorrentes, € €
chamado casos degenerados da hipérbole.

Exemplo 6.2. Verifique se as equagées abaixo representa uma hipérbole ou uma hipérbole
degenerada em caso afirmativo determine seu principais pontos.

a) x> —9y> 4+ 8x+ 36y —29 = 0;

b)y* — 2x2 4+ 6y +4x—9 = 0;

¢) 9x — 16y> +90x — 128y — 31 = 0;
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Resolucao:

a)

Comparando a equacio x> — 9y 4 8x + 36y — 29 = 0 com a equagio (6.1)), temos que:
A=1,B=0,C=-9. D=8 E—=36¢F = —29.

Note que AC = -9 <0, e

M = 4ACF —CD* —AE? = M = 4.1.(—9)(—29) — (=9)(8)% — 1.36 = 357693 # 0.

Completando os quadrados na equagdo, obtemos:
(K +8x+16) —9(y* —4y+4) =29+ 16—-36 = (x+4)> —9(* —2)* =0.

Dividindo ambos os membros da equacdo por 9, obtemos

(x+4)°

2 2
—-2)°=1
9 (v )

que € a equagio de um hipérbole translada com centro C = (—4,2).

Como eixo real da hipérbole € paralelo ao eixo OX, entdo
a?=9=a=3 e b =1=b=1.

2

Como ¢? = a® + b? temos que

A=9+1=c*=10=c=V10.

A reta focal, r : y =yp = r:y = 2, paralela ao eixo OX.
A reta ndo focal €5 : x = xg = 5 : x = —4, paralela ao eixo OY.

Os focos da hipérbole sao:

Fi=(xo—c,y0)=F=(-4-v10,2) e F=(x+cy)=F=(-4+V10,2).
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e Os vértices reais sio:

A= (xo—a,yo) = A1 = (—4—-3,2) = A1 = (-7,2)

Ay = (xo+a,y0) =>Ar=(—4+3,2)= A, = (—1,2).

e Vértices sobre a reta ndo focal:

Bi = (x0,y0—b) = By =(—4,2—1) = B; = (—4,1)

By = ()Co,y0+b) = By = (—4,2+ 1) = By = (—4,3).

e Excentricidade da hipérbole é dada por:

e Assintotas: y—y, = £2(x—xp) =y -2 = j:%(x—|—4).

e Representacdo gréfica da hipérbole construida no Geogebra.

e J
\ X

Figura 51: 7@4{2)2 - Lgl)z =1
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b)

Comparando a equagio y> — 2x> + 6y +4x — 9 = 0 com a equacio (6.1]), temos que:A =
1,B=0,C=-2,D=4E=6¢eF =-09.

Note que AC = -2 <0, e

M = 4ACF —CD* —AE?> = M = 4.1.(=2)(=9) — (—2)(4)? — 1.6> = 140 # 0.

Completando os quadrados na equagdo, obtemos:
(P +6y+9)—2(x* —y+1)=9+9-2= (y+3)>—2(x* —1)* = 16.

Dividindo ambos os membros da equagdo por 16, obtemos

(y+3)  (*-1)?

=1.
16 8

que ¢ a equagio da hipérbole translada de centro C = (1,-3).

Como eixo real da hipérbole € paralelo ao eixo OY entdo
@=16=a=4 eb’=8=b=2V2.
Como ¢? = a® 4 b? entdo

A =16+8=c?=24=c=2V6.

A retafocal ér: x =x9 = r:y=1, paralela ao eixo OY.
A retando focal é5:y =yg = 5:y= —3, paralela ao eixo OX.

Os focos da hipérbole sdo:

Fi = (xo0,yo—c¢) = F = (4,—3—2\/6) e Fp = (x0,y0+¢) = F, = (4,—3—{—2\/6).
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e (s vértices reais sao:

A= (x0,y0o—a) = A1 = (1,-3-4)=A; = (1,-7)

Ay = (x0,y0+a) = Ay = (1,-3+4) = Ay = (1,1).

e Vértices imagindrios sio:

By = (xo—b,y0) = B = (1-2V/2,-3)

B> = (x0+b,y0) = By = (1+22,-3).

e Excentricidade da hipérbole é dada por:

= V6
e=—=e=—.
2
e Assintotas: /3
b 2
X—X, = :I:E(y—yo) =>x—1= :I:T(y—k?)),

ou seja,
F2(x—1)=V2(y+3)=0 e rh:2(x—1)+V2(y+3)=0.

e Representacdo grafica da hipérbole degenerada construida no Geogebra.
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Y

Figura 52: —(yTS)Z — Lgl)z =1

)

e Comparando a equagio 9x> — 16y> +90x — 128y — 31 = 0 com a equacio (6.1), temos
que: A=9B=0,C=—-16,D=90,E = —128 e F = —31.

e Note que AC=—144 <0, e

M = 4ACF —CD* —AE?> = M = 4.1.(=2)(-9) — (—2)(4)* = 1.6> = 0.

e Completando os quadrados na equacdo 9x> — 16y> +90x — 128y — 31 = 0, obtemos:
9(x* + 10x) — 16(y* + 8y) = 31,

assim
9(x* 4 10x +25) — 16(y* + 8y +16) =31 4+9 x 25 — 16 x 16,

logo,
9(x+35)>—16(y+4)* =0,

concluimos que
9(x+5)2=16(y+4)°.
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Extraindo a raiz quadrada dos dois lados da igualdade obtemos:

3(x+5) = +4(y+4) = 3(x+5) £d(y+4) =0.

Portanto,
3x+4y+31=0 e 3x—4y—1=0

sdo as equacdes das retas concorrentes.

e Representacdo gréfica da hipérbole degenerada construida no Geogebra.

Y

Figura 53: 3(x+5) +£4(*+4)=0
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6.3 Equacao do segundo graucom B=0e AC =0

Consideremos a equacdo da pardbola de centro no ponto (xop;yp) e reta focal paralela ao
eixo OX:

(y—y0)* = F4p(x—x0)*.

Desenvolvendo essa equagdo, obtemos:
¥ = 2yyo +y§ = £4px £ 4pxo.
Agrupando os termos dessa equagdo, obtemos:
¥ F4px —2y0y + 5 £ 4pxo =0,

que € da forma
Ax* +Bxy+Cy? +Dx+Ey+F =0,

onde,A=0,B=0,C=1,D=F4p, E = —2ayp e F = y3 +4pxo.
Neste primeiro caso temos, A =0,B=0e C # 0.
De modo andlogo, desenvolvendo a equagdo da pardbola de vértice (xq;yp) e reta focal

paralela ao eixo OY:
(x—x0)* = +4p(y—y0)°.

Desenvolvendo essa equagdo, obtemos:
x? — 2xxg —|—x(2) = :|:4py2 F4pyo.
Agrupando os termos dessa equagdo, obtemos:
x* — 2xox 4py -+ x5 F 4pyg =0,

que € da forma
Ax? —FB)cy—FCy2 +Dx+Ey+F =0,

onde, A=1,B=0,C=0,D = —2x0,E:IF4peF:x(2):i:4pyo.
Neste segundo caso temos, A # 0,B=0e C =0.

90



Portanto em qualquer caso, temos que B=0¢ AC = 0.

Assim, temos a proposicao a seguir:

Proposicao 6.3. Suponha que os coeficientes A ou C da equagdo
A +Cy? +Dx+Ey+F =0 (6.8)

seja nulo. Seja \ = E> —4CF. Se A= 0 e C # 0, entdo a equagdo (6.8) representa um dos

casos a seguir:

e Uma pardbola cuja reta focal é paralela ao eixo OX, se D # 0.
e Um par de retas paralelas ao eixo OX, se D=0e A\ > 0.
e Uma reta paralela ao eixo OX, se D=0e A = 0.

e O conjunto vazio, se D =0e A <.

O mesmo vale para o caso em que C =0 e A # 0, trocando "paralelo ao eixo OX "por

"paralelo ao eixo OY "

Demonstragdo. Se A=0,C # 0e D # 0, entdo a equagio (6.8) fica da seguinte forma:
Cy’+Dx+Ey+F =0. (6.9)

Dividindo a equagdo por C, obtemos:

o D B o BB P
— —X+=y+—== —y+—=x+—==0.
c Tt e yreYtet e

Completando os quadrados, temos:

EN* D F E?
(+3e) verreia=o ©10

Defina A = E? — 4CF. Assim temos quatro caso a analisar.

e Se D # 0, podemos escrever a equagio na forma:

+E2_D+CF E?
YTac) T c\""p\c a?))



A equacdo é equivalente a equacdo de uma pardbola com reta focal paralela ao eixo

—4C?’F —CE* E
y— (— )

OX e vértice
4C2D T 2C

e Se D=0c¢ese A >0, aequacgio (6.10) representa um par de retas paralelas ao eixo

OX, cujas as equacdes sdo dadas por:

_ —E+\/A . —E—+/A
YT c 20

e Se D=0e A =0, temos a equagao:

E

y:_%'

que € equivalente a uma reta paralela ao eixo OX.

e Se D=0e A <0, aequacdo representa o conjunto vazio.

]

Nos casos que a equagdo (6.8), com AC = 0, representa um par de retas paralelas, uma
reta ou um conjunto vazio sao denominados casos degenerados da parabola.

Exemplo 6.3. Verifique se as equacoes abaixo representa uma pardbola ou uma pardbola
degenerada em caso afirmativo determine seu principais pontos.

a) y? + 4y + 6x —2 =0;

b)3y? +7y—6=0;

€) 9x? +42x +49 = 0;

©) 3y* —2y+1=0;
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Resolucao:

a)

e Como A = 0, comparando a equacio y* + 4y + 6x —2 = 0 com a equagio (6.9) temos
que, D # 0, entdo podemos reescrever a equacao como:

+E2_D+CF E?
Y 2c) T c\""b\c acz) )

Isto é equivalente:

+
N —

(F-31))
(y+2)* = —6(x+ G—%-%)),

logo

que implica que

Portanto,
(y42)? = —6(x+1).
e Comparando essa equaco com a equacio: (y—yo)> = —4p(x—xp), temos que xo = 1,
yo=—2¢

3
—4p=—6p = ok

e O vértice 6V = (1,-2).

e Ofocoé .
F = (xo—p,yo) = F = (—57—2)

e a equacao diretriz €

5
x:xo—i—p:>x:§.

e Representacdo dessa pardbola construida no Geogebra.
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\
Figura 54: (y+2)? = —6(x+1)

b)

e Como na equagio 3y> +7y —6 = 0 temos qu¢e A = B =D = O ¢

A =4944.3.6 =121 > 0. Portanto pela Proposi¢do [6.3] obtemos um par de retas
—7+11

6

y= , ou seja
2
n=-3 e n=x,

paralelas ao eixo OX.

e Representacdo das pardbolas degeneradas construida no Geogebra.

Y

Figura 55: 3y> +7y -6 =0
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)
e Como na equacio 9x> +42x 449 = 0 temos que B=C = E =0 e A = 0, entiio pela
Proposi¢ao obtemos uma reta paralelas ao eixo OY de equacdo x = —% = —%.

v

Figura 56: 9x? +42x+49 =0

d)

e Como naequagio 3y —2y+1=0temosqueA=B=D=0e A=4—-43.1=-8 <0,

entdo pela Proposi¢do [6.3]obtemos o conjunto vazio.

e Representacdo da pardbola degenerada construida no Geogebra.

Y

Figura57: 2 -2y +1=0
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7 Conicas rotacionadas

Na capitulo (5) vimos que uma translagio de eixos d4 um novo sistema de coordenadas
cujos eixos sdo paralelos aos eixos originais x € y.

Agora neste capitulo vamos identificar conicas cujos eixos ndo sdo paralelos aos eixos
coordenados e veremos como reduzir uma equacio do segundo grau com um termo em xy
em outra equacao sem esse termo, ou seja, na sua forma canodnica através de uma rotacao do

sistema de eixos.(veja [[1], [2], [3] e [4]).

7.1 Rotacao de eixos coordenados

Definicao 7.1. A operacdo de mover os eixos coordenados no plano coordenado para uma
posicdo diferente de maneira que os novos eixos e os antigos possuam a mesma origem, é

denominado rotagdo dos eixos coordenados.

Considerando OXY um sistema de eixos ortogonais e seja 6, 6 € [0,2w) o angulo de
rotacao.

Consideremos um outro sistema de coordenadas com o mesmo centro O, isto é, OXY tal
que o eixo X forme com o eixo X um angulo 0 e o eixo Y forma com o eixo Y um angulo
0. Assim podemos estabelecer para esse caso que o sistema de coordenadas XY girou num
angulo cuja medida é © para formar o sistema de coordenadas XY .

Seja o ponto Q = (x,y) um ponto qualquer do sistema de coordenadas primitivo, portanto

o mesmo ponto Q terd coordenadas Q = (¥,y), em relacdo ao novo sistema.

Figura 58: Sistema XY e XY com origem em O
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Seja r a distincia ndo orientada |OQ| e os pontos R(0,y), P(x,0), P(x,0) e R(0,y). Da
figura 48 temos os tridngulos retingulo OQP e OQP, aplicando as relacdes trigonométricas

do tridngulo retangulo nesses tridngulos, obtemos:

i) Do tridngulo OQP

cosOL = — = X = rcosol

N =

senol = — =y = rsentt

S Il
<

ii) Do tridngulo OQP

cos(a+0) = );C = x =rcos(0.+0)

sen(0+0) = );; =y =rsen(a+0)

Usando as identidades trigonométricas na equacao (7.3)) temos que:

x = r[cosocos® — sendisen®).

Substituindo as equagdes (7.1)) e (7.2) obtemos:

X = Xcos0 — ysen0

Novamente usando as identidades trigonométricas na equacao ([7.4)) temos que:

y = r[senoicos® + senBcosal].

De modo anélogo fazendo a substitui¢ao das equagdes ((7.1)) e (/.2) obtemos:

y = ycos0 + xsen0
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Teorema 7.1. Se (x,y) for a representacdo do ponto Q em relagcdo a um conjunto de eixos e

(X,¥) for a representacdo de Q apds a rotagdo dos eixos de um dngulo 8, entdo das equagdoes

(7.3) e (7.6), temos:

X = Xcos® —ysenO
(7.7)

y= Xxsen®+ycosO

Exemplo 7.1. Determine a natureza da transformag¢do da curva xy = 2, por rotagdo de um

L
angulo de 1°¢ faca seu esbogo.

Resolucao:

1
= ——. Fazendo a substituicio da equacdo (7.7) do Teo-

7
X
y
Substituindo na equagdo xy = 2, temos:
)
V2 /\ V2

o 2 2
ATy ATy
22 4 4

T T
Note que COSZ = sen— =

4
rema temos:

IS
[\
=
|
<l

)

=l
+
<

5

Portanto

¢ a equacdo da hipérbole equilatera, pois a = b = 2.
Comoa’?=b*=4ec?>=a*+b*entioc= \/§:2\/§.
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Esboco da hipérbole equilatera feito no Geogebra.

Figura 59: % — %2 =1

Note que as equagdes de rotacdo nos dao as antigas coordenadas em funcao das novas.
Se quisermos as novas em fungao das antigas, basta resolver em relacdo a x e y o sistema por

elas formado, ou seja, pela regra de Cramer, temos:

x —sen0

y cosO

=l
I

= xcos0 + ysen®
cos® —send

sen®  cosO

cos® x

sen® 'y

= —xcos0 + ysend

<l
I

cos® —send

sen® cosO

Desta discussdo temos que para obter as novas coordenadas em fun¢do das antigas, €
necessario substituir nas equacgdes de rotacdo, x por X, y por y € 0 por —0. Assim podemos

enunciar o teorema a seguir:
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Teorema 7.2. Se (x,y) for a representacdo do ponto Q em relagcdo a um conjunto de eixos e

(X,¥) for a representacdo de Q apds a rota¢do dos eixos de um dngulo 0, entdo:

X=  xcosO+ ysend

(7.8)
y= —xsen0+ ycoso

Exemplo 7.2. Determinar as novas coordenadas do ponto (3,4) quando os eixos coordena-

: R T
dos sdo rotacionados a um angulo de 3

Resolucao:
Substituindo na equagéo do Teorema(7.2] temos que:

m V3 4 (3V3-4)

7= S fsenc —3Y2 T _VVOTH
X 3cos6 sen6 > 5 >

Vi (£3-4/5)

2 2
7.2 Como determinar o angulo de rotacao?

E importante salientar que nos Exemplos [7.1]e 7.2 o angulo de rotagio foi dado, nessa
se¢cdo vamos mostrar como encontrar o dngulo de rotagdo quando se tem apenas a equacdo

da curva. Considere a equagao do segundo grau,

Ax> +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0, (7.9)

onde B # 0.
Aplicando as equagdes de rotagdo (7.7) do Teorema(7.1] na equagdo (7.9), obtemos:

A(Fcos® —ysen®)? + B(Tcosd — ysend) (Tsend + ycosO)+
C(xsenB + ycosB)? + D(Xcosd — ysenB) + E (Xsend + ycosd) + F = 0

Agrupando os termos semelhantes nas novas varidveis e colocando os termos X°,y> e Xy
em evidéncia, obtemos:
AX* +Bxy+Cy’ +Ey+F =0, (7.10)

onde,
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Acos*0 + BsenOcos0 + Csen?0;

—2(A — C)senBcosd + B(cos*® — sen’0) = — (A — C)sen20 + Bcos26;
Asen’0 — Bsen®cos® + Ccos?0;

DcosO + Esen0:;

Ecos0 — Dsen;

o & O Al S

I
B!

Se B # 0 na equagdo (7.9), podemos determinar um angulo de rotac¢do tal que o termo
misto seja eliminado na equacgio (7.10), ou seja, B = 0.
Isso implica que
—(A—C)sen20+ Bcos26 = 0.

Assim, temos dois casos a considerar:

I) Se A =C entdo Bcos26 = 0. Como B # 0, entdo

T T
20=0=20=-=0=—.
cos = 5= 2
IT) Se A # C entdo (A — C)sen28 = Bcos26 = 0. Logo,
sen20 B B A-C
= = 1820 = —— = cotg20 = ——.
cos260 A—C 8TV T aA—c T8 B

Podemos assim enunciar o teorema a seguir.
Teorema 7.3. Se B # 0, a equagdo: Ax*> +Bxy+Cy>+Dx+Ey+F =0
pode ser transformada na equagdo:

AR 4+ Cy? +Ey+F =0

(onde o termo misto é nulo) por um rotacdo dos eixos coordenados, tal que:
I) Se A=Centdo®=1.
II) Se A # C entdo tg26 = %.
Exemplo 7.3. Considere a equagdo do segundo grau 2x* ++/3xy+y*> —4 = 0. Determine a

natureza da curva.
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Resolucao:

e Comparando a equagdo do enunciado com a equagio temos:

A=2 B=+3, C=1, D=0, E=0 e F=-4.

e Como B # 0, entdo:

B V3
tg26 A_C:>tg9 71 V3

Podemos escolher 0 < 6 < 7.

1 3 T
e Dai segue que cos20 = 3 e sen20 = - Portanto 26 = 3 Assim temos uma rotagao

T
de um angulo de 3

T 1 L 3 . ~
e Como seng =5 e cosg =5 entdo substituindo esses valores na equacio do Teo-

rema obtemos as equagdes de transformacio a seguir:

e Substituindo na equacio 2x + v/3xy + y> — 4 = 0, obtemos:

2<?x—§)2+\/§(?x—§) (}L?y) + <§+\/7§y)2—4:0.

e Desenvolvendo e simplificando, obtemos a equagio transformada 5%> +7* = 8, po-

dendo reescrever como:

+3° =8,

| >—t| R[L
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dividindo ambos os membros por 8, obtemos:

[\

W oo| #,
_|_

oo <!
I
\:—‘

que € a equacdo de uma elipse.

Exemplo 7.4. Determine a natureza das equagoes a seguir e encontre seus vértices, focos,
centro, assintotas e diretriz quando existir.

a) 4>+ 2xy+4y> —15=0

b) 11x% +10v/3xy+y*>—32=0

¢) 9x% — 24xy + 16y —40x —30y =0

Resolucao:

a)

e Comparando a equag@o do enunciado com a equacio (7.9) temos:
A=4 B=2 C=4, D=0, E=0, e F=-15.

T
Como A = C, entdo 26 = 5 entdo 0 — %. Consequentemente

e Fazendo a substituicao na equacdo ([/.7)) temos que as equagdo de transformacgdo sdo:

X y

X=———"F=

NG

e — —
X y

= — 4 -,

VRN

e Fazendo a substitui¢io na equagio 4x> + 2xy +4y> — 15 = 0, temos:

2% — 4y + 2%+ X0 — 3+ 20 + 43y + 252 — 15 =0.
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e Que é equivalente a 5¥> + 3y* = 15, dividindo ambos os lados da igualdade por 15,

obtemos: Y
3 5

que é a equacdo da elipse com eixo focal em y e centro (0,0).
° Assim,a:\/g,b:\/gec:\/i.
Os principais pontos da elipse sdo:

e F(0, \/_):>F1(1 —1)

0—(=Vv2) _ _
BNV, A, S

e De modo andlogo F>(0,v/2) = F(1,1);

14_1(0,—\/§)=>A1(\/§,—\/§);
2(0,3) :>A2< \[f)

B_l(—\/§,0)=>31(\/_7%,_\/§>;

B_z(\@,O):f&(\/g,\/%).

Esboco da elipse no Geogebra.

pois, x =

< a
Y X

Figura 60: = 4 % =1
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b)

e Comparando a equagdo do enunciado com a equacao ((7.9) temos:
A=11, B=10v3, C=1, D=0, E=0 e F=-32.

Como A # C, entao

10v/3
1820 = 1—\0/_ = 1820 = /3.

T
Como podemos escolher 0 < 0 < 5 entao

T T
=" _pg-"
37776

T 1  n V3

Logo seng =—-ecos—-=——.

2 6 2

e Fazendo a substituicao na equacdo ([/.7)) temos que as equagdo de transformacao sao:

2 2

) V3
X 3_

YTt

e Fazendo a substituicdo na equacio 11x% + 101/3xy + y? — 32 = 0, temos:

(Lo D) wiova( Lo D) (3o )+ (3 2) ==

e Equivalente, 163> — 43> = 32, dividindo ambos os lados da igualdade por 32, obtemos:

que é a equacdo da hipérbole com eixo focal em X e centro (0,0).

Assim, a = v/2, b = /8 e ¢ = /10, os principais pontos da hipérbole sio:
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F](—\/E,O) = Fl(_@v__)

2
V310 V30 V1040 V10
pois, x= ————0=—-——ey= > =
De modo analogo: F>(1/10,0) = Fz(@, @);
(\/_0)=>A1< \/_ \2_)
(\fo):»fu(f f)

B1(0,—2v2) = B1(v/2,V/6);
B1(0,2v/2) = B2(V/2,—/6);

Assintotas:
y:igx:y:izx.
Assim
x= 73)_6—§:>2x— V3i—j= 3= Varty
e

X 3
y=§+§y:>2y:7c+\/§y¢y:

Substituindo em y = +2X temos que

—x+V3y _ ﬂ(\/?xﬂLy)

2 2

Logo as assintotas da hipérbole sdo:

—(14+2V3)x=(2-V3)y e n:(2V3-1)i=

Esboco da hipérbole no Geogebra.
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Figura 61: % — yg =1

)

e Comparando a equagdo do enunciado com a equagéo (8.1]) temos:
A=9, B=-24 C=16, D=-40, E=0 e F=-30.

Como A # C, entdo

24 24
1820 = —— = 1820 = —.
§0 =516 7 1820=7

Assim se considerarmos um triangulo retangulo de catetos 24 e 7 entdo sua hipotenusa
h, pelo Teorema de Pitdgoras, sera:

W =242 + 7% = h = /225 = 25.

_ 24 -7
Consequentemente sen26 = 55 € cos20 = 5s.

e Fazendo a substituicdo nas equagao:

1+ cos20 1 —cos26
cosO = — e senb = —

4 3
obtemos: cos0 = 5 e send = 5
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Fazendo a substituicdo na equagao ([7.7)) temos que as equagao de transformagao sao:

=
I

I
|

<

(7.11)

=
_I_

N | W
T

<
I
TARSITANSN

Fazendo a substituicio na equagio 9x> — 24xy 4 16y> — 40x — 30y = 0, temos:

4 3\? 4 3 3 4 3 4\
23—25) — 24 Zx—235)(Z2x+Zy) +16( 23+ =y
9(5x 5y> (Sx 5y> (5x+5y>+ 6(5x+5y)

4 3. 3.4\

Logo 25y% — 50% = 0. Portanto y*> = 2%, que é a equacdo da pardbola com eixo focal

paralelo ao eixo X.

Como 4p =2 entdo p = Portanto as coordenadas do vértice e o foco no sistema

1
1 A
OXY siao V(0,0) e F <§,0) respectivamente.

2 3
Fazendo a substituicdo em ([7.11)) obtemos as coordenadas V(0,0) e F (3’ E) para o
vértice e o foco no sistema OXY .

Agora vamos determinar a diretriz da pardbola. A equacgdo da diretriz no sistema de
coordenadas OXY é

1
X=—p, ouseja x= —5

Agora usando que temos que:

_ 4+3
X=—=x+=y
5775
Logo,
4x+3y_ 1
55 2

Portanto 8x+ 6y +5 = 0 € a equacdo da diretriz.

108



e Esboco da parabola no Geogebra.

Figura 62: > = 2%
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8 Identificacao geral das conicas usando Algebra Linear

Neste capitulo mostraremos como € possivel fazer o reconhecimento de conicas por meio
do teorema Espectral. Nosso objetivo aqui ndo € apresentar os conceitos da Algebra Linear,
contudo indicamos os livros [5] e [6] como referencia para o leitor interessado.

Consideremos a equagdo geral do segundo grau nas duas varidveis x e y:
Ax* +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 (8.1)

onde, A, B, C, D e F sdo numeros reais dados, sendo pelo menos um dos coeficientes dos
termos quadraticos seja nao-nulo.

Observe que a equagdo da conica envolve uma forma quadratica,
Q(x,y) = Ax* + Bxy+Cy*
e uma forma linear
L(x,y) = Dx+Ey,

e um termo independente F', assim a equagao se torna:
O(x,y) +L(x,y) +F =0.

Observacao 8.1.

Teorema 8.1. Teorema Espectral, versdo matricial: Se Ae M (n) é simétrica, entdo existe
uma matriz ortogonol P € Mg (n) tal que P~'AP = P'AP ¢ diagonal.

Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral, existe uma base ortonormal 3
de R? formada de autovetores de A. Ou seja, se M| e Ay sdo os autovalores de A, existem
os autovetores v\ e vy associados a eles respectivamente, tais que 3 = {vi,v2} é uma base

ortonormal de R>.
SejaP=| [ | amatriz mudanga de base, onde 0. é a base canénica de R* e B é a base

o
ortonormal de autovetores.

Para determinar que curva ela representa devemos proceder do seguinte modo:
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1° Passo: Escrevermos a equacao na forma matricial:

Ag X X
) o || [er=o
Bcilly y

2° Passo: Diagonalizamos a forma quadratica para eliminar os termos mistos. Para isto,
precisaremos encontrar os autovalores A; € A, € os autovetores ortonormais v| € v, da matriz

simétrica:
A

(S]]

B
5 C

3° Passo: Obtermos as novas coordenadas. Para isto, precisaremos fazer a substitui¢do:

4° Passo: Substituimos as novas coordenadas na equacdo, obtendo a equac¢io na nova

base v, v

M0 X1 B X1
ey o e l|]r] FF=0

0 2 Vi “l
equivalente
MxT + Aoy +axi+ by +F =0 (8.2)

5° Passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sdo nao

nulos. Temos entao trés casos:
I) A\ #0e X #0
Il A #0eA, =0
III) A, =0eXi, #0

Como resultado dessa discussdo podemos enunciar o teorema a seguir:
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Teorema 8.2. Dada uma conica definida pela equacdo
Ax* +Bxy+Cy*+Dx+Ey+F =0.
Eliminando o termo misto xy obtemos uma equagdo da forma
Mx% + kzy% +ax;+by;+F =0.

Sejam A e Ay os autovalores associados d sua forma quadrdtica, temos entdo:

a) Se A.\y > 0 esta equacdo representa uma elipse, ou suas degeneracdoes (um ponto ou
0 vazio).
b) Se Ai1.Ay < 0 esta equagdo representa uma hipérbole, ou suas degeneragoes (um par

de retas concorrentes).

¢) Se Ai.Ay = 0 esta equacdo representa uma pardbola, ou suas degeneracoes (um par
de retas paralelas, uma reta ou o vazio).

Observacio 8.2. Dos passos (3), (4) e (5) pelo teorema Espectral temos que, existe uma

matriz P tal que P~'AP = D, entdo det(P~'AP) = detD, ou seja, detP~'detAdetP = detD,

desenvolvendo essa igualdade obtemos:

A S M0
= (8.3)
g C 0 N
Assim,
A g MO
det =det ,
B c 0 A
logo
BZ
AC— — =\ A
4 1-/\2,
assim

4AC — B? = 4\ \s.
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Portanto
B> —4AC = —4) .

Tomando A = B> — 4AC podemos assim enunciar o teorema a seguir:

Teorema 8.3. Dada a equagdo:
Ax? —i—Bxy—l—Cy2 +Dx+Ey+F =0,

sendo estd no plano R?, representard:
a) Uma elipse ou suas degeneragoes (um ponto ou vazio), se A < 0
b) Uma pardbola ou suas degeneracoes (um par de retas, uma reta ou vazio), se A =0
¢) Uma hipérbole ou suas degeneragoes (um par de reta concorrente), se A > 0

Exemplo 8.1. Determine a cénica no plano representada pelas equacdes quadrdticas a

seguir:
a) 2x% +4xy+2y? +4v2x + 12¢/2x 4+ 12¢/2y — 8 = 0;
b) 3x2 —4v/3xy —y* +20y —25=0;
) 5x% +4xy+ 2y 4 20x + 20y + 44 = 0;
Resolucao:
a)Seja a equacgido

2x% +4xy +2y* +4V2x + 12v/2x 4+ 122y - 8 = 0,

ondeA=2,B=4,C=2,D=4v2,E =12v/2 e F = —8 sio os coeficientes. Agora vamos
determinar a curva que essa equacao representa aplicando passo a passo descrito no inicio
dessa secao.

1° Passo:Escrevendo a equagdo na sua forma matricial, temos:

2 2 X X
[xy] +[4ﬁ 4@} 8=0
2 2 y y
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2° Passo: Vamos encontrar os autovalores e os autovetores ortonormais da matriz

Cujo polindmio caracteristico € :

2—A 2
det =(2-N?—4=—4A+N =A(A—4)
2 2—A

Entdo os autovalores sdo A = 0 e A, = 4. Para encontrar os autovetores resolvemos a equa-
cdo A.v = Av.

e ParaA; = 0 temos que

2 2 X X 2x+2y=0
=0 = =>x+y=0&x=—y

2 20|y y 2x+2y=0

Logo os autovetores associados a A; = 0 sdo a forma u;(—y,y), com y # 0. Temos a

solucdo particular u;(—1,1). Agora normalizando esse vetor particular temos que:

Vi

_w (L) (=L :(—1,1):(_L L)
el I=LDI /(~1)2+12 V2 V2'V2)

e Para A, = 4 temos que

2 2 X X 2x+2y =4x
=4 = Sx=y

2 2 y y 2x+2y =4y

Logo os autovetores associados a A, = 4 sdo a forma u;(y,y), com y # 0. Temos a

solucdo particular u, (1, 1). Normalizando esse vetor particular, temos que :

L_m _ (L) (L) :@U:(LUL>
2wl T IGO T JEr2 . V2 \V2' V2

Consideramos os autovetores B = {vi,,}, como o novo referencial do R%. Assim a

114



forma quadratica

O(v) = :
y 2 2 y
se reduz a:
X1 00 X1
o) =
Vi 0 4 Vi

3° Passo: Agora precisamos determinar a matriz mudanga de base, para determinarmos a

X X1
relacdo que existe entre: e e substituir o resultado na parte linear:
y 1
42 X
L(v) =
12V2 y
Mas,
a 11
U
B 1 1
V2. V2
Logo,
L1
ol I v v B
1 I
y 2 2 Y1

4° Passo:Deste modo, a equacao original se reduz a

S

o[z e e

Y1

Si-
S-S
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Logo,

1 1 1 1
Oxi +4 2"'4\/5(__?6 +— )+12\/§<—x +— )—8:0.
1 Y1 \/§ 1 \/le 5 1 \/EJ’I
Assim,
4y? —dxy + 4y + 12x; + 12y, — 8 = 0.
Portanto,

4y +8x1 +16y; —8 =0

Concluimos que:
¥} +2x +4y; —2 =0, (8.4)

Esta ultima equacdo representa a conica em relacdo ao novo referencial formado pelas
retas suportes de vi € v, assim vamos introduzir uma nova mudanca de coordenadas para
identificar a cOnica, ela serd dada por uma translacao do referencial.

5° Passo: Eliminamos os termos lineares das coordenadas cujos autovalores sao nao
nulos.

Agrupando os termos convenientes da equacio (8.4), temos que:
(2 +4y1 +4) —4+2x —2=0.

Logo,
(y1+2)%+2(x; —3) =0.

Fazendo a mudanca de varidvel y, = (y1 +2) e xo = (x1 — 3), obtemos que:

1
y%—l—sz =0&2x = —y% S xy = —Ey%.
Assim, a equacdo acima representa a candnica em relagdo a um novo referencial, obtido
por translagdo e podemos identifica-la como uma parabola, pois: A;.Ay = 0, note também

que o discriminante A = 0.
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b)Para encontrar a curva que a equacao
3x% —4v/3xy —y> +20y —25 = 0,

onde A=3,B=—43,C=—1,D=0,E =20¢ F = —25 devemos seguir os passo de (1)
a (5) de modo andlogo ao item a). Assim obteremos uma equagdo que representa a candnica
em relagdo a um novo referencial, obtido por translacdo e poderemos identifica-la como uma
hipérbole, pois a equagao

(—3)x5+5)3 =5,

possui A = —3 e A, = 5, ou seja, Aj.Ap < 0. Além disso temos o discriminante A = 16 > 0.

¢)Para encontrar a curva que a equagio 5x> +4xy+2y? +20x+20y+44 =0, onde A = 5,
B=4,C=2,D=20,E =20e F =44 devemos seguir os passo de (1) a (5) de modo andlogo
ao item a). Assim obteremos uma equagdo que representa a candnica em relagdo a um novo
referencial, obtido por translacdo e poderemos identifica-la como uma elipse, poiss A = 6 e

A = 1, ou seja, A1.Ap > 0 e além disso tems que discriminante A = —384 < 0.
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9 Consideracoes finais

Esta dissertacdo teve como objetivo principal estudar métodos de classificacdo das co-
nicas em fun¢do de sua equacdo algébrica usando técnicas da Geometria Analitica ou da
Algebra Linear.

A exploragdo do tema foi abordado de forma simples, detalhada e rigorosa objetivando
facilitar a compreensdo do aluno a nivel de Ensino Médio ou da graduagdo.

Durante os anos que venho lecionando na educacao basica sempre observei que os alunos
e até mesmo professores tem uma certa resisténcia em relacio a aprendizagem da geometria
e da dlgebra, acham muito complexo e as vezes até desinteressante fazer uma quantidade de
célculos algébricos para se chegar a uma equacao e se ainda for necessario relacionar com a
geometria para fazer alguma classifica¢do, dai parece impossivel.

A primeira vista, é possivel que se pense na Algebra como um *monte de contas’, as
vezes, sem aplicacdo prética; e na geometria como algo "imagindvel’as vezes, impossivel de
se visualizar, mas na verdade, elas nos permite encontrar resultados algébricos e geométricos
que se refletem precisamente na Geometria ou na Algebra.

Neste trabalho vimos que € possivel classificar figuras planas através da simplificacdo de
equagoes algébricas e ainda € possivel verificar os resultados obtidos com uso do software
livre Geogebra muito eficiente no estudo da Geometria, sem ter a necessidade de fazer todas
as constru¢des manualmente, induzindo ao erro ou dificultando a visualizacdo do esbogo da
conica.

Ao concluir esta dissertacao, esperamos que este texto possa contribuir como estimulo
e fonte de referéncia aos possiveis leitores interessados neste tipo de assunto, na busca de
ampliar seus conhecimentos, tanto na educacio bésica quanto nos cursos de graduacdo, ca-
bendo aos alunos e professores romper com esse tabu em relacdo a Geometria Analitica e a
Algebra Linear e de comecarem a abordar esse tema de forma criativa, estimulante e inte-
ressante, para que seja possivel perceberem a relacao entre os dois eixos e possam definirem

juntos qual a melhor forma de aplicagdo.
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