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Resumo

Neste trabalho de conclusdo de curso do programa de Pds-Graduacdo em
matematica PROFMAT da UNIRIO, iremos abordar a aritmética no conjunto dos

inteiros de Gauss, similar a desenvolvida no estudo dos niUmeros inteiros.

Os conceitos basicos tais como: unidades, elementos primos e irredutiveis serdo
revistos no conjunto dos inteiros de Gauss Z[i] ={a+ bi;a,b € Z} onde seus
elementos sdo denominados inteiros gaussianos, e de maneira similar a Z, poderemos
calcular o maximo divisor comum e minimo mdaltiplo comum para estes elementos, em

virtude de Z [i] ser um dominio de fatoracdo Unica.

Veremos também que é possivel resolver alguns problemas dos nimeros inteiros
através da teoria dos inteiros gaussianos, como por exemplo, saber quais nimeros

inteiros podem ser escritos como soma de dois numeros inteiros quadrados.

Palavras—chaves: Inteiro Gaussiano, Numeros primos, Divisdo Euclidiana, maximo

divisor comum e soma de dois quadrados.



Abstract

The present ending study for the Mathematics Graduate Course of PROFMAT
UNIRIO will consider arithmetic in all the Gaussian integers as similar developed on
the study of integers.

The basic concepts such as units, cousins and irreducible elements are
reviewed in the set of Gaussian integers Z [i] = {a + b; a, b € Z} where elements are
called integers Gaussian, and similarly the Z , it can have calculated the greatest
common divisor and least common multiple of these elements, by virtue of Z [i] be a
unique factorization domain.

It will be also note some problems solutions of integers through the theory of
Gaussian integers, for example, identify which integers can be written as a sum of two

square integers.

Keywords: Full Gaussian, Prime numbers, Euclidean Division, Greatest common

divisor and sum of two squares.
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INTRODUCAO

Gauss (1777-1855) ao estudar questbes de teoria dos numeros relacionadas a
reciprocidade cubica e biquadratica percebeu que essa investigacdo se tornava mais
simples trabalhando em um subconjunto dos nimeros complexos C = R + Ri onde a
parte real e parte imaginaria eram dadas por numeros inteiros, e este subconjunto
Z[i] = Z + Zi é denominado anel dos inteiros de Gauss em sua homenagem.

Neste subconjunto Z[i], que estende a nocdo de numero inteiro, pois Z < Z[i],
Gauss precisava mostrar que varias noc¢fes desenvolvidas na Teoria de Euclides tais
como: caracterizacdo de elementos primos e elementos irredutiveis, existéncia de
fatoracdo Unica, calculo do mdc, entre outras, poderiam ser transportadas para Z[i],
trazendo consequéncias relevantes para o desenvolvimento de teoria dos nimeros.

E salutar refletir que algumas nocdes bésicas, tais como elementos primos,
elementos irredutiveis e elementos inversiveis, muitas das vezes sdo passadas
despercebidas pelo ciclo basico de ensino em sua literatura, pois dependendo onde o
elemento esteja, sua caracterizacdo € alterada. Por exemplo, 2 € Z € Z[i] € C, mas 2 é
um elemento primo e irredutivel em Z, 2 ndo € um elemento primo e nem um elemento
irredutivel em Z[i], pois 2 = (1 4+ i)(1 — i) e portanto € um elemento composto e um
elemento inversivel em C.

E fécil observar que os nimeros inteiros primos 5,13,17 sdo do tipo 4k + 1 e
sdo soma de dois quadrados pois5 = 22 + 12, 13 =3%2 + 22e 17 =4%2+ 12 e 0s
nameros inteiros primos 3,7, 11 sdo do tipo 4k + 3 e ndo sdo soma de dois quadrados.
E possivel verificar que se p é um nimero primo impar menor do que 1000 ent&o o
primo p é soma de dois quadrados se ele é do tipo 4k + 1. Fermat (1601-1665)
conjecturou e demonstrou que: “um numero primo p é soma de dois quadrados se e
somente se p = 2 ou p € do tipo 4k + 1”. Veremos que o problema de caracterizar os
inteiros primos p = a®+ b? que sdo soma de dois quadrados é equivalente a
um certo problema de fatoracdo no anel Z[i], onde p = a?+ b? = (a+ ib)(a—
ib) com a, b € Z. Iremos estudar o problema de fatoragio Unica como consequéncia de
que em Z[i] existe uma nogéo de divisdo com resto pequeno similar a diviséo euclidiana

em Z.
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Através das ideias de Gauss, nosso objetivo nesta pesquisa € estudar o conjunto
numerico dos Inteiros Gaussianos. Para isso estudaremos suas propriedades, seus
resultados e faremos um comparativo com os numeros inteiros.

Em Algebra denotamos um dominio euclidiano como sendo um anel dotado de
uma estrutura especifica, a dizer, uma funcdo euclidiana. Dessa forma, é possivel a
generalizagcdo do famoso Algoritmo de Euclides desenvolvido para regulamentar a
divisdo de dois elementos. Além disso, em um dominio euclidiano, é possivel aplicar tal
algoritmo para efetuar o calculo do méximo divisor comum entre dois nimeros.

A motivacdo para o estudo de uma estrutura assim caracterizada é representada
pelo simples questionamento: 0 que acontece quando dois nimeros inteiros a e b sdo
tais que b divide a? A resposta para essa pergunta traz consigo outras concepgdes
decorrentes, como a de dominio de fatoracdo Gnica, por exemplo: a) E possivel calcular
0 maximo divisor comum entre dois inteiros gaussianos? b) Seria mais simples resolver
problemas de nimeros inteiros utilizando os inteiros de Gauss? c) Todo nimero primo
no conjunto dos inteiros também é primo nos inteiros gaussianos?

Iniciamos o trabalho abordando um pouco da biografia de Euclides e a sua
importante contribui¢do para a Teoria dos NUmeros. Faremos um resumo de teorias
necessarias para o desenvolvimento de nosso trabalho. Apresentamos definicbes e
teoremas importantes na Teoria dos NUmeros.

A seguir apresentamos uma descricao sucinta de cada capitulo.

No primeiro capitulo desenvolvemos as nogdes e resultados preliminares de
Anel, divisibilidade e Dominios Euclidianos e os dispositivos praticos para o célculo do
maximo divisor comum no Ensino Fundamental.

No segundo capitulo fazemos um estudo aprofundado sobre o dominio dos
inteiros de Gauss, enfatizando, sobretudo, o fato de que este € um dominio euclidiano, e
consequentemente de fatoracdo Unica. Apresentamos as definicbes de norma,
divisibilidade, nimeros primos, etc. Calculamos o méaximo divisor comum nesse
conjunto.

No terceiro Capitulo faremos aplicagdes da teoria dos inteiros gaussianos nos
nameros inteiros, ou seja, resolucdes de problemas dos inteiros que podem ser
solucionados nos inteiros gaussianos.

No quarto capitulo apresentaremos propostas de atividades para a sala de aula do
Ensino Medio. Finalmente no quinto capitulo, apresentaremos as respectivas solucées

das atividades propostas.
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CAPITULO 1 - Fundamentag&o Tedrica.

“Um numero é uma pluralidade composta de unidades™

Euclides

O presente capitulo pretende mostrar a importancia de Euclides no estudo da
Teoria dos Numeros posicionando o leitor na linha do tempo da historia da matematica.
Além disso, destina-se a apresentar oS pré-requisitos que serdo necessarios para a
compreensdo deste trabalho.

No decorrer deste capitulo nos depararemos com conceitos como divisao
euclidiana, teoremas como o do Eudoxius dentre outros pré-requisitos a fim de chegar

aos métodos para o calculo do méximo divisor comum (mdc) de dois ndmeros inteiros.

1.1. ARITMETICA: DE EUCLIDES A FERMAT

“A Aritmética é a base de toda a Matematica, pura ou aplicada. E
a mais (til das ciéncias e provavelmente ndo existe nenhum outro ramo

do conhecimento humano t&o espalhado entre as massas. ”

A Teoria dos Numeros € a ciéncia que tem por objetivo principal estudar as
propriedades e relagdes entre os Nimeros Inteiros. Essa teoria aparece como ferramenta
em diversas areas da Matematica, tais como: Probabilidade, Algebra, Sistemas
Dinamicos, etc., servindo de alicerce para resultados significativos.

E na Grécia que inicialmente identificamos a Teoria dos Numeros tal como a
entendemos hoje. Foram os pitagoricos que estudaram as relagcBes entre nimeros do
ponto de vista do que hoje denominamos Teoria dos NUmeros.

Euclides nasceu em 330 a.C, em Alexandria. Gedmetra grego, professor de
Matematica a convite do entdo imperador da parte egipcia da Grécia Antiga: Ptolomeu
I. Como Pitégoras ele acreditava na busca da verdade matematica pura e ndo buscava
aplicagOes para o seu trabalho. Uma historia conta de um estudante que indagou ao

mestre sobre a utilidade da Matematica que estava aprendendo. Depois de terminar a
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aula, Euclides virou para um de seus assessores ¢ disse: “De uma moeda ao rapaz, ja
que ele deseja ter lucros com tudo o que apreende e depois o dispense do curso”.

Euclides dedicou boa parte de sua vida ao trabalho de escrever os Elementos,
escrita em 13 volumes e abrangendo grande parte da matematica da época. Euclides
explorava uma arma l6gica em sua obra conhecida como reducéo ao absurdo, ou prova
por contradicdo. Sua abordagem envolve a ideia de provar que um teorema é
verdadeiro, presumindo primeiro que a tese seja falsa. Explorando as consequéncias
I6gicas do teorema ser falso, obtém se uma contradi¢cdo de algum fato que sabemos ser
verdade, e, portanto, concluimos que o teorema original ndo pode ser falso, ou seja, 0
teorema deve ser verdadeiro.

O matematico inglés G.H.Hardy resumiu o espirito da reducdo ao absurdo em
seu livro Apologia do matemético da seguinte maneira: “Reduc¢do ao absurdo, que
Euclides tanto amava, ¢ uma das melhores armas do matematico. E um desafio muito
maior do que qualquer jogo de xadrez pode praticar. O jogador de xadrez pode oferecer
o sacrificio de um pedo ou de uma peca mais importante, mas 0 matematico oferece o
jogo inteiro 7.

O matematico que escreveu um livro equivalente, sobre teoria dos nimeros, foi
Diofante de Alexandria, o ultimo her6i da tradicdo matematica grega. Embora as
realizacdes de Diofante na teoria dos numeros estejam bem documentadas, quase nada
se conhece sobre este matematico formidavel. Presume-se que Diofante deve ter vivido
antes do ano 364 de nossa era, e uma data em torno de 250, é geralmente aceita como
sendo a estimativa mais provavel.

Um exemplo do tipo de problema que Diofante apreciava foi gravado na lapide
de seu timulo e dizia o seguinte: “Deus lIhe concedeu a graca de ser um menino pela
sexta parte de sua vida. Depois por uns doze anos, ele cobriu seu rosto com a barba. A
luz do casamento iluminou-o apds a sétima parte de cinco anos depois do casamento.
Ele concedeu-lhe um filho. Ah! Crianca tardia e ma, depois de viver metade da vida de
seu pai o destino frio o levou. Apds consultar sua magoa em ciéncia dos nimeros, por
quatro anos, Diofante terminou sua vida. ” O desafio é calcular quanto tempo Diofante
viveu. Diofante viveu em Alexandria, e reuniu em seu tratado, intitulado Aritmética,
diversos problemas bem conhecidos e criou uma série de novos problemas. Dos treze
volumes que formavam a Aritmética de Diofante, somente seis sobreviveram e

inspiraram matematicos da renascenga, incluindo Pierre de Fermat. Os outros sete livros
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foram perdidos numa série de acontecimentos tragicos que enviaram a Matematica de
volta para a era babil6nica.

Euclides foi professor, matematico e escritor. Sua principal obra (e contribuicao)
para a matematica foram “Os elementos”, em que sao estabelecidas as bases da
geometria euclidiana. Em teoria de nimeros, é possivel enumerar diversos resultados
notaveis (e usados até hoje) atribuidos a ele, como o algoritmo para a divisdo, a
demonstragéo da irracionalidade do nimero /2 (diagonal de um quadrado de lado 1) e a
prova da infinitude dos nimeros primos.

Embora a Matematica tenha sido intensamente estudada por outros autores
gregos, e, posteriormente, por arabes, indianos e europeus, a Teoria dos NUmeros caiu
em esquecimento até o século XVII.

Bachet, em 1612, publicou o texto original em grego da Aritmética de Diofanto,
incluindo uma traducdo latina, que era a lingua usada pelos eruditos europeus da época.
Entre 1621 e 1636, o francés Pierre de Fermat nascido em 1601, magistrado da corte de
Toulouse, adquiriu uma copia desse livro. Fermat leu o texto de Diofanto, anotando na
margem as ideias que Ihe ocorriam. Isso marcou o inicio de seu interesse pela Teoria

dos NUmeros, que posteriormente, expressou uma torrente de resultados importantes.

1.2.  Conceitos preliminares

Um conceito que abordaremos nesta secdo, € o de maximo divisor comum entre
dois nimeros inteiros diferentes de zero. Se a e b sdo inteiros ndo nulos, definimos o
méaximo divisor comum de a e b como sendo 0 maior inteiro positivo que divide
simutaneamente a e b, e 0 denotaremos por mdc(a, b).

Estamos interessados em apresentar um método simples e eficiente de encontrar
0 maximo divisor comum entre dois nimeros inteiros diferentes de zero. Um dos
algoritmos mais antigos, conhecido desde que surgiu nos Livros VII e X da obra
Elementos de Euclides por volta de 300 a.C. e conhecido na literatura classica como o
algoritmo de Euclides. O algoritmo ndo exige qualquer fatoracdo e é um dos

algoritmos numéricos mais antigos ainda em uso corrente.
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O algoritmo tem muitas aplicacOes tedricas e praticas. Ele pode ser usado para
gerar importantes aplicagdes tradicionais usados em diferentes culturas em todo o
mundo. Ele é um elemento-chave dos algarismos de RSA, um método de codificacdo
de mensagem de chave puablica usado no comércio eletrénico. Também é usado para
resolver equacdes diofantinas, que séo equacdes do tipo ax + by = ncoma,b,n € Z,
onde procuramos soluc@es inteiras, e € uma ferramenta basica para obter o Teorema
Fundamental da Aritmética, que diz que todo numero inteiro positivo maior do que 1
pode ser escrito de maneira Unica a menos da ordem, como produto de nimeros primos.
Isto permitira o célculo do mdc de dois nimeros inteiros observando sua fatoracao,
maneira esta, utilizada no ensino basico.

Estaremos interessados em estender o conceito de maximo divisor comum para
um subconjunto dos nimeros complexos C, que sdo denominados por anel dos inteiros
de Gauss e denotados por

Zlil={z=a+bija,b € Z}

Principio da Boa Ordenacéo (PBO): Se S é um subconjunto ndo vazio de Z e limitado

inferiormente entdo S possui um menor elemento.

A seguir apresentaremos o algoritmo de Euclides que garante que dados dois
inteiros positivo, a divisdo de um deles pelo outro (ndo nulo) € sempre possivel, mesmo
que para isso tenhamos que deixar um resto. E muito comum este resultado ser

apresentado sem prova, nos livros didaticos do 6° ano do ensino fundamental.

Proposicdo 1.1 (Divisdo Euclidiana em &): Dados dois inteiros positivos a e b com
b+0,e 0<a< b entdo existe um unico par de inteiros positivos q e r, com

0 <r <ataisque

b=qa+r

Prova: Como b > a, considere 0 seguinte conjunto
S =1{b,b—1a,b—2a,....b—na} SN
Pelo principio da boa ordenagédo, S tem um menor elemento r onde

r=b—qa = b=qa+r,
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Afirmagdo: r < a.

De fato, caso contrario

r>a = dc € N; r=a+c
> c=r—a=(b—-qa)—a=b—-(q+1a €S
=>c <r comc €S

Isto gera um absurdo pois r € o menor elemento de S. g

Teorema de Eudoxius (300 A.C) Dados a, b € Z entdo
a) bémultiplodea;

b) b se encontra entre dois maltiplos consecutivos de a,

Proposicdo 1.2 (Divisdo Euclidiana em Z): Dados dois inteiros a e b co
entdo existe um Unico par de inteiros g e r,com 0 < r < |a]| tais que

b=qa+r.

ma=0,e

Prova: Existem duas possibilidades a serem analisadas.
1. a>0
2. a <0
Caso 1: (a > 0) Segue do Teorema do Eudoxius
qga <b <(q+1a
Por um lado
qgqa<b = 0 <b—qa €))
Por outro lado
b<(g+1)a = b<qa+ba = b—qa<a (1)
Defina r = b — qa. Portanto podemos concluir de (1) e (II) que
0<r<a e b=qa+r
Caso 2: (a < 0) Segue do Teorema do Eudoxius
qga <b <(q—1a
Por um lado
qa <b = 0<b-—qa ()
Por outro lado

b<(@—1a = b<qga—a = b—-qa< —a ()
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Defina r = b — qa. Portanto podemos concluir de (I11) e (IV) que

0<r<—-a e b=qa+r g

Definicdo 1.3 (Divisibilidade): Sejam a,b € Z com a € Z. Dizemos que a divide b se

existir k € Z tal que b = k. a. Usaremos a seguinte notacdo: a | b (1é-se a divide b)
Exemplo: 3|12, pois 12 = 4.3
Propriedades da divisdo: Sejamaeb € A .

i. a]a,paratodoa € 4,a # 0.

i. Seal|beb|aentioa=hb.

iii. Seal|beb|centioal]c.

iv. Seal|beb]|c entioa](b.x+c.y) paratodox,y € A.

Diremos que d € um divisor comumde aebsed|a e d | b.

Definigdo 1.4 (Maximo Divisor Comum): Sendoaeb €A coma #0oub # 0

mdc(a, b) = {maior inteiro que divide a e b}

No ensino basico, inicialmente se aborda o conceito de maximo divisor comum

entre dois nimeros inteiros de maneira intuitiva da seguinte forma.

Vejamos o seguinte exemplo, calcule 0 maximo divisor comum entre 82 e 30.
Solucgéo: Primeiramente determinamos os divisores de 82:
D(82) = {1,2,41,82}
Em seguida determinamos os divisores de 30:
D(30) = {1,2,3,5,6,10,15,30}
Dessa forma, por observacdo, o aluno determina que 0 maximo divisor comum
de a e b seré& dado pelo elemento méximo do conjunto D(a) N D(b). Neste caso:
mdc(82,30) = max{D(82) N D(30)} = max{1,2} = 2.

Para valores maiores, esse método poderia ser demorado, alem de levar a um
possivel “esquecimento” de algum divisor. A partir dai propde-se o algoritmo de

Euclides como alternativa para determinagdo do méximo divisor comum entre dois
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nameros inteiros. Em resumo, o algoritmo é um método de divisfes sucessivas entre o

divisor e o resto anterior, até obtermos o ultimo resto nao nulo, que sera 0 mdc(a, b).

a1 q: an An+1
a b 7 Tn_1 T
L1 2 T3 Tht1 =0
Paraa = 82 e b = 30, vemos que, mdc(82,30) = 2
qp =2 7 =1 qz =2 qs =1 qs =3
a =82 b =30 T =22 rn, =28 3 =6 Ty = 2
T =22 rn, =8 3 =6 Ty =2 r5 =0

A seguir, abordaremos a justificativa algébrica do algoritmo Euclides para o

calculo do maximo divisor comum, que dependera exclusivamente do algoritmo da

divisdo euclidiana e do Lema de Euclides que apresentaremos a seguir.

Lema 1.5 (Lema de Euclides):

Sea,b,n € Zentdo mdc (a,b) = mdc (a,b —na)

Prova: Seja ¢ = mdc (a,b) ed = mdc(a,b — na).
Como:
d = mdc(a,b—na)=> d|a e d|(b—na)
= d|b poisb = (b—na)+na
= d|a e d| b
= df|c
Por outro lado, como:
¢ =mdc (a,b) =>claec|b
= claec|(b—na)
=>c|d

Como c e d sdo ambos positivos, segue que ¢ = d. g
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Em virtude do algoritmo da divisdo euclidiana e do Lema de Euclides, podemos
obter o Algoritmo de Euclides para o célculo do mé&ximo divisor comum procedendo da
seguinte maneira:

Dados a,b € Z,segue da divisdo euclidiana que existem q;,7; € Z tal que
b =aq; +r; . Assim

mdc(a,b) = mdc(a,a.q, + 1)

Segue agora do Lema de Euclides que

mdc (a,b) = mdc (a,a.q, + 1) = mdc (a,r,)
Da mesma forma, para os inteiros a,r; € Z segue da diviséo euclidiana que existem
q. 1, € Z talquea=r;q, + 1, . Assim

mdc (ry,a) = mdc (1,119, + 1)

Segue agora do Lema de Euclides que

mdc (r,a) = mdc (ry,11q, + 15) = mdc (ry,713)
Portanto, podemos concluir que

mdc (a,b) = mdc (a,r;) = mdc (ry,13)
Procedendo desta forma, de maneira recursivamente, o mdc (a, b) sera o ultimo

resto ndo nulo.

No exemplo para a = 82 e b = 30, temos que
mdc (82,30) = mdc(30,22) = mdc(22,8) = mdc(8,6) = mdc(6,2) = 2

A seguir, apresentaremos um resultado classico, que afirma que se d € 0 méximo
divisor comum entre dois inteiros a e b entdo, d pode ser escrito como soma de um
multiplo de a com um multiplo de b. Isto permitira concluir que todo divisor comum de

a e b serdumdivisor de d = mdc(a,b).

Teorema 1.6 (Teorema de Be’zout):

Sed = mdc (a,b) entdo existems,t € Z talqued = s.a+t.b

Prova: Seja B = {m.a + n.b;m,n € Z}. Pelo Principio da Boa Ordem existe ¢ € B

menor inteiro positivoe ¢ = s.a +t.b com s,t € A.
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Suponha por absurdo que ¢ ndo divide a. Entdo, existem q,r € Z tal que a = q.c +r,
com 0 < r < c. Logo,
r=a—q.c=a—q.(s.a+t.b)=(1—-gq.s).a+ (—q.t).b
Entdo, r € B (ABSURDO), pois 0 < r < ¢ e ¢ é menor inteiro positivo de B. Como
d = mdc(a, b), temos que d é divisor comum de a e b. Entéo
a=k;.deb=k,d >c=s.a+t.b=s.(k;.d)+t.(k,.d)=4d]|c.
Como d e ¢ séo positivos temos d < ¢. Mas como d < ¢ ndo é possivel pois d é o maior

divisorcomumdeaebentiod =ced =s.a+t.b. g

O coroléario abaixo pode ser usado como definicdo de maximo divisor comum, e
mostra que todo divisor comum de a e b, necessariamente é um divisor do méaximo

divisor comum de a e b, denotado por mdc (a, b).

Corolario 1.7: Secdivideaebe d = mdc(a,b) entdo c divide d.

Prova: Sendo d = mdc(a, b). Pelo teorema, temos que d = s.a + t.b.

Comoc|aec|btemosque d =s.(ky.c) +t.(ky.c).Logoc|d. m

Diremos que a e b sdo relativamente primos quando mdc(a, b) = 1

Um conjunto A munido da operacdo de soma e produto, denotado por (4, +,*), €
chamado anel se, para quaisquer elementos a,b,c € A , satisfazem as propriedades a
sequir:

i. Comutatividade: a+b=b+aeaxb=bx*a
ii. Associatividade: (a+b)+c=a+(b+c) e (axb)xc=ax(bx*c)
iii.  Existéncia de elementos neutros (0 e 1):
a+0=0+a=aeaxl=1*xa=a
iv.  Existénciade simétrico Va € A, 3—a € A; a+(—a)=0

v. Distributividade: a*(b+c)=ax*b+a=*c
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E facil ver que os elementos neutros da soma e produto em um anel séo Unicos.
De fato, supondo que 0 e 0’ sdo elementos neutro da soma, segue que 0 = 0 + 0’ =
0’. Analogamente, supondo que 1 e 1’ sdo elementos neutros do produto, segue que
1=1%«x1 =1

O conjunto Z dos inteiros munido da operacdo de soma e produto satisfaz as

propriedades acima é chamado de anel dos inteiros.

Estamos interessados em trabalhar no seguinte subconjunto dos numeros

complexos C definido por
Zlil={a+bi; a,b € Z}

E facil observar que o conjunto Z [i] munido das operagdes de soma e produto:
(+) Zl + ZZ = (al + bll) + (az + bzl) = (a1+ az) +(b1 + bz)l
(*) zy* z; = (ag + byi) * (ap + byi) = (aya; — biby) + (ar1b; + azby) i

satisfazem as propriedades definidas acima e este conjunto é conhecido como anel dos
inteiros de Gauss.

Dizemos que um anel (4,4+,x) é um dominio quando possui a seguinte
propriedade adicional para todos os elementos a,b € A

ab=0= a=0 ou b=0

Podemos notar que o anel dos inteiros (Z.+,*) € um dominio, assim como o
conjunto dos nimeros irracionais (Q, +,*) , 0 conjunto dos numeros reais (R, +,%) €0
conjunto dos nimeros complexos (C, +,*) , munidos com suas opera¢Ges de soma e

produto usuais, sdo exemplos de dominios.

Definicdo 1.8 (Unidade/Elemento Inverso): Seja A um anel. Diremos que a € A é
uma unidade ou € inversivel se existe b € A, tal que a.b = 1, e neste caso, diremos
que b é o inverso de a.

E facil ver que o inverso de um elemento, caso exista, € unico. De fato, se b e b’
sdo inversos de atemos b = b.1 = b.(a.b’) = (b.a).b’=1.b"=b’
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Definigdo 1.9 (NUmeros Primos): Um namero inteiro p > 2 é dito primo se 0S seus

unicos divisores sdo um dos elementos do conjunto {1, —1,p, -p}

Por exemplo, 2,3,5,7,11, ..., s&0 ndmeros primos em Z. Um dos primeiros a
produzir tabelas de nimeros primos, foi Eratostenes no terceiro seculo a.C. Ele escrevia
inicialmente uma lista com todos os nimeros de 1 a 100. Em seguida escolhia o
primeiro primo 2, e eliminava da lista todos os seus multiplos. Passava ao numero
seguinte que nédo fora eliminado e procedia também eliminando todos os seus maultiplos.
Desta forma Eratostenes produziu tabelas de primos, mais tarde este procedimento

passou a se chamar de crivo de Eratdstenes.

Assim obtemos: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67,71, 73,77, 79, 83, 89. 91, 97, ... A partir desse procedimento podemos simplificar a
descobertas de primos usando o seguinte Lema:

Se um ndmero natural n > 1 ndo é divisivel por nenhum primo p tal que

p? < n, entdo ele é primo.

Este lema fornece um teste de primalidade, pois, para verificar se um dado
nimero n é primo, basta verificar que ndo é divisivel por nenhum p que ndo supere vn.
Uma pergunta natural é se existem infinitos nimeros primos. A resposta € afirmativa e
foi dada por Euclides por volta de 300 a.C. Apresentaremos a seguir trés provas
elementares deste resultado, incluindo a prova dada por Euclides.

Teorema 1.10: A sequéncia dos nimeros primos é infinita.

Prova 1: Euclides supds que a sucessdo p; = 2,p, = 3,...,p, dos r nimeros primos
seja finita. Fagamos P = p;.p,...p- +1 € seja p um numero primo que divide P.
Esse numero ndo pode ser igual a qualquer um dos nimeros p4, s, ..., by POrque entdo
ele dividiria a diferenca P — p;.p,...p = 1, 0 que € impossivel. Assim p é um numero
primo que ndo pertence a sucessao e, por conseqiiéncia, p,, p,, ..., p, Ndo podem formar

0 conjunto de todos os nimeros primos. gy
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Prova 2: Em 1878, o matematico alemédo Ernst Kummer (1810-1893) deu a seguinte
variante da demonstracdo de Euclides:

Suponha por absurdo que exista somente um ndmero finito n de numeros
primos, isto é, digamos que:
(P1=2)<p2 < <Py
e seja N o produto de todos os primos, isto &, N = p;.ps ...pn > 2.
Como o numero (N — 1) ¢é inteiro, ao olharmos para sua fatoracdo em nimeros

primos, temos que (N — 1) teria um fator primo p;, . p; também é um fator primo do
N. Assim este fator p; dividirial = N — (N — 1), o que é absurdo. g

Prova 3: A demonstracdo de Métrod de 1917 é igualmente muito simples.

Suponha por absurdo que exista somente um ndmero finito n de numeros
primos, isto é, digamos que:
(P1=2)<p < <py

e seja N o produto de todos 0s primos, isto €, N = p;.p, ...p, > 2.

Paracadai =1,...,n,defina Q; = g e S =Q; + -+ Q. Claramente temos
l

que p; divide todos os Q; se (j # i) e p; ndo divide Q; . Assim nenhum p; pode dividir
S, pois sendo p; dividiria S —(Q; + -+ Q, + - Q,) =Q; . Como o niimero S &
inteiro, ao olharmos para sua fatoragdo em numeros, existiria um primo g # p; para
todo j=1,...,n,. 0 que gera um absurdo pois assumimos que somente existem
0S primos py,...,Pn- m

Sendo A um dominio qualquer, apresentaremos a seguir a no¢do de elemento
irredutivel e elemento primo em A, e veremos que em alguns dominios esta nogdo

coincide.

Definicao 1.11 (Elemento Irredutivel): Seja A um dominio com a, b,p € A. Diremos

que p € elemento irredutivel em A se p = a. b entdo a € unidade ou b € unidade.

Definigdo 1.12 (Elemento primo): Seja A um dominio com a,b,p € A. Diremos que p

é elemento primo em A se p divide (a. b) entdo p divide a ou p divide b.
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Proposicédo 1.13: Seja A um dominio.

Se p éprimoem A entdo p € irredutivel em A.

Prova: Vamos mostrar que p = ab entdo a € unidade ou b é unidade. De fato, como
p=ab =pl|lab = pla oup|b

Caso p|a: Segue que

a=k.p>p=ab=(k.p)b=>p—k.p.b=0=>p.(1—k..b) =0.
Como A é dominioe p # 0. Segue que

(1—-—k;b)=0 = k;b=1 = béunidade.

Caso p|b: Segue que

b=k,p 2 p=ab=a.(k,p)=>p—ak,,p=0 = p.(1—ak,)=0.
Como A é dominioe p # 0. Segue que

(1—-kya)=0 = kya=1 = aéunidade. g

Convém observar que a reciproca do resultado anterior é falsa, isto €, em um dominio 4,
temos que um elemento p irredutivel em A ndo implica que p seja primo em A. De fato,

basta considerar o seguinte dominio
A= Z[iV5]={a+biV5; ab € Z}

Neste dominio, podemos escrever o elemento 6 de 2 maneiras distintas em produto de

elementos irredutiveis, ou seja,
6=23=(1+iV5 )1 —iV5)
Temos que 2 é um elemento irredutivel em A = Z[i V5 | e além disso:

e 2divide (1+ /5 )(1—iV5) =6
o 2ndodivide (1+iV5 )
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Com efeito, se 2 divide (1 + iv5 ) entdo existe (a + biv/5) tal que
(1+iV5) = 2(a + bivV5).

Temos, entdo que (1 + iv5) = 2a + 2biV/5. Logo,

1
2a=1=>a=§€Z

1
2b=1:>b=§$Z

E, analogamente, 2 ndo divide (1 —iV5 ) E pela defini¢do concluimos que 2 ndo é um

elemento primoem A = Z [i V5.

Definigdo 1.14 (Dominio de Fatoragdo Unica): Um dominio A é chamado dominio de
fatoracdo Unica (DFU) se todo elemento ndo nulo e ndo inversivel de A pode ser escrito

de maneira Gnica a menos da ordem, como produto de elementos irredutiveis.

A = Z[iV5] NAO é dominio de fatoragdo Unica, pois o elemento 6 tem duas
fatoracGes distintas em elementos irredutiveis em A. Veremos que quando A é DFU

temos que todo elemento irredutivel p em A é um elemento primo e vice-versa.

Proposicao 1.15: Seja A um dominio de fatoragéo Unica (DFU).

p éirredutivelem A < p primoem A.

Prova:
(«) Foi feito na proposicdo anterior.

(=) Seja p irredutivel em A. Supondo que p divide ab e que p ndo divide a, vamos
mostrar que p divide b. De fato. Como p divide ab segue que ab = pk e como p €
irredutivel e p ndo divide a, segue que p aparece na fatoracdo do b. Portanto, p divide b

e, consequentemente, p é primoem A. g

Em virtude do conjunto dos numeros inteiros Z ser um dominio Fatorial, a
decomposigédo de um elemento em fatores irredutiveis, se torna uma decomposi¢cdo em

fatores primos.

25



Teorema 1.16 (Teorema Fundamental da Aritmética):

Todo inteiro @ = 2 ou € primo ou se escreve de maneira unica, a menos

da ordem dos fatores, como um produto de nimeros primos.

Prova (por inducgdo): Se n = 2, o resultado é obviamente verificado. Suponhamos o
resultado valido para todo nimero inteiro menor do que n e vamos provar que vale para
n. Se 0 nimero n é primo, nada temos a demonstrar. Suponhamos, entdo, que n seja
composto. Logo, existem nimeros inteiros positivos n, e n, tais que n = nyn, com
1 <n <nel < n, < n. Pela hipdtese de inducdo, temos que existem numeros

primos pi,...,br € qy,...,qs, tais que n; =p;...p, € N, = q;...q. Portanto

n=n.n, = pl---pr-ql---qs-

Vamos agora provar a unicidade da escrita, Suponha que tenhamos
n=p;..0r =(q1..qs, ONDe 0S p; € 0S q; sd0 numeros primos. Como p; | q;...qs
temos que p; = q; para algum j, que ap6s reordenamento de q;, ..., g podemos supor

que seja q;. Portanto

P2---Pr = q2---s.

Como p,...pr < n, a hipdtese de inducdo acarreta que r = s e 0s p; € q; Sdo iguais

aos pares. g

O Teorema Fundamental da Aritmética mostra que todo numero inteiroa > 2
decompde-se em fatores primos. Isso ja mostra a importancia dos nimeros primos na
aritmética. Essa importancia ndo se restringe apenas ao aspecto teérico, ela esta presente

no nosso cotidiano.

Quando efetuamos uma transacao bancaria, seja num terminal de atendimento ou
pela internet, fornecemos informacdes sigilosas. Para que o sigilo dessas informacdes
seja mantido elas sdo codificadas por processos baseados em numeros primos. Nesses
processos sdo utilizados nameros extremamente grandes. Quanto maiores forem o0s
nameros primos utilizados, mais eficiente se torna a codificagdo da informagdo. Dai o

interesse e a importancia de se descobrirem nimeros primos cada vez maiores. Além de

26



transagdes bancérias, muitas outras informacdes sigilosas trocadas pela internet também

sdo codificadas.

No ensino basico, aprendemos que o maximo divisor comum de dois inteiros
positivos a e b € 0 nimero obtido ao se tomar o produto de todos os fatores primos
comuns de a e b, cada um desses fatores sendo escolhido com o0 menor expoente que

aparece nas fatoracOes de a e b. Apresentamos a seguir uma demonstracao desse fato.

Apresentamos a seguir uma demonstracdo desse fato.

Proposicdo 1.17: Sejam a e b inteiros ndo negativos e ndo simultaneamente

nulos com decomposi¢des em fatores primos dadas por:
a=p"..pee. q)t..q
b=p..prs. i,
em que os primos p;,q;, 7, sdo todos distintos onde i €({1,..,s}, j €
{1,...,t} e k € {1, ..., u} todos 0s expoentes sdo positivos. Entdo
mdc(a,b) = p;* ...pe°

emque x; = min {m;,n;} parai =1,...S

Prova: Sejad = p;* ...ps° . Vamos mostrar que:
(1) dla ed|b
(2) sec € Ztalquec|a ec|bentioc|d

Comod > 0,x; <mje,x; <nj, (parai =1,...,s), temos que a = a,.d em que

mq—x ms—Xx, k k
Ay =p; - P gyt
eb =b,.d emque
by =pi ™ Lpl TR Ll

Logo, d|a e d|b, 0 que mostra (1).
Para mostrar (2) seja c|a ec|b. Temos, pelo Teorema Fundamental da
Aritmética, ¢ pode ser escrito como
c=p;t..ps, emque 0 < e; < min{m;,n},parai =1,..,s.
Comoe; < x; (parai =1, ...,s), temos que:
d=p*..ps® = (1 03Py D) = e (T ),
ou seja, c|d. m
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Exemplo 1.18: Determine 0 mdc (450, 375).
Solucéo: Pela decomposicdo em fatores primos temos: 450 = 2.3%.5%2 e 375 = 3.55.
Pela definicdo de méaximo divisor comum devemos selecionar os fatores primos comuns
e elevar a0 menor expoente que apareceu na decomposicao. Logo:
mdc(450,375) = 3.52 = 75

Outro conceito importante abordado no Ensino Basico é o minimo multiplo comum
(mmc). Assim como vimos que se a e b forem inteiros simultaneamente ndo nulos,
entdo existe 0 maior divisor comum de a e b e que é possivel calculd-lo por meio do
algoritmo de Euclides, analogamente, se a e b forem ndo nulos, podemos considerar 0s
maltiplos positivos comuns deles. O menor inteiro positivo que seja multiplo tanto de a
quanto de b (o qual existe pelo principio da boa ordenacéo) é chamado minimo mdaltiplo

comumdeaeb.

O minimo multiplo comum entre dois nUmeros positivos a e b € o0 numero obtido
ao se multiplicar os fatores primos comuns de a e b, cada um deles sendo tomado com o
maior de seus expoentes que aparece nas decomposicdes de a e b, pelos fatores primos

n&o comuns, esses com seus respectivos expoentes.

Proposicdo 1.19 (Calculo do mmc): Sejam a e b inteiros positivos, com
decomposicao em fatores primos descritas por:

T1 .72 T

a=p;'py’ ..p" € b=p'py?..psk,
em que cada fator p; € um nimero primo distinto, r; > 0es; > 0parai =1,..., k.
Entao,
mmc(a,b) = pfl ...p,ik

em que t; = max{r;, s;}

Prova: Seja m = mmc(a,b). Como m é multiplo de a, todos os fatores primos
p1 ---, P aparecem na fatoracdo de m, com expoentes maiores ou iguais a ry ..., 1%,
respectivamente. Analogamente, como m também € mdltiplo de b, 0os expoentes de

p1 -, P Na fatoragdo de m sdo maiores ou iguais a sj ..., Sk, respectivamente. Mas

qualquer maltiplo comum de a e de b, genericamente, é da forma ¢ = q(pf1 ...p,ik), em
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que g € um inteiro e t; = max{r;, s;}. Além disso, todo inteiro dessa forma é mdaltiplo

comum de a e b pois podemos escrevé-lo como:

-1 t1—s1

ti— t
c=a.qp tepk ) e c=b.qpr "t .. Dy
em que 0s expoentes t; — r; e t; — 1, SA0 Nd0 negativos para todo i = 1, ..., k. Portanto,

k—Sk)

0 menor mdultiplo comum positivo de a e b é obtido quando temos g =1 e

t; = max{r;, s;},parai =1, ..., k.

Exemplo 1.20: Determine 0 mmc (450, 375)

Solugdo: Pela decomposicdo em fatores primos temos: 450 = 2.3%2.52 e
375 = 3.53. Pela definicdo acima temos: mmc(450,375) = 2.32.53 = 2250

Para calcularmos o minimo multiplo comum entre dois nimeros, no Ensino Basico,

usamos um dispositivo pratico chamado de Método da decomposi¢do simultanea:

450, 375 |2
225, 3753
75, 125 |3
25, 1255
25 |5
1 5 |5

1 1

Logo, mmc(450,375) = 2.3.3.5.5.5 = 2250

Existe uma estreita relacdo entre 0 maximo divisor comum e o minimo multiplo comum
de dois nimeros inteiros positivos ndo nulos. Esta relacdo possibilita estabelecer
propriedades de um deles a partir das propriedades do outro.

Proposicédo 1.21: Se a e b forem inteiros positivos ndo nulos temos que

mdc(a,b). mmc(a,b) = a.b

b ., . . ~ ~ ,
Prova: Se d = mdc(a, b), certamente % é um inteiro. Como a e b sdo ndo nulose d ¢

positivo, temos que % > 0. Alem disso, como d € divisor de a e b, existem inteiros

a, eb,taisquea =a,.deb = b,.d. Logo,

ab a;.d.bi.d
;= 1Tl= al.d.bl = al.bl.d = a.b1 = al.b.
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Isso mostra que
C;—b é multiplo de a e b.
Mas se ¢ for um multiplo de a e b, temos que
22 divide c
De fato, se d = mdc(a,b) entdo, existem inteiros x e y tais que xa+yb =d.
Multiplicando ambos os membros por ¢, temos: xac + ybc = dc (I) .
Como a/c e b/c sabemos que existem inteiros positivos a, € by, tais que:
c=aa, e c=bby (I
Substituindo convenientemente (11) em (I) temos:
xa(bb,) + yb(aa,) = dc
ou seja,
ab(xb; + ya,) = dc.

Portanto C;—b divide c. Pela definicdo de minimo maualtiplo comum temos que

‘;—b = mmc(a, b). Assim, como d = mdc(a, b) temos:

mdc(a,b). mmc(a,b) =a.b =
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CAPITULO 2

”

“A Matematica é a rainha das Ciéncias, e a Teoria dos NUmeros ¢ a rainha da Matematica.
C. F. Gauss

Entre os anos de 1808 e 1825, o matematico alemdo Carl F. Gauss investigava
questdes relacionadas a reciprocidade cubica e biquadratica envolvendo nudmeros
primos p e q, quando percebeu que essa investigacdo se tornava mais simples

trabalhando sobre Z[i], o anel dos inteiros gaussianos.

Gauss estendeu a ideia de numero inteiro quando definiu o conjunto Z[i], pois
descobriu que muito da antiga teoria de Euclides sobre fatoracdo de inteiros poderia ser
transportada para Z[i] com consequéncias importantes para teoria dos numeros. Ele
desenvolveu uma teoria de fatorizacdo em primos para esses numeros complexos e
demonstrou que essa decomposicdo em ndmeros primos € Unica, como acontece com 0

conjunto dos nimeros inteiros.

Nesse capitulo abordaremos a historia de Gauss, situando o leitor na importancia
da continuidade e da ampliacdo dos estudos da teoria dos nimeros em outro conjunto.
Serdo apresentadas todas as defini¢Ges, teoremas, lemas e corolarios necessarios para

essa ampliacao.

A apresentacdo dos inteiros de Gauss no Ensino Médio ndo é feita
explicitamente. O topico abordado é o conjunto dos nimeros complexos sem ser feita
nenhuma comparacdo explicita com a teoria dos nimeros ja estudada no Conjunto dos
nameros inteiros. Nenhum célculo é feito em relacdo ao méaximo divisor comum entre
os inteiros de Gauss. Nenhum questionamento sobre as definicdes de nimeros primos

ou fatoragdo Unica para numeros inteiros sdo questionadas para os inteiros de Gauss.
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2.1. Teoria dos NUmeros com Gauss

Considerado como um dos maiores matematicos, Carl Friedrich Gauss nasceu
em Brunswich na Alemanha, em 1777, tendo demonstrado desde muito cedo os seus
dotes para a Matematica. As suas contribuicbes para a Teoria dos NUmeros, dos
Nimeros Complexos, da Geometria e da Algebra s&o inimeros. Por exemplo, a sua tese
de doutoramento foi a primeira demonstracio do teorema fundamental da Algebra.
Gauss teve também uma importante contribuicdo para a Astronomia, tendo-se
interessado pelo estudo das érbitas planetérias e pela determinacdo da forma da Terra.
Um exemplo dessa contribui¢do foi o desenvolvimento de um método para calcular,
com grande precisdo, os parametros de uma Orbita planetaria a partir de apenas trés
observacdes da posicdo do planeta. A partir de 1831, juntamente com Wilhelm Weber,
desenvolveu o estudo tedrico e experimental do eletromagnetismo. Por fim, outro
importante contributo de Gauss para a ciéncia foi a determinacdo do campo magnético
terrestre. Em reconhecimento desta contribui¢do, a unidade de campo magnético ficou

com O seu nome.

O matematico alemdo Carl F. Gauss (1777-1855) estendeu a ideia de numero
inteiro definindo o anel dos inteiros algébricos gaussianos, Z[i], e posteriormente na
tentativa de se demonstrar o Ultimo Teorema de Fermat. A Teoria dos Numeros

Algébricos é uma das mais belas e profundas teorias em toda a Matematica.

A primeira motivacdo dessa investigacdo diz respeito a generalizacdo do teorema
da representacdo Unica dos ndmeros inteiros como um produto de nimeros primos, a
menos da ordem dos fatores, para inteiros algébricos. Gauss introduziu o anel dos
inteiros algébricos, Z[i], durante sua investigacdo sobre residuos biquadraticos, e
mostrou que nesse anel a fatoracdo em elementos primos existe, e € Unica a menos da

ordem dos fatores.
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2.2. Inteiros de Gauss

A seguir apresentamos uma definicdo em um dominio D onde € possivel realizar

a diviséo euclidiana.
O conjunto dos inteiros de Gauss Z[i] s&o 0s numeros complexos escritos como:
Z[i] ={a+bi;a,b € Z}, onde (i* = —1).
Exemplo 2.1:
(i) 2z =9 €Z[i]
(i) z,=-2i€Z[i]
(il) z3=—-4+3i€Z[i]
(iv)  z, =+5+2i ¢ Z[i],poisV5 ¢ Z
(V) 25=§+é€ Z[i],pois§+é$2
Logo, Z c Z[i] c C.
Vejamos algumas definicdes importantes para a aritmética nos inteiros de Gauss.
Definigdo 2.2: A funcdo norma N: Z[i] — N é definida para todo z = a + bi por
N(z) =z.zZ = (a+ bi).(a — bi) = a? + b?.
onde z é o conjugado complexo de z.
Observacdo: E facil ver que a funcdo norma é multiplicativa, isto é:
N(z;.z;) = N(z1) . N(zy).
De fato: Como z;.z, = 7; .z, , entdo
N(21).N(23) = 2121 2,75 = 21227125 = 712,712, = N(212;)
Exemplo 2.3: Calcule a norma do inteiro gaussiano z = —2 + 3i

Solugdo: N(—2+3i) = (-2)2+(3)> =4 +9 = 13.
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Afirmacao 2.4: O conjunto das unidades em Z[i] = {1,—1,i,—i }.

De fato: Assim como em Z, as unidades em Z[i], sdo todos os elementos z € Z[i] que
possuem inverso multiplicativo, isto é, existe z’ € Z[i] tal que z.z' = 1. Deste modo,

se z = a + bi é uma unidade, segue que:
1=2z2"21=N(z2")=N(2z).N(z') > N(z)=1.
Mas
Nz =1©a*’+b>’=1 o a=+1eb=0 ou a=0eb =+1.
Logo, as unidades em Z[i] sdo +1 e +i.

Observe que z € Z[i] €é unidade se e somente se N(z) = 1.

Dados a,b € Z[i], diremos que adivideb. se b =a.k. para algum k €

Z[i]. Nesse caso, dizemos que a é divisor ou fator de b.

Observe que como (14 — 3i) = (4 + 5i)(1 — 2i), segue que (4 + 5i) divide (14 — 3i)

Proposi¢do 2.5: Paratodo z = a + bi € Z[i], temos que

N(z) éprimoemZ = zéirredutivel em Z[i].

Prova: Suponha por absurdo que z # 0 ndo é irredutivel em Z[i]. Assim, podemos

escrever z = z;.z, COM 2, z, ambos ndo nulos e ndo inversiveis. Assim

N(z) = N(z;).N(z;) = N(z) ndoéprimoemZ. g
>1 >1
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Proposi¢do 2.6: Paratodo a,b € Z[i], temos que

alb = N()|N®).

Prova: Se a | b, temos: b = a. k. Aplicando a fun¢do norma em ambos 0s membros da

igualdade temos:
N(b) = N(a.k) = N(a).N (k).

Como N(a) e N(b) e N(k) € Z, temosque N(a) | N(b) emZ. g

Exemplo 2.7 Como (4 + 5i) divide (14 — 3i) em funcdo da observacdo, segue que

o N(4+45i)=16+25=41
e N(14-—3i) =196 + 9 = 205

Vemos claramente que
e 41205 pois 205=41x5
Exemplo 2.8: Determine os divisores de 3i em Z[i].

Solugéo: Queremos encontrar 0s inteiros gaussianos z = a + bi, tal que z | 3i .
Se z divide 3i entdo existird um inteiro gaussiano k tal que 3i = z. k. Aplicando
a funcdo norma nesta igualdade obtemos que:
N(3i) =9 =N(z.k) = N(z).N (k).

Sabendo que a norma de um inteiro gaussiano é sempre positiva, a igualdade acima sé é
satisfeita se uma, e apenas uma das situacdes abaixo ocorrerem:

vV N2 =ad*+b’=1oz=+1louz=+i

v N(z) =3=z ¢ Z]i]

v Nz)=9<z=430uz=43i
Logo os divisores de 3i em Z[i] sdo: { £1, +i, £3,+3i}
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Podemos observar que dado um inteiro gaussiano ndo nulo z, tal que N(z) = 2,
para encontrar todos os seus divisores em Z[i] devemos calcular a norma de z e
construir o conjunto D, que serd formado por todos os divisores inteiros de N(z). Deste
conjunto, aqueles divisores que forem escritos como soma de quadrados serdo as

normas dos divisores de z em Z[i].

Teorema 2.9 (Divisdo Euclidiana em Z[i]): Para todo a, b Z[i], com b # 0 existem

q,r € Z[i] tal que

a=bg+r ; 0ZN()<N(b)

Prova: Sejamaeb € Z[ilex,y,zew €Z coma = (x +yi)eb = (z + wi)

a x+yi x+yi z—wi xz—xwi+yzi—ywi’> xz+yw yz—xw.

- ._ " l_ - - l
b z4+wi z+wiz—wi 72 — w2i2 z2+w?2  zZ24+w?

XZ+yw  yz—xw .
> respectivamente.

Tomamos m e n como 0s inteiros mais proximos de
z2+w?2 " z2+w

Notemos que

xz+yw| 1
° — <-
| 2wzl =37 €
YZ—xw 1
o In—-E—=—|<-=.
| z2+w2| ~ 2

Como g = m + ni, entdo

xz+yw Z—XW ,
4 4 IL—m-— Tll]

r=a—bq=b(%—q)=b[

zZ4w?2 | zZ24w?

Xz + yw VZ — XW ,
:b[zz+wz_ (zz+wz_n)l]

Aplicando a fun¢do norma em ambos 0os membros da igualdade temos:

v =N (o[ Gr - m) + G )1)
v [(g) + ) | v 3
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Assim, N(r) < N(b) m

Se p é um primo de Gauss (ou seja, ndo pode ser escrito como o produto de dois
inteiros de Gauss cuja as normas sdo maiores que 1), entdo sendo a e b inteiros de

Gauss, se p divide ab entdo p divide a ou p divide b.

Proposicao 2.10: Sejam a e b em Z[i] e p é primo em Z[i]. Se p divide a. b entdo p
divide a ou p divide b.

Prova: Para demonstrar, vamos fazer divisfes sucessivas onde
ap=a
{a1 =p

Denotaremos por

e a;., 0resto da divisdo euclidiana de a; por ay..
Temos entdo as divisoes:

® 4y =4(q1.0q T Qq;

® a;=(qza;tas

® a;=(3.03 1t a4

[ J

® 4p2 =(qnp-1.0p-1 T ay

® Qp1 = (qn- 0yt apyq
Observe que:

ap #0 = N(ags1) < N(ap)
Como é uma sequéncia decrescente limitada por zero, podemos tomar n tal que
N(ans1) =0 = apy1 =0 = az/a,4.
Observe que:
an/Qri1 € An/ar = an/ag_q.
Como
a,/a, e ap/an_1 = ap/ax, vV 0<k<n
e, particularmente, a,,/a, = a e a,/a, = p. Tomando as (j + i) primeiras equacdes e
realizando substitui¢cGes adequadas, temos que:
aj =xj.aq +yj.a0 =x5.p +y;.a;

Particularmente, paraj = n:

anp = Xp.p+Yp.a
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Se p divide a nada temos a fazer.
Se p ndo divide a, como a, dividep e a, divide a Do fato que

a, = x,p+ya = a,€{1,—-1,i,—i}
Temos que:

an=xn.p+yn.a(:>b=ana;1b=a;1<pxnb+ ab yn>=>p|b .
pd\?;ide

Vamos introduzir a nogdo de méximo divisor comum (mdc) em Z[i] e
estenderemos a ideia da divisdo euclidiana. Mostraremos que € possivel escrever o
maximo divisor comum entre dois inteiros gaussianos como uma combinacgdo linear

entre ambos.

Definicdo 2.11: Sejam a,b,d € Z[i] ndo nulos, dizemos que d é o mé&ximo divisor
comum de a e b quando:

(i) dlaed]|b
(i)  Seexistec € Z[i],talquec|a ec| b entdo N(c) < N(d).

Em outras palavras, 0 maximo divisor de dois ou mais inteiros gaussianos sera o

divisor comum com a maior norma.

Lema 2.12: Sejam a, b e c € Z[i]. Entéo:

e mdc(a,0) =aq;
e mdc(a,b) = mdc(b,a) = mdc(b,a — cb).

Prova: Sejam a, b, c,d € Z[i]. E imediato que:
e mdc(a,0)=ace
e mdc(a,b) = mdc(b,a).
Considere agora que
d = mdc(a —ch,b).
Da definicdo, temosque d |bed | (a —cbh). Comod | cb. Desta forma, d | a pois

a=cb+(a—ch) m
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Definigdo 2.13: Sejam a e b inteiros Gaussianos ndo nulos. Dizemos que a e b sdo
relativamente primos quando seus fatores comuns s&o apenas as unidades
{(+1, -1, +i,—i}.

Processo pratico (Algoritmo Euclidiano) para o calculo do maximo divisor comum entre

0s inteiros gaussianos ndo nulos a e b.

Quociente | ¢, qz qs v | G-z | Gn-1 n
a b 7 T, Tn—2 Tp—1 1, = mdc(a, b)
Resto 7 Ty T3 " Tno1 T 0

Exemplo 2.14: Determine o0 mdc(64 — 28i, 26 + 3i), utilizando algoritmo de Euclides.

Quociente 2—1i 1+ 2i 1+ 3—1i
64 — 28i 26 + 3i 9 —8i 1-7i 1-—2i
Resto 9 —8i 1-7i 1-2i 0

Assim vemos que Gauss desenvolveu uma teoria de fatoracdo em primos para
esses numeros complexos Z[i]. Gauss demonstrou que o conjunto dos inteiros
gaussianos, munido das operacdes de adicdo e multiplicacdo, da origem a uma estrutura
denominada de Dominio Euclidiano. Além disso, os inteiros gaussianos admitem uma
decomposi¢cdo em primos, essa decomposicdo € Unica, assim como no conjunto dos
inteiros. Entretanto, as questdes de divisibilidade se tornam complexas nesse dominio.
Observe que 5 & um numero primo em Z, mas deixa de ser primo em Z][i]. De fato,

(1 + 20).(1-2i) =1-2i + 2i-4i® = 1-4.(-1) = 5.
pois 5 ndo divide (1 + 2i) e 5 ndo divide (1 — 2i).

Definicdo 2.15 (Dominio Euclidiano): Um Dominio Euclidiano (D,+,.,¢) é um
dominio (D,+,.) com uma fungdo ¢:D\{0} - N ={0,1,2,3,...} satisfazendo as
seguintes propriedades:

@(r) < ¢(b)
(1) Va,b € D,b # 0,existemt,r €D tais quea = b.t +r com ou X

r=20
(2) Va,b € D\{0}, ¢(a) < ¢@(a.b).
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Exemplo 2.16: O anel dos nimeros inteiros (Z, +,.,| | ) € um dominio euclidiano com

a funcdo valor absoluto dada por | |:Z - N onde n ~ |n|.

Solucdo: De fato, (Z,+,.) éum Dominio e Va,b € Z,comb # 0,3 t,r € Z tais
que:
|| <|b|

a=b.t+rcom ou e Vab €Z\{0}, |a]| <|a.b]
r=20

Exemplo 2.17: O anel dos numeros inteiros (Z,+, . ,N) é um dominio euclidiano

com a fungdo norma dada por N: Z — N onde a ~ a?.
Solugéo: De fato, paratodo a,b € Z — {0} tem-se N(a) < N(a.b). Logo
N(r)=r?2<b?=N() o |r| <|b|
onde N: Z — N é arestri¢do da fungdo N: (C = R + Ri) — R dada por
N(a + bi) = a? + b?

Veremos que o anel dos inteiros de Gauss Z[i] = Z + Zi munido da fungdo

norma N:Z[i] - N dada por N(a + bi) = a? + b? é um dominio euclidiano.

Teorema 2.18: O anel dos inteiros de Gauss Z[i] ¢ um Dominio Euclidiano.

Prova: Como Z[i] € Ce C é um corpo, temos que Z[i] é um dominio. Vamos mostrar
gue a norma induzida pela norma dos nimeros complexos é uma norma euclidiana, ou
seja, N: Z[i] — N definida por N(a + bi) = a? + b? paratodo a,b € Z é uma norma

euclidiana.

(1) Se a,B € Z[i] e B divide @ entdo a = B 6 para algum 6 € Z[i]. Neste caso,
N(B) = N(a).N(6) o que implica N(B) < N(a).

(2) Dados a,B € Z[i] com B # 0 temos que mostrar que existem entdo t,r € Z[i]
taisque paraalguma = ft+r.comr = 0ouN(r) < N(B), isto é, procuramos um

elemento t € Z[i] tal que
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a

; t) < N(B)

N() = N(a—B.t) = N [,3. (% - t)] - N(,B).N(
Isto é, procuramos t € Z[i] tal que N ( % - t) < 1.Como

a a
—eC=R+Ri > —=x+iy

B B

Afirmamos que x e y podem ser efetivamente calculados e pertencem a Q. De fato.

Sendo a = a + bi e B = c + di, temos que

11 oc—di c_ d i
B c+di  c2+d%2 c2+d2 c2+d2
Logo
1 . 4 a . ac+bd bc—ad . .
a.E— (a+bl)'((:2+d2_ 2142 l) = 21a? Z1aZ € Q+Ql
S—— N—_——
x y
Agora, escolhemos e, f € Z tal que
| | < = ly — f] < 1
x—e|l< = e —fl < =.
2 y 2

E claro que, x e y sendo efetivamente calculaveis, tais elementos e e f podem ser

efetivamente computados. Tomando t = e + if temos que
N(5-t) =N+ -(+iH))= N(x-e+ily-f)=

2 2
— (v — o)2 — )2 1 N _1
=(x—-e)+W-1) S(Z) +(2) =-<1.
Logo, oelemento t = e + i f satisfaz a propriedade desejada. Além disso, o elemento
t é efetivamente calculado. Naturalmente o elemento r = a — ft é efetivamente

calculado também. g

Um dominio fatorial D € um dominio se todo elemento ndo inversivel de D se
escreve de maneira unica a menos da ordem como produto de elementos irredutiveis de
D.
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Desta forma, dados a, b € D, podemos escrever

aA =P Pn , com p; irredutivel
{b =qq e Gm ,com q; irredutivel

Caso a e b tenham fatores irredutiveis comum, o mdc(a, b) sera o produto desses

fatores comuns, caso contrario, 0 mdc (a,b) = 1.

Teorema 2.19: Se (D, ¢) um Dominio Euclidiano entdo D é um Dominio Fatorial

Prova: Existéncia da fatoracéo
Seja § = inf{p(d); d ndo invertivel}. Afirmacao:
{a € D; p(a) = 6} < {irredutiveis de D}
De fato:
a#z0 = ¢a)=¢(al)=2e) = 1) <p(a), VYV a+0.
Sejaa € {a € D;p(a) =8} = @(a) =6 > ¢(1) pois
p(d) > (1), V d € D nio invertivel
= a ndo é invertivel em D. (Sendo ¢(a) = ¢(1)) = a éirredutivel em D.
Com efeito,

a = b.c com c nao invertivel = @(b) < ¢(b.c) = p(a) =6

—— > b éinvertivel em D.
minimalidade de 6§

p(a) = inf{p(d); d ndo invertivel em D} = a é irredutivel = a =

a como produto de irredutiveis
Se p(a) > inf{p(d); d ndo invertivel em D}
Suponha, por inducdo que:

V b € D, b ndo invertivel b possui uma fatoragao ]
¢(b) < ¢(a) em elementos irredutiveis.
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Queremos mostrar que a possui também tal fatoracéo.
De fato: Se a ¢ irredutivel entdo possui tal fatoragéo.

Se a ndo é irredutivel temos:

@(b) < @(b.c) = ¢p(a)
(¢ ndo invertivel)

@(c) < p(b.c) = ¢(a)
k (b ndo invertivel)

3 b,c € D,ndo invertiveis tais que a = b.c = J

g tanto b quanto ¢ possui uma fatoracdo em elementos irredutiveis
= colocando juntas estas duas fatoragdes
= obtemos uma fatoracédo para b. c
= obtemos uma fatoracdo de a = b.c
Unicidade da Fatoragdo. Vamos mostrar que:
Se p é irredutivel e p divide (a. b) entdo p divide a ou p divide b.
Lembre-se que p € irredutivel ndo implica p primo. Com efeito
6 =23 =(1+V5i)(1—-V5i)emZ [iV5]

Temos que 2 é irredutivel, 2 divide o produto (1 + v/5i)(1 —V/5i) mas 2 ndo divide
(1++/5i) e 2 ndo divide (1 —+/5i) e assim 2 ndo é primo em Z [iV5], como ja

demonstrado na pagina 24.
Afirmacéo: Se p ndo divide a entdo p divide b .

De fato, como p € irredutivel os Gnicos elementos que p e a sdo elementos invertiveis

de D. Entdo 0o mdc(p,a) = 1. Logo existeme, f € D tais que

l=ep+f.a = b=epb+f. &2 = pl|b
xb p divide

(1) Sendo a,b € D\ {0} e d = mdc(a,b) entdo

a) Existeme,f € D taisqued = ea+ fb .

b) Taise e f podem ser efetivamente calculados quando a divisdo em D é efetiva.
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De fato, sejam a, b € D\{0}. Vamos mostrar que se (D, ¢) for um dominio euclidiano e

se a divisdo em D for efetiva, entdo e e f podem ser efetivamente calculados.
Pela propriedade Euclidiana ,existem t;,r; € D tais que

@(r1) < ¢(b)
a=b.ty +r, com ou @
=20

Caso r; = 0 temos que o0 mdc (a,b) = b . Dai,
a=b.t; = bdividea= mdc(a,b)=b = b=0.a+1.b
Caso r; # 0 temos para & € D, em virtude de (1),
Olae 6|b © 6O|be 0|1 .
Assim sendo,
mdc(a,b) =d © mdc(b,1y) =d.
Agora consideremos b e ry, existem t,,r, € D tais que

@(ry) < @(ry)
b = 7‘1t2 + rz com ou (2)
T'Z = O

Se r, = 0 temos mdc(b,r;) = r; pois
b=r.t, :»rb—l=> mdc(r,b) =1, = r, =1l.a+ (—t)).b .
Ser, # 0 entdo para S € D, em virtude de (2)
Blbefp|rn & plref|nr
Assim sendo, mdc(b, 1) = d © mdc(ry,1r,) =d .
Agora consideramos r; e 1, existem t;,r; € D tais que

p(r3) < @(r2)
1 = Iy.t3 + r3 COM ou 3
T'3 == O
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Se r; = 0 temos mdc (ry,1,) = 1, POIS
T =n.t; 21| =>mdc(r,r) =1

Emvirtudede (1) a = b.t; + 1, e de (2) b = r;.t, + r, temos que
rn,=b—r.t,=b—(a—b.t)).t,

=b—a.t, +b.ty.t,

=(—ty).a+ (1+t.t,).b
Ser; # 0, continuamos 0 processo.
Observe que nesse processo, quando r; # 0, obtemos um r;,; tal que

@(ri1) < @(ry)
ou
Ti41 =0

Ja que a funcdo ¢: D — N toma valores em N, entdo ndo é possivel ter uma sequéncia

decrescente infinita. Logo, vai existir um inteiro n para o qual ndo sera mais possivel ter
@ (rp41) < @(13,), isto é, parao qual 1,,.; = 0.
Assim, obtemos um n € Z tal que:
The1 = Tn-tptr F Tne1 = Tetnyr (n+ 1)
Isto termina a prova, com mdc (1,,_1,7,) = Ty. €
mdc(a,b) = ... = mdc(ry,_1, 1) = 1

Em virtude das equacdes de (1) a (n) o elemento r, se escreve como combinacéo linear

de a e b com coeficientes em D, isto é,

d=r1r,=mdc(a,b) =e.a+f.b g
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Teorema 2.20: Se a € Z[i] é irredutivel entdo existe um numero primo p € Z primo

tal que a é um fator irredutivel de p.

Prova: Seja a € Z [i] irredutivel

— L . def ~ 4. ,

a € Z [i] é irredutivel = a ndo é invertivele a # 0
=>N(a)#N(1) =1

> N(a) >1€N

= Existe p € Z primo tal que p divide N(«)

=> N(a) =p.kcomk € Z

N(a)=a.a _
S . = pk

Como Z [i] é um Dominio Fatorial, temos que os fatores irredutiveis de p em Z [i] sdo:

(1) a ou

(2)a ou.

Baa
Se ocorrer (1) ou (3) temos que

p=akoup=aa

Se ocorrer (2) temos que

p=ad =>p=p=a.9=ad

Em qualquer dos casos, a |p m
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Observacao: Fatoracdo Unica em aneis de Polinbmios

Definicdo 2.21: Seja D um dominio fatorial. Dizemos que um polindmio
fX) =a, X"+ -+ a1 X + a, € Z[X] é primitivo se mdc(ay, ...,ay) = 1.

Dizemos que o polindmio ndo constante f(X) € irredutivel em Z[X] (ou
irredutivel sobre Z) se é impossivel expressar f(X) como um produto a(x)b(x) de
dois polinémios a(x) e b(x) em Z[X] cujos graus s&o ambos maiores ou iguais a 1.
Néo faz sentido dizer que um dado polinémio f(X) € irredutivel, simplesmente.

Para nos convencermos disso, basta olharmos um exemplo.

Exemplo 2.22: Seja f(x) = x* + 1. E facil ver que f(x) é irredutivel sobre
Z(X). De fato, se fosse possivel escrever x> + 1 = (ax + b)(cx + d), com
(ax + b)e(cx + d) de grau 1 e com coeficientes reais, entdo x> + 1 teria
duas raizes reais, 0 que ndo € o caso. Por outro lado, sabemos que x* + 1 nio é

irredutivel sobre C, pois x* + 1 = (x + i)(x — i).

Polinbmios irredutiveis sdo importantes porque eles representam, entre 0s

polindbmios, 0 mesmo papel que 0s himeros primos representam em Z.

Podemos estabelecer algumas condicdes suficientes para que um polindmio
f(X) € Z[X] seja irredutivel.

Teorema 2.23 (Critério de Eisenstein):Sejam

e D um Dominio Fatorial
o f(X)=a X"+ -+ a;X+a, €D[X] um polindbmio de graun > 1.

Se existe um elemento irredutivel p € D tal que:

ptay
pla Vi<n-1

p2+a0

entdo f(X) ndo é o produto de dois polinémios de grau = 1 em D[X].
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Prova: Suponha que a afirmacdo seja falsa, isto é:
fX) = gX).h(X)
onde

gX)=b X+ -+ b X+ by
hX)=c X"+ -+ X+c¢
1<sr<n-1

TemOS ao == ao.ﬁo.

a0:b0C0 p|boep+c0
plao = ou
pz ta, D é Fatorial p tby e plcy

Digamos que aconteca o caso p | by e p t ¢, (0 outro caso seria tratado de maneira

anéloga). Analisando o coeficiente lider a,, de f(X) = g(X)h(X) segue que

an = bscy p tbs
e = e
ptay D é Fatorial p tc,

Seja b, comu < s < n — 1 o coeficiente do termo de mais baixo grau de g(X) que p
ndo divida, isto é:
plbop|by,...,p|by_1masp tby
Considerando agora o coeficiente a,, em f(X) temos que
a, = bocy + bicy_ 1+ -+ by_1c1 + %

p divide p nao divide

e portanto p ndo divide a,,. Isto contradiz a hip6tese que o elemento p divide a; para

todoi<n—-1. g

Exemplo 2.24: Mostre que
f(X) =2x" +5(2 4 3)X*° +39x% + 13

é irredutivel em Z[i][X].

Solucéo: Observe que p = (2 + 3i) € Z[i] é irredutivel pois N(p) = 22 + 3% =13
(primo) conforme Proposigéo 2.6 . Por outro lado, temos que

e 13=(2+30)(2-30)=22-3i)2?=4-9i2=4—-9(-1)

e 39=3.13=3(2+30)(2-30)
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Agora é facil ver que para p = (2 + 3i) € Z[i] irredutivel, temos que

ptag=2
p | 5(2+3i),0,39,13
p?ta,=13

Pelo critério de Eisenstein:

f(X) ndo é produto de dois polindmios de grau > 1 em Z[i][X].

Por outro lado, como
mdc (2,2 + 3i,39,13) = 1

concluimos que o polindmio f(X) € irredutivel em Z[i][X].
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CAPITULO 3 - Aplicacoes

Como aplicacdo do estudo de anel dos inteiros de Gauss Z [i], daremos uma
caracterizacdo simples dos inteiros que sd@o soma de dois quadrados. Comegaremos
dando uma caracterizagdo para 0s numeros primos. Mas antes, enunciamos um

resultado cléssico que sera util.
Proposicao 3.1 (Pequeno Teorema de Fermat) Seja p um nimero primo € a € Z. Entéo
aP? = a (modp),ouseja, a?P —a =k.p, paraalgumk € Z.
Prova: Faremos inducgéo sobre a.
Casoa =1,temos 1P — 1 =0 = 0.p.
Suponha que o resultado vale para a = k;
kP —k=c.p (H.I
Vamos mostrar que o resultado vale paraa = k + 1:
k+1)P—-(k+1)=d.p.
De fato, usando a formula binomial, segue que

p

(k +1)P = kP + (7;) kP11 + (729) kP=2.1 + -+ (p 1

)k 1Pt 1P

Como p divide (IZ) paratodoi = 1,...,(p — 1), segue que

(k+1)P=kP+ mp+1
Subtraindo (k + 1) em ambos os termos

(k+1)P—(k+1D) =kP+mp+1-(k+1)=(kP—k)+mp=cp+mp
H.I

Segue que

k+1)P—(k+1)=dp m
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Corolario 3.2:. Se p € primo e p ndo divide a, entdo

aP~! =1 (mod p),ouseja,aP™! —1 = dp

Prova: Pelo Teorema 3.1, temos que

a’ —a=a. (@ t-1)=kp

Como mdc(a,p) = 1 pois p ndo divide a, entéo

p divide (a?P~* — 1), isto 6, a?"' = 1 (mod p). m

Teorema 3.1 (Fermat): Se p € um numero primo entdo as seguintes afirmacdes sdo

equivalentes:

i) p=20up=4n+1,comne€ Z
(ii) Existea€e Ztalquea?=m.p—1,comp€ Z
(iii)  p ndo é irredutivel em Z[i].
(iv)  p ésoma de dois quadrados.
Prova:

(i) = (ii) : Sep = 2. Tome a = 1. Sejaagora p = 4n + 1, com n € N. Pelo coroléario

3.2, temos que 1, 2, ..., (p — 1) sdo raizes do polindmio

Logo,

1xP1 -1 € (Z/pI)[X]

Xl 1=X-DX-2)..X—p—-1).

Como p — 1 = 4n, temos também

XP1_T=x"-1=X"-DX*"+1).

e, portanto,

X"-DX*"+1D=X-1DX-2)..(X—-p—-1).
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Como p € primo. (Z/pZ) é um corpo e portanto (Z/pZ)[X] é um dominio de fatoragdo

Unica. Portanto, existe x € {1,2,...,p — 1} é tal que X*® + 1 = 0. Tomando a = x":

a’?=x"=-1 = a’= —1modp

(ii) = (iii) Por hipdtese, existe a € Z tal que a? = m.p — 1 paraalgum m € Z. Logo
(a+i)(a—1i)=m.p,ouseja,p/(a+i)(a—1i). Porém, pndo divide a +i em Z[i]
pois se ele dividisse teriamos a +i =p.(e + f.i),come, f € Z. Como o coeficiente
de i =1, obteriamos 1 =p.f, 0o que é absurdo pois p ndo é invertivel em Z.
Analogamente, p ndo divide a —i em Z [i]. Entdo, p ndo é elemento irredutivel em
Z[i].

(iii) = (iv) Por hipdtese, existem (a + bi), (¢ + di) € Z[i] tais que
p = (a + bi)(c + di)
com N(a+ bi) #1 e N(c + di) # 1. Temos entdo:
p? = N(p) = N(a + bi).N(c + di) = (a® + b?).(c? + d?),

ondea?+b?#1lec?+d?>+#1. Sendo Z um dominio fatorial e p um elemento

irredutivel de Z, devemos ter p = a? + b2. Portanto, p primo é soma de dois quadrados.
(iv) = (i) Sendo p um nimero primo, temos somente trés possibilidades

° p:Z
e pédotipo4n+1
e pédotipo4n + 3

Basta entdo mostrar que nenhum inteiro do tipo 4n + 3 € soma de dois quadrados.

Se a é um inteiro qualquer entdo @ = 0,1,2 ou 3 em (Z /4Z) e portanto
a>= 0,1,0 ou 1, isto é, a2 = 0 ou 1 em (Z /4Z). Entdo se a e b sdo dois inteiros
quaisquer, as possibilidades para a? + h% sdo0 0,1 ou 2 em (Z /4Z) e 4n+ 3 = 3 em

(Z /AT) ndo € soma de dois quadrados. pg
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Corolario 3.2: Os elementos irredutiveis de Z[i] sdo exatamente os elementos dos

seguintes tipos:

e +p,tip,compprimo emZtalquep =4n+3comn € Z.

e a+ bicoma?+ b?igual aum primo de Z

Prova: Um elemento de Z[i] do tipo +p,*ip, com p primoem Z e p=4n+3 é
irredutivel pelo teorema anterior. Um elemento a + bi € Z [i], com a? + b? igual a um

primo em Z, é irredutivel em Z [i] pois sendo teriamos
a+bi=a.pcoma,f ++1,+i
Logo:
a’? + b%? = N(a + bi) = N(a.pB) = N(a).N(B),

com N(a), N(B) €Z,e N(a) # 1 e N(B) # 1, 0 que contradiz a hipotese de a? + b?

ser primo em Z.

Reciprocamente, seja a + bi um elemento irredutivel em Z[i]. Usando a
conjugagdo complexa é facil mostrar que (a — bi) é também irredutivel em Z[i]. Se

a? + b? ndo é primo em Z, entdo
a’? +b?> =n.m,
comn,m € Z,comn,m # +1. Logo,
(a+ bi)(a—bi) =n.m
Pela unicidade da fatoracdo em Z[i] obtemos:

{a+bi=e.n
a—bi =em’

come € {+1,+i};logoa = 00ou b = 0, ou sgja,
{ a+bi=+ic

a+ bi =+c
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com ¢ € N. Agora, sendo a + bi irredutivel em Z[i], vemos que c € irredutivel em Z [i],
e com muito mais razao, irredutivel em Z. Pelo Teorema anterior, este elemento é do

tipopc=4k+3 g

Observacéo 3.3:
a) quando um primo p é soma de dois quadrados, ele 0 é de maneira Unica.
De fato, suponha que p = a? + b? = ¢? + d?. Temos, entdo,

p = (a + bi)(a — bi) = (c + di)(c — di)

Os elementos (a + bi), (a — bi), (c + di), (c — di) sdo irredutiveis em Z[i], pois tem

norma igual a p que € irredutivel em Z.

Sendo Z[i] Dominio Fatorial, obtemos que (a + bi) é associado a (¢ + di) ou a

(¢ — di); ja que os elementos invertiveis de Z[i] sdo +1 e + i, dai:

b

I
I+ I+

c a=1= a’ = c? a’ = d?
dou{b=ic’ logo {b2=d2 Ou{b2=C2

b) Em geral, é possivel para um inteiro positivo ndo-primo ser expresso como soma de
dois quadrados de duas maneiras diferentes, por exemplo:

{125=102+ 52 = 11% + 22
50=1*+7?=5%+ 57

Antes de generalizar o teorema anterior e caracterizar 0s inteiros que sao soma
de dois quadrados, observamos que o produto da soma de dois quadrados é uma soma
de dois quadrados.

Lema 3.4: Se f, g sdo dois inteiros que sdo soma de dois quadrados entéo o produto

f. g também ¢é soma de dois quadrados
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Prova: Por hipétese, existem inteiros a, b, c,d tais que f = a® + b% e g = c* + d>.

Entéo,
fg = (@ + b?)(c? + d?) = N(a + bi)N(c + di)
= N[ (a+ bi).(c + di)] = N[ (ac — bd) + (ad + bc)i ]

= (ac — bd)* + (ad + bc)*. m

Teorema 3.5 (Fermat): Seja n um namero inteiro positivo e seja
n= 2"p/t..p“.q" ... q5°
sua decomposicao irredutivel em Z, onde

® Dy, ..,pe S0 primos dotipo4k + 1e
® q4,..,qs530 primos do tipo 4k + 3.

Entdo, n € soma de dois quadrados se e somente se vy, V5, ..., 1, SA0 pares.

Prova: Se vy, v;, ..., g S30 pares, entdo q,*, ..., q.* sdo quadrados e, portanto, s&0 soma
de dois quadrados. O Teorema anterior nos diz que 2, py,...,p; S80 soma de dois
quadrados e, portanto, aplicando sucessivamente o Lema anterior, temos que n é soma

de dois quadrados.

Reciprocamente, suponhamos que n = a? + b%,com a, b € Z. Seja p um primo
impar e suponhamos que a maior poténcia de p que divide n seja impar. Queremos
mostrar que p é necessariamente do tipo 4k + 1. Seja d = mdc(a,b). Entdo, a =

da; e b = db;comay,b; € Z emdc (aq,b;) = 1. Temos que:

n=a%+ b?=d?(a? + b?)
e é claro que a maior poténcia de p que divide d? é par, consequentemente p divide
a? + b2, ousejaa;2+b;,° =0 em (Z/pZ) . Note que b, # 0 pois, caso contrario

teriamos a? = — b? = 0, logo a, = 0, isto &, teriamos que p divide a, e by, 0 que é

impossivel pois 0o mdc(a,,b;) = 1. Temos entdo:
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e portanto (51/51)2 + 1 = 0 pois (Z/pZ) é um dominio. Tomando ¢ € Z tal que

i=— =2=-1 > 2= —1modp
b,

Q

Pelo Teorema 3.1, concluimos que p é do tipo 4k + 1. g

Observacao 3.6: Os numeros de Fermat sdo os nimeros da forma:
E, =2%" +1.

O quinto namero primo de Fermat (0s quatro primeiros sdo 5 = 22" 41,17 = 22" +1,
257 = 22° +1, 65537 = 22" + 1) Fy = 4294967297 = 22° + 1 é escrito como soma
de dois quadrados: Fs = 4294967297 = 22° + 1 = (216)2 + 12,

Euler conseguiu escrever este mesmo nimero como soma de outros dois quadrados:
Fs = (219)2 + 12 = (62264)? + (20449)?

Isso realmente teve uma grande consequéncia. Fermat achava que seu quinto nimero
era primo, mas o fato de ele ser escrito como soma de dois quadrados distintos provou

que Fs era composto.

Vejaque 641 =42+ 252 =2*+5%*=527+1

Por outro lado,

232 = (216)2 = 24,228 = (641 — 54).228

(641 — 54).228 = —5% 228 = _(5.27)% = —(641 — 1)* = —1(mod641).
Logo 641 divide 22° + 1.
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CAPITULO 4 — Atividades

4.1. Atividade 1

Essa atividade tem como objetivo principal verificar a compreensdo do conceito
de maximo divisor comum em problemas que envolvam valores inteiros. N&o existe o
comando claro de que deve ser calculado o mdc. A compreenséo plena do conceito faz o
entendimento possivel. Somente apds compreensao do que esta sendo pedido o calculo
sera feito a partir de um dos métodos existentes. Tais problemas sdo frequentemente

exigidos nos exames de vestibulares em nosso pais.

(PUC) “A Dengue ¢ uma doenga causada por um virus, transmitida de uma pessoa
doente para uma pessoa sadia por meio de um mosquito: o Aedes aegypti. Ela se
manifesta de maneira subita — com febre alta, dor atrés dos olhos e dores nas costas — e,
como ndo existem vacinas especificas para o seu tratamento, a forma de prevencéo é a

Unica arma para combater a doenga. ”
Fonte (adaptado): prdu.unicamp.br/dengue/dengue.html

Assim sendo, suponha que 450 mulheres e 575 homens inscreveram-se como
voluntarios para percorrer alguns bairros do ABC paulista, a fim de orientar a populacédo
sobre os procedimentos a serem usados no combate a Dengue. Para tal, todas as 1.025
pessoas inscritas serdo divididas em grupos, segundo o seguinte critério: todos os
grupos deverdo ter a mesma quantidade de pessoas e em cada grupo s6 havera pessoas
de um mesmo sexo. Nessas condicBes, se grupos distintos deverdo visitar bairros
distintos, 0 menor nimero de bairros a serem visitados é:

(A) 25
(B) 29
(C) 37
(D) 41
(E) 45

57



4.2. Atividade 2

O objetivo dessa atividade é verificar se 0 aluno € capaz de fazer o calculo do maximo

divisor comum de inteiros gaussianos redutiveis e irredutiveis.

Calcule o mdc em Z[i] dos seguintes elementos:

8 a=8+9%ef=—-1+7i
b) a=3+2ief=2—1i

4.3. Atividade 3

O objetivo dessa atividade é fazer o aluno perceber que o nimero 2 nao é primo nos

inteiros gaussianos e determinar seus divisores.

O numero 2 é primo em Z[i]? Justifique.

4.4. Atividade 4

O seguinte questionamento motivou a aplicacdo dessa atividade: serd que é possivel
escrever cubos como soma de dois quadrados?

Determine todos os pares x,y € Z tal que y* = x* + 1.

45. Atividade 5

O objetivo dessa atividade é verificar se 0 aluno compreende a diferenca entre primo e
composto no anel dos inteiros de Gauss.

3 + 8i € um numero primo ou composto em Z[i]?
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CAPITULO 5 - Respostas das Atividades

5.1. Solucéo da atividade 1

Quanto maior o nimero de pessoas em cada grupo, menor sera o numero total de
grupos e, portanto, menor sera o numero de bairros visitados. Entdo, 0 nimero maximo
de pessoas por grupo sera 0 mdc entre o numero de homens e o nimero de mulheres, ou
seja, mdc(450,575) = 25 pessoas por grupo. O nimero total de grupos serd o numero
total de bairros visitados. Como temos 450: 25 = 18 grupos de mulheres e 575:25 =
23 grupos de homens, teremos um total de 18 + 23 = 41 grupos e, portanto, 41

bairros visitados. Letra D.

5.2. Solucédo da Atividade 2 (a):

N(8 + 9i) = 64 + 81 = 145 = 29.5
N(=1+7i)=1+49 =50 = 2.52

Por outro lado, y = a + bi tal que N(y) =5 = a? + b?. Logo

a’> =4 a==2 a’=1 a=+1
{ :{ C o { :{ .

b2 =1 b=+1 b2=4 \b=12

Q
Q

Em particular, y = 2 + i é irredutivel, pois N(y) = 5 é primo.
Da mesma forma, ¢ = a + bi tal que N(¢) = a? + b? = 29. Logo
a’ =25 a=15 a’? =4 a=1=2
{ e = { e ou { e = { e
b? =4 b=42 =25 b =45
Em particular, ¢ = 5 + 2i € irredutivel pois N(¢) = 29 é primo. Portanto
a=8+9i=(5+2i).2+i)=00-2)+G+4)i.
Por outro lado, analogamente,

B=—-1+7i=1+3D).CQ+D)=0Q+DC+D2+i)=>104+)2+1i)>
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Logo

mdc(a, ) =mdc[ (5+2))2+D),1+D)R2+D*]=Q+i)

5.3. Solucao da atividade 2.(b)

Calculando a fungdo norma nos elementos, temos que:

e N(B+2i)=9+4 =13 (primo)
e N2—-i)=4+1=5 (primo).

Pela Proposicdo 2.5 segue que a = (3+2i)ep =(2—1i) sdo irredutiveis e

consequentemente ndo tem fator comum, portanto

mdc(a,B) = 1.

5.4. Solucéo da atividade 3:

Como2=1+i1-1i)
O numero 2 ndo é primo em Z[i] pois 2 ndo divide (1 + i) nem (1 —i).

Com efeito, se 2 divide 1 +i existe um inteiro gaussiano y = c + di tal que

1+ i=2.(c + di). Resolvendo temos que ¢ =% ¢Zed =%§E Z.

Analogamente mostramos que 2 nao divide (1 — i).

5.5. Solucéo da atividade 4:

yP=x2+1=(x+ Dk — 10
Onde i? = —1.

(x + D) = (a)™ (@) (az)®... (ar, )™

(x — D= (B (B2)" (B)"... (Bi,) "

60



onde a,, e B, sdo primos de Gauss € a,, € b,, Sa0 0s expoentes dos termos da fatoragéo.

Da fatoragdo acima, serd necessario saber se existe algum o ou [ iguais, ou seja, se
algum dos primos da fatoracdo de (x + i) é igual a algum dos primos da fatoracéo
de (x — i). O que se pode deduzir é que, se existe algum termo das fatoracGes de
ambos que sejam iguais, entdo este primo também € um termo na fatoragdo de qualquer
combinagdo aritmética (soma, subtracdo, divisdo e multiplicagdo) entre eles.

Fazendo:
x+i)—(x—1) = 2i
x+ i)+ (x—10I = 2x

Portanto, caso exista algum a que seja igual a algum B, este é 2 (ou 2i, ou—2, ou —2 i),
ja que as unidades dos inteiros de Gauss sdo 1,—1,i e —i.

Obs.: E importante perceber que o 2 ndo &, necessariamente, um termo da fatoracéo. O
que se ressalta aqui é que se o 2 for termo da fatoracdo de um deles, entéo é dos dois e
neste caso este seria 0 Unico termo em comum na fatoracdo de (x + i)e (x — i).
Logo, qualquer a é diferente de qualquer g, exceto se um deles for 2. Assim, se 2 é
fator da decomposicdo de (x + i), entdo existe um ¢ = (a + bi) (inteiro de Gauss)
tal que:
x + i = 2(a + bi) =2a + 2bi
Ou seja:
2b = 1.

Mas como b é um inteiro, entdo k = 0.

Portanto, a equacdo inicial fica:

¥ = [(a)® (@)™ (as)®... (ar,) ¥ ]. [ (B (B2)"2(B3)".... (Bi,) 2]

Porém, para que y seja inteiro, cada um dos expoentes a,,a,,as,..,ax, €
by, by, b3, ..., by, devem ser multiplos de 3, jd que todos os primos de Gauss o e B sdo

diferentes. Desta forma podemos escrever a equacao:

y* = [(“1)‘1'1(“2)“'2(613)“’3...(akl)a’h. (ﬁl)bll(ﬁz)b’Z(ﬁg)b’3“_(ﬁkz)b’kz]?)

Além disso:
(x + 1) = [(a)¥*(@)¥2(@3)". . (@) " ]?
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(x = O = [BI" (B> (B3)"">.... (Br,)""2 T

Usando:
(a)¥1(ax)¥2(az)*3... (ag,)"* = u + vi

Onde u + vi € um inteiro de Gauss, temos que:
(x + i) = (u+ vi)® = [u® + 3u®vi + 3ui)® + (vi)’]

= ud + 3u?vi- 3uv? — v3i
= (u* — 3w? + i. BuPv — v3)

Entéo,
{ (x + i) = (W — 3u?) + i.(Bu?v — v3)
(x — i) = (w® - 3uv?) —i(Bu?v — v?)
Logo,
3uty — 13 =1
1
3u? — v =—
v

Porém, como u € um inteiro e vtambém € um inteiro, vs6 pode ser +1, caso
;- 11 ~ 7 ~ , . .
contrar|o|;| < 1, 0 que ndo é uma solugdo possivel para 3u® — v* sendo u e v inteiros.

3

Assim, para v = 1segueque 3u?— 1 = 1> u?= - 0 que ndo é possivel, pois u é
inteiro.

Analogamente, para v = —1segueque3u’— 1 = —1=u=0

Logo,

x+ )= @W—3uw?)+ i.Cu?v — v3) =0 + i,
ou seja, x = 0. Neste caso,

{y3=02+1
y=1

Portanto, este exercicio s6 admite uma solugéo:

{x’= 0

y=1
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5.6. Solucéo da atividade 5

Temos que
N(3+8i)=9+64=73 éprimoemZ e 73 =32+ 82
Pelo corolério 3.2, como 73 = 18.4+ 1, temos que

3 + 8i é primo em Z[i].
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CONCLUSAO

Durante a elaboracdo deste trabalho nossa preocupacdo foi evidenciar as
ligacbes que ha entre conteddos distintos da Teoria Elementar dos NUmeros.
Verificamos propriedades de Z mantidas em Z[i]: divisibilidade, o algoritmo de

Euclides, a ideia de fatoracdo e de nimero primo e composto.

Explorando essas ligacGes percebemos o significado e funcionalidade nos

conceitos trabalhados acarretando consequentemente a assimilacdo desses contedos.

No desenvolvimento dos conteldos abordados como também na aplicacdo dos
mesmos foi nossa intencdo coloca-los dentro de um nivel de compreensdo e maturidade

de um aluno do Ensino Fundamental e Médio.

Na troca de ideias com professores sobre 0 nosso assunto, as respostas obtidas
foram muito importantes. O que fizemos em termos de pesquisa e consulta a amigos
para a realizacdo desse trabalho nos possibilitou aprender muito a respeito ndo s6 do

tema em estudo, mas também do ensino da Matemaética em geral.

Confesso que cresci pessoal e profissionalmente com esse trabalho tendo dessa
forma ampliado meus horizontes para estudos na busca de melhoria do ensino da

Matematica a partir dos anos finais do Ensino Fundamental.

Por fim, esperamos que esse trabalho possa contribuir como estimulo e ao
mesmo tempo servir de fonte de consulta por parte de professores e alunos que estejam
interessados neste tipo de assunto buscando ampliar seus conhecimentos com a

finalidade de minimizar as dificuldades encontradas no trato dessa matéria.
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