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RESUMO

AVELAR, C. B.. O fascinante mundo dos ntimeros complexos. 2017. 107 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matematica)
— Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacgao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

Essa dissertacao versa sobre o conjunto dos niimeros complexos e uma breve introducao
sobre o Calculo Diferencial de Fungoes em uma Variavel Complexa. Como proposta didatica
apresentamos uma atividade que relaciona niimeros complexos e geometria voltada para

professores do Ensino Médio.

Palavras-chave: Numeros complexos, raizes da unidade, fungoes complexas e Geogebra.






ABSTRACT

AVELAR, C. B.. O fascinante mundo dos ntimeros complexos. 2017. 107 f.
Dissertagao (Mestrado em Ciéncias — Programa de Mestrado Profissional em Matematica)
— Instituto de Ciéncias Mateméticas e de Computacgao (ICMC/USP), Sao Carlos — SP.

This dissertation asserts on the set of complex numbers and brief introduction on Differential
Calculus to one Complex Variable Functions. As didactic proposal we present an activity
involving complex numbers and geometry that may be applied to teachers in high school

level.

Keywords: Complex numbers, roots of unity, complex functions and Geogebra.
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CAPITULO

INTRODUCAO

Ao longo do Ensino Fundamental, o estudante desenvolve o conceito sobre conjuntos
numeéricos que envolve desde a contagem, nos anos iniciais, até a formalizacao do conjunto
de nimeros reais. Desse modo o aluno ¢ apresentado ao conjunto dos niimeros naturais e,
posteriormente, no Terceiro e Quarto anos, aos nimeros racionais por meio de medidas e
propor¢oes. Na sequéncia, a partir do Quinto ano, é introduzido aos nimeros negativos
e o conjunto dos numeros inteiros. Ao final, o estudante adquire o conhecimento sobre
numeros reais no Oitavo ano, quando passa ao estudo sobre os niimeros irracionais. Nesse
momento, ¢ realizada a formalizagdo desse conjunto numérico e suas operagoes no qual
as operagoes algébricas sao estendidas a partir das operagoes oriundas do conjunto dos
numeros racionais. O ensino sobre niimeros complexos ocorre apenas no Terceiro ano do
Ensino Médio. Geralmente o tema é introduzido de forma artificial como ferramenta para a
busca de solucao de equacoes algébricas. Assim apenas é priorizado o ensino algébrico sobre
o conjunto dos nimeros complexos sem introduzir outras representacoes como a forma
polar e a representagdo no plano de Argand-Gauss. Dessa forma, o ensino do conjunto dos
nimeros complexos aparenta algo artificial “inventado”como artificio para a solucao de

exercicios e praticar equagoes algébricas.

Esse texto abordara o estudo sobre oconjunto dos niimeros complexos e suas
representacoes: algébrica, polar e trigonométrica. Inicialmente trataremos sobre como é
abordado nos principais documentos norteadores utilizados no Ensino Basico. Apds um
estudo sobre as operagoes e propriedades do conjunto dos niimeros complexos faremos
uma introducao ao calculo em uma variavel complexa. Por fim o texto traz uma proposta
de atividade que pode ser implementada no Ensino Basico com o intuito de ampliar o

aprendizado sobre niimeros complexos.
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CAPITULO

O FASCINANTE MUNDO DOS NUMEROS
COMPLEXOS

A sentenca "A historia dos niumeros complexos ilustra bem como um conceito
matemdtico fundamental pode demorar muito até ser bem compreendido e aceito. E uma
historia longa de resisténcia, por parte de excelentes matemdaticos, a admitirem a existéncia
dos numeros complexos, mesmo quando os usavam” retirada da referéncia (CARMO
M.P.MORGADO; A.C.WAGNER, 2005, Capitulo 10) mostra que os nimeros complexos
trilhou um longo caminho entre aceitacao, relutancia e aprimoramento até ser aceito e
compreendido. Isso nao significa que a evolugao dos nimeros complexos tenha ocorrido de
forma linear assim como a evolugao dos niimeros nao ocorreu dessa forma, pois quando
os matematicos ja aplicavam e utilizavam os niimeros complexos, mesmo sem sua total

aceitagao, outros matematicos ainda discutiam a existéncia ou nao de niimeros negativos.

Nessa dissertacao apresentamos parte do desenvolvimento tedrico desse conceito
e algumas de suas aplicagoes relevantes. O que torna fascinante o conjunto dos niimeros
complexos é saber que além da sobrevida na resolucao de algumas equacgoes algébricas, como
por exemplo a famosa equacio x> — 10x+40 = 0 de Cardano (1501-1576), a Matemaética
ganhou como linguagem um novo vocabulario como por exemplo explicar o calculo do
logaritmo de um numero real negativo ou determinar de maneira algébrica os vértices
de um poligono regular inscrito na circunferéncia unitaria. Mais do que obter raizes de
nimeros reais negativos as consequéncias do advento desse conjunto permitem aplica¢oes
em diversos campos da Matematica e também em outras areas como Fisica, Quimica e

Engenharia.

Dentro da perspectiva da elaboracao de uma dissertacao apropriada ao programa
Mestrado Profissional de Matematica em Rede Nacional - PROFMAT - o estudo sobre
nimeros complexos nao esgota somente os tépicos apresentados nessa dissertacdo mas

enfatiza a importancia e a beleza desse assunto o que torna fascinante o conjunto dos
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numeros complexos.
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CAPITULO

3

ANALISE DOS PARAMETROS
CURRICULARES REFERENTES AOS
NUMEROS COMPLEXOS

O ensino sobre nimeros complexos, geralmente realizado no Terceiro ano do Ensino
Médio, segue parametros e diretrizes que sao norteadores dos conteiidos e objetivos a
serem alcancados na Educacao Basica. Entre tais documentos oficiais podemos destacar: os
Parametros Curriculares Nacionais-PCN, o Curriculo do Estado de Sao Paulo, o Manual
da Fundacao Universitaria para o Vestibular-FUVEST, o Exame Nacional do Ensino
Médio-ENEM e a Proposta Didatica da Sociedade Brasileira de Matematica.

3.1 Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio-
PCNEM

Os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN+) visam orientar e nortear os cur-
riculos das redes de ensino em todo o territorio brasileiro. Assim serve como referéncia
nos objetivos e conteudos abordados pelas diversas redes municipais, estaduais, privadas e
federal em todo o Ensino Béasico. Esse é o principal texto norteador da educacao brasileira,

referéncia para outros documentos mais especificos, regionais e detalhados.

Segundo o PCN+, toda rede de ensino, ao criar seu projeto pedagbgico, deve
enfatizar contetdos essenciais em cada area, em especial da Matematica. Ainda, segundo
o PCN, o recorte do contetdo a ser abordado em sala de aula deve priorizar qualidade e
os temas abordados devem ser essenciais para o aluno colocar em pratica a Matematica.
Esse mesmo documento cita que os nimeros complexos exercem extrema relevancia para
a expansao do conhecimento no campo dos conjuntos numéricos, além de servir como

um dos pilares para o estudo de equagoes algébricas, no qual a Algebra tem grande
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importancia como instrumento no desenvolvimento de calculos bem como na linguagem
matematica para modelagem de problemas e abstragdes. Contudo, na pagina 122 do PCN+-,
no documento Ciéncias da Natureza, Matemética e suas Tecnologias, estd escrito:(BRASIL,
2002)

"Tradicionalmente, a matemdtica do ensino médio trata da ampliacdo do
conjunto numérico, introduzindo os numeros complexo. Como esse tema
isolado da resolucdo de equagdes perde o seu sentido para os que ndo
continuardo seus estudos na drea, ele pode ser tratado na parte flexivel

do curriculo das escolas.”

Tal sentenga entra em contradicdo com o préprio propésito do PCN: priorizar temas
essenciais em cada area da Matematica. Como veremos ao longo do desenvolvimento dessa
dissertagao o tema Numeros Complexos é um dos temas centrais de campos numéricos,

equacgoes algébricas, além de aplicacoes em geometria.

Para finalizar a argumentagao contraditéria da citagdo da pagina 122 do PCN+ de

matematica, citamos um trecho da Lei 9394/96.

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educag¢io Nacional (Lein®
9.894/96), o ensino médio tem como finalidades centrais ndo apenas a
consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos adquiridos durante
o nivel fundamental, no intuito de garantir a continuidade de estudos,
mas também a preparagdo para o trabalho e para o exercicio da cidada-
nia, a formagdo ética, o desenvolvimento da autonomia intelectual e a

compreensdo dos processos produtivos.

3.2 Curriculo do Estado de Sao Paulo

O Curriculo do Estado de Sao Paulo é um documento de abrangéncia estadual que
apresenta os temas do PCN de maneira contextualizada, e serve para a utilizagdo na rede
estadual paulista de ensino. Ele divide os temas por areas, sendo a secao Matematica parte
da area especifica de "Matematica e Suas Tecnologias”. Essa area ainda é subdividida
em trés eixos: Relacoes, Numeros e Geometria, no qual o tema Ntumeros Complexos esta
inserido no eixo Numeros. Pelo Curriculo do Estado de Sao Paulo, o conteido sobre
nameros complexos deve ser ensinado no segundo bimestre da terceira série do Ensino
Médio. Duas das cinco habilidades especificas do bimestre estao diretamente relacionadas

ao tema, a saber:
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o "Saber expressar o significado dos numeros complexros por meio

do plano de Argand-Gauss”,

o “"Compreender o significado geométrico das operagoes com

numeros complexos, associando-as a transformagoes no plano”.

Dada a caracteristica de interdisciplinaridade e contextualizagao desse documento,
o conceito sobre niimeros complexos deve ser apresentado por meio de um problema pratico,
contextualizado, ou de uma historia que o introduza de maneira interessante a fim de que

os alunos criem interesse.

Observamos ainda que, segundo o Curriculo do Estado de Sao Paulo, o ensino dos

nimeros complexos é fundamental para o eixo "Nimeros”.(EDUCA¢a0O, 2010)

e O estudo de sucessoes numéricas, nimeros irracionais e aproxima-
¢oes racionais usadas em problemas prdaticos, bem como a extensao
do campo numérico para o conjunto dos nimeros complexos, cons-
titui o mote central para o desenvolvimento do eixo Ndmeros no
Ensino Médio.

3.3 Fundacao Universitaria para o Vestibular

A Fuvest, Fundacao Universitaria para o Vestibular, conhecida no estado de Sao
Paulo e no Brasil, organiza o vestibular para institui¢des concorridas como a Universidade
de Sao Paulo-USP e a Faculdade de Ciéncias Médicas da Santa Casa de Sao Paulo.

O conteido de Matematica no processo seletivo da Fuvest esté inserido em duas
faces, na primeira fase o candidato serd avaliado quanto ao dominio da linguagem matema-
tica, compreensao de conceitos e procedimentos de Matematica Elementar e a capacidade
de resolucao de problemas. Ja na sua segunda fase espera-se do candidato um maior
dominio dos conceitos, conhecimento de ferramentas e métodos para o aprofundamento do

estudo na area e resolucao de problemas mais abstratos.

Para fazer essa avaliacao e saber se o candidato estd apto a ingressar no Ensino
Superior, a Fuvest mantém um programa de matematica dividido em quatro se¢oes, no
qual o conceito sobre niimeros complexos esta inserido na se¢ao "Conceitos e Relagoes
Numéricas Basicas e Aplicagoes”, tendo destaque por ser o tépico central no quesito de

ampliagao do campo numérico, conceitos basicos e propriedades.

Segundo o manual da Fuvest,(VESTIBULAR, 2016) no item 1.4 dos t6picos de

Matematica, nimeros complexos é necessario por:
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e 1.4 - Insuficiéncia dos numeros reais para a resolugdo de equagdes
algébricas de 22 e 32 graus; o conceito de numero complero e suas
representacoes - geométrica, algébrica e trigonométrica; interpre-
tacdo algébrica e geométrica das operagoes e das raizes de numeros

complexos - raizes da unidade.

3.4 Exame Nacional do Ensino Médio

O Exame Nacional do Ensino Médio-ENEM, é uma avaliacao que ocorre anualmente,
aplicada aos alunos concluintes do Ensino Médio. Organizada pelo Instituto Nacional
de Ensino e Pesquisa-INEP, érgao ligado ao Ministério da Educacao e Cultura-MEC do
Governo Federal, o ENEM ¢ o principal instrumento de avaliagdo para o ingresso em
institui¢cdes e programas federais, tais como: o PROUNI, o PRONATEC, o FIES e o
SISU. Além disso, é o exame utilizado em algumas institui¢dbes do Ensino Superior para
o ingresso em cursos de graduacao. Ao analisar a matriz de referéncia de Matematica e
Suas Tecnologias, temos que, em nenhuma das sete competéncias listadas, esta inserido o
estudo de Ntimeros Complexos. No item 2 do edital do ENEM(2013), a secdo "Matemaética
e Suas Tecnologias”, esta dividida em cinco campos do conhecimento da Matematica, e

em nenhum deles esta inserido tal contetudo.

3.5 Proposta da SBM

A Sociedade Brasileira de Matematica (SBM) desde 2014 prepara um material
de referéncia no ensino de matematica. A Proposta Curricular da SBM esta dividido em
quatro segmentos a saber: Licenciaturas, Ensino Médio, Ensino Fundamental Anos Finais

e Ensino Fundamental Anos Iniciais.

O ensino de nimeros complexos esta na parte da Proposta relacionada ao Ensino
Meédio e estd inserida na parte sobre temas complementares, ou seja, a SBM propde que
nimeros complexos seja um assunto optativo e complementar no Ensino Médio. Observe a

distribuicao do conteido do Ensino Médio segundo a proposta da SBM.

Vimos que nimeros complexos nao ¢ abordado como assunto prioritario no Ensino
Médio, mesmo que alguns documentos citem que niimeros complexos é fundamental e
tema central para o entendimento e estudos futuros em Algebra, Fungoes e expansao de

conjuntos numéricos.
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Numeros e Fungoes

Geometria

Matematica Discreta

Tratamento da
Informacgao

elementares no plano e
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Conjuntos e nogdes de Geometria Plana: Conjuntos e Contagem. Nogoes de amostragem.
logica. congruéncia, semelhanga = o  Aritmética. Organizacao de dados:
« Conjuntos Numéricos. e areas. distribuicées de
* Proporcionalidade. Trigonometria do frequéncias e graficos.
* Fungoes: aspectos gerais. tridngulo.
+« Funcoes Afim e
Quadratica.
+ Sequéncias. Perimetro e drea de + Matematica Financeira. Medidas resumo e
e Qutras fungbes reais. figuras semelhantes. * Técnicas de Contagem. distribuicao de dados.
*» Funcdes Exponenciais e Circulo.
Logaritmicas. Geometria Espacial de
* Equagdes e Sistemas Posicao.
Lineares.
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e transformacdes

Figura 1 — Contetidos da proposta curricular da SBM
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CAPITULO

A

O CORPO DOS COMPLEXOS

Neste capitulo iremos abordar o conjunto dos niimeros complexos e suas proprieda-
des, assim chegamos a conclusao que o conjunto dos nimeros complexos é uma extensao
natural do conjunto dos niimeros reais, portanto consideraremos conhecidas as propriedades

dos ntimeros reais.
Definimos o conjunto dos niimeros complexo como o conjunto dos pares ordenados,
isto 6 RZ =R xR = {(x,y) | x,y € R} munido das seguintes operacoes:
soma + : R? x R — R*dada por (x1,y1) + (x2,¥2) = (x1 +x2,y1 +2),

multiplicacado - : R? x R? — R?*dada por (x1,y1) - (x2,y2) = (x1X2 — y1y2,X1¥2 + Y1 X2)-

O plano munido das operagoes acima é denominado conjunto dos niimeros complexos

e denotado por C = (]Rz, +,-). Um elemento em C sera denotado por :

<= ('x7y)7

chamado nimero complexo no qual x e y € R representam a parte real e a parte imaginaria

do ntimero complexo, z denotado por
x=Rez e y=Imz

Observe que dois nimeros complexos z; = (x1,y1) € 22 = (x2,y2) s@o iguais se e somente se
X1 =X2 €Y1 = )y2.

Identificamos um nimero real x, ou seja, x € R com o par (x,0), isto é, x = (x,0)
e portanto (x,0) é o par ordenado no conjunto C que corresponde ao nimero x em R.
Verificamos assim que as operagoes de soma e multiplicacao definidos acima é uma extensao

das operagoes em R, dado que:

(x1,0) 4+ (x2,0) = (x1 +x2,04+0) = (x] +x2,0)=x] +x7,
(x1,0).(x2,0) = (x1x2 —0.0,x1.0 +0.x2) = (x1x2,0) = x1x7.
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Denotamos o par (0,1) por i, isto é, i=(0,1) que satisfaz a propriedade
2 =(0,1).0,1) = (0.0— 1.1,0.1+ 1.0) = (—1,0).

Como (—1,0) é identificado como o ntimero real —1 segue que i> = — 1.

Utilizando as operacoes de soma e multiplicacao em C podemos decompor o niimero

complexo z na sua forma cartesiana complexa, isto é
z =xy)=x0)+(0,y) = (x,0)+(0,1).(»,0) = x+1iy.

A forma acima é chamada forma cartesiana de um ntmero complexo.

As operacoes de soma e multiplicagdo de niimeros complexos podem ser realizadas

usando a forma cartesiana. Considere z; = x| +iy; e zp = x» +iy>. Entao segue

soma +: z14+z2 = (x1+iy1)+ (x2+y2)
=x1+iy1+x+iyn
=x1+x2+iyi+in
=x1+x2+i(y1+y2),

multiplicagdo - : z1.z2 = (x1+iy1).(x2 +iy2)
= x1x2 +ix1y2 + iy1x2 + iiy1y2
= X1x2 +ix1y2 +iy1X2 — y1)2
= x1x2 — y1y2 +i(x1y2 +y1x2),

no qual x; +xp +i(y; +1iy2) é a forma cartesiana do par (x +x2,y; +y2) resultado da soma
definida com pares ordenados e x1xy — y1y2 +i(x1y2 + y1x2) é a forma cartesiana do par

(x1x2 — y1y2, X1y2 + y1x2) resultado do produto de zj por z;.

Antes de prosseguirmos destacamos uma propriedade. Dado z definimos o nimero
Z que é chamado de nimero complexo conjugado de z, ou simplesmente conjugado, que
serd denotado por 7 = x — iy. Geometricamente significa uma reflexao no eixo real em R?,

isto é7 (xay) - (x7 _y)‘

A seguir iremos verificar outras propriedades algébricas de C. Inicialmente verifica-
mos que (C,+) é um grupo e a partir de outras propriedades descritas abaixo se torna um

anel e por fim um corpo algébrico.

4.1 Propriedades algébricas

Nesta secao vamos provar que C munido das operagoes +,- é um corpo algébrico.

Inicialmente vamos provar que (C,+) possui a estrutura de grupo, isto é possui os axiomas
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da associatividade, elemento neutro e elemento oposto:

Al: (z14+22)+z3 =21+ (22+2z3) (Associatividade);
A2: (x,y)+(0,0) = (x,y) (Elemento neutro);
A3: (x,y)+(—x,—y)=(0,0) (Elemento oposto).

Ao verificarmos que (C,+) possui também o axioma da comutatividade provamos

que (C,+) é um grupo comutativo.

Ad: z1+2=2+7 (Comutatividade).

Continuando as propriedades algébricas verificamos que por possuir os axiomas de
associatividade do produto e distributiva em relacao a soma o conjunto dos complexos
ganha a caracterizagdo de anel, e posteriormente anel com unidade ao verificar o axioma
de elemento neutro em relagao ao produto, e anel comutativo ao se verificar que os (C,+,-)

possui o axioma da comutatividade em relagdo ao produto;

Bl: (z122)z3 = z1(2223) (Associatividade);

B2: zi(za+z3) =z122+ 7123 (Distributiva);

B3: (x,y)(1,0) = (x,y) (Elemento neutro);
(

B4d: z1z0 =211 Comutatividade).
Uma outra propriedade a ser verificada é a propriedade de elemento inverso para

os numeros complexos, o que atribui ao (C,+,-) a caracterizagao de corpo algébrico.

1
Cl: z—=1 (Elemento inverso).
<

Ao longo do texto consideramos conhecidas as propriedades algébricas do conjunto

real R(Corpo), e as utilizamos para as demonstragoes das propriedades em C.

Al Associatividade: (z; +z2) +2z3 =71 + (22 + z3) para todozy,22,23 € C.

dem.: Sejam z1 = (x1,y1), 22 = (x2,¥2) € z3 = (x3,y3). Entao

(z1+22) +z3 = [(x1,01) + (x2,52)] + (x3,33)
= (x1 +x2,y1 +y2) + (x3,¥3)
= [(x14x2) +x3, (v1 +32) +3]
= [x1 4+ (x2+x3),y1 + (v2+y3)] (prop. associativa em R)
= (x1,y1) + (2 +x3,52 +y3)
=z1+(22+23)
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Exemplo 4.1.1. Considere z; = (—3,4), z2 = (5,2) e z3 = (1,—5), somaremos pri-

meiro z; e 22, € o com o resultado somaremos z3, assim temos:

(21 +22)+z =[(=3,4)+(5,2)]+(1,-5)
= (- 3—|—5 442)+(1,-5)
=(2,6)+(1,-5)
=(2+41,6-5)

=(3,1).
Por outro lado,

a+(z2+z3) =(-3,4)+1[(52)+(1,-5)]
=(-3,4)+(5+1,2-5)
— (-3.4)+(6.-3)
=(-3+6,4-3)

=(3.1)

mesmo resultado acima.

A2 Elemento Neutro: Existe € € C tal que z+e€=¢€+z7=12z Vze C.

dem.: definimos € = (0,0) = 0+ 0i. Entao

(%,3) +(0,0) = (x+0,y+0) = (0,0) + (x,y) = (x,y)-

Note que o elemento neutro é tnico. De fato, suponhamos que exista € e € dois

elementos neutros. Entao

e =¢e+¢ (def. € elemento neutro)
=¢'+¢€ (def. € elemento neutro)
=g

Exemplo 4.1.2. Considere o nimero complexo z; = (5,—4). Entao

z71+€=(5—-4)+(0,0)=(5+0,—-4+4+0) = (5,—4) =z1.

A3 Elemento Oposto: Dado z € Cexiste w € C tal que z+w=w+z=E¢.
dem.: Sejam z = (x,y) e w = (—x,—y). Entéo
t+w = (xay) + (_x7 _y)

= (x—x,y—y) = (—x+x,-y+y)
)= (—=x,—y)+(x,y)
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O elemento oposto (ou simétrico) é tinico. Suponha w e w’ elementos opostos de z.

Entao
w =w+Ee (€ elemento neutro)
=w+(z+w) (W elemento oposto de z)
= (w+z)+w (prop. associativa da soma)
=e+w (w elemento oposto de z)
=w.

Exemplo 4.1.3. Considere z; = (3,—7) e zo = (—3,7). Entao

21+22=03,-7)+(-3,7)=3-3,-7+7)=(0,0) = &.

Provamos assim que, com os axiomas da associatividade, elemento neutro e elemento
oposto (C,+) possui a estrutura de grupo, e a seguir, com o axioma da comutatividade

veremos que (C,4) é um grupo comutativo.

A4 Comutatividade: z; +2zp = 20 +2z1 para todo z1,22 € C.

dem.: Sejam z; = (x1,y1), 22 = (x2,y2). Entao

z1+2 = (x1+x,y1+y2) (def. soma)
= (xp+x1,y2+y1) (comutativa na reta)

=2+z-
Exemplo 4.1.4. Consideremos z; = (2,3) e zp = (—4,5). Entao

21+22=1(2,3)+(—4,5) =(2—4,3+5) = (—2,8) = z3 enquanto que zp+z; = (—4,5) +
(2,3)=(—4+2,5+3)=(-2,8) = z3.

Provaremos a seguir que (C,+,-) ganha caracterizacdo de anel com as propriedades

de associatividade do produto e distributiva em relacao a soma.

B1 Associatividade do produto:(z;z2)z3 = z1(2223), Vz1,22,23 € C.

dem.: Sejam z; = (x1,y1), 22 = (x2,y2) e z3 = (x3,y3). Entao

[(x1,31) (2, ¥2)] (3, 73)

(X102 — y1y2, 122 +x1y2) (x3,¥3)

[(x1262 = y1y2)x3 — (V102 +X1¥2)¥3, (V1%2 +X1¥2) X3 + (X132 — y12) 3]
[X1003 — Y1Y2X3 — Y1X2Y3 — X1Y2)3,V1X2X3 — X1Y2X3 +X1X2)3 — Y1Y2Y3)
[X16023 — X1Y2Y3 — Y1Y2X3 — Y1X2Y3,Y1X2X3 + Y1Y2Y3 +X172X3 + X1%2Y3]
x1 (X263 — ¥2y3) — y1(¥2X3 +x2¥3 ), y1 (X263 — y2y3) +x1 (23 + X273
X1, Y1) (X2X3 — y2y3,y2X3 + X2Y3)

x1,y1)[(x2,52) (x3,¥3)]

= 21(2223)s

(z122)z3 =

=
= (

no qual na quinta igualdade foi utilizada a comutatividade dos R em cada coordenada.



34 Capitulo 4. O corpo dos complexos

Exemplo 4.1.5. Sejam z; = (2,1), 20 = (—2,3) e z3 = (1,3). Entao

(=2,3)].(1,3)
213,231 L(-2)].(1,3)
3,6—2).(1,3)
,4).(1,3) (2122 =(=7,4))
1-4.3,-7.3+4.1)
12,-21+4)
19,-17),

(2,1).
2.

(z122)z3

[
[

(—
—4—
7
—17.
7—

(=
(=
(=
(=
(=

enquanto que

(—2,3).(1,3)]
21—33 —23+3.1)

)l

)-(=
).(—2—-9,—6+3)
).(—=11,-3) (223 = (=11,-3))
2.(—11)—=1.(=3),2.(=3) + 1.(—11)]

_2243,-6-11)

~19,-17).

z1(2z3) =

B2 Distributiva em relagdo a soma: z;(z2 +23) = 2122 + 2123
e (2 +23)21 = 2221 + 2321,V 21,22,23 € C.

dem.: Sejam z1 = (x1,y1), 22 = (x2,y2) e z3 = (x3,Y3).

z21(z2+23) = (e, y0)[(x2,52) + (x3,33)]
= (x1,y1) (X2 +x3,2 +y3)
= [x1(x2 +x3) —=y1(v2+y3), 1 (2 +x3) +x1(y2 +3)]
= [y +x1%3 — y1y2 — Y13, Y1X2 + Y1X3 +X1Y2 + X1)3]
= [x1x0 — y1y2 +x1%3 — Y13, Y1X2 + X1Y2 + Y1X3 + X1)3]
= (x1,51) (%2,¥2) + (x1,51) (x3,¥3)
= 2122 1+ 2123,

no qual na quinta igualdade foi utilizada a comutatividade dos R em cada coordenada.

Analogamente para (z3 +23)z1 temos que (22 +23)z1 = 2221 +2321-
Exemplo 4.1.6. Sejam z; = (1,2), 20 = (—2,2) e zz3 = (—1,3). Entao

12).[(=2,2) +(=1,3)]
(=2—1,243)
(
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B3

enquanto que

antazn =(1,2).(-2,2)+(1,2).(-1,3)
[1.(—2)— 2212+2( _2)]

+[1.(=1)—=2.3,1.34+2.(—1)]
=(—2-42—-4)+(-1-6,3-2)
=(—6,-2)+(-7,1)
=(—-6-7,—-2+1)

= (—13,-1),

mesmo resultado acima.

De posse da préxima propriedade, (C,+,.) passa a ter a caracterizacao de anel com

unidade.

Elemento neutro da multiplicacao: Existe elemento a € C tal que

za=az=2z VzeC.

dem.: Definimos a=(1,0). Entao para z = (x,y) temos

za =(x,y)(1,0)
= (x.1=y.0,y.14+x.0)
= (X—O,y—f-O)

enquanto que

(1,0)(x,y)
=(lx—0.y,1.y+0.x)
(

O elemento neutro da multiplicacdo é tinico. Suponhamos que existam elementos
neutros a e a’, portanto

a =ad (d el. neutro)

=da (a el. neutro)

Exemplo 4.1.7. Seja z; = (7,—6). Entao
za =(7,-6).(1,0)
—[7.1— (=6).0,(—6).1+7.0]
—(7-0,-6+0)
(7,-6)
z.
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Com a propriedade comutativa em relacao a multiplicagdo, o conjunto (C,~+,.) passa

a ser um anel com unidade comutativo.

B4 Anel comutativo: z;.z0 = 22.21, V21,220 € C.

dem.: Considere z; = (x1,y1) € z2 = (x2,y2). Entao

21.22 = (x1,y1)-(x2,)2)
= (X1x2 — y1y2,Y1%2 +X1y2)
= (x2x1 —y2y1,%2y1 +y2x1) (comutativa em R)
= (x2,¥2)(x1,¥1)
= 207]1.

Exemplo 4.1.8. Considere z; = (3,—-2) e zo = (—1,4). Entao

<1-22 <3> 2) (_1>4)
=[3.(-1)—(-2).4,34+(-2).(—1)
=(-3+8,12+2)
= (5,14),
enquanto que
2z =(-1,4).3,-2)
=[-13-4.(-2),—1.(-2)+4.3]
=(-3+8,2+12)
(5,14).

Com as propriedades de grupo e anel demonstradas e mais o fato do conjunto dos

nimeros complexos possuir o elemento inverso faz com que (C,+,.) seja um Corpo.

C1 Elemento inverso: Dado z # 0 existe um w tal que z.w = a, no qual a =unidade

do produto.

- . X -y -
dem.: Dado z = lo, defi = . Ent
em.: Dado z = (x,y) néo nulo, definimos w <x2+y2’x2+y2) ntao

o :(x * (—y)27y X (—y)>

X24y2 T4y x4y a2 4y?
(X ¥ yx
- (x2+y2+x2—i—y2’x2+y2_x2+y2
X% +y? 0
(x2+y "x2 4 y? )
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O elemento inverso é tinico. Suponhamos que existam w e w' inversos de z assim

teremos:

a el. neutro do produto)

(
= w(zw/ ) (w' inverso de z)
"
(

w inverso de z + associaividade)
a elemento neutro)
=w.

Notacido: O inverso de z # 0 serd denotado por z~!.

. o 2 5 2 —(=5)
1
Exemplo 4.1.9. Sejaz=(2,—5). Entaoz " = <29 29) poisw = (22+(_5)2,22+(_5)2>.

Assim

25
Iw :(2,_5><@’ﬁ)

2 5.5 2
= (2.5 —(=5).=,2. = +(-5).—
29~ (733925 T(=5) 29)

4 +25 10 10
29 ' 29°29 29
29

—,0

)

= (1,0).

4.2 Poténcia de nimeros complexos

Verificamos as propriedades algébricas do conjunto (C,+,.) na segao anterior. Nesta

secao veremos algumas propriedades adicionais de Numeros Complexos.

Propriedades da poténcia:

i) Inverso de um nimero complexo:

Observando a notacao acima podemos definir a divisao de dois Ntimeros Complexos

comao:

=aw !, Vz,weC,w#0.

ézz(%),w;«éo

também podemos observar que

<
w

Assim temos que

(W) w ) =(zz H(ww ) =1, (z,w #0)
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1

e consequentemente z— wl = (zw)_l, 0 que nos mostra que

Z w w

e assim segue da relacao acima que
<1 23 7113
- — ) =T 32,24 7£ 0.
22 4 2234

- . _ 1 .
Vamos agora apresentar uma representacao cartesiana para z = Utilizando

x+1uy
o artificio algébrico

(x+iy).(x—iy) =x>+)*

temos que
1 b x—iy
x+iy  x+iy x—iy
X1y
X242 ]
X iy

T2y 2y

que é a forma cartesiana do elemento inverso.

Logo,
1 X iy .
-z = — X+i
z <x2+y2 x2+y2)( )
_ x? + Xiy Xiy z'2y2
_x2+y2 x2+2}2 x2+y2 x2+y2
B x? i2y
TR 2142
Loy
X
x2+y2 x2_|_y2
B xZ +y2
o X2 +y2

=1

Exemplo 4.2.1. Considere o nimero complexo z =4+ 3i, portanto o seu inverso é

. Entao

44 3i

1 44-3i
—.(443i) = =1
a3 = 4
Segue da multiplicagao, da Propriedade B2 e do inverso de um complexo que, quando
tivermos uma soma de nimeros complexos no numerador de uma fragao, podemos

separar em duas fracoes com mesmo denominador, pois

21 t+22
3

_ _ a2
=(n+n)5 =uz; ' +nn ' = g+z—3, Vz1,22,23 € C,z3 # 0.
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Analogamente temos:
1—22 1 2

23 3 3

Observacgao 4.2.1. Se ax € R e z € C, temos que a.z = (,0).(x,y) = (ax, ay) .".

—1.z = —z, elemento oposto de z.

ii) Inverso de produto em C:

Segue da multiplicagao de dois niimeros complexos e do item (i) anterior que portanto

o produto dos inversos é o inverso do produto, isto é,
-1
(Z]ZZ) =T = =21 %,
2132 7122

no qual na segunda igualdade foi utilizada a propriedade vista anteriormente.

Analogamente essa propriedade é estendida para o produto de trés nimeros complexos

a saber
-1 -1
(212223)7 = ((1122)23)
—1_-1
=(2122)" 55
—1,-1_-1
=4 % 35
e por indugao
1 —1 _
(z1ezn) ' =z g L
1
iii) Inverso de poténcia: z "= —, paran € N.
Z
No caso particular que z; = zp = ... = 7, = z, segue pela propriedade anterior que

(Zn)fl — (Zfl)n.

4.3 Conjugado de um namero complexo

Nesta secao retomaremos o conceito de conjugado de um nimero complexo. Lem-

bramos que para z = x+iy, o conjugado de z é definido por 7 = x —iy.

Por essa definigao notamos que o conjugado de um niimero real, ou seja, um nimero

complexo z no qual a parte imaginaria é nula, é analogo ao seu préprio conjugado, pois:

z=x+iy=x+i0=x

Z=x—1ly=x—1.0=x.
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O conjugado possui caracteristicas e propriedades que serdo usadas no desenvolvi-

mento do texto e portanto mencionadas a seguir.

Da definicao de conjugado segue que a média aritmética entre um niimero complexo

e seu conjugado ¢é a parte real do nimero complexo, pois:
z+z x+iytx—iy %
2 2 2

=X

e portanto

Rez—ZJZFZ (4.1)

De maneira semelhante podemos definir a parte imagindria de z como combinagao

linear de z e Z, isto é
2—7 _ x+iy—(x—iy) _ 2yi
2 2i i

e portanto

Z—2Z
Tmz= %, 49
= (42)

A seguir listamos algumas propriedades adicionais:

i) Conjugado do conjugado: 7=z, Vz € C.

Denotando z = x+1iy temos que:

7 =xtiy=x—iy=x—(—iy)=x+iy=z

Exemplo 4.3.1. Considere o niimero complexo z = (—4,3). Assim

T = —443i=—4—3i=—4—(=3i)= —4+3i.

ii) Conjugado da soma: z; +z, =71 +22, Vz1,22 € C.

Essa propriedade no diz que se somarmos dois niimeros complexos z; e 7 e do
resultado encontrarmos o conjugado é o mesmo que determinarmos os conjugados

de 71 e 2o e depois somarmos, vejamos:

Sejam: z; = x1 +1iy; e 2o = xp +1iy2. Entao

21+z2 = (x14+iy1)+ (x2+iy2) (prop. associativa)
= (x1+x2) + (1 +y2)i
= (x1+x2) — (y1+y2)i (prop. associativa)
=X] —Iiy1 +x2—iy2
=71 +22.
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Exemplo 4.3.2. Considere os niimeros complexos z; = (5,2) e zp = (3,7). Logo

~—~~ |

5+2i)+ (3+7i)
=(5+3)+(12+7)i
543)—(2+7)i

21 t+22

iii) Conjugado da diferenca: z; —z, =71 — 22, Vz1,220 € C.
Essa propriedade é andloga a anterior, ja que 0z = oz para o € R.

Exemplo 4.3.3. Considere os niimeros complexos z; = (1,2) e zop = (5,4). Assim

= (142i)— (5+4)
=(1-5+((2-4)i
=(1-5)—(2—-4)i
1—
(

21 —22

2[—5+4i
1—2i) — (5—4i)

iv) Conjugado do produto: 7123 = 7122, Vz1,22 € C.

Sejam z; = x1 +1iy; e zp = X2 +1iy;. Entao

71z = (a1 +iy1)(x2 +iy2)
= x1x2 + X120 + X210+ 212
= (x1x2 +2y1y2) + (x1y2 +x231)i (
= (x1x2 +2y1y2) — (iya +xayn)i (
= x1X2 4+ 12y1V2 — X1 Vai — X2y (prop. comutativa)
= X1 — X1)2i — Xoy1i + i2y1y2 (
= x1.(x2 — yoi) — y1i.(x2 — y2i)
= (x1 — y1i).(x2 — y2i)

?=-1)
prop. distibutiva)

prop. distributiva)

Exemplo 4.3.4. Considere os nimeros complexos z; = (3,6) e zo = (4,1). Logo

iz = (3+60).(4+1)
= 3.4+ 3i+6.4i + 6i2
= (3.4+6i%)+(3+6.4)i
= (3.4+6i%) — (3+6.4)i
=3.4+61>—3i—6.4i
=3.4—3i—6.4i+6i*
=3.(4—10)—6i.(4—1i)
= (3—6i).(4—1i)

=Z21-22-
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1
v) Conjugado do inverso (—) =—,z#0.
<

Usando a representagao

temos:

XN =

1y x Iy B X n iy B 1 B
z)  \x2+y?2 x2+4y2) \2+y2 242 \x—-iy)

assim podemos concluir que:

vi) Conjugado do quociente: (Z—l) = Z:1 , 22 # 0.
22 22

Sejam z; = xj +1iy; e 2o =xp+iy2 . Segue das Propriedades (iv) e (v) do conjugado

e (i) da poténcia que:

4.4 Plano complexo

Da identificacio z = (x,y) € C = R? na forma cartesiana z = x + iy, podemos repre-
sentar um nimero complexo com um ponto no plano. Desta identificacdo consideramos o
plano, denominado plano de Argand-Gauss, gerado pelo eixo real e eixo imaginario no qual
o eixo horizontal corresponde a coordenada real de z, ou seja, o valor de x, e o eixo vertical

representa a coordenada y que ¢ a coordenada da parte imaginaria do nimero complexo.

Im z

» Re z

Figura 2 — Plano complexo
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Desse modo, podemos medir a distdncia do nimero complexo z # 0 até a origem 0

do plano, denotado por |z|, chamado mdédulo do nimero complexo z.

Segue do Teorema de Pitagoras que:

2] = /X2 + ¥ (4.3)

Exemplo 4.4.1. Considere o niimero complexo z = 8 — 6i. Entao

|z| = /82 + (—6)? = /64 + 36 = 10.

Observacao 4.4.1. Note que o mdédulo de um niimero complexo pode ser escrito como

|z|> = zZ. De fato

2P = (V22 =2 4 yP = (x+iy) (x—iy) = 2.

Além disso o mddulo de seu conjugado z ¢é igual ao médulo de z, isto é, |z| = |z|. De fato

2l = Va2 +y2 = /22 + (—y)? = 2.

Exemplo 4.4.2. Considere o niimero complexo z =2+ 5i e o seu conjugado 7 =2 — 5i.

Entao

Z| =22+ (=5)2=V4+25=V22+52=¢|.

Assim como é determinado o médulo de um nimero complexo, de modo analogo é

determinada a distancia entre dois complexos. Desta forma

lz1 — 22| = \/(xl —x2)2+ (1 —»2)? Vz,22€C.

Note que |z; —z2] ¢ a distancia euclidiana entre os dois pontos (x1,y1) e (x2,y2).
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Almz

Figura 3 — Complexos no plano

Exemplo 4.4.3. Considere os niimeros complexos z; = —3+4i e zp = 1 +i. Entao

21— 22| = \/(—3—1)2+(4—1)2:\/16+9=\/5:5.

Propriedades do médulo

i) Limitagao da parte real de um ntimero complexo: |z] > |Rez|.

dem.: Denotando que Re z=x,Im z=y e |z| = /x*+y?, temos:
2> = 4+
2|* =Re 2* +Im * (4.4)

|z)*> > Re 2> = |Re z|2.

Logo |z| > |Re z|.

ii) Limitacdo da parte imaginaria de um nimero complexo: |z| > |Im z|.

dem.: De modo anélogo ao item anterior temos:

2] = 2+
z)*> = Re 22 +Im 2° (4.5)
2> > Tm 2% = [Im ¢|?

Logo |z| > |Im z].
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i)

iv)

Desigualdade triangular |z; + 2| < |z1|+|z2|, Vz1,22,€ C.

A denominacao "desigualdade triangular”é dada pelas caracteristicas geométricas da
soma de dois nimeros complexos no plano, desse modo, pela desigualdade triangular,
o modulo da soma de dois niimeros complexos nunca é maior que a soma dos modulos

destes ntiimeros, ou seja:

lz1 + 22| <lz1] + |z2]- (4.6)

dem.: Sejam z; = (x1,y1), 22 = (x2,y2). Entao

z14 22 = (1 +x2)2+ (1 +y2)?
=x + 2010+ + )7 + 20102+ 3
=x}+y+53 + )3+ 2.(xix2 +y1y2)
= 21> + 22> +2.(x1x2 +y1y2)
= |z1> + |22)* +2.Re(z2122)
<lz1]? + 2> +2.|z7|
= (|z1| + [z2])*.

Estimativa triangular ||z;| — |z2]| <|z1 + 22| Vz1,22,€ C.

Note que

’ZM :’Z1+Z2—|—(—Zz)\
<l|z1+ 22|+ |22

o que implica

21| = |z2] < lz1+22]-
De modo analogo podemos verificar que

2] =2+ +(—2)| < |2 +21| + 2]
e assim
22| = |z1| < |22 + 21,
que é equivalente a
—(lz1[=lz2]) < lz2 +21l-
Logo

lz1] = |22l < |21 +22].
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Imz

ZZ sy

Rez

Figura 4 — Desigualdade triangular

Dada a desigualdade triangular, a estimativa triangular e do fato do médulo de um

nimero complexo z e de seu oposto—z serem iguais segue que:

lz1+ 22| < |zl +]z

lz1+22] > |z

que quando combinadas as duas inequagoes temos:

z1] = |z2l] < |21 £22| < |z1] +z2]-

Exemplo 4.4.4. Considere os niimeros complexos z; =54 10i e zp = —3 +4i, assim

temos

21| = V524102 = /25 + 100 = /125 = 5v/5

2] = /(=32 +42 =0+ 16=125=5

2+ 2] =[5 (=3)+(10-4)2 = V82 + 62 = /64 +36 = 10
|lz1] + |z2] = 5V5+5=5.(v/5+1)

lz1] = [z2] = 5V5 =5 = 5.(v5—1),

portanto

15V5-5|=5.(+/5-1)<10=52<5V5+5=5.(v/5+1).

Simplificando todos os membros e observando que v/5 = 2,23 temos:

V5—-1<2<+V5+1.
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A desigualdade triangular também se aplica a soma de modulos de mais de dois
nimeros complexos, ou seja, podemos afirmar que a propriedade é vélida para n
ntmeros complexos via argumento de indugao. Consideramos verdade para n =k

numeros complexos e verificamos para n =k+ 1. Assim para n = k temos que
1+ 2+ <zl + ]+ 4
portanto para n =k+4 1 temos

(1 +z22+ +z) ta1]l <l|la+zn+. + -+l
< (Jat] +|z2| + oo 4 |zkl) + |zkr1]-

Logo a propriedade ¢ valida para n niimeros complexos.
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CAPITULO

5

FORMA POLAR DE UM NUMERO
COMPLEXO

Via a representagao de um nimero complexo no plano e as relagoes métricas no
triangulo retangulo, podemos considerar novos pardmetros, a saber (r,0) € (R% x [0,27])

no qual

y=rsin0,

{ X =rcos#, (5.1)

Im z

p Rez

Figura 5 — Coordenadas polares

em que o nimero real 6 representa o angulo, medido em radianos, que z faz com o eixo real
positivo quando z ¢ interpretado como o vetor 0z . O angulo 8 é chamado argumento de z
e denotado por 8 =arg z e r é a distancia da origem do plano até o ponto que representa

o numero complexo, ou seja, r = |z|. Sendo assim podemos escrever:

7z =x-+1iy
=rcosO +irsin0
=r(cos @ +isinf).
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A representacao acima é chamada férmula polar de z. Desse modo a representagao
cartesiana z = x+iy, Vz # 0, é equivalente a forma polar z = r(cos8 +isin8). Para z=10
temos que nao faz sentido definir dngulo, como 0] =0 temos que VO € R x = 0.cos 6,
y=0.sin0 e portanto 6 nao esta definido. Assim, o nimero complexo nulo estd na origem

do plano e nao possui médulo para verificar que angulo forma com os eixos.

Observagao 5.0.1. Quando z=0 o argumento de z nao esta definido. Das identidades

em (5.1) temos que:
_J _ Y
tan @ = =, se e somente se, 6 = arctan—. (5.2)
x x

Denotamos por

e®=cos 0 +isin@, (5.3)

que é chamada Relacao de Euler. Dessa forma podemos escrever a forma polar como

z=re'® chamada forma exponencial de um nimero complexo.

De fato que sao validas as relagoes

cos(0) = cos(6+2km)
sin(@) = sin(O + 2k)

segue que
el — ei(9+2k71') Vke7Z.

Exemplo 5.0.1. Considere o nimero complexo z = 1+i. Assim temos que:

/12, 12 1
r= 12+12:\/§ e G:arctan(i):E_FkE

4

e assim

= \/iei'(%Jrkn), para k € 7.

Note que dada a representacio polar do nimero complexo, z = re'®, temos que r é
o médulo do niimero complexo enquanto que 6 ¢é o angulo formado com o eixo real e seus
valores se diferem por multiplos inteiros de 2. O angulo 0 possui infinitos valores e cada
valor é chamado de um argumento de z, sendo o conjunto de todos tais valores denotado
por arg z. O valor principal de arg z, também chamado argumento principal, é denotado

por Arg z e é o tnico valor de 6 contido no intervalo [—x, z[. Dessa forma
arg 7 =Argz+2km, k€ Z

Observacao 5.0.2. Por convengao os niimeros reais negativos possuem argumento princi-

pal —m, isto é, Arg(—k) = —m.



o1

Seja o € R. Assim temos que arg z = 0 +2kw para 6 € [a, o +2x[. Por abuso de
notagao também denotamos 6 = arg z desde que seja tomado 6 no intervalo o, @ + 27|

para o € R fixado.

Segue da relagdo de Euler (5.3), que quando o niimero complexo estiver sobre um

dos eixos no plano complexo e seu mdédulo for unitario, temos

0=0= ¥ = cosO+isin0 =1,
9—E = €2 —cosE+isinE =1
2 T2 2 7
0= = " = cosm+isinm = —1,
0 37 = i cos 37 +isin i j
= — e =cos— +isin— = —i.
2 2 2
A relacio e = —1 é chamada Relacao Magica de Euler ji que nela constam as mais

belas constantes na Matematica: e (nimero de Neper); @ (relagdo entre a circunferéncia
e o didmetro em um circulo) e i (Numero Complexo que representa +/—1). Outro dado
interessante nessa relagao ¢é a identificacao de um nimero real por um poténcia complexa

ser um real negativo.

Considere z; = r1€'% e 75 = re/% nao nulos. Assim z; =2 & |z1] = |z2| © 11 = 1.
Consequentemente €% = %2 = cos 0 = cos 6, e sinO) =sin6 < 6; = 6, + 27 , k€.

Um nimero complexo pode ser representado na forma cartesiana ou polar, porém
a forma polar pode ser mais interessante em algumas situacgoes, como por exemplo na

expressao de poténcias.

Propriedades da forma polar

i) Representacdo do produto de niimeros complexos: zz5.

dem.: Sejam z; = re’f e zp = rel®.

Suponha inicialmente |z1| = |z2| = 1 isto é, rj = rp = 1, assim temos:

2z = ei®ei®
= (cos ) +isin0;)(cos 6, +isin 6,)
= [cos 6 cos B, — sin O sin B, + i(sin 6} cos B, + cos O sin 6, )]

= [cos(6) + 6,) +isin(6; + 6;)]
— ei(@r‘r@z).

Logo na forma polar, para r| = |z1] e r, = |z2], temos

2120 =110 e (Comutatividade do produto)

i6; ei92

=n rzei(9‘+92).

=rimne
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ii) Representagao do inverso na forma polar
em.: Considere z = re!
d Consid i0
Z - - = .6———.6——(6) = —€ s
z re ret r r
no qual a igualdade de e~/® com (¢/®)~! segue do fato que:
—i0 i _ o o 2 L2
e "We'” =(cosO —isinB)(cosO +isinO) =cos” 0 +sin“ 0 = 1
—i0 - i(—8) 1 iy
e portanto e '? ="\ 7%). Logo — = —(cos 6 —isin0).
z
~ . 7] ' e —
iii) Representacao do quociente: — = ~Lei(61=02)
2 n
dem.: Sejam z; = 1'% ¢ 7, = re'®%, entdo segue das propriedades (i) e (ii) que:
i0 i
Z_l _ rle. ! _ I"_le. ! — ﬂeiel (eiez)—l — Eeiele—iez — r_lei(el—eg).
&) rpei®: 1 el r r2 m

iv) Representacao de poténcias de niimeros complexos: 7' = e neN.

dem.: Seja z = re'®, entdo 2* = (re'®)" = ()" = '¢'"®). No qual na tltima igual-

dade foi usado o fato de que
()" = €% . ¢! ( para n fatores ¢?),
pela propriedade (i) temos que

00010 0 _ ,i(60+6++0)

e ( paran 9)
— ¢i(n6)

Vamos utilizar demonstracao por indugao. Claramente quando n =1 a propriedade é
valida. Suponhamos que a proposicao seja verdadeira para n =k e verificamos para
n=k+1. Assim

(ei9>k+l eie)k‘eie

=
eikeeie

(Hip. de indugao)
i(k6+0)

e
Gi(k+1)0

Exemplo 5.0.2. Calcule a décima segunda poténcia de z sabendo que z=1—1i. Na

~TT
forma polar temos z = v/2e "% .
_r i
z=\/§e 14:>Z12:26e in3

como e F = —1, temos que 72 =2°%.(—1) = —64.
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Exemplo 5.0.3. Considere o niimero complexo z=2+4i. Entao

1000 _ \/3100(’(61‘.%)1000
_ \/31000 212507 (€27 = 1)
— 5500

Logo 21000 — 5500

v) Expoente negativo de nimeros complexos: 7 " = r ™m0 e N.

dem.: Seguem das Propriedades (ii), (iii), e (iv) que

l . 1 . r_n<ein9)—1 — r—ne—ine'
n

z T phein®

Observacao 5.0.3. Dois niimeros complexos sao miltiplos quando possuem o mesmo

argumento. De fato, considere z e w miltiplos, isto é, z=k.w, k € R e w = re!®. Assim
z=hkw=kre'® no qual kr =|z| oukr=—|z| ¢ i0 =Argz.

O fato de kr poder ser |z| ou —|z| vem do fato de k poder ser um real positivo ou negativo,
se for positivo os vetores 0z e Ow terao o mesmo sentido, se for negativo terao sentidos

contrarios. Como k € R C C entdo k = |k|e’® no qual 8 =0 ou 7, logo

7= |kW|€iArg(kW).

Observacao 5.0.4. Dois nimeros complexos conjugados, z e z, possuem argumentos

simétricos em relagdo ao eixo real, assim

i0

z=re% = z7=rel79).

Uma aplicacao da forma polar é verificar onde ocorre a igualdade na desigualdade
triangular, isto é quando hé igualdade em (4.6). Isto ocorre quando Re(z1.22) = |z1.22] €

valida.

Afirmacgao 1. : Re(z122) = |z122] © 21 = 2.

A implicagao, z1 = 0z; = Re(z122) = |z122|, ¢é facilmente verificada no caso especifico

em que z; = &¢z2. Observando a passagem:
21+ 22| = |21 + |z2]* + 2Re(2122) < |21]% + |22]* + 2|2123]
temos que € necessario apenas que:

2Re(z122) = 2|z122|, ou seja, Re(z122) = |z122],
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considerando w um ntmero complexo tal que w=z,z; e considerando o caso onde zp é um

multiplo de z;, ou seja, zo = &¢’z; temos que:
w=zZ=ud7=azz1 =d|z)?
0 que nos mostra que, quando z; e zp forem multiplos, w é um nimero real.
Vejamos a implicagao contraria, ou seja, Re(z122) = |2122] = z1 = aZ2. Isto segue
diretamente da Observagao (5.0.3).
Considere z; = r1e'% e zp = re'®2, portanto 7z = e %. Logo
Re(2122) = |z172] = Re(r1€® e %) = riry,

isso é verdade quando e%1¢i% = 1 ou seja 10y = —(—i0,) = 6 = 6y, e portanto z; e 22

multiplos.

5.1 Raiz de um nimero complexo

Nesta se¢ao vamos determinar a raiz n-ésima de um nimero complexo w dado, isto
é, resolver a equacao z" =w, no qual n € N*,

Seja z = Re'Y e w = rel(0+27)

assim temos que
I=w & R =05 e,

Pela igualdade de dois niimeros complexos na forma polar temos R" =r e ny =

0+ 2k
0 +2km e desse modo temos queR:r% =Vr e Y= ot , keZ.
n
Assim
w=rie™n) k=0,..n—1, (5.4)

que é uma familia de solugoes da equagao 7' = w. Entretanto note que

1 (8
k=0 = zO:rﬁel(”>;

1 4 6+2rm
k:l :}lerﬁel( n );

1 i<6+2(k71) >

k=n—1 = z,_1=rne n ;

1 i(%1on 1,0
k=n = Zn :rnel<” > =rnen = 20.

Observe que z, = zo e analogamente z,,1 = z1, assim temos que as raizes irdo se repetir a

cada n raizes. De fato, dada a Equagao (8.1) temos,



5.2. Raizes unitdrias 55

substituindo ¢ por £+ nk e lembrando que 2" = 1, temos

e >
2 (%) (o
)

:\E‘D‘

1
Ltnk —Tne

:\m

||
:\'—

:\m

||
:\'—

I
N
o

Exemplo 5.1.1. Considere z2 = 5. Observe que w = 5¢ ¢ n =2 na equacio anterior.

Entao

Il
w W

V5
—V5.

20

(ST ST

~. N&
Nl NIo
I

<1

Exemplo 5.1.2. Considere z° = 2i. Observe que w = 2¢'7 e n=3. Entdo

e assim
20 :Z%e’% :2% (cos%—i—isin%)
3 1 V23 V2
2 2 2 2
n 5 5
21 — 23 =23 (cos%r—l—isin%r
3 1 /23 V2
Y IENS P R EE I
2 2 2 2
P 9 9
o) — 2% =23 (co Fn—l—zmng)
= V2(0—i) = —V/2i

Logo as raizes sao

AV V23 V2

. 3 .
=— + 550, n=—V2i.
3 2l,Zl 2 2l,Z2 \/_l

0=

5.2 Raizes unitarias

Dado w =1, temos que |w| =1 e 6 =0, assim a Equagao (8.1) se resume a

=) rez
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Exemplo 5.2.1. Considere z3 = 1. Observe que n = 3. Entao

.(2m 2 2 1 3
71 —(F) = (COS?E—FiSin?ﬂ:) = ——+£i;

&)

N

cr4n 4 4 1 3
n =€) = (cos?ﬂ—irisin?ﬂ) = ———ii.

Exemplo 5.2.2. Considere z6 = 1. Entéao

20 :ei(g) =1

&)

Y

i(25) T .. T 1
71 =¢e'l% :<cos——|—zsm—>:§+

3 3
(4n 2r 2 1 3
22 =) = (cos?%—isin?) = —§+§i,
(%)
73 =e\%) =(cosm+isinw)=—1,

4 =e€

i(%) — (0054?%+isin4?7r) L_ V3,

(51 1
Z5 261(6) = (coss?ﬂ-i—isins?n) :——éi.

Quando as raizes de w sao representadas por pontos no plano de Argand-Gauss,

verificamos que estes pontos sdo analogos aos vértices de um poligono regular. Os modulos
2z

sao iguais, neste caso unitarios, e os argumentos diferem em — até completarem 27. Nos
n

exemplos 5.2.1 e 5.2.2 temos, respectivamente, as representacoes abaixo.
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12
i
2, =-0.5+087i
.
%
o8
04
02
o 2,=1+0i
1.2 1 08 08 0.4 0.2 o 0.2 ose o8 1 12
02
0.4
06
08
L .
2,=-05-087i
5
Figura 6 — Raizes ctibicas da unidade
12
.
2,=05+087i
. , .
2,=-05+087i .o
06
04
=-1+0i
& : 2,=1+0i
16 14 12 1 08 06 04 0.2 06 08 1 12
<02
0.4
08
-08
. -
2,=-05-0871 25=0.5-0870

anald

Figura 7 — Raizes sextas da unidade
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CAPITULO

FUNCOES ELEMENTARES COMPLEXAS

Dado um conjunto S C C, uma func¢do complexa f definida em § é uma regra que
atribui a cada z um nimero w em S. O niimero w é chamado valor de f em z e denotado
por f(z), ou seja, w = f(z). Observe que para a funcao estar definida, tanto a regra que
determina a funcao, quanto o dominio de defini¢do, devem estar bem definidos. Caso o
dominio da funcdo nao esteja definido, entendemos que o dominio é o maior conjunto

possivel e valido para a funcao.

Dada uma func¢ao complexa f, suponhamos que w =u+iv é o valor da funcao

quando z = x+ iy, de modo que
utiv = f(x+1iy).
Cada um dos nimeros reais u e v dependem, respectivamente, das variaveis reais x

e y e portanto que f(z) pode ser expresso em termos de um par de fungoes de valores reais

das variaveis reais x e y. Assim
f(2) =u(x,y) +iv(x,y). (6.1)

Caso forem utilizadas coordenadas polares, r e 6, temos que u+iv = f(reie), no

qual w=u-+iv e z=re'. Assim temos que
£(2) = u(r,0) +iv(1,0). (6.2)

Se nas Equagoes (6.1) ou (6.2), a fungdo v sempre resultar em valor zero, entao o
valor de f é sempre real, ou seja, f é uma fungdo de valor real em uma variavel complexa.
Exemplo 6.0.1. Considere z = x+ iy, dada a funcio f(z) = z> temos que

flx+iy) = (x+iy)? = x> —y* +i2xy

assim

u(x,y) = X =y e v(x,y) =2xy.
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Algumas funcoes elementares, no conjunto dos ntimeros complexos, possuem pro-

priedades iguais as func¢oes no conjunto dos ntimeros reais.

6.1 Funcao exponencial

Definimos a funcio exponencial complexa da forma f(z) = ¢=e*¢” no qual z =
x4+ iy.

Pela relacao de Euler: 2 = cosy+isiny, assim:

¢ =é*(cosy+isiny)
= e cosy+ie*siny.

Logo € = u(x,y) +iv(x,y) no qual u(x,y) = e*cosy e v(x,y) = e*siny.
Exemplo 6.1.1. Calcule e* para z =2+ 3i.
213 = e2e3 = ¢?(cos3 +isin3)
= ¢?cos3 +ie*sin3.

T
Exemplo 6.1.2. Analogamente ao exemplo anterior, calcule e para z=1+ Ei'

z; n; T .. 7
el T2l = ple2! :e(cos§+zsmE>

ba T 2 2
:ecos§+iesin§ :e£+ie§.

2

Propriedades da funcao exponencial

Temos que as propriedades de fungdes exponenciais complexas sao semelhantes as

propriedades de func¢oes exponenciais reais.

i) Produto de exponenciais: ¢%e® =172 V7, z, € C.

Dados x1, x, € R sabemos que e*e'? = 172 De fato, sejam z; = x| +iy; € 20 =
X 41y, entao
ez — M1V 2ty
=112 (Comutatividade em C)
— M2 o2
— M1 i1 +y2)

(Prop. da exponencial)
- ezl+22’

no qual foi utilizado o produto de niimeros complexos na quarta igualdade.
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<1

ii) Quociente de exponenciais: — = e V1, 0€C.
e

Dados z1 = x1 + iy e 20 = xp + iy, temos:

54| X1 o1 X1,V
e e'le e'le S
_ _ — M1 1) i

ef2 ex2 eiyz ex2 eiy2

iii) Fungao exponencial nao é sobrejetora: f(z) =¢* # 0, Vz € C.

Pela definicao de funcao exponencial, temos que

f(2) = F=ee,

no qual e* =r e e” define o argumento de €%, isto é, arg(e?) = y+ 2kx para 7 € Z.
Desse modo como €* # 0, a funcao exponencial nao atinge o valor nulo real, ou seja,
e #0,VzeC. Logo

=re® = r=e">0¢e ¥ #£0,

portanto a fungao exponencial é sobrejetora.

iv) Fungao exponencial nao é injetora
De fato isto segue da propriedade que e = l0t2km) Logo dois niimeros complexos
71, 22 tais que z1 — 20 = i2kmw = €% = e%2,;Vk € 7.

v) A funcgao ¢ pode assumir valores negativos

Pela definigao de funcao exponencial, temos que f(z) = e*=e"e”, como e* = |z| assim

€* serd sempre um nimero positivo, porém e* podera ser negativo. De fato

eiﬂ(2k+l) — eiﬂZkeiﬂ? — 1(_1) — _1, k E Z
Exemplo 6.1.3. Considere f(z) = €, para z = im, temos

f(z) =€ =—1.

6.2 Funcao logaritmica

A funcao logaritmica natural real é definida como a operacao inversa da funcao
exponencial. De maneira natural essa definicdo é estendida ao conjunto dos ntmeros

complexos pela seguinte relagao:

logz=w .=. " =1z

Observe aqui que usaremos a notacao log e nao especificaremos a base, nesse caso estamos

falando da base e, portanto nao iremos usar a notagao In e apenas a notagao log.
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0

Considere z=re'"¥ e w =u-+iv. Assim

0 _ Lu

Logo ¢ =z = r.e'? = e*.¢", portanto:

r=é* =u=Inr ev=0+4+2kn ,keZ
assim
logz=1Inr+i(6 + 2km).
Definigdo 6.2.1. Seja z =re'® € C—{0}. A expressio de multivalores
log z=log r+i(6+2kn), keZ
¢ denominada logaritmo de z.

Exemplo 6.2.1. Determine log(1+1).
Como |14i| =2 e arg(1+i) = %, temos:

log(1+i) :1nf2+i(§+2kn)

In2 T
e )
2 +z<4+ km

Exemplo 6.2.2. Determine logi.

T
Como |i|=1eargi= > temos:

log i :ln1+i<g+2k7r>

=i<g+2kn>.

Exemplo 6.2.3. Se |z] = 1 entdo z = ¢® e logz = i(6 4 2kx). Em particular log(—1) =
i(m+2km) = im (1 +2k).

Generalizando o exemplo anterior temos que:
Sez=—x,x€R" |, entdo:

log—x =Inx+i(mw+2kn)
= Inx+im(1+2k).

Assim a fungao logaritma esta definida Vz € R .

Observacao 6.2.1. Observe que a exponencial é a funcao inversa do logaritmo, pois
Seja w =log z. Entao

elogz — €[ln r+i(6+2km))

oI Gi(0+2kT) _ 06 yi2kn _ 00 _



6.2. Funcao logaritmica 63

)

Algumas propriedades

loge* =z+i2kn ,Vz€C, keZ.

Como vimos a funcao exponencial é a funcao inversa do logaritmo, portanto era
de se esperar que o logaritmo fosse a funcao inversa da funcao exponencial, porém

temos que a expressao ¢ de multivalores.

Pela definicao de funcao logaritmica, temos que

logz =1In|z|+i.argz
visto que

le*| =¢* e arg(e’) =y+i2kn, ke Z.
Logo, para z = x+1iy, temos que
log(e*) =1In|e*| +iarg(e*) = In(e*) +i(y+2km) = (x+iy) + i2km,

isto é

log(e*) = z+ i2km.
logz; +logzy = log(z122), V21, 22 € C.
Dados z1 = r1€/% e 75 = r2¢/%, temos que:

0:+6>) 01 +2kn+60,+2k' )

132 = I’]I”zei( = rlrzei(
portanto pela definicao temos:

logzizo =1Inrirp+i(6; +2kmw+ 6, +2k'®)
=Inr;+1Inr —l—i(@l —f—ZkTL') +i(92 —|—2k/7'L')
=1Inr; +i(6 +2km) +1Inry +i(62 + 2K )
=logz; +1logzs.

1
log— = —logz,V z€ C—{0}.
Z
: i0 L1
Seja z=re'? | temos que: — = —e” "7, logo:
z r
1 | ,
log— =In—+i(—60+2k'n)
Z r

= —Inr—i(0+2km) (k € Z)
= —log z.

logz_l — 10gZ1 —10gZ2 vzla VoS (C_{O}
2

Utilizando as propriedades (2) e (3) temos:

1 1
1ng_1 =log (Z1~_) = logz; +1log — =logz; —logzs.
22 22 22
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ba) m.logz =logz" ,Vme N.
Usaremos prova por Inducao Matematica:

Observe que para m = 1 a propriedade é trivialmente verdadeira. Suponhamos que a
propriedade seja valida para m = n, isto ¢, nlogz =1logz" e vamos provar a propriedade
para m =n-+ 1. De fato:
(n+1)logz =n.logz+logz
=logz" +logz
=log(z".z) (Prop. 2)
— log Zn+1 ,

no qual a hipotese de indugao nlogz =logz” ¢ usada na segunda igualdade.

5b) Vamos estender o resultado para m € Z~. Sem perda de generalidade podemos supor

—m tal que m € N. Assim:
o 1\" 1
logz " =log| - ) =m.log—=—mlogz,
< <
no qual a segunda igualdade segue da Propriedade (5a).

1
6) logz% = —logz, VmeZ.
m

. 0 11 I(M) .
Considere z = re'”. Entao zin =rme \ ™ e assim:
0+2krm 1 ] 1
logz% :11’11"}7—}—1( T ) :—lnr+i(9+2k7r):—logz
m m m m

7) logzm = 2logz, Vn,méeZ, m#0.
m

logzn = log(z”)%
= %logz” (segue da Propriedade 6)
= n.%logz (segue da Propriedade 5)
_ logz.
m

m
n

8) z :e(%logz),Vm,n €.

. . m
Segue da Propriedade 7, assim temos zn = ¢/ %

6.3 Expoentes complexos

Vimos, na se¢ao de logaritmos, que

c_ eclogz

Z para ¢ € Q.
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Por densidade (todo ntimero real pode ser aproximado por uma sequéncia de nimeros

racionais) tal propriedade é estendida para ¢ € R. De maneira natural, se ¢ € C, definimos
=6l Ve C—{0}.

Exemplo 6.3.1. Considere z =i, ¢ = —2i, assim

l-—21 _ e—2l logi

. T
como logi =1In1+ iz temos

. Y
1721 —e 2i.i5

2

= e T

= e .

(S|

Observe que neste exemplo consideramos que arg z estd definido em [—7m, [, porém no
caso geral a expressao acima retornaria valores-multiplos a cada 27 e isso serd visto na

secdo Ramo de Logaritmo.
6.4 Funcoes trigonométricas
Pela relagdo de Euller temos as seguintes identidades:

e =cosx+isinx e e *=cosx—isinx, VxeR.

Observe que,

(cosx+isinx)+ (cosx —isinx) =e*4e ™
2.cosx =e*+e "
eix_|_e—ix
COSX = ——
2

e assim cosx, que é uma fungao real, possui uma representagao na forma complexa. De

modo analogo,

ix —ix

(cosx+isinx) — (cosx —isinx) =e*—e
2i.sinx =e¥—e ™
eix _ e—ix

sinx = -

2i

Como uma extensao natural definimos as fungoes trigonométricas em uma variavel
complexa por:
iz —iz iz —iz
o e“+te ) et —e
cosz=—— e sing=——— VzeC.
2 2i

Vamos verificar que algumas propriedades validas pelo caso real sao validas no caso

complexo.

1) cos(z; +z2) = coszj.coszp —sinzy.sinzp, Vz1,20 € C.
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dem.: Inicialmente verificamos que:

elatn) 4 pini—2) 4 p—ilai—22) 4 p—ilzi+22)
4

€0871.COSZ7p =

De fato,

eizl +e—iZ1 eiZ2 _|_e—izz
C0SZ1.C0870 = .
2 2

el %2 4 ekl T2  pT I g2 | TR pTI2

4
elta) 4 pilti—22) 4 pe—ilti—22) 4 p—ilzi+22)

4

Do mesmo modo, verificamos que:

_eiatn) o pilai—2) 4 p=ilzi—22) _ p-ilzitz)

4

sinzj.sinzy =

Tomando a diferenca temos: coszj.coszy —sinz;.sinzy =

eita) 4 piti—22) 4 p—ilti—22) 4 e—ilitn)  _piltitn) 4 pilzi—22) L p=ilzi—22) _ p—ilzi+22)

4 4
2¢i(z1t+22) 4 9p—i(z1t22)

4
eiata) 4 p—ilzi+22)

2
=cos(z1 +22).

2) sin(z; +z2) = sinzj.coszy +coszy.sinzp, Vzy,22 € C.

Como realizado anteriormente

eiata) 4 piti—22) _ p=izi—22) _ p—ilzi+22)
4i

sinz;.coszy =

eitan) 4 pia—21) _ p=i(a—21) _ p—ilz2+21)
4i

c0szy.8Ingpy =
que somados resultam em:

ei(Zl+Zz) _ e*i(Z1+Zz)

2i

= sin(z; +22).

3) sin2z =2.sinzcosz e cos2z=cos’z—sin’z , Vz € C.

dem.: Seguem diretamente das Propriedades (1) e (2).

. v/ . T
4) sin (z—5> = —cosz e sin (z—l— 5) =C0SZ.
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SN

2 _ .
dem.: Lembrando que €'2 =i e e '2 = —i temos:
‘ ( 717> ei(zf%) _ efi(zf%) eiz.e—i% B e—iz‘ei%
sin({z——= | = - = -
2 2i _ 2i
e +e
2
= —CO0sZ.
e na segunda igualdade temos:
‘ ( . 717) oi(zt%) _ p—i(zt3) o2 ols _ iz p—i%
sin|z+— | = - = -
2 2i , 2i
e +e %
2
=cosz.

5) cos’z+sin’z = 1.

dem.: Observe que

eiz _ e—iz 2 eiz + e—iz 2
cos?z+sin?z = _ | | —
2i 2

_ei(z+z) + ei(zfz) + efi(zfz) _ efi(z+z) ei(z+z) + ei(zfz) + efi(zfz) + efi(z+z)

B 4 N 4
—¢i(22) +141— e~ i(22)  ,i(22) +14+1 +e*i(2z)
= +
4 4
=1.
6) sin(z+2m) =sinz e sin(z+ ) = —sinz.
dem.: Relembrando que " =1 e e7" = ¢/" = —] temos:
ei(z+2ﬂ:) _ efi(z+27'c) o2 2T _ p=iz Hi2T
sin(z+27) 2i 2
et —e ™%
20
=sing
e na segunda igualdade temos:
ei(z+7r) _ e—i(z—i—n) o2 i _ p—iz =il
sin(z+7) 2i 2
_elZ _|_ e—lZ.
20
et—e ™
T2
= —sinz.

7) cos(z+27m) =cosz e cos(z+ ) = —cosz.
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dem.: Na primeira igualdade temos

( ) ) i(z+2m) + ¢~ iz +2m) o2 2T | oz oi2T
COS(Z T) = =
2 2
el e R
2
= Cosz,

e na segunda igualdade temos:

ei(z+ﬂ?) + efi(quﬂ) €2 | iz il
cos(z+m) = 5 =
_eiz - e—iz
eiz+e—iz
B 2

= —CO0SZ.
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CAPITULO

Z

INTRODUCAO AO CALCULO EM UMA
VARIAVEL COMPLEXA

Retomando o assunto de func¢des complexas, temos que, uma fungdo complexa

definida num subconjunto S C C é denotada por
f:SCC—C.

AIm z f AIm 0

T e

Rez ’Re W

Figura 8 — Funcao dos complexos nos complexos

Dados z e w, tais que z=x+1iy e w = u+iv, escrevemos f(z) =w = u(x,y) +iv(x,y)

no qual u = u(x,y) é chamada parte real de f e v=v(x,y) a parte imaginaria de f.
Exemplo 7.0.1. A funcio f(z) = e° = e*.e” é denotada por

Few o u(x,y) = e*cosy,
v(x,y) = €*siny.

Aqui nesse exemplo § = C.
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Exemplo 7.0.2. Considere f(z) = < para z # 0, assim:

2|

< X .
=W W= Y

+ .
K ViR VAt

Nesse exemplo § =C—{0} e |f(z)| = 1.

7.1 Conjuntos especiais

Seja a € C e r > 0. Denotamos por B(a,r) = {z € C tal que |z—a| < r a bola aberta

de centro a e raio r > 0. Uma vizinhanca de a € C é uma bola B(a,r) para algum r > 0.

Definigao 7.1.1. Um conjunto A C C é dito ser aberto quando para todo a € A existe
r =r(,) >0 tal que B(a,r) CA.

A definicdo nos mostra que um conjunto aberto tem a propriedade que cada
elemento possui uma vizinhanca que também faz parte do conjunto, ou seja, escolhido um
elemento a de A, temos que existe um raio » no qual todos elementos pertencentes a bola

de centro a e raio r estao também contidos no conjunto A.

Exemplo 7.1.1. Se zgp € C e r > 0 entao B(zp,r) é um conjunto aberto, isto é, para todo
a € B(zo,r) 3s > 0 tal que B(a,s) C B(zo,r).

F B(zo,r)
r \\\
‘\‘ 0 |
| B(as) |
\ ,,,,/// ™
\ ——*a \'
X 4 v

Figura 9 — Bolinha dentro da bola
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dem.: Seja s =r—|zop—a| >0 e z € B(a,s). Queremos mostrar que z € B(zp,r) e portanto
B(a,s) C B(zo,r). Assim

lz—z0| =|z—a+(a—z0)|
<|z—al+|a—zo| (z€Bla,s) = |z—al<s)
< s+ la—z
=r—|z0—al+|a—zo|
=r

Logo z € B(zp,r).

Note que para todo s > 0 tal que s < r— |79 — a| vale para a implica¢do acima.
Observagao 7.1.1. A bola B(0,r) aberta em C pode ser escrita da forma.

B(a,r) ={z€C |[z—a[<r}
={z€C | |x+iy— (a1 +iam)| <r}
={zeC [|x—a)+ily—a)| <r}
={zeR?|Vx—a)?+—a)? <r}
={zeR?|(x—a1)* +(y—a2)?* < *}.

- ~

~ -

Figura 10 — Bola centrada na origem

Exemplo 7.1.2. Sejam z0=0€ C e ry,r, > 0. O anel A(0,r;,r,) ={z € C tal que r| <
|z| < r2} é um conjunto aberto.
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Figura 11 — Anel

dem.: Seja z tal que r| < |z| < rp, portanto

0< |Z|—I’1 <ry—ri.

Da primeira desigualdade temos: 0 < |z] —r; = 38 >0 tal que

lz| —r1 > 6 >0.

Queremos exibir 8 > 0 tal que B(z,8) C A(0,ry,rp) isto é

r2—|z| > 0.

Portanto basta escolher 8 > 0 satisfazendo min{|z| —ry,r» —|z|}

Exemplo 7.1.3. O conjunto S={z = x-+iy tal que y >0 } ndo é aberto.

dem.: Sejam zo =x+i0 € S, r > 0 e B(zg,r). Note que z=x—i€ para € < r, € > 0, pertence
a B(zo,r) pois:

lz—z20] =/ (x—x)2+(0+€)? =e<r

mas z=x—I€ ¢ S, poisy=—€<0.
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AIm 7

Figura 12 — Complexo real no meio plano

Entretanto {z =x+iy tal que y > 0} é aberto.

AIm Z

Figura 13 — Complexo com y>0

Definicao 7.1.2. Dado S C C dizemos que a é o ponto de acumulagao de § quando Vr >0

tem-se

B(a,r)N{S—{a}} #0.

Consideremos um exemplo:
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Exemplo 7.1.4. Sejam A(0,11,h) ={z€ Ctal que [} < |z| <lh} e b € C tal que |b| =I,.

Afirmacgao: b é ponto de acumulacao de A(0,1;,1).

dem.: Seja b = I.¢!% para algum 6y € [0,27] e seja z = p.e/%. Entdo

Jp >0 tal que z€ B(b,r)NA, Vr>0.
Podemos supor sem perda de generalidade que r < I —1I;. Escolhendo p > 0 tal
que lh —r < p <[y, temos:
(i)z€A, pois [zl=p>lLiel|zl=p <b.
(ii) z € B(b,r), pois

|z —b| = |p.e® —1L.e%| = |l, —p| <r, pois h —r < p <l —p < r. Portanto
z € B(b,r)NA(0,11,1) # 0 para todo r > 0.

Note que I} < |z] < I, sao pontos de acumulagio, e |z| =/ também sdo pontos de

acumulagao(segue a mesma demonstragao).

Observacao 7.1.2. Como vimos acima um ponto nao pertencente ao conjunto pode ser

um ponto de acumulagao.

Exemplo 7.1.5. Seja S = B(a,r)U{b} para a,b € C e r >0 tal que |b—a| > r. Entao
b nao é ponto de acumulacdo, pois 35 > 0 tal que B(b,s) NB(a,r) = 0. Basta tomar
O0<s<l|a—b|-r.

7.2 Limite de funcoes complexas

Definicao 7.2.1. Seja f: S C C — C e zg um ponto de acumulagao de S. Definimos:

lim f(z) =L.=.Ve>0,36>0tal que 0< |z—29| <6 = |f(z) —L| <€, noqual z€ §.

7—20

equivalentemente
dadoV e >0, 30 >0 tal que z€ B(zg,8) N (S—{z0}) = f(z) € B(L,¢).

Exemplo 7.2.1. Seja a funcao f(z) = az+ b (Fungao polinomial do primeiro grau com-

plexa), no qual a,b € C e a # 0. Entao

lim f(z) = azp+b.

Z—20

Note que V zg € C é ponto de acumulacao em C.
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Observe que L = azo+ b é o candidato na definicdo de limite. Assim dado € >0

devemos exibir d > 0 tal que:

0<|z—z0| <8 =laz+b—(azo+b)| <€
& la(z—2) <e
& |al.|z—z20] <€
S lz—z20] < £

jal

E
Logo qualquer 8 < — satisfaz a implicacao.

la|

Neste exemplo usando a =2, b =4+ 5i calculamos o limite para zg = 1 +1i, portanto

temos:
lim f(z) =az+b

7—320
=27+ (445i) = 2.(1 +i) + (4+5i)
=6+7i

Vejamos outro exemplo:
Exemplo 7.2.2. Considere f(z) =L a fungdo complexa constante para L € C. Entao

lim f(z) = L.

7—20

Dado € > 0 queremos exibir 6 > 0 tal que:

0<l|z—z0|<8 = |f(z)—L|=|L-L|=0<e.

Logo todo valor de 6 > 0 torna a implica¢ao verdadeira.

Vamos agora apresentar algumas propriedades de limite:

Teorema 1. Sejam f,g:5S C C — C e z9 ponto de acumulagao de S. Suponhamos que

lim f(z) =L; e lim g(z) = L,. Entao
Z—320

Z—20

a) lim (f+g)(z) = Ly +Lo;

b) Zlggo (f—8)(z) =L —Ly;
c) ZIL%(f.g)(z) =L.Ly;
3 1im (L) @)= 12 20

dem.:
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a)

Por hipoétese temos:

lim f(z) =L; .=.Ve >038 >0 tal que
7—20
0< |Z—Z0| <0 = |f(Z)—L1| < &,
limg(z) =L, .=.VYe >038, >0 tal que
220

0<[z—2z0] <& =g(z) — L2| < &.

Dado € > 0 queremos exibir 6 > 0 tal que

0<|z—z0| <6 =|(f+8)(z)—(Li+L)|<e¢
& |f(2) —Li+g(z) —Ly| < &.

Escolhendo
X £
31:§:> 301 >0 tal que 0< |z—z0| < 81 = |f(z) —Li1| < 5
e
L€ £
82:§:> 36, >0 tal que 0 < |z—z0| < & = |g(z) — L] <§'

Definindo 6 = min{d;,5,} entao

0<l|z—z0|<8=|f(z) —Li+g(z) —Lo| <|f(z)—Li|+|g(z) — La]

<8+ =&
2 2 7

™

Dado € > 0 queremos exibir 8 > 0 tal que

0<|z—z0| <6 = |(f.g)(z) —LiLy| <e.

Das hipoteses temos:
(i) = 51 >0 tal que 0 < ‘Z—Z0| < 51 = |f(Z) —L1’ < &.
(ii) 36, >0 tal que 0 < |z —2z0] < & = |g(z) —L2| < &.

Assim
f(2).g(z) —Lila = (f(z) —L1).8(z) +g(2).L1 — L1L>
= (f(z) —L1)-g(z) + L1-(g(z) — L2).

Seja M > 0 tal que |g(z)| < M para Vz € B(zg, 8).

(7.1)

A definigdo de M vem do fato que do item (ii) sabemos que dado € >0, 38, > 0 tal
que z € B(z0,62) = |g(z) — L2| < €. Mas fixado € > 0 temos que:

lg(z)| =lg(z) — L2+ La|
< |g(z) = Lo| + | L2
<e+|Ly] = M.
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Logo 3 M > 0 tal que |g(z)| < M para ¥V z € B(zp,02).

£ €
Uma vez que para z € B(zp,6) tivermos |(f(z) —L1).g(z)| < 5 e IL1.(g(z) —La)| < >

segue que

1/(2)-8(z) =Lila| < |(f(2) =L1)-8(2)| +|L1.(8(2) = L2))|

) €
Escolhendo € = o e &= m

utilizando a identidade (7.1) temos:

para Lj # 0, respectivamente em (i) e (ii) e

(f-8)(2) = Lila| <[g(2)|[f(2) = La| +|L1].[¢(2) = Lo

€
<M.—— +|Ly|.
2.M+| !

|L1].2
:8’

desde que 6 =min{d;,5,}. Caso L =0 entao basta aplicar a demonstragao acima

escrevendo
f(2)-8(2)] < [(8(2) = L2)-f ()| + |L2- £ (2)],
tomando M agora um limitante local para |f(z)].

1 1
Vamos provar inicialmente que se lim =L 0 entdo lim — = —.
prov: que se lim f(z) =Ly # I~ L

Observe que:

11 Li—f(2) 1 1
- | = g .fZ —Ll T . 72
ozl [5et - mrre-big 2
) ) L )
Do item (i) temos que para € = - > 0 existe 8; > 0 tal que
|L1]
2€B(20,01) = |f(2) = Li| <
Logo
/(2] ZI\L1!—||f|(z)—|L]\||
L L
L =0 o B
> Il=5" = 3
portanto : < 2 vV z € B(z0,01)
7 10 < <0,01)-
If@] L]

Voltando em (7.2) temos que para todo z € B(zg, 6;)
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1 1 1 2
'E—L—l Sm~|f(z)_L1|~m
L1 |?

Assim fixado € > 0 escolho SliTe de modo que &; > 0 tal que

2€B(z0,81) = | f(z) —Li| < &1.

Tomando & = min{8;,8;} temos

1 1 2 2 |Li|?
— | < g = .€ = € para todo z € B(z9,90).
‘f(Z) L ILi|? ILy]* 2 P (z0.9)
L lim !
ogo lim — = —.
& 720 f(Z) L]

Agora pelo item (c) temos:

. fle .. 1 . 1 I L
lim -2 =1 — ) =1 Jdim —— =L;.— == L, #0.
Jim o)~ Am f(z) ) = Jim f(2) o LT desde que L, # 0

b) Observe no item (c) que no caso particular em que f(z) = ¢, no qual ¢ é uma

constante, (veja Exemplo 7.2.2) temos que:

lim c.g(z) = lim c. lim g(z) = c.Ly.
Z—320 Z—20 320

Logo
lim g(z) = Ly = lim —g(z) = —L,.

7—20 7—20

Pelo item (a) segue

lim (f—g)(z) = Zli_glof(z) + lim —g(z) = Ly + (—Ly) = L1 — L.

7—20 Z—20

Vimos na defini¢do preliminar que uma fungao complexa f(z) = w definida em
S C C=R? é escrita na forma f(z) = u(x,y) +iv(x,y) no qual u,v: § C R? — R. Identificando
20 = X0 + iyo = (x0,y0) e supondo que Zli_>nzlO f(z) =L = ¢, +il, podemos questionar qual a
relagdo entre os limites das fungoes coordenadas no ponto zg = (xg,yo) com ¢; e ¢5.

Exemplo 7.2.3. Seja f(z) =z? e zo = 1 +i. Vimos no Exemplo 7.2.1 que lim z=1+i.

z—14i



7.2. Limite de fungdes complexas 79

Pelo item (c) do Teorema 1 temos

lim 22 = lim z. lim z= (1+i)>=2i.
z—1+i z—=1+i z—=1+i

Note que f(z) = x> —y? +i2xy e assim:

lim x*—y*=0 e¢ lim 2xy=2
(xy)—(1,1) (xy)—(1,1)

de modo que

lim (x*— 2}+i[ lim Zx} = 0+i2=2i
<x,y)%<1,1)( ) (xy)—(1,1) Y

Veremos a seguir que o exemplo acima ndo é uma coincidéncia.

Teorema 2. Seja f(z) = u(x,y)+iv(x,y), z0 =x0+iyo, L=~1+ily. Entao

lim  u(x,y) =/,

lim f(z) = L < valem os limites reais { 70030
220 lim  v(x,y) = /5.
(x7y)%(x07y0)

dem.: Por hipdtese assumimos que

lim f(Z) =L=/0+il.

Z—20
Queremos provar que

lim  u(x,y)=4; e lim  v(x,y) =/s.
o) T e =t e lim Y =b

Por simplicidade vamos demonstrar o primeiro limite, isto é,

dado € > 0 queremos exibir 6 > 0 tal que

0 <|(x,y) = (x0,y0)| <& = |u(x,y)—{1] <e.

Seja € > 0 fixado. Sabemos por hipdtese que 3 5 >0 tal que

0<|z—z0|<d=|fz) —L|<e.
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Note que

[f(R) =Ll = |u(x,y) +iv(x,y) —l1 —i.Lo]
= lu(x,y) =i +i(v(x,y) — £2))|
e relembrando de (4.4) e (4.5)temos

{ u(x,y) =l < |f(z) —L| <&,
v(x,y) —h| <|f(z) —L| < e.

Como

lz—z20] =+/(x—x0)>+ (y—0)?
= [(x,¥) — (x0,50)]

segue que tomando & = 5 temos

0<l|z—2z20| <8 =|ulx,y)— 01| <|f(z) —L| <e.

Analogamente provamos  lim  v(x,y) ={;.
(x,y)—(x0,y0)

Vamos agora provar a reciproca do teorema

lim  u(x,y) =4

(x7y)—>(x07)’0) b

=1 =L
lim  v(x,y) =10 Zi%f(z)
(x,y)—=(x0.,y0)

Por hipotese temos:

lim  u(x,y) =4, =V e >0,36 >0 tal que
(x,y) = (x0,Y0)

0 </ (x—x02 + (v —30)? < & = lulx,y) ~ 1] <&,

lim  v(x,y)=06L=Ve& >0,38 >0 tal que
(2.)= (x0,30)

0<\/(x—x0)2+ (v —30)% < & = [ulx.y) — fa] < 2.

Queremos mostrar que lim f(z) = ¢; +il,. Dado € > 0, queremos exibir 8 > 0 tal
Z—20

que

0<|z—z0| <8 =|flzr)—(Li+ilr)|<e
lu(x,y) +iv(x,y) — (¢ +ily)| < €,
|u(x,y) _gl —f—l(V(X,y) _EZ)I <E.
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Seja d=min{d;,6,}. Logo por hipdtese temos

&
301 >0 tal que 0 < \/(x—xo)2+(y—yo)2 <01 = |u(x,y) — 41| < X

€

38, >0 tal que 0 < \/(x—xo)2+(y—y0)2 <& =iy —b| < 5

de modo que para 6 > 0 temos

. £ €
O<ﬂ2—m|<5=>V@f—@1+ﬂﬁ|§VKLYW—QV+W@J)—@|<§+"':€-

Vejamos algumas aplicacoes.

Exemplo 7.2.4. Sejam f(z) =iz’ e zo = 2+i. Vamos utilizar o Teorema (2) para calcular
lim,, f(2).

Assim, f(z) =y® —3x> +i [x3 — 3xy2] e portanto

lim  u(x,y)= lim y -3x%y=1"-3221=1-12=-11
(x7y)—>(271)( ) (x,y)—=(2,1)

lim  v(x,y)= lim x—3x0?=2"-3217=8-2=2.
(0y)=(2,1) (6y)=(2,1)
Logo lim f(z) =—11+2.i.
72+
Definicao 7.2.2. Seja f: S C C — C. Dizemos que f é continua em S quando é continua
V zo9 € S e portanto

hm f(Z) = f(Z()).

7—20

Exemplo 7.2.5. Dado f(z) =7", Vn € N é continua em zg € C , pois

n
N N (e Y
Jim f(z) = lim 2" = (Lm) (Lm> = (Lm) =2 = flz0),

pelo item (c) do Teorema 1.

Exemplo 7.2.6. Seja f(z) tal que f(z) =ao+aj.z+---+ay.z", aj € C para j=(0,...,n),

isto ¢, um polinémio complexo, entao f ¢ continua em C, pois

lim (ap+ay.21 4+ +a,7") = limag+ limaj.z+---+ lim a,.7"

Z—20 Z—20 Z—20 Z—20
=ap+ limay. lim z+---+ lim a,,. lim 7"
7—20 Z—20 7—20 Z—20

=ap+ai.zo+ - +an.z) = p(20),

utilizando os itens (a) e (¢) do Teorema 1 .

Vejamos mais alguns exemplos.
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Exemplo 7.2.7. Seja f(z) = €° a fungao exponencial. Entao f é continua em C.
Lembrando que f(z) = e*cosy+ie*siny temos

lim (e*.cosy)= lim ¢'. lim cosy = €%.cosyp

(y) = (x0,0) (xy)=(x0.0)  (x.y)=(x0.y0)

e analogamente

lim  (e'.siny) = €".sinyp,.
(x,y)—*(x0,y0)

Segue do Teorema 2 que

lim  f(z) = €% .cosypg+i.e™.sinyy = e® = f(z9).
(2.)=(x0,30)

Teorema 3. A composicao de fungdes continuas é também continua.

Seja f(z) = w uma fungao definida para todo z numa vizinhanga do ponto zgp e seja
g(w) =W uma fungdo cujo dominio de definigdo contenha a imagem dessa vizinhanga,

portanto a composicao
W =g[f(2)]

estd definida numa vizinhanga de z.

dem.: Dado g continua em z, isto €,

lim g(z) = g(z0)

7—20

queremos provar que para todo € > 0 dado, deve existir 6 > 0 tal que

0 <|z—z0| <& = [g[f(z)] —glf(z0)]l <e&.
Como g é continua em f(z9) = wg dado € > 0, existe §; > 0 tal que
0 <|w—wp| <6 = [g(w) —g(wo)| < €.

Como a imagem de uma vizinhanga de wg = f(zp) estd contida no dominio de g

podemos tomar w = f(z) numa vizinhanga de wy. Logo

0 <[f(z) = f(z0)| < 81 = |g[f ()] — glf(z0)]| < &. (7.3)

Como f é continua em zp, isto é, lim f(z) = f(zo), dado 8; > 0, existe § > 0 tal que
7—20

0 <l|z—2z0| <8 =|[f(2) = f(z0)| < b1. (7.4)

Das implicagoes (7.3) e (7.4) segue que 38 > 0 tal que
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Teorema 4. Se a fungio f(z) é continua e diferente de zero no ponto zop, entao f(z) #0

em toda a vizinhanca de zg.

dem.: Considere f(z) continua e diferente de zero no ponto zo, isto é f(z) # 0. Assim

e—20| <8 = |f(z) - fl2)| <&

Escolhendo € > 0 tal que € = @ temos que a implicagdo acima fica
Z
il <8 = 1) - f)l < L2
Logo z € B(z9,0) = f(z) €B ( |f ZO)‘ ( 0), \f(§0)|)7 pois se pertencesse
portames (o) o)
20 <0
|f(z0) — 0] < o |f(z0)] < 5

o que é uma contradi¢ao e que conclui a demonstragao do teorema.

Exemplo 7.2.8. A fungdo f(z) =cosz e g(z) = sinz sao continuas em C. De fato segue

das propriedades de limites

174 Z 1 . .
lim f(z) = lim & ¢ — 5 (lim e+ lim e—lZ)

=20 =20 2 220 =20
— % (%0 4 e~ 0) = cos(zo).
Teorema 5. Sejam f,g: § C C — C tais que f,g sao continuas em zp € S. Entao:
(a) f+g é continua em zp;

(b) (f.g) é continua em zp;

(c) (g) ¢ continua em zp, g(zo) # 0.

dem.: A demonstracao desse teorema segue do Teorema 1 e da definicao de continuidade,
portanto as demonstragoes sao analogas. Para ilustrar veremos a demonstracao do item

(a), assim

lim (f+¢)(z) = lim f(z) + lim g(z) = f(z0) +&(z0) = (f +&)(20)-

Z—20 7—20 Z—20
Vejamos um exemplo.

Exemplo 7.2.9. Seja f(z) =7, temos que f(z) é continua em C. De fato, f(z) =z =x—iy,
e portanto
u(x,y) = x,
fQ=xiy e {0
V(.x,y) =)

sao fungoes polinomiais e portanto continuas.
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Coroléario 1. Seja f(z) tal que f(z) = u(x,y) +iv(x,y). Portanto f(z) é continua em
20 = X0+ iyo < u(x,y) e v(x,y) sdo continuas em (xp,yo).

dem.: Segue do Teorema 1 pois,

f(z0) = lim f(z):[(m)lim u(x,y)}—ki.{ lim v(x,y)}

720 —(x0,0) (x,y)—(x0,Y0)
lim u(x,y) = M(XO»}’O);
(x,y)—(x0,50)

lim  v(x,y) = v(x0,¥0)-
(x,y)—(x0,Y0)

se e somente se,

7.3 Derivada de uma funcao em uma variavel complexa

Seja f: S CC— Cezp € C tal que B(zg,R) C S para algum R > 0. Considere Az € C,
chamada taxa de variagdo, tal que zo+ Az € S. Note que |Az| < R entdo zo+ Az € B(zo,R) C S.
A derivada de f no ponto z = zg é definida pelo limite

fim (z0+Az) — f(20)
Az—0 Az

d
quando existe e sera denotado por f’(z9) ou d—f(z()).
Z

Observe que z = Az+z9 < Az = z—z¢ e substituindo no limite acima temos que
f(2) = f(z0) f(z0+Az) — f(z0)

/ . .
Z = lim ———————— = lim .
f(z0) =2 Z—20 Az—0 Az

Lembrando que f’(zg) existe quando Ve >0, 36 > 0 tal que

f(z0+ Az) — f(z0)
Az

0<|Az] <6 =

—f(z0)| < &.
A definicao acima estende de maneira natural a definicdo de derivada de uma
funcao real.
Exemplo 7.3.1. Considere a funcdo f(z) = az+b no qual a,b € C. Logo
a.(zo+Az) +b—(a.zo+b)

fim L&A —fz0) _ o —a
Az—0 Az Az—0 Az

e portanto a fun¢do derivada de f(z) = az+b no ponto z=1z9 é f'(z0) = a.
Exemplo 7.3.2. Se f(z) = z% entdo f(z0) = 220 para todo zg € C. De fato,

A 2 2
fim 20 FAD° = ()
Az—0 Az Az—0

7+ 220Az+ A — 2
Az

Jim e+ a2) = 2z
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7.8. Derivada de uma fun¢do em uma varidvel compleza

Teorema 6. Se f é derivavel em zg entao f é continua em zg.

dem.: Note que lim f(z) = f(z0) < lim [f(z) — f(z0)] = 0. Assim,

f(Z) _f(ZO)-(Z_ZO)

lim [f(z) — f(z0)] = lim
7720 =20 Z—20

Q=) o

= lim
Z—20

=20 Z—20
= f"(20).0=0 .

O limite de uma fung¢ao constante é o valor da prépria fungdo no seu dominio de

defini¢do, ou seja, lim f(z) = f(z0) = ¢, no qual ¢ é constante. Além do mais,
7220

f(2) = f(z0) lim ——— =0, Yz € C.

fl(z0) = lim =2
Z—20 Z—20 =207 —20
No caso da fungdo f(z) = z, chamada fungao identidade, temos que f'(z) = 1, pelo

Exemplo 7.3.1 coma=1e b=0.

Propriedades de derivadas

Vimos acima a derivagao de fungoes elementares. Antes de prosseguirmos com mais

exemplos vamos apresentar algumas propriedades adicionais.

Considere f(z) e g(z) fungdes derivaveis em z = zg. Assim temos

) 217+ gl(e0) = £(zo) + ¢ ()
i) 17— 8](a0) = /" (z0) — ¢ ()

iii) i[ f-8)(z0) = f(z0)&' (z0) + f'(20)-8(20);

dz
L d[f ~ 8(20)-f'(20) — f(20)-8' (20)
) % [g] (@)= lg(z0)]? - 8(20) 70.

A demonstracao de tais propriedades segue o mesmo roteiro de fungoes reais e serd

omitido.(GUIDORIZZI, 2008)

De posse das propriedades vamos estudar mais exemplos.
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Exemplo 7.3.3. Seja f(z) =7, n € N* entao f'(z) = n.z"~!. Observe que quando n = 1
basta observar o Exemplo 7.3.1. Analogamente quando n =2 basta observar o Exemplo

7.3.2.
Vamos utilizar inducao matemaética.

Suponhamos valido que f(z) = 7" = f'(z) = m.z"~! para m € N* Vamos provar
que g(z) = 7" = g'(z) = (m+1).2" Mas g'(z) = [zmﬂ}/ = [¢".7]" e pela regra do produto
temos g'(z) =[] .z+2".[z]'. Como pelo Exemplo 7.3.1 vimos que [z]' = 1, segue que

gz) =[""z+2"1
=m.z" l.z4+7" (hipétese de inducio)
=m.Z"+7"
=(m+1).7".

Como consequéncia do Exemplo anterior e da Propriedade (i) de derivagao (soma)

temos

P(z) = ao"‘a]Z‘F""Hln—lznf1 +a,7" :>P/(Z) =aj+--+(n— 1)an—1zn72+nanzn71,

no qual aj € C para j=0,--- ,n.
Exemplo 7.3.4. Seja P(z) = 3z* 4+ 2% + 12z +7 entao

P(z)=434"4327 11127 = 122 +32 + 12,

. .. d
Derivada de exponenciais: d—eZ =¢é*, VzeC.
Z

Como a propriedade é valida para R, ou seja, d—ex = ¢", esperamos que seja para
X

C. De fato ¢, vejamos.

Seja z =x+ iy, entdo e = e*cosy+ie“siny, assim u(x,y) = e*cosy e v(x,y) = e siny,
o que implica
ux(xvy) = €xCOSy, uy(xa)’) = —exsiny, vx(x,y) = ex SiIly, Vy(xay) - excosy.
Temos que f'(z) = uy + ivy, assim
—e* =e'cosy+ie'siny = €.
dz
Observe o exemplo 7.4.3 sobre fungoes exponenciais.

7.4 Condicoes de Cauchy-Riemann

Seja f uma fun¢do definida num subconjunto S C C e derivavel no ponto zg =

X0 +1iyo, 20 € S tal que as fungoes coordenadas u e v possuem derivadas parciais no ponto

(x0,¥0)-
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Suponhamos f derivavel em zp, portanto o acréscimo Az da fungao pode ser

representado pelo acréscimo complexo Ax+ iAy, assim temos:

A _
f’(zo)zgglof(ZOjLAzz) f(zo).

Note que
flzo+Az) = f(xo+Ax+i(yo+Ay))
= u(xo +Ax,yo +Ay) + iv(xo + Ax, yo + Ay)

f(z0+A2) - f(z0)

e portanto que =
Az

u(xo + Ax,yo + Ay) — u(xo,y0) + i [v(xo + Ax,yo + Ay) — v(x0,y0)]
Ax +iAy '

existe, entao o limite ¢ valido quando Az -+ 0 <

Como f’(z9) = lim f(z0+Az) — f(z0)

Az—0 Az
Ax—0
Ay —0
Tomando Ax = Az, isto é Ay =0 temos

f(20+4z2) — fz0) _ ulxo+Ax,yo) —u(xo) + i [v(xo+ Ax, yo) — v(x0,0)]

Az Ax
_ u(xp + Ax,yo) — u(xo) 4 {V(xo +Ax,yo) — V(XOJ’O)]

Ax Ax

A7) —
e tomando Az = Ax — 0 segue que lim Flzo+42) — f(z0) —
Az—0 Az

AX _
fim ‘00 +A%,Y0) u<x0’y0)+ilim[

v(xo + Ax,y0) — v(x0,¥0)
Ax—0 Ax Ax—0 ’

Ax

Como o limite é nico temos que

f(z0) = ux(x0,y0) +i.vx(x0,¥0) -

Por outro lado, Az =iAy < Ax =0 e assim

f(20+4A2) — f(z0) _ u(x0,y0+Ay) — u(x0,y0) + i [v(xo,y0 + Ay) —v(x0,Y0)]

Az iAy
_ v(xo,y0 +Ay) —v(xo,y0) . [ulxo,y0+Ay) —u(x0,y0)

Ay Ay

e tomando Az = Ay — 0 segue

1" (z0) = vy(x0,¥0) — i.uy(x0,¥0) -
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Pela unicidade do limite

ccl;—f(z()) :f/(ZO) = ux(xo,yo)+i-vx(x07)’0) <75)
Z
g(zo) = f'(z0) = vy(x0,Y0) — i1ty (x0,¥0) (7.6)

e portanto podemos enunciar o seguinte resultado:

Teorema 7. Seja f derivavel em zg = xo + iyp. Entdo vale as Identidades (7.5) e (7.6), e

além do mais

ux(x07YO) - Vy(x();y())v
Vx(xoayo) = —My(xo,yo)-

O sistema acima é chamado de condi¢des ou equagoes de Cauchy-Rieman .

Exemplo 7.4.1. Seja f(z) = 2% entdo vimos que f(z) = 2z.

Note que f(z) = 2> =x> —y> +i2xy no qual u(x,y) =x>—y> e v(x,y) = 2xy, assim

uy(x,y) = 2x,
uy(x,y) = =2y,
v(x,y) =2y,
vy(x,y) = 2x.
Logo temos que uy(x,y) =2x =v,(x,y) e ve(x,y) =2y = —uy(x,y) satisfazendo as condigoes

de Cauchy-Riemann.

Dado que uma fungao complexa f é derivavel no ponto zg = (xo,yo) vale as condigoes
de Cauchy-Riemann entretanto a reciproca nao é verdadeira, ou seja, o fato de valer as
condi¢des de Cauchy-Riemann em um ponto zg = xo + iyp ndo garante que a fungao é

derivavel nesse ponto.

Exemplo 7.4.2. Considere a funcao complexa
2

— para z#0,

z

f(z) =

0 paraz=0.

Observamos que a funcao satisfaz as condi¢oes de Cauchy-Riemann na origem, porém a

funcao nao é derivavel nesse ponto.

Com efeito
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no qual f(z) = u(x,y)+iv(x,y) para

3 2
x> —3xy
—_— 0,0
u(x,y) = 4, b (x,) # (0,0),
0 para (x,y) = (0,0),
¢ 3 2
y = 3yx
R 0,0
oo ] S v ) £ 00)
0 para (x,y) = (0,0)
Logo temos que as condigoes de Cauchy-Riemann se aplicam no ponto zg = (xo,Y0),
ou seja,

. u(0+h,0)—u(0,0
Mx(0,0) :flzlil(l) ( })l ( )

h,0
= lim u(h,0)
=0 h
WP —3.h0%
= lim
h—0 h
=limh®> = 0 o ur(0,0) =0
B0 ux(0,0)
. v(0,0+k)—v(0,0)
»5(0,0) ~ 150 k
_ jm 100
k—0 k
KB =3.k0%
= lim
k—0 k
= limk*> = 0 - 1y(0,0)=0
kl_rf(l) Vy( )
1,(0,0) = lim u(0+1,0) —u(0,0)
Y t—0 t
— lim u(t,0)
t—0 t
. 0°—3.02
= lim
t—0 t
=1im0.t = 0 . 1y(0,0) =0
1230 < 1y(0,0)
0,0+ 7j)—v(0,0
12(0,0) = tim 100 = v(0.0)
j—0
= lim V(ij)
j—0 3] 5
i © —;.0.]
j—0 ]
=1im0.j = 0 o v(0,0)=0
j—0

Assim u,(0,0) =v,(0,0) =0 e u,(0,0) =—v(0,0) =0.
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Porém temos que a funcao nao é derivavel neste ponto. Temos que se a derivada

existe entao vale o seguinte limite

f(z0+Az) — f(z0)

li = 0.
T
Assim
—
Az —2
fim JOFA) = f0) _ o Ae T (AT)
Az—0 Az Az—0 Z Az—0 \ Az

Tomando o caso particular que o incremento Az = Ax (eixo real) e Az = Ax+ iAx

vemos

: Az . Ax
Az=Ax= lim (=) =1lim (— ] =1
A (Az> Az (Ax) ’

-—\ 2 N\ 2 N\ 2
: . Az : Ax(1—1i) 1—i
¢ i Az50 (Az) Az50 (Ax(l+i)> (1+i) 7
Logo concluimos que satisfazer as condigdes de Cauchy-Riemann no ponto nao

garante que a funcao seja derivavel nesse ponto e assim nao vale a reciproca do teorema.

A seguir iremos apresentar uma reciproca assumindo condigoes adicionais.

Teorema 8. Considere f(z) = u(x,y)+iy(x,y) definida em uma vizinhanga B(zp,€) do

ponto zg = xp +iyg para algum & > 0 e suponhamos que:

a) Existem as derivadas parciais u e v em relagao as varidveis x e y em alguma vizinhanga

de zg.

b) As derivadas parciais de u e v sdo continuas e satizfazem as condi¢oes de Cauchy-
Riemann

Uy =Vy , Uy = —Vy

no ponto zg = xg + iyp.
Entao f'(z0) existe e vale f'(z0) = ux(x0,y0) +ivx(x0,Y0)-

A demonstracio desse teorema pode ser encontrado na referéncia (BROWN, 2009).

Assim concluimos que nao basta que uy, uy, vy, vy existam, ¢ necessario que sejam

continuas no ponto para a validade da reciproca.

Exemplo 7.4.3. Considere f(z) = €° relembrando que e° = e*(cosy+isiny) = e*cosy +

ie*siny. Queremos determinar f/(z).
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Verificamos as derivadas parciais de u(x,y) = e*cosy e v(x,y) = e siny sao

uc(x,y) =e'cosy, uy(x,y) = —e'siny, vi(x,y) =esiny, vy(x,y) =e'cosy

Note que as condigoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas, e como as funcoes cosy, siny
além de ¢* sdo continuas temos que as fung¢oes coordenadas possuem derivada continua

V(x,y) € R2. Logo pelo teorema anterior
F(2) = ux(x,y) +ivi(x,y) = €* cosy + ie* siny = ¢*

que é a propria funcao f(z), ou seja f'(z) = €.

A derivada da funcao exponencial no conjunto dos niimeros complexos é uma

extensao natural da derivada da funcao exponencial no conjunto dos reais.

Exemplo 7.4.4. Determinar a derivada de sinz . Inicialmente temos que as derivadas de

e e e % s30:

fR)=e"= fl(z2)=ie" e flz)=e "= fl(z) = —ie *

eiz _ e—iz
e lembrando que sinz = 5 temos
i
f/( ) B (eiz _ eiiz)/.(Zi) o (eiz _ eiiz).(Zi)’
o (20)?

(i€ +ie).(2i)

N —4

B R, P

N —4

eiZ+e—iZ

= ——— = C0S8Z
2

E assim temos que a derivada da fungao f(z) =sinz é f'(z) = cosz.

Exemplo 7.4.5. Analogamente ao exemplo anterior vamos determinar a derivada da
eiZ+e—iZ
funcao f(z) = cosz. Lembrando que cosz = —5 temos

(e +e™2) . (2) — (% +e77).(2))  2iet+2ie™ e te " sin
_ — = — Z.

(&)= (2)2 4 2i
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Condigoes de Cauchy-Riemann em coordenadas polares

As condigoes de Cauchy-Riemann podem ser escritas em coordenadas polares.

Nesta se¢ao deduziremos tal relagao.

Considere um nuimero complexo z # 0 e relembrando as mudangas de coordenadas
m (5.1) temos,

x=rcosf® e y=rsin0,

o que implica z = rcos @ +isin® = re'® a forma polar do niimero complexo z. Assim uma

funcao f(z) = u(x,y)+iv(x,y) pode ser escrita da forma

f(2) = u(x(r,0),y(r,0)) + iv(x(r,0),y(r,0)),

e portanto podemos questionar a relacao das derivadas de u,v em relagéo a0s NOvVos para-

d
metros r,0 com a derivada de f em z. Dos calculos — t =cos 0, = —rsinB, =sin0,
3 or 89 8
S0 = rcos 0 e escrevendo u(x,y) =u(x(r,0),y(r,0)) temos

du Jdudx Jdu dy

P + = 3y or = uy(cos0) +uy,(sin ),

du Judx Jdudy .
76 9x00 " ayge ~ alrsin®)Fu(reosd).

Analogamente

Jdv_ dvdx dvdy

5= 8_x$+8_y$ =v,(cos0) +v,(sinH),

Jdv _dvdx dvdy

55 = 3235+ 596 —Vx(rsinB) +vy(rcos ).

Observe que
rup(r,0) =uy.rcos0 +u,.rsin0
=v,.7c0s 0 + vy (—rsinH)
=vo(r,0),

e analogamente ug = —rv,(r,0).Assim podemos concluir que

ru,(r,0) =vg(r,0) e ug(r,0)=—rv.(r,0).

Do resultado acima podemos enunciar um teorema.

Teorema 9. Seja uma funcao f(z) = u(r,0)+iv(r,0) definida na vizinhanga de um ponto

20 = roe'® e suponhamos que

a) as derivadas de primeira ordem de u e v existem em uma vizinhanga de zp;
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b) essas derivadas sao continuas e satisfazem as relagoes

ruy(ro, 6p) = ve(ro,60) e ug(ro,600) = —rv.(ro,6o),

entdao f(zo) existe e é

f(z0) = e (ur(ro,60) +iv(ro,60)).

7.5 Um pouco mais sobre funcao logaritmica

Apoés conhecermos alguns conceitos elementares de célculo, entre eles continuidade,

limites e derivadas, voltamos a funcao logaritmica

Relembrando que a motivagao pela definicao de func¢ao logaritmica é baseada na
solugao da equacao
e =z, (7.7)

no qual z € C,z# 0. Assim escrevemos z = re'®, = Argz e w = u+iv, ficando portanto

e'e” = re'?.

Pela igualdade de dois complexos na forma polar temos

e'=r ¢ v=0+2kr, ke Z.
Como u € R er>0entdo u=Inr e assim
w=Inr+i(6+2kn), k€ Z,
isto é, para cada z € C temos a fun¢ao multivalores
logz=Inr+i(6 +2kn), k € Z.

Lembrando que para 8 = Arg z temos

Logz=1Inr+i(Argz), z#0.

Note que o logaritmo deixa de ser uma func¢ao multivalente quando arg z € [a, ot +27[(ou
o, +27]) para a € R. Afim de ndo sobrecarregar a notagao iremos utilizar a mesma

notacgao log para algum o« fixado.

Vamos agora discutir a propriedade de continuidade da funcao logaritmica para

Arg z € [0, + 2x[. Por simplicidade iremos considerar & = —7 e assim a fun¢ao Logz.
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Afirmacdo 2. Log z ndo é continua nos pontos da forma z = re!"™ = —r, r >0, isto é
Argz=—m.

Dado z e 0 € [, 7| tal que zg = roe ™.

Sejam
. 1
a, = roefl(nfﬁ),
o1
b}’l = ]"Oel(n—i_ﬁ)’
entao

1
Log a, =Inrg+i —7t+—) — Inrg — i,
n

1
Log b, =Inrg+i 71:—|——> — Inrg+ix.
n

) mas Lo, a, # Log b, portanto segue a afirmacao.
8 8

Assim ay, b, —> 7o = roe'”
Pelo Teorema 5 logz = Inr+i0 ¢é continua V(r,0) € RT x]or, o +27].
Uma aplicagao direta do Teorema 9 demonstra que logz é derivavel em R™ x]et, ot +
2m|.

Definicao 7.5.1. O ramo de uma func¢ao de multivalores f é uma funcao F que é analitica

em todos os pontos do seu dominio, além disso F(z) = f(z).

Seja f: 8§ CC — C e zp € S ponto interior, isto é, existe r > 0 tal que B(zg,r) C S.
Dizemos que f é analitica em zg quando f é derivavel em zy e numa vizinhanga de zg. A

funcao ¢é dita ser analitica em S se é analitica em todos os pontos de S.

Dizemos que uma fungao é inteira se f é analitica em todos os pontos de C. Como

exemplo temos: €%, cosz, sinz, f(z) polinomial sao fungoes inteiras.

Exemplo 7.5.1. f(z) =logz é uma fungao de multivalores. Um ramo para logz é uma
fungao da forma Fy(z)=Inr+i6 para 0 € |a,a+2x| para o € R, pois: Fy(z) analitica e
Fy(2) = f(2), Vz=re'® com r>0e 0 €]a, a+27].

Vamos justificar que Fy(z) é analitica. Como

Fo(z) =logr+i0, onde: u(r,0) =logr e v(r,0) = 6. Temos

1
u(r,0)=—, v(rn0)=0, ug(r,0)=0, vg(r,0)=1

r

que satisfazem as condigoes de Cauchy-Riemann
rup(r,0) =vg(r,0) e ug(r,0)=—rv.(r,0).

Como as derivadas parciais sdo continuas, temos que Fy é derivavel (nb0)Vr >0, 6 €
Joo, o0+ 2km|.
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CAPITULO

PROPOSTA DIDATICA - ATIVIDADES COM
0S NUMEROS COMPLEXOS

Nesse capitulo apresentamos uma proposta de atividade pedagogica que pode ser
aplicada aos alunos de Ensino Fundamental como ilustracdo no ambiente da Geometria.
No entanto tal atividade ¢ dirigida aos alunos do Ensino Médio com o objetivo de mostrar

uma relacao entre Nimeros Complexos e Geometria.

8.1 Objetivo

A proposta especifica dessa atividade é apresentar uma relagdo entre as raizes
complexas de uma equagao algébrica e sua representacao geométrica. Nesta atividade
utilizamos o auxilio do software Geogebra!. A intencdo é fazer, por meio da exibicao
no software, uma relacao entre a forma polar complexa das raizes da equacao 7" =w e
os vértices de um poligono regular visando atrair o interesse do aluno, criando maior

entendimento sobre o assunto.

8.2 Publico Alvo

Essa atividade é destinada aos alunos do Ensino Médio que ja possuem conhecimento
formal sobre o conjunto dos niimeros complexos e sobre poligonos regulares, com o intuito
de relacionar os dois assuntos objetivando a concepcao geométrica sobre o conjunto dos
numeros complexos através de uma proposta de atividade esbogando um poligono regular

a partir das raizes complexas da equacao 7" = w.

L software gratuito
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8.3 Teoria

Nesta atividade estaremos utilizando a féormula polar de um niimero complexo.
Como vimos na secao Forma Polar, ao representar o nimero complexo z por um ponto no
plano de Argand-Gauss, temos associado o dngulo do vetor ﬁz formado com o eixo real
positivo, isto é, o argumento de z, ou seja |z|.A poténcia de um nidmero complexo é dada
por

' =r""? paraneNT,

Determinar a raiz n-ésima de um nimero complexo w dado, isto é, resolver a
equagao 7' =w, no qual n € N*.

i(0+2kr)

Seja z=Re'V e w=re assim temos que

'=w < R = rei(9+2k”), VkeZ.

Pela igualdade de dois niimeros complexos na forma polar temos R" =r e ny =
0 +2kr

0 +2km e desse modo temos que R=ri— Vre ypy=—-—-", k€.
n
Assim
a=ried"TE) k=0,..n—1, (8.1)

que é uma familia de solugoes da equacao 7" =w.

Utilizando a férmula de Moivre vemos, facilmente, que quando multiplicamos um
niumero complexo com raio unitario por ele mesmo, dobra-se o argumento e assim se
multiplicamos pelo nimero n entao o argumento fica multiplicado por n. Desse modo o
ponto que representa cada niimero complexo resultado dessa poténcia fica sempre sobre
uma circunferéncia de raio unitario, porém com angulos que diferem por um multiplo do

argumento do niimero complexo inicial.

8.4 Metodologia

A atividade é baseada no uso de software como interface no aprendizado. Dessa
forma esperamos que o aluno tenha uma maior compreensao sobre a representacao de um
numero complexo no plano de Argand-Gauss quando é extraido via a equacao 7" =w. O
software auxilia a exibi¢do na tela, pois exibi os pontos que representam as raizes e assim
através de alguns recursos do software, como por exemplo criar circulos e poligonos, o
aluno pode verificar a relacao entre essas raizes e os vértices de um poligono regular cuja

quantidade de vértices esté relacionada com o nimero de raizes (complexas) da equagao.
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8.5 Descricao

Nesta secao iremos descrever com detalhes a constru¢ao de um poligono regular,
no software Geogebra, a partir da conexao entre os pontos no plano Complexo, tais pontos
sao representacoes das raizes da equacao 7" = w. Abaixo apresentamos todos os detalhes

de como reproduzir tal atividade.

Utilizamos a versao 4.0.32.0 do Geogebra? para realizar a atividade. O software

Geogebra utiliza a plataforma Java?, e a versao do Java utilizada foi a versao 1.6.0_21-b06.

Inicialmente vamos definir a notagao utilizada para descrever a relagao 7" = w.

e z:numero complexo do qual obtemos as raizes;

e w: numero complexo resultado da equacao complexa;
e R:raio de w, isto é, |w| =R;

e n:numero natural que representa o grau da equacao;
e r:raiode z, isto é, |z] =r;

e O:argdeze0,2x].

Definida a notagao é necessario abrir o Geogebra e deixar visiveis as Janelas de Al-

gebra e Visualizagao através do menu Exibir na barra de tarefas, conforme figura 14 abaixo.

O primeiro passo ¢é criar trés controles deslizantes na area de visualizacao do
Geogebra indo em Ferramentas - Interface Gréfica e apés Interface Grafica clicar no item
Controle Deslizante. Ao ativar essa ferramenta basta dar um clique com o botao esquerdo
do mouse na Janela de Visualizacdo que abrird uma caixa de configuragao chamada

Controle Deslizante.Veja figura 15.

Deixe ativado a opcao Numero, e na caixa Nome digite "n”. Na aba Intervalo
escolha Min: 2, Max: 10 e Incremento: 1. Assim clicando em Aplicar estard concluido
o primeiro controle deslizante que indicard o nimero de raizes complexas que estarao
sendo extraidas. Repita o procedimento acima para criar mais dois controles deslizantes
utilizando as seguintes configuragdes: No primeiro controle selecione Ntmero, e em Nome

digite "R”, Min: 0, Max: 10 e Incremento: 0,1. No segundo controle selecione Ntumero, e

2
3

Geogebra - International Geogebra Institute
Java é um software gratuito, copyright(c) Oracle and/ or affiliates
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.E-—C_eo(ieb'ra L._JLI:_IJE

Argquivo  Editar Exibir Disposiges Opg@es Ferramentas Janela Ajuda
A H L -2 Movwver: Arraste ou selecione e
[%' ‘. 7 "/v —-'"",’"v bv ®v Qv 'fj?aav N ABC;, — | ‘_Pv um ou mais ohjetos (Esch =
Janela de Algebra (=)= |Janela de Visualizacio (===
Ohjetos Livres
Ohjetos Dependentes a
2
a
4 2 o 2 5 &
K|
-4
Entrada: i (1]
Figura 14 — Janela de algebra e visualizacao
¥ GeoGebra _.EII/\’U
Argquiva  Editar  Exibir Disposicdes Opgdes Ferramentas Janela  Ajuds
N el E N = 2
¥ u . 2|l ||
[%v i /v """"’Hv 7 i 7 o i || M i b
Janela de Aluc O o — e =&
Objetos Lives Controle Deslizante ﬁ = s
Objetos Dependen : Marme
) Midmero :
o n
3 Angula L
© Inteiro [] Aleatdrio (F)
Intervalo | Controle Deslizante | Animacgo)
—_—
rmin: 2 | ma 10 | Incrementa: |1
Aplicar l [ Cancelar
[{I ] ] m
Entrada:| =

Figura 15 — Controle deslizante do geogebra
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em Nome digite B, Min: 0, Max: 2pi * e Incremento: 0,1. A area de visualizacdo devera

ficar como na imagem abaixo.

rﬂ GeoGebra g@

Argquivo  Editar  Exibir Disposicdes Opgdes Ferramentas  Janela  Ajuda
. | e L] i n
I TIPS Pt S0t O 1P [N e 1R .
7 7, e i & - £ &) i 7 2 L g
'J'anela'd'_E}'a Janela ﬂe\ﬁs_u_aliz';’;l_g'i"jd ' E]
= Ohjetos Livres
~ @ R=1 m=2
4 n=2 2] -
o ] B=|] R=1
Chjetas Depen -
p=0
1 &
T T T I:l T T T T
3 2 -1 ] 1 2 3 4
.14
Slui] [2]
Entrada; =

Figura 16 — Controles deslizantes

O préximo passo é criar caixas para exibir /esconder objetos acessando as Ferramentas,
Interface Gréfica e clicando em Caixa para Esconder/Exibir Objetos. Apos selecionada
essa opcao basta apenas dar um clique com o botao esquerdo do mouse na Janela de
Visualiza¢do que abrird uma caixa chamada Caixa para Exibir/Esconder Objetos com as
entradas Legenda e Selecione os objetos na construcao ou escolha-os em uma lista, veja

na figuras 17.

No item Legenda escreva "Raizes”e no préximo item selecione "Ntumero n”e clique
em Aplicar. Repita o processo mais duas vezes: na primeira digite "Raio”em Legenda
e escolha a opcao "Numero R”em Selecione os objetos na construcao ou escolha-os em
uma lista; na segunda digite "Rotacao”’em Legenda e escolha Ntumero 8 no item abaixo.
Agora a tela de visualizagdo do Geogebra tera trés botoes deslizantes e trés caixas de

esconder /exibir conforme figura abaixo.

Faca a experiéncia de clicar nos itens Raizes, Raio e Rotagao para visualizar a

dindmica esconder /exibir os objetos na Janela de visualizagao, conforme figura 18.

4 Observe que aparecerd 6,28 ao invés de 27
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€ teste04.psb o= [_/__\J

Argquivo  Editar  Exibir  Disposigdes Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A . I> @ @ -{ﬁv \Iv LRC @ ‘{_. Selecionar Objeto: Cligue no
. 1 ) . . ’
| f'/v L8 - o 1| b & e’ | | obieto para seleciona-lo e
Janela de Algebra [=)E)[=] |Janela de Visualizagéo [=l==]
r 3
= Dhjetos Livres — = =
L@ R=1 ©¥ Caixa para Exibir / Esconder Objetos
2n=6 = :
O B=0 Legenda: |Raizes
Objetos Dependentes
Selecione o5 objetos na construgdo ou escolha-os de uma lista
=]
Mameron
] T T T
-39 0s 1 15
| apticar || cancelar
05
.'1 B
Entrada:| @

Figura 17 — Caixa para exibir/esconder objetos

©GeoGebra Lo

Arguiva - Editar  Exibir  Disposigfes Opces Ferramentas Janela  Ajuda
: - [ ] )
% ‘ o™ L] A I> @ O é:".v xv reC | =2 | >
| Bemmms s ) vl 3 3 i ) wil ) 5
Janela d[=)[=](x} | Janela de Visualizagdo (===
= Ohjetos Livres il
"@ R=1 ¥ Raizes n=2
& a=true 2 —
®0-te W Raio R=1
<l c=1rue *
an=2 ¥ Rotagdo p=0
@ p=0 -
Ohjetos Depen
[u]
T T T T T T T
3 2 -1 o 1 2 3 El
_1_
[ T
Entrada:g | @

Figura 18 — Caixas para exibir/esconder objetos
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Essa é a parte da atividade em que descrevemos detalhadamente as raizes da
equagao. Vamos a construcao utilizando a férmula das raizes, portanto agora o proximo
passo é criar uma variavel dependente de R, chamada de r, que sera a raiz n-ésima do
nimero R (note que escolhemos o valor de R limitado de 0 a 10). Para isso basta ir até
a caixa Entrada:(veja figura 17) e digitar: r=R “(1/n) na linha de comando e apertar a

tecla Enter. Essa variavel serd usada na construgao das raizes da equacao.

Agora é necessario criar a lista de solugoes através do comando ”"Sequéncia”do
Geogebra. Essa parte da atividade é o momento mais interessante, pois ¢ quando a
expressao que relaciona raizes ¢ utilizada, sendo assim basta digitar, na linha de comando

FEntrada:, a seguinte instrucao:
Sequéncia[(rxcos((B+2*kxpi)/n), r+sin((B+2xkxpi)/n)), k, 1,n, 1]

e digitar Enter. Observe que na Janela de Algebra apareceu um item com o nome "listal”e
na Janela de Visualizagao alguns pontos foram plotados no plano de Argand-Gauss (Veja
a figura abaixo). Basta mover os botoes deslizantes e obter diferentes configuragoes sobre
as raizes da equagao 7 = w, como por exemplo movendo o botao n até chegar em cinco

obtendo as cinco raizes da equacao projetadas na tela.

¥ GeoGebra Q@

Arguivo  Editar Exihir Disposigdes Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda
I A . | Sl IS _4"_ . 2
% ‘ - 37| "/'/_ —F""."‘.-"_ J’)— 7] l\*/? . * ABC— "..— ‘$’— :)"ib'f\
Janela déd(Hksh | Janela de Visualizacio = ' HEE
= Objetos Livres
""" >t ¥ Raizes i
----- & a=true —s—
""" g h=liue ¥ Raio R=1
----- 4 c=true e
----- 4 n=5 ¥ Rotacdo p=0
..... Z B=0 11 L] >~—
= Ohjetos Depen
i@ listal = ®
e r=1
1]
2 4 o 1 2 3
L]
— ¥ 14 ]
EA E3N
Entrada: 2 @

Figura 19 — Raizes projetadas no plano

Vamos agora enfatizar a relagdo entre as raizes da equacgao z" = w plotados no
plano de Argand-Gauss com os vértices de um poligono regular de n lados. Digite na linha

de comando Entrada: "Poligono|listal]”e aperte a tecla Enter que ird aparecer na Janela
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de Visualizacao um poligono regular, cujo os vértices sao as raizes da equacao 7' = w,

conforme figura abaixo.

Arquiva  Editar  Exibir Disposigdes Opgdes Ferramentas Janela  Ajuda

[& o B8 (o]l =l P NN

P
b 3, 3, i ¥ 5

&)

ki

4

A r'f_‘\l a=2
s | o =

%

ABC

L7 i

_...Iaﬁela' d@@@; Janela de Visualizagdo
= Ohjetos Livres
""" = A=(0,0) ¥ Raizes

----- # R=1 5 14

..... % a=true ¥ Raio /JX» R=1

..... = -
® 1" HuE ¥ Rotagdo

----- # c=true L s B=0
. 05

----- # n=5 -—

..... ] B=|]
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Figura 20 — Poligono regular

Vamos agora projetar a circunferéncia cujo poligono esta inscrito. Para defini-la
precisamos definir a origem, que neste caso é (0,0), e o raio da circunferéncia. Digite na
linha de comando Entrada: ”A=(0,0)”e aperte a tecla Enter. Para que esse ponto nao
fique visivel na Janela de Visualizacao basta ir até a Janela de Algebra e clicar na bolinha
que habilita e desabilita sua visualizacao (Note que a op¢ao de clicar na bolinha na Janela

de Algebra para habilitar ou esconder serve para os outros itens também).

O raio da circunferéncia ¢ r, ou seja, o modulo de z na equagao z" = w, ja definido
anteriormente, é o raio da circunferéncia que estamos interessados, portanto definimos os
dois itens necessario para plotar uma circunferéncia no Geogebra, o centro e o raio da

circunferéncia.

Para projetar a circunferéncia digite na linha de comando Entrada: "Circulo[A,r]|"e
aperte a tecla Enter. Aparecerd na Janela de Visualizagdo um circulo com centro na
origem e circunferéncia sobre os pontos que representam raizes, note que aparecera na
Janela de Algebra um item com o nome ”d = x* + yz”(ﬁgura abaixo). Para observar o
exemplo abaixo, ative os botoes Raizes e Raio, deslize os comandos deslizante R para R=4

e n para n=6, veja figura 21.

Para que nao seja necessario ficar visivel ao mesmo tempo o circulo e o poligono

podemos criar mais duas caixas de exibir/esconder para ocultar essas duas figuras. Para isso
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Figura 21 — Pontos inscritos sobre a circunferéncia

va até Ferramentas, Interface Gréfica e clique em Caixa para Esconder/Exibir Objetos, ao
abrir a caixa de didlogo Caixa para Esconder/Exibir Objetos digite "Poligono”em Legenda

e escolha o item poll(no nosso exemplo é um hexagono) clicando em Aplicar conforme

figura abaixo.

Arguivo  Editar  Exihir D|5p05|goes Op;oes Ferramentas Janela Ajuda
% ‘ P i i I [P Al [l
- . | Fmi]
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..... s e " e
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----- @ murmero B _
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.11
€ Bl \\4/'/
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Figura 22 — Hexagono

Repita o processo e digite "Circulo”’em Legenda e escolha o item Circulo d: Circulo
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com centro A e raio r clicando em Aplicar. Apds criar essas duas caixas ative e desative os
itens para ver que o poligono e o circulo aparecem e desaparecem da Janela de Visualizacao

do Geogebra.

Quando utilizar o aplicativo criado basta selecionar para ativar ou desativar as
caixas conforme queira ver ou nao os objetos. Um outro detalhe a ser observado é que
quando o Geogebra coloca os pontos da listal na Janela de Visualizagao ele nao exibi os
valores das coordenadas em cada ponto do plano. Caso queira saber a coordenada de um
ponto especifico basta ir em Ferramentas em seguida Interface Grafica e clicar em Ponto
em Objeto. Com o mouse clique em um vértice da Janela de Visualizagao de interesse
no qual queira saber as coordenadas. Esse ponto desejado recebera o nome de ponto B.
Observe que conforme altera a quantidade de raizes n o ponto acompanha mudando sua
posicao. Para ilustrar um exemplo clique no terceiro ponto do poligono e depois mude
a quantidade de raizes para cinco e depois para sete e observe as coordenadas de B na

Janela de Algebra do Geogebra, conforme as figuras 23 e 24 abaixo.
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Figura 23 — Pentdgono regular

Agora iremos fazer o poligono girar ativando a Caixa para Exibir/Esconder Objetos
denominada Rotacao que se encontra na Janela de Visualizagdo. Ao ativar essa caixa
teremos acesso ao botao deslizante denominado B, que varia de 0 até 2w. No geogebra
o valor 2 é aproximado para 6,28. O botao deslizante 8 faz com a primeira raiz de z
se desloque circularmente até a segunda, a segunda até a terceira, ..., e a enésima até a

primeira, quando o botao é deslizado de 0 até 6,28. Isso ocorre porque o médulo das raizes
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Figura 24 — Eptagono regular

nao se altera enquanto que o argumento ¢ alterado. Observe que quando criamos a listal

. . B+2kn
utilizamos no argumento a expressao ——.

Para ilustrar colocamos os botdes deslizantes n em 6, R em 1 e B em 1,8 conforme

figura abaixo.
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